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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE TATE-SEN-AX

par Jean-Pierre WINTENBERGER

RESUME. Soit R un anneau noethérien intégre normal de corps des fractions F de caractéristique
0. On suppose que le schéma Spec(R) peut étre désingularisé. Soit F une clbture algébrique de F
et R la cloture intégrale de R dans F soit x un élément de R. Nous prouvons que le sous-anneau

de 1a complétion x-adique de R formé de ses éléments qui sont fixes par le groupe de Galois
Gal(F/F) est la complétion x-adique de R1.

Soient R, F, F» R et x comme dans le résumé. Notons R et ﬁ les complétions x-adiques de

R et de R respectivement , R= lim R/x"R et R= lim HelN R/x™R. Soit G le groupe de

«— n€EN —

Galois Gal(F/F); l'action de G sur R se prolonge a ﬁ Comme R est normal, I'homomorphisme

naturel de R dans R est une injection.

THEOREME. - A\ptons S [e schéma Spec(R). Supposons qu'il existe un schéma Sreg régulier et un
morphisme propre birationnel WS . —>S. Alors (ﬁ)Gz R.

PROPOSITION 1([11) - Pour tout n€ N, désignons par H'(G,R) (<) [ noyau de la multiplicasion
par x" dans HI(G,i) et soit T (HI(G,ﬁ))=lim HI(G .R) n, » ["homomorphisme de
x «ne€N {x™})

HI(G,E){X,,H} dans HI(G,T{—){X“] étant induit par la multiplication par x. Alors, on a un
isomorphisme de R-modules de R)/R dans T (H'(G,R)).

Démonstration. Les suites exactes de cohomologie galoisienne associées aux suites exactes:

n
X

0>R—H5 R - RX"R -0,
donnent des suites exactes :

0> RA"R - (RK"R)® > H'(GR) 0 — 0,

l1le teitc qui suit est, 2 1a remarque 4) pres, le texte de la Note C.R. Acad. Sci. Paris, t. 307,
Série 1, p.63-65, 1988.
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qui donnent l'isomorphisme de la proposition. Le théoréme résulte alors de la proposition
suivante:

PROPOSITION 2.- SiF' est une extension galoisienne finie de F contenue dans F, on note G' son
groupe de Galois, R' (o fermeture intégrale de R dans F' et H'(G',R") (x5 ) & sous R-module de

}
H!(G'R") formé de ses éléments qui sont tués par une puissance de x. Alors, sous les hypothéses du

théoréme, il existe un entier a, indépendant de F'tel que x* H'(G',R") (x21=0-

On peut préciser a. Supposons x#0. Notons Suppp(x) I'ensemble des idéaux premiers de
hauteur 1 de R contenant x (SuppR(x) est donc un ensemble fini). Pour chaque P€ Suppg(x),
notons Ep la caractéristique de R/PR et ap un entier tel que ap=0 si }p=0, x P¢ IPRP si Ep>2,
x Pe 4.RP si Zp=2. Soit a,un entier 2a, pour tout P€ Suppg(x). Soit d'autre part a, un entier

tel que "1 annule le R-module noethérien formé des €léments de H' S

n,‘g,Osmg) qui sont tués par

une puissance de x. Alors, on peut prendre a=a, +a, .

Un argument classique utilisant une résolvante permet de prouver que si y est un élément de
R', alors tr; /F( y) annule H'(G',R"). En particulier, le degré [F": F] de I'extension F'/F annule
H'(G'.R").

COROLLAIRE.- Supposons R régulier. Nptons t le produit des nombres premiers divisant [F': F].
Alors HI(G',R') est tué part si 2 ne divise past, et par2r si2 diviseT.

La démonstration de la proposition 2 utilise 1a propriété de pureté suivante :

PROPOSITION 3.-Supposons R régulier. Alors, les idéaux premiers associés au R-module HI(G’,R')
sont de hauteur 1.

Remarques:

1) Comme HI(G’,R') est tué par [F': F], HI(G',R’)=(0) si R est une Q -algebre et on a
(ﬁ)Gz R dans ce cas.

2) On connait l'existence de Sl,eg et ©t lorsque R est excellent de dimension <2, [2].

3) Le théoréme est un théoreme de J. T. Tate lorsque R est un anneau de valuation discréte
complet a corps résiduel parfait de caractéristique p, [3]. Sous les mémes hypotheéses que celles de
J. T. Tate, c'est un théore¢me de S. Sen que HI(G,E) est tué€ par p, [1]. Si R est un anneau de
valuation henselien a corps résiduel de caractéristique p, J. Ax a prouvé que HI(G,ﬁ) est tué par



p si p#2 et par 4 si p=2, [4].

4) Soit O un anneau de valuation discréte complet de caractéristique mixte (0,p) 2 corps résiduel
parfait ; on note K le corps des fractions de O. Soit R une O-algébre plate, intégre, normale,
essentiellement de type fini. Soit R' la fermeture intégrale de R dans une extension maximale non

ramifiée de R[1/p]. Soit F la clbture algébrique de F dans R'[1/p], O la fermeture intégrale de
O dans F, et A =Gal(R'[1/p]/FR[1/p]). Alors, G. Faltings prouve [ 7] :

- ﬁ'A: RO, si R est lisse sur O et R contient d unités dont les dérivées logarithmiques
engendrent le , ou d est la dimension relative de R sur O,

- ﬁ'A[ l/p]ZIE?—)[l/p] , si R[1/p] est lisse sur le corps des fractions K de O, et R
contient d unités dont les dérivées logarithmiques engendrent le ol K
Démonstration de la proposition 3. Supposons donc R régulier et soit P un idéal premier de R . Il
s'agit de prouver que si la hauteur ht(P) de P est #1, P n'est pas associ¢ au R-module
HI(G',R'). Comme Hl(G',R’) est de torsion, (0) n'est pas associ€ a2 R. Supposons donc ht(P)22
; par localisation, on se ramene au cas ou R est local d'idéal maximal P. Soit § annulé par P ; il
s'agit de prouver que 5=0.

Pour y€P, notons Suppg(y) I'ensemble des idéaux premier de hauteur 1 contenant y. On
voit facilement que si y, et y, sont deux éléments non nuls de P, (y,,y,) est une suite réguliére si
et seulement si Suppg(y,) 1SuppL(y,)=2 .

Soit x, € P, x,#0. Comme P est de hauteur 22, P n'est pas contenu dans P2 ni dans aucun
des idéaux P'€ Suppg(x,), donc n'est pas contenu dans leur réunion ([5] (1.B)). Il existe donc
X,€ P, x2¢’ P? et SuppR(x2)ﬁSuppR(x1)=® . On a la suite exacte :

0> R/x,R — (R/x,R)° - H'G'R), ,~> 0.

Soit SG(R'/xZR')G! relevant & . Soit i 'homomorphisme de R'/x,R" dans le localis¢
(R'/sz‘)xl. Comme SuppR(x2)ﬂSuppR(xl)=® ,ona SuppR,(xz)ﬂ SuppR.(xl)=@ .
Par suite (x, , x,) est une suite réguli¢re dans R’ et i est injectif. Comme 8€R‘/x2R', i(%) est

entier sur R/x,R. Comme x18=0, i(g)é (R/XzR)xz . Comme X,€P et X,& P2, R/x,R estun

anneau régulier ( [5] (17.F)), donc normal. On voit donc que GGR/sz et 6=0 ce qui prouve la

proposition.

Démonstration de la proposition 2. Supposons tout d'abord R régulier. Posons

M=HI(G',R') (x®1’ il s'agit de prouver que M est tu€ par x*. Comme M s'injecte dans le produit

de ses localisés MP pour P parcourant les id€aux premiers associés 2 Hl(G',R'), la proposition 3
3
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permet de se rani:ner au cas ou R est un anneau de valuation discrete. Soit alors P I'idéal maximal
de R. L'assertion est claire si x¢€ P ou si la caractéristique résiduelle de R est nulle, puisque R est
alors une alors une Q-algébre (voir la remarque 1 ). Supposons donc que x€ P et que la
caractéristique résiduelle est p=0 ; il s'agit de prouver que HI(G',R') est tué par p si p#2 et par 4
si p=2. Lorsque R est complet, le théoréme de J. Ax ( [4] ) permet de conclure. Pour R non
nécessairement complet, comme HI(G',R') est un R-module de torsion et que Rest plat sur R,
ona:
H'(G'R)=H'(G'R) ®; R = H'(G,R'e_ R)
Soient P' un idéal de R' au dessus de P, R’ le complété de R' pour la topologie P'-adique et

D' le groupe de décomposition de P'. Le G'-module R'® Rﬁ s'identifie au module induit

Indg: (I/{\') ([6] Chap.2, Prop.4) , d'ou: Hl(G',R') = Hl(D', ﬁ'), ce qui rameéne au cas ou R est
complet et acheve de prouver la proposition lorsque R est régulier.

Pour achever de prouver la proposition 2, il suffit de voir que lorsqu'on a une désingularisation

T :Sreg—> S, on a une suite exacte :

0-> Ker(H'(S,0:05 )—>H'(§",04)>H'(G'R)>H'(S,, F'(G1£,04.)),
g

reg

S"

- S§" est la fermeture intégrale de Sreg relativement A Spec(F’) et f le morphisme naturel de
S" dans S .

reg °
- ﬁl(G',f*OS..) est le faisceau cohérent sur S,reg dont la restriction A tout ouvert affine
Spec(A) de S, est H'(G',A"), oti A’ est la fermeture intégrale de A dans F.

- sl Y€ Ker(Hl(S O )—> HI(S",O )) est représenté par un cocycle a la Cech
reg

reg’

Sn

(£, ;) €C T 05 ), il existe (g)eTOF (1), 0g) avec f, ; =g, -g; , alors, pour €G!,
Teg

io ?
og;-g; ne dépend pas de i et appartient 2 R', et On associe 3 ¥ la classe de (cgi-gi)o €G'

10.1

dans HI(G',R'),
- le morphisme de H'(G',R") dans H%S,,,,C'(G"f,Oq.) est le morphisme défini par

localisation.
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