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THEOREME D'INDICE POUR UNE CLASSE D'OPÉRATEURS

ELLIPTIQUES FORTEMENT DÉGÉNÉRÉS SUR LA FRONTIÈRE.

par

Jacques ROLLAND

0. INTRODUCTION.
On se propose d'étudier des problèmes aux limites dans un ouvert ^ de (R , asso-

ciés à des opérateurs L (x»D ), elliptiques à l'intérieur, dégénérés sur le bord r
de cet ouvert, le bord étant caractéristique.

Lorsque les opérateurs sont du type de Fuchs les problèmes aux limites associés
ont été étudiés par plusieurs auteurs (voir par exemple : [1] , [2] , [16] , [15'],

[17], M. [5]. [7L...).

On s' intéresse ici à l'étude des problèmes aux limites associés à des opéra-
teurs L(x;D ) qui dégénèrent sur le bord en un opérateur du type de Fuchs, c'est-à-
dire des opérateurs de la forme L(x,D ) = L - ( x , D + L?(x,D ) avec :

m— r— 1
L , ( x . D ) = I P^x.D) {^^-^(x)}.
i x h=0 x

min^.k) r-h k-h
L.(x.D ) = ^ ?" "(x.D ) {^k " (x)} .

"- x h=0 x

où : cf est une fonction de classe C°° équivalente à la distance au bord r de ^, m et
r sont deux entiers tels que 0 ^ r < m et q un réel > 1 tel que q(m-r)e(N, et où
P"1 (x,D^) (resp ?" (x,D )) sont des opérateurs aux dérivées partielles d'ordre
^ m-h (resp _^ r-h), P^x^D ) étant elliptique sur ïï.

Le point de départ de cette étude est l 'article de V . V . Grusin et M.I. Visik
0

[18] dans lequel ces auteurs traitent, dans le cadre L , les problèmes aux limites
associés à des opérateurs L = L-+L<-> qui dégénèrent sur le bord en un opérateur L..

1 L. rt L.

quasi elliptique. Dans [l4] on montre comment à partir de cette étude L , on peut
obtenir la régularité H^, pour tout entier p ^ 0, lorsque i^ est elliptique.

Dans cet article, on montre que si B est un système d'opérateurs frontière tel
que le couple d'opérateurs {L2,B} soit à indice dans des espaces convenables, le se-
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cond membre f étant dans H^) (cf. : [5] ) alors le couple d'opérateurs {L,B} est
lui aussi à indice dans des espaces convenables, le second membre f étant dans H^).
Cette étude donne par ailleurs la régularité des problèmes aux limites associés.

En particulier, l'opérateur L? peut se réduire à l'opérateur "identité", c 'est-
à-dire que l 'on peut avoir r = k = 0.

La méthode consiste à obtenir, dans le cas des coefficients constants une esti-
mation a priori directe et un régularisateur à droite, puis d'obtenir des estimations
a priori, directe et duale, dans le cas des coefficients variables.

Dans le dernier chapitre, on met en évidence divers types d'opérateurs qui réa-
lisent un isomorphisme algébrique et topologique de ^)(ïï) sur lui-même, résultat
bien connu pour certains opérateurs du type de Fuchs (cf. [2] , [7]). En particulier
les opérateurs :

n .
L = .1 ^'(^ D ^ • ) + > ^ec k entier > 2 et À € € tel que Rex > 0 et

Imx ^ 0. ^ ^
et L' = I D2^ D2 .) + ^ D.(cp D. .) + 1 avec k > 3

i=l i=l j '
réalisent un isomorphisme de Sb(Ï2') surS)^), l'opérateur L étant hypoelliptique dans
R".

Le plan de cet article est le suivant :
I - Enoncé des résultats.
II - Etude d'une classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés à une variable.
III - Etude d'une classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés dans le demi-espace
IV - Etude sur Q.

V - Applications.

Cet article est le résumé d'une thèse de doctorat de Sème cycle soutenue à
l'Université de Rennes.

Ce travail m 'a été proposé par Monsieur J. Camus. Qu'i l me soit permis de lui
exprimer ici toute ma gratitude, ses très nombreux conseils m'ont beaucoup aidé, en
particulier ils m'ont permis d'écrire les opérateurs sous une forme plus utilisable
et d'avoir ainsi une vision plus générale et moins technique du problème. Je veux
aussi remercier Monsieur P. Bolley dont l 'aide constante et les suggestions m'ont
été précieuses.

I. ÉNONCÉ DES RESULTATS.
Soit ^2 un ouvert borné de fR" de frontière r, tel que ïï soit une variété à bord

de classe C°°. On se donne une fonction c^eC00^";^) telle que :
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r ^ = {xefR 1 1 ; c^(x) > 0}
^ r = { x e t R " ; c^(x) = 0}
[ ( V x 6 r ) ( g r a d c p ( x ) ^ 0) .

On définit les espaces de Sobolev avec poids W"^^ i , (^)> pour m e t^, pe.0^,q 9 m~ r 9 K
re(N, ke^N et q réel > 1 tel que q(m-r)clM :

Çm-r,k^ = ^H^P-^) ' ̂  ueH^P^) et c^"^ ueH^)}

munis de la norme canonique. On définit des traces pour les éléments de ces espaces
de la façon suivante : soit a un nombre réel et U = {xeIR" ; d(x,r) < 0} où d(x,r)
désigne la distance de x à r. On suppose que a est suffisamment petit pour que, pour
tout point xeU , la distance de x à r ne soit atteinte que par un seul point x de r.
L'application ^ définie par :

x l— ^r '^ir^'^
est un isomorphisme de classe C°° de U sur r x~^-a,a^ Soit a une fonction de 9û(iR.)
égale à 1 dans un voisinage de 0 et à support dans l"^^ Alors, pour tout u appar-
tenant à W",^? i.(i^)» on pose, pour x appartenant à r :q, m" r, K

CD3 u(1 f l (x, t ) ) | ,^o , pour j = 0,..,r+p-k-l, si 0 ^ k < r+p
Yj u(x) =^

[(-l)'0"1 /+00 t ~ 3 " 1 c^tM'r^x.t^dt. pour j = -k,..,min (-l,r+p-k-l).
0 s i k ^ l .

Soient deux opérateurs L^ et L^ définis sur ^2 par :

L,(x,DJ u(x) = "T1 P^^x.D) {^(x)^"1-^) u(x) }
1 x h=0 x

et
min(r»l<) y,.h k-h

L.(x,D ) u(x) = I ^ '(x.D ) {^(x)' h u (x ) } .
'- x h=0 x

Nous nous intéressons ici à l'opérateur L (x»D ) défini par :

L(x,D^) = 4(x,D^) + 4(x,D^)

L(x,D ) peut s'écrire sous la forme :
Min(m,m+k-r) „ . \.^f^\

L(x,D,) - \ P"'-11 (x.Dx) {^^(^(x).} .

Nous ferons les hypothèses suivantes :

(i) m et r sont deux entiers tels que 0 < r < m et q(m-r)e(M, q étant un réel > 1 ;
k est un entier ^ 0 et, pour tout h = 0,..., min(m,m+k-r) :

e(h) = max(q(m-r-h), m-r-h) ;
(ii) Pour tout h = 0,...,min(m,m+k-r), P"1 (x,D ) est un opérateur aux dérivées par-

tielles à coefficients indéfiniment différentiables sur ïï d'ordre inférieur ou égal
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à m-h ; si 0(h)^N, P^x,^) est, par définition, l'opérateur nul. On notera

^.^(x,^) la partie principale d'ordre m-h de P^^x.D ) ;

(iii) P (x,D^) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans ïï.

On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(C) Pour tout x er, tout xeïï et tout çeO^^-fO}, on a :

^o'^) - ̂  ̂ -^ ^x)q("1'r"h) ^ 0-

Cette condition implique que P^x.D ) est elliptique sur r. Nous noterons r le
rnombre de racines T de l'équation P ( X , Ç ' + T Ç ) = 0 telles que Im T > 0 (on suppose

que r^ ne dépend pas de x&r et de la donnée du couple de vecteurs detR"^'^) li-
néairement indépendants).

L'opérateur L^(x;D^) est donc du type étudié dans [5]. On introduit alors, pour
p ^ 0, les conditions suivantes :

H,(p,^) : Pour tout xer, l 'équation indicielle $, (x;p) = 0, avec :
———— 2

min(r,k) , .
\ (^P) = î Pplh(x;gradc(>(x)) i''" p(p-l) . . . (p-k+h+1).

2 h=0
n'admet pas de racine p telle que Re p = -r-p+k-1 .

H^(p,iï) : Pour tout xer, le nombre r (x) de racines p de l'équation $, (x,p) = 0,
vérifiant Re p > -p-r+k--^- est constant et égal à r ; et le nombre x 2= r -r est

1 °-

On définit maintenant des opérateurs frontière, si x > 0- Pour j = !,...,)(
soit B^x,^) l'opérateur défini par :

r+p-k-1
B 5 ( x , D , ) Y U = J^ B^(x.D,)^u

où, pour tout couple d'entiers (J ,À) vérifiant 1 ^ J ^ x et -k ^ À ^ r+p-k-1
B-^ (x ,D^) est un opérateur différentiel sur r, à coefficients C°°(r) et d'ordre in-
férieur ou égal à m. -À , m. étant un entier vérifiant -k _^ m. _^ r+p-k-1 (si m. -À est
négatif, l'opérateur B . ( x , D ^ , ) correspondant est, par définition, l'opérateur nul.

On note Bp = Bp(x,D^,) = (BÇ(x .D^) . . . . ̂  (x,D^)) . On introduit alors la condi-
tion suivante : P

H^(p,^) : Pour tout x<s,r et tout vecteur ç cotangent en x à r, le problème aux 1 i -
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ou

min(r,k) ,
1 pr~-[)(x^+ g^d^x)^) ^ ^t)^ = o

r+p-k-1 m . - À
J. B^ (x;ç) y^ v = 0 pour j = l,....x , si x > 0

'minfr^) ,
. 1 ^ h (x ;ç + g^d^x) D. {t-'vtt)} = 0 si x = 0

h=0 " P
n'admet que la solution v = 0 dans W^R^) = {ueH^P"^) ; t^eH^PQR )}

(B.^ (x,ç) désigne la partie homogène d'ordre m. -À de B. (x ,ç ) ) .

Pour tout entier p ^ 0, l'opérateur L induit une application linéaire et conti-
nue de W^.F^(") dans H^) et, pour x > 0, l'opérateur {L,B y) induit une appli-

cation linéaire et continue de }fim+p_ . (^) dans H^) x l̂  H^P'^J" 2 (r)

Nous pouvons maintenant donner les résultats essentiels de ce travail :
^ cas : Xp > 0

THEOREME 1 . 1 . On suppose que les conditions (C) , H^(p^), H^(p,^i) et. H^p.iï) sont
vérifiées et que, pour tout xer, l'équation $, (x;p) = 0 n 'a pas de racine p dans

L ̂  ^

1 a bande -(p+s) + k-r - -^ ̂  Re p ^ -p-r+k - 1 , s étant un entier ^ 0. Alors, pour
tout entier v tel que 0 ^ v ^ s l'opérateur {L.B^ y), opérant de ̂ +v , ( ^ ) dans

, p , 1 P q»m-r»K ——
HP v(^) x n H^P^""^" 2 ( r ) , est un opérateur a indice dont l ' indice est indé-

j=l ~————————————————-——
pendant de v.

2éme cas : x - 0

THÉORÈME 1 . 2 . On suppose que les conditions (C) , H^(p^), H^(p,^) et H.(p^) sont
vérifiées et que pour tout xer. l'équation indicielle ^, (x,p) = 0 n 'a pas de raci-

-—————————— L? —————————————

ne p dans 1 a bande -(p+s) - r + k - ^ ̂  Re p ^ -p - r + k - p s étant un entier
^ 0. Alors, pour tout entier ^ tel que 0 ^ v ^ s, l'opérateur L. opérant de

^q.m-r,^^ dans H ^)» est un opérateur à indice dont l ' indice est indépendant de
v.

Remarque 1 . 1 . On a des théorèmes analogues pour l'opérateur L'^(x,D ) défini par :
min(m,m+k-r) , ,,, .-^ x

L^(x,D^)u(x) = ^ ^^(h) P^x.D^uîx)

où P"1^ (x,D^) est l'opérateur adjoint formel de P^x^ ).

En effe^t : l'opérateur L^(x,D^) est du même type que l'opérateur L.(x,D ) donc
l'opérateur F^ + L^ , L^ étant l'opérateur obtenu en remplaçant dans l'opérateur L-
les coefficients par leurs conjugués, vérifie des théorèmes analogues aux théorèmes
1 . 1 et 1 . 2 ; on montre que l'opérateur L^ - F^ est compact de W^m-r.k(^) dans H^)
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pour tout ^ dans Z. La remarque s'obtient en écrivant :

f -. L^L^= (L^ - ^ ) . (4^).

II. ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES A UNE VARIABLE.

1 1 . 1 . Notations et énoncés des résultats.

Soient 1 un intervalle de (R, q un réel > 1, m un entier > 0 tel que qme[N, p un
entier relatif. On définit l 'espace de Sobolev avec poids :
Ç^(I) = {uehP'^I) ; tk ueHP(I) et t^ ueH"^!)} muni de la norme canonique.

Pour simplifier, on note ^^(I) l 'espace W"^ .(I), cet espace a été introduit^iin q»m,u
dans [14].

Remarque. On a les isomorphismes algébriques et topologiques suivants :

^i)^1)
C.^1)^1)^;"^1)

où, pour Jleîet refN, W^ ( I ) est l 'espace introduit dans [4] •

Soit M l'opérateur différentiel défini surÏR par :

Mu(t) = M(t,D )u(t) = DW"1 u(t)} + ^ a.( t ) D^t^ u(t)} ,
t L j=0 J t

où :
j=0 J

(i) q est un réel > 1, m un entier > 0 tel que qmetN,

(ii) pour j = 0,...m-l, a.eC00^) et a. = 0 si qj^lM.
J J

On considère l'hypothèse suivante :
(H) Pour tout t6(R et tout T6ÏR on a :

M (t.ï) ^ t^+T a _ ( 0 ) ^ t^ ^ 0 .
j=0 J

Cette condition est équivalente à dire que les polynômes

P^r) = ^ + "'I1 a _ ( 0 ) T j et P- (T) = (-1)^ ï"1 + V aJOX-l)^ ^
j=0 J j=0 J

n'ont pas de racine réelle. On notera m (resp m_) le nombre de racines T de l'équa-
tion P^r) = 0 (resp P~( ï ) = 0) telles que Im T > 0.

Pour l'opérateur M nous avons les résultats suivants :

THÉORÈME 1 1 . 1 . Sous l'hypothèse (H), pour tout pe 1, tout ke(N et tout T > 0, M(t,D.)
est un opérateur linéaire continu et à indice de W"^ ,,(-T,T) sur ^(-TJ) d'indice~~——~—————————~^~~ q,m»K — ' K ———•
indépendant de p et égal à m-m +m .
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COROLLAIRE 1 1 . 1 . Supposons que l'hypothèse (H) soit yen fiée. Soit alors pe 1L Sj_ u
appartient à W^ jJ-T,T) et si M(t,D^)u appartient à ^p+ ( -T,T), alors u appartient

iO-^61^
^^-P^T.^^'^t^^P^TTÎ'l''^^ ( -TU•'q,m,k1 l î u "k ( l î u q.m.k1 l ï u

^u. C est une constante indépendante de u.

COROLLAIRE 1 1 . 2 . Sous l'hypothèse (H), s_[ ue2b'(-T,T) et si M( t ,D, )u e C°°(-T,T),
alors ueC^-TJ).

On retrouve ainsi un résultat qui découle du théorème IV.2 de [10] et du théorè-
me III de [11].

Le théorème 1 1 . 1 se déduit facilement d'une étude sur (0,T) . Pour cela on in-
troduit l'hypothèse :

(H ) Pour tout t€{R et tout T€(R, on a :

M^(t.ï) ^ 0

Ceci équivaut à dire que le polynôme P (r) n 'a pas de racine réelle.

THÉORÈME 1 1 . 2 . Sous l'hypothèse (H^), pour tout pe 2, tout k6(N et tout T > 0,
M(t ,D.) est un opérateur linéaire continu et à indice de W^ |^(O,T) sur 1/^(0,T),
d'indice indépendant de p et égal à m-m^.

COROLLAIRE 1 1 . 3 . Supposons que l'hypothèse (H^) soit vérifiée. Soit pe^. SI u appar-
tient à ^m+p JOJ) et si M(t ,D,)u appartient à W^^OJ) alors u appartient à—^——~—^— q j m} K —^—— ^ —i—i———^——— ^ —————

OO.T) ̂ r^ =

II "II m+n+i < C{ | |M( t ,D )u|| , + ||u|| }
V,^0^ ~ ^ (0>T) ^{0^

ou^ C est une constante indépendante de u.

COROLLAIRE 1 1 . 4 . Sous l'hypothèse (H^), ^j_ ue^'d^Llf et si M(t.D^)u €COO( [0,T] )
alors ueC'd^O.T]).

1 1 . 2 . Démonstration du théorème 1 1 . 2 .
On étudie d'abord l'opérateur M (t>D,.) défini par :o t

M S^([°>'C]) désigne l 'espace des restrictions à (O.T) des éléments de Sb'(lR).
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m-1
M (t.D )u(t) = DW"1 u( t)} + î a . (0 ) Q3 {t^ u(t)} .o r t j^o J t

,-q+l
En posant y = ^ , par une étude analogue à celle faite dans |j8] , on démon-

tre que M^(t,D^) est, sous l'hypothèse (H^), linéaire continu et à indice de

^ m^0^ sur L 2(O Ï T) ^"dice m-m^ .

Par récurrence sur p, en composant avec l'opérateur D, et en utilisant des ré-
sultats de compacité, on montre que sous l'hypothèse (H ). M (t ,D.) est linéaire
continu et à indice de ^^(OJ) sur H^OJ), d'indice m-m .

En remarquant que l'opérateur M( t ,D. ) - M (t,D.) est compact de W^^OJ) dans
H^O,'!") on démontre le théorème 1 1 . 2 pour k = 0.

Pour k > 0, si feW^(0,T) on a feH^^OJ) ; ce qui précède montre qu'il existe
ueW^'^OJ) tel que M(t,D^)u = f. En écrivant

tk M(t,D^)u = (M(t,D^) + M ' ( t .D^) } ̂  u)

et en utilisant des résultats de compacité sur l'opérateur M'(t,D,.) on montre que
tk u appartient à W^^OJ) ce qui montre que u appartient à W"^ , (0 ,T) . Ainsi nousq»"1 q} m $ K
avons démontré que M(t ,D.) est surjectif de W^ ,,(O.T) sur ^(OJ) pour tout peZ.

L (-1 jln $ K K

Puisque W^P ..(OJ^W^P'^O.T) le noyau de M(t,D.) dans W^P , (0,T) est de<-1 ; ni ; i\ î  y ni ^ q ^ m ^ K
dimension m-m^ pour tout pe7. Le théorème 1 1 . 2 . est donc démontré.

1 1 . 3 . Démonstration du théorème 1 1 . 1 .
En utilisant le changement de variables y = -t et le théorème 1 1 . 2 on montre

que, sous l'hypothèse (H), l'opérateur M(t ,D.) est linéaire continu et à indice,
d'indice m_. de ^^(-T.O) sur H^-T.O) pour tout p€^.

En utilisant le diagramme commutatif suivant :

Ç-T.O) x W^(O.T) ——MïM——— HP(-T,0) x HP(0,T)

- t f -

iQ-TJ) —————"————— HP(-T,T)

où : r(u) = (U|(.T,O). "KO.T) )

et en remarquant que l'opérateur r est linéaire, continu, injectif et à indice»
d'indice -p, de H^-T.T) dans H^-T.O) x H^O.T) et de ^(-TJ) dans

q »ii
W!11+S(~T^O) x ^ir^0^) on obtient le théorème 1 1 . 1 dans le cas k = 0. Le cas k > 0q »•" q »m

se démontre comme précédemment.
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III. ÉTUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES DANS LE DEMI-ESPACE.

III.1. Cas des coefficients constants : étude dans une bande (R'1"1 x (0,ô).

III.1.1. Notations et résultats.
On considère l'opérateur L = L(t,D ) défini sur IR" par :

min(m,m+k-r) . , ,.,
L u(x) = L(t,D^)u(x) = î P^D ) {t^0^) u(x) }

où : h=o

(i) x = (x^^lR" avec x'e^11"1 et te(R ; m et r sont deux entiers tels que
0 ^ r < m et q(m-r)€(N, q étant un réel > 1 ; k est un entier ^ 0 et pour tout
h = 0,...,min(m,m+k-r) :

0(h) = max(q(m-r-h), m-r-h) ;
(ii) pour tout h = 0,...,min(m+k-r,m), P"^^) est un opérateur aux dérivées par-
tielles à coefficients constants complexes, homogène et d'ordre m-h ou identiquement
nul :

pm-h - y p^h ^ ^
x |cx ' [+ j=m-h a ÎJ x L

(si e(h)^tN, P^'^tDx) est, par définition, l'opérateur nul) ;
(iii) P^D ) est un opérateur d'ordre m elliptique.x

On peut écrire: L(t,D^) = L^(t,D^) + L^(t.D^) où
m— r— 1

L,(t,D ) = Y P^CD ) {f^^-r-h) ^
et 1 x h=0 x

mi'n{r,k) , , .4(1^) - î / P^^DJ {tk-h . }
x h=0 x

Pour tout entier p ^_ 0 on définit les espaces de Sobolev avec poids :

^m-r.k^) = {^H^P-^^) ; t^eH^P^n) et t^^^-^ueH^P^)}

muni de la norme canonique. On définit des traces pour les éléments de ces espaces
de la façon suivante :

Î

D^ u(x ' ,0) pour j = 0,...,r+p si 0 ^_ k ^ r+p
Y j U ( x ' ) =

(-l)-J-l ^+°° f-J-1 u(x' , t)dt pour j = -k,...min(-l,r+p-k-l) si k ^ 1

Pour ô > 0 nous noterons w^-r. k (lRn-1 x ( o î ô ) ) l 'espace de Sobolev avec poids

formé des restrictions à IR""1 x (0,6) des éléments de W^P ^(P11).q ,m— r, K T
On introduit alors la condition d"'enipticité générale" suivante

(C^) Pour tout teiR^ et tout çeIR" \ {0}, on a :

Lo(t.ç) = Y P^^ç) f^-^ i. o .
h=0
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Cette condition implique que l'opérateur P^D ) est elliptique. L'opérateur
L^^x) est donc du ^P6 ^"dié dans [5]. On introduit alors pour tout entier p > 0
les conditions suivantes :
H,(p) : L'équation indicielle ^, (p) = 0 avec
——— '-2

min(r,k) y, h I/ h

V'^ hîo ^-h) i^p-D.^p-k+h+l).

n'admet pas de racine p telle que Re p = -p-r+k--i- .

Désignons par r^ le nombre de racines T de l'équation P^Ç'+TÇ) = 0 telle que
Im T > 0 (on supposera que r^ ne dépend pas de la donnée du couple de vecteurs de
(R'^ç'.ç) linéairement indépendants) et par r le nombre de racines p de l'équation
^, (p) = 0 telles que Re p > -p-r+k-1 . La second condition est :

L? 2

H^(p) : Le nombre \ = r^ - r est ^ 0.

On définit maintenant les opérateurs frontière. Lorsque x > 0, pour j=l,..,x >
soit l'opérateur BÇ(D ,) défini par :J x

r+p-k-1
^)^- J., W')^

où, pour tout couple d'entiers ( j .A) vérifiant l _ l J _ l x > " k ^ À . l r+p-k-1, B. (D ,)
est un opérateur aux dérivées partielles soit identiquement nul, soit à coefficients
constants complexes, homogène d'ordre m. -À , m. étant un entier vérifiant
"k -l-"1] 1 r+p-k-1 (si m.-À est négatif l'opérateur B. (D .) correspondant est, par
définition, l'opérateur nul).

On note B = B (D .) = (BÇ(D„.),...^ (D ,)) , et on introduit alors la condi-
r " I A X n ^

tion : P

H^(p) : Pour tout a) appartenant à la sphère unité S o de [R""1. le problème aux 1i-
mites :

f4(t;(u,D^) v(t) = 0
CBp(o)) y v = 0 , si xp > 0 ;

ou
4(t;o),D^) v(t) = 0 , si x. = 0

n'admet que la solution v = 0 dans ^^((R ).

Pour tout p ^ 0, l'opérateur {L,B y} (resp L) induit une application linéaire

et continue de Ç;̂ )̂ dans HP(I^) x ^ H^P-^J- 2 ((R"-I) (pesp HP(^)) si
Xp > 0 (resp xp = 0) . ' J=l

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats de ce paragraphe :
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THEOREME III.1. Soit p un entier ^ 0. On suppose que les conditions (C, ) . H,(p),
H^P) e^ H3(p) sont vérifiées. Alors, il existe J > 0 et C > 0 tels que. pour tout
u appartenant à ̂ .^0^) avec supp uctR"'1 x [ 0 . ô C > on ait :

"""iTP ^c{IILU^P^+I IBPYUIIx . 1
^q.m-r.k^) ^^ ^H^ J"V-1)

J=l

'"""ç;,^)'
(r•8p"""^^:)"("L""^:>t"°"^-^:>"
si Xp > 0 (resp Xp = 0).

THÉORÈME II 1 . 2 . Soit p un entier ^ 0. On suppose que les conditions (CJ, H - ( p ) ,
H^(p) e_t ^(p) sont vérifiées. Alors il existe <S > 0 tel que, pour toute fonction
3eâ>(^) vérifiant 0 ^ e(t) ^ 1, supp ec[0,ô[^^t @( t ) = 1 au voisinage de 0, on^

ait : il existe un opérateur R linéaire et continu de——————— o —————————————
HPQR"-1 x (O .ô ) ) x ^ H^P-^OR"-1) (resp HPQR"-1 x (O .ô ) ) dans

J=l ———
^î^-r.k^11 x (o» ( s ) ) tel que pour tout (f,g) (resp f) appartenant à

x 1
HPQR"-1 x (O .ô ) ) x ^p H^ mj ^(IR"-1) (resp HP^"-1 x ( O . ô ) ) on ait :

J=l ————
(i) L o R^(f,g) = f + Q^( f )

(n) Bp y {3(t) R^(f ,g)} = g + Q^(f ,g)

(resp) : (i) L o R^(f,g) = f + Q^( f ) s^_ x > 0 (resp x = 0) , ou_ Q^ est un opérateur
linéaire et continu de H?^"'1 x (0.6)) dans H^tR11'1 x (0 ,6) ) eĵ  Q. est un opérateur

linéaire et continu de HP((Rn" lx(0,6))x n H mj ^^"'^ ààns_ ^ H00^""1) si
Xp > 0. Ù=l j=l —

Posons ^p = {L(t.D^), Bp(D^, )y3} et ^l'adjoint de %. î^est un opérateur

n n i ^ -r-p+k+m.-h" ,
linéaire et continu de [HP(JR'1'1 x (0,ô)] • x n H J "(IR11'1) dans

CC-r.k^"'1 x ( 0 ' 6 ) )3 1 - 1es ̂ ^ ^^1 x (0^))]' et [W;^.^,(^-1 (0,6f

étant considérés comme des espaces de distributions surIR".

Du théorème III.2 on déduit facilement le résultat suivant qui nous permettra
d'atteindre le cas des coefficients variables :
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THEOREME II 1 . 3 . Soit p un entier ^ 0. On suppose que les conditions (CJ, H - ( p ) ,
H^(p) et_ H^(p) sont vérifiées. Alors i1 existe 6 > 0 et C > 0, tels que, pour tout

( f > g ) 6 [H^IR""1 x ( O . ô ) Q ' x i^ H r p+ ^^(IR^Xresp fel'H^IR^^ÎO^))] • ) on ait:
J'=l

H ( f î g ) u , , 1 ^ -r-p.k.m.4 -C{||^(f.g)||
^(OT1 x (0.6)) ] - ^ H ^ ^(R^1) CC-r.k^^W

j •-

* l | f*(»,9)l l ,

CHP*1^-'» (0.6))] •.^''H''"-''tkt°l'î(^i"-')>

(respllf"^n-l.(.,.)a^c(l^f"l^,(."-)-l<.,„a. t

-'"^"W.,.,.))]."
o^ î  désigne l'adjoint de l'injection canonique i d^e

^n-1 (0..)). n̂  H^1-^-^."-!) da^ HP^-^O,.)). n̂  H^^-^^^-1)
J=l j=l

(resp de H^1^""1 x ( O . ô ) ) dans H^IR""1 x ( 0 , 6 ) ) ) il Xp > 0 (resp x = 0) .

I I1 .1 .2 . Démonstration des résultats.
Par transformation de Fourier s u r C R 1 1 - par rapport aux variables tangentielles,

l'opérateur L est transformé en un opérateur différentiel en t noté L ( t ; ç ' ,D , ) , dé-
pendant du paramètre ç ' appartenant àïR""1 , et défini surtR par :

min(m,m+k-r) , , ,,,,
L ( t ; ç - . D ) = ^ P"1'^'^,) {t^0^) .}

h=0 "
On définit de même les opérateurs L^( t ;ç ' ,D^) , L^( t ;ç ' ,D^) et L^( t ;ç ' .D^) . On

définit aussi l'opérateur différentiel ordinaire M = L(t ,D.) sur IR par :
pHi-h

M(t,Dj = y ^"^ ^-^ {f^-^) }
c h=0 ^ L

o.r
ce qui a un sens puisque Pc p ^ 0 car ^ est elliptique. Cet opérateur entre dans la
classe introduite au chapitre II .

Pour démontrer les théorèmes III.1 et III.2, on fait d'abord une étude pour
| ç ' | grand, puis une étude pour [ ç ' [ borné.

Pour | ç ' | grand, on est amené, pour des raisons de non-homogénéité de l'opéra-
teur L( t ;ç ' ,D^) à recouvrir IR""1 x (0,ô) par deux bandes (dépendant de | ^ ' [ )

322



INDICE POUR UNE CLASSE D'OPÉRATEURS...

IR"'1 x (O ,T^ ) etCR"'1 x ( T ^ . Ô ) où T^ = ^ |ç ' | "q et -^ = <S^ ]ç ' |^ avec ^ < (s! •

Sur ÏR"" x ( O , T - ) on approche l'opérateur L( t ;ç ' ,D. ) par l'opérateur
n i

L^(t;ç',DJ o M(t,Dj ; sur£R x (T^» 6 ) on approche L(t;ç',DJ par l'opérateur

tk L ( t ; ç ' .D , ) . Qn obtient alors la :

PROPOSITION I I I .1 . 11 existe 6 > 0 , A > O e J L C > 0 tels que pour tout ç'eCR"'1 véri-
f iant |ç' J > A :
—. . — — — y

(i) il existe un opérateur R' de H^O.ô) x i ? (resp N^0,6)) dans W"1^ . (0 ,6 ) tel———————————-.—— —rr —— q,m-r»K ——
que pour tout (f^eH^O.ô) x (C'P (resp feH^O.T)) on ait :

a) L( t ;ç ' ,D^) o R'( f^) = f,

b) B ( ç ' ) y (3(1) R ' ( f , y ) } = ¥,

c) l l lR^^ll l^km+D ,' < c { l l f l l ( o î ô ) + l^lr^ <q»m r»K»m-rp,c, — p,^ fc,

(resp a) L( t ;ç ' ,D^) o R ' ( f ) = f,

c) I l lR^^ l l l ^km+p^ ^ll^lS0^) 'qïm-raK»m+p»c, — ?,&,

( 1 i ) Pour tout ueW^^ . (0 ,6 ) tel que supp u c[0,ô C^UJi :

II 1 "II 1 ̂ î.k^p.ç.^ll L(f,ç- .D,)u|| ̂ ).|.| ,,.|| | u|| | ̂ ^^p-l,e.

(-p II 1 "II 1 ̂ .k^p. l̂l ̂ ' '^ i0^ 1 "II 1 s°Ak^p-l.^
^1 x > 0 (resp x = 0). Si k = r = p = 0 1 e terme [| | u[| | ( 9 & ) . , n'intervient

pas dans les inégalités précédentes,

Les normes introduites dans cette proposition sont les suivantes :
/Q o \ (0 ,Ti ) n

III "II Iq.m-r.k.ni+p.ç'^ll"! (0,^)11 q.m-r.k.m+p,^ +

( ï ^ î ô ) ^ \17
+ ( { i " [ ( T ^ . Ô ) k+q(m-r),m+p,ç• ) }

avec, si I est un intervalle de R,

llul'q.s,k...ç.=<?J^12(^'s' j)IID^ll^^+

, J |ç,|2(.-j) n^^u}!!2, }1/2

^llk^-ll^lq^k^- • l l u l l Lç • = l ' u l l ; . o .o , . . ç . '
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x? r+p-k-m-
Mç. - ̂  k'I l^j l si x p > 0 .

Pour tout f c ' borné, on procède par partition de l'unité en ^' et Ton démontre
la : 3

PROPOSITION III.2. Pour tout 6 > 0 et_ A > 0. il existe une partition finie
A^... UA^ de {ç 'e ïR 1 1 ' " 1 / ! ^ 1 [ ^ A} et_, pour chaque i = l....,N. un nombre fini d'é-
léments de gb ([0,6]), notés e1 , j = 1, . . . ,j^., tels que pour ç 'eA^ . l'opérateur li-
néaire et continu de W^ , , ( 0 , ( S ) x Œ^i dans HP(O,(S) défini par :——————————————— q,m-r,K ——— —————L-—

1 i(U.ÀI . . . À )i——> L ( t ; ç ' ,D . ) u + ^ À . e.
'i j=l J J

admette un inverse à droite R _ ( E, ' ) , dépendant continûment de ç 'e A . . De plus i1 exis-
te une constante C' > 0 telle que :
(i) pour tout feHP^ô), pour tout i = 1,.. . ,N et tout ç'e A . , on ait, jsj_
( U , À ^ . . . À ) = R - ( ç ' ) f :

1 ^i{ i l uii ^ o ï ( s ^ + y i x i } < c' n fil ( o ï ô )L I 1 UN q,m-r,k,m+p 1 i 1 ^ ^ ^ L II ' I I p

( 1 i ) pour tout ç'eIR""1 tel que | ç ' | ^ A et tout ueW^P., . (0 ,6 ) , on ait :'"'"" —^~——— q ^ m— r, K ' -

II "II ̂ .̂n.p ^ ^ ^ 1 1 ^^^ ."t)"!! i01^ + II " 1 1 ^^,nHp-l>

Les normes introduites dans cette proposition sont les suivantes : ,

l l^lli^rkm.p^TlI^^II^ -TllD^^H2, ^q,m r,K.m+p ^ t L'(0,6) Jl=0 t L'(O.ô)

-1

l l f l l ^ 0 - 6 ) = { [ | |D^ f||^ }2 .
P À=0 t L'(0,6)

Si r = k = 0, l 'espace W^" ,,(0,6) est muni de la norme :w, m, o i

IHI^om-l' ^Nl2-! +"1!1 HD^VII^ )7 .q ï m t o s m i H ' (O.ô) A=0 t L'(0,ô)

Démonstration du théorème III.1.
On choisit 6 > 0 et A > 0 de telle façon que la proposition II 1 . 1 soit vérifiée.

Soit alors ueW^P .((J^) avec supp ucIR""1 x [p,ô0 Si Ton désigne par ^ la trans-
formation de Fourier par rapport aux variables tangentielles, pour presque tout
ç^"-1,^.,.)^.^^).

D'après la proposition III.1, on a, pour [ ç ' [ > A :
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[llla^5'••)ll^°Ak,.,,e02^^plL( t.s•.°t'î(s•.•)ll^)]2

<IV«,̂ ,|̂ ||Î̂ .)|||;».̂ ^J,

Pour | ^ ' | _ ^ A , on a, d'après la proposition III.2 :

[^^•.-lll^,,,^]^"^!,,^»,)^^.)!!^')]2 ,

-[^«•.•'ll^.^p-i]2'.
En regroupant ces deux inégalités, en intégrant par rapport à ç 'etR1 1"1 et en

remarquant que

-<llA|l^.ll.^->,l^,î

est une norme équivalente à la norme du graphe dans W^P .(IR") on obtient la majo-q »m"~ r » K i
ration a priori :

" " "W^P (IRn)^c {"L ( t î Dx ) u"HP^ '"yllx r.p-k-m.-l , +

Vm-r,k^ H (lR+) K H J 7 ((Rr}~l)
J=l

' """^P-1 r^)'wq,m--r.kvu<+)

Le cas v = 0 est analogue.

Démonstration du théorème II 1 .2 . On définit l'opérateur R par la "formule" suivan-
n n 1 Xp r+p-k-m,-1 -

te pour (f,g)<£HP((R11 ± x (0,6)) x n H 3 ? (îR"'1) :
3=1 N

^9) = ^çLx- <( l- (PA)R I^ I)(?( ç ' î t)^(^ l)) + .1 ^A. ^ R i ( ç l ) '^'•t^
où :

^ est l'indicatrice de {ç'eïR""1 ; | ç ' | ^ A} ; pour [ ç ' [ ^ A R ' ( ç 1 ) est l ' inverse
à droite introduit à la proposition III. 1, pour i = 1 , . . . ,N ,^>» est l'indicatrice

de A, (proposition III.2), ir. est la projection de W^P ,,(0,6^ x î 1 sur
m+n q»m-r,K

w ' l /(o» (5) et B , ( ç ' ) est l ' inverse à droite introduit à la proposition III. .LJ 9 iii r ) i\ i

Des propositions III.1 et III.2, on déduit :

"^•"'W-^,.» * " '̂̂ ""^v-i,,»,.),
^"i""^"-^))-"9'1»? -̂.,4 „ , ' •

n H J "((R'1 '1)
J=l
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De plus, pour tout ç'etR""^ on a R f f . g^ç ' ^eW" 1 ^ , . ( 0 , 6 ) . D'après la pro-u q »rn— r» K

position 1 . 3 de [5] ceci équivaut à dire que : t^^'^R (f,g)(ç ' . . )eHm + p(0,ô) et

tkR^g)(ç•..)eHr+P(0.6)OHmn(kîr+p)(0^).

Par conséquent :

^q(m-r)R^(f.g)êHm+P(IRn- lx(0.ô)) et t^^f.g^H^P^-^tO^))^1^^^)^-^^))

ce qui équivaut à dire que Ro^^'Cm-r.k^""1 x ( o î ô ) ) -

En utilisant la remarque faite précédemment sur les normes équivalentes dans
wm+p r i/^11"1 x ( û » 6 ) ) on déduit de l' inégalité précédente que R est linéaire etL| »ni~ r 9 K. 0
continu de ,

Y 1

HP^^^O.fi)) xn H j ^IR"'1) dans W^P .(^"'^(O.s))._ ^ i q^m-r^K

Pour 1 = 1, . . .N et j = 1,... , ., on définit l'opérateur ir'.1 qui à
(u,À,. . . . x ïeW"^? ,, i,(0,ô) x î i associe À,. On note S1 l'opérateur linéaire eti x/_ L| }iii"' r îts. j j

continu de HP^11'1 x (0 ,6)) dans H00^11'1) défini par :

s^f)-^1,,. {^ 7 r ]R i (^ ) ?^ l • t ) }

N ^i .
et Ton pose Q-,( f ) = T Y S . ( f ) ® e. . L'opérateur Q- est linéaire et continu

1 i=l j=l J J 1

de H^tR""1 x (0 ,ô) ) dans H00^"'1 x (0,6)) .
D r"^D—k~'m — '~~

On définit Q., linéaire et continu de H^tR'^x^ô^x n H J 2 ((R"'1)
^ - n-1 j= l

dans n H ((R11 i ) , par :
j=l N

Q^.g) =T^ {.I c f )A.CBp(^)ï{B ^ ( ç - ) ^(ç',t)} - ^(ç')]} .

Par transformation de Fourier tangentielle, on vérifie facilement les majora-
tions annoncées au théorème III.2 dans le cas Y > 0. Le cas Y = 0 est analogue .

Démonstration du théorème III.3. Notons Q l'opérateur { Q ^ » Q ? } , nous pouvons considé-
rer que Q est un opérateur linéaire et continu de ,

D n-1 x? r+p-k-m,- 1 n 1 n.i p_i ^ r+p+1-k-m.-? ,
H^" 1 x (0 ,ô) ) x n H 3 2 yp r } 1) dans H t̂R" ^(O^^ H J z^ ])

J-l J=l

D'après le théorème II1 .2 on a

% ° ^ - ï + 1 ° Q , . 1
n n 1 P y+P-k-m.-^- ,

où I désigne l'opérateur identité de H P ( IR ^ l i x(0 ,<s) )x n H J (1R 1) .
J=l
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Par dualité il vient

R^oî^= I*+ Q ^ o ^

En utilisant la continuité des opérateurs R^ et Q^ dans des espaces appropriés
on obtient facilement la majoration annoncée.

II 1.2. Cas des coefficients variables.

III.2.1. Notations et résultats. On considère l'opérateur L = L(x,t;D ) défini
sur ÏR" par :

m1n(m,m+k-r) . i/j.n/h\
Lu(x) E L(x,t;D )u(x) = I P^^x.Dj {t—^ u(x) } ,

où : h=o

(i) x = (x^t)^", avec x'eIR""1 et teiR ; m et r sont deux entiers tels que
0 ^ r < m et q(m-r)ê^> q étant un réel > 1 ; k est un entier ^ 0, et, pour tout
h = 0....,min(m,m+k-r), on a :

e(h) = max (q(m-r-h), m-r-h).

(ii) pour tout h = 0,...,min(m,m+k-r), P"^ (x»D ) est un opérateur aux dérivées par-
tielles à coefficients indéfiniment différentiables sur R" et à dérivées bornées sur

(R11, d'ordre inférieur ou égal à m-h ; si e(h)6(N P^^x.D ) est, par définition,
l'opérateur nul. On écrira :

p•'h(x•D») • i.,,jL ̂ ^ ^DJ.
et Ton notera P^(x,D ) la partie principale, d'ordre m-h, de P^^x.D ).

(iii) Pm^,D ) est un opérateur d'ordre m, elliptique sur IR^ , c'est-à-dire que pour
tout xCIR^ et tout çeER^-CO}, on a :p=(x>i)•l..lI„^.l)(x)sla'^^o•

On peut écrire : L(x,t;D^) = L^(x,t;D^) + L^(x,t;D^), où :

L,(x,t;D ) m~[~l P^^x.D ) u^"1"1^ .}
1 x h=0 x

et min(r,k) , „
Lo(x,t;D ) = î Pr "(x.D ) {t' h .}

L x h=0 x

On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(CJ Pour tout x'eCR""1 , pour tout te.S, et tout ^€^"^{0}, on a :
m-r , / i v

Lo( (x - .0 ) , t ; Ç) = I ^((x'.O) ; Ç) t^"1-^) ^ 0 .

Cette condition implique que l'opérateur P^x^O) ; D ) est elliptique. L'opé-
rateur Lp(x,t,D ) est donc du type étudié dans [S].
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A l'opérateur L on associe l'opérateur "partie principale" défini sur IR" par :
o min(m,m+k-r) . , ...

L°(x,t;^) u(x) - v! P :̂ (x;DJ {t^) u(x ) } .
h=0 m n x

L'opérateur L°(0,t;D^) est du type étudié dans III.1.

On introduit alors, pour tout p ^_ 0, les conditions suivantes :

H,(p) : L'équation indicielle $. (p) = 0 avec :
——— min(r,k) .. L2 . ,

^ ( p ) = hlo ^o'r-h)^ 1 ^P-1)--^?-^1)

n'admet pas de racine p telle que Re p = -p-r+k- - .

Désignons par r^ le nombre de racines T de l'équation P^O.Ç '+TÇ) = 0 telles
que Im T > 0 (on suppose que r^ ne dépend pas de la donnée du couple de vecteurs li-
néairement indépendants defl^ç'.ç)) et par r le nombre de racines p de l'équation
$. (p) = 0 telles que Re p > -p-r+k- 1 .
4 2

H^(p) : Le nombre y = r^ - r est ^_ 0.

On définit maintenant les opérateurs frontière, lorsque x > 0 ;
Pour j = l,...,x » soit l'opérateur B^x'.D ,) défini par :

r J X

r+p-k-1
B ; ( X - ^ , ) Y U = ^ B^(x-;D,.)^u

où, pour tout couple d'entiers (J ,À) vérifiant l ^ J ' ^ x > -k ^ ^ i r+p-k-1,
B- , ( x ' ,D ,) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients indéfiniment
J ' n-ldérivables et à dérivées bornées sur (R , d'ordre inférieur ou égal à m. -À , m.

étant un entier vérifiant -k ^ m. ^ r+p-k-1 (et si m.-À est négatif, l'opérateur
B, , ( x ' ,D ,) correspondant est, par définition, l'opérateur nul).
J » A A

On note Bp = Bp(x' ,D^) = (BÇ(x " ,D^, ),... ̂  (x ' ,D^)) . A cet opérateur B , on
associe l'opérateur B°(x' ,D ,) défini par : p

B°(x' ,D ,) = (BÇ°(x ' ;D , ),..., BP^x' iD .)) ,
P A J. A )( A

DO r+p-k-1 m.-À
B5° (x ' ,D^ ) ,u= I B^ ( x , D ^ , ) ^ u ,

m.-À À~'K
B,' ( x ' , D .) étant la somme des termes d'ordre exactement m.-À dans l'opérateur

J » A A J

'W^x')-
Nous introduisons alors la condition suivante :

H^(p) : Pour tout oieS o, sphère unité deIR""1, le problème aux limites :

fL^(0,t;œ,D^) {v( t ) } = 0

LB^(0;œ) y v = 0 , si Xp > 0 ,
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ou : {L^(0.t;œ.D^) {v( t ) } = 0, si x = 0,

n'admet que la solution v = 0 dans ^^(R )
K 4"

Pour tout p ^ 0. on considère l'opérateur (? défini sur l/̂ P ((R") par :
p q ,m~r ,k +

? = u ^<?u- { ^ p Y û î . s T x p X ) ,
p P t Lu , si xp = 0 .

C'es t un opérateur linéaire et continu de W"1^ , ((R11) dans
XD b 1 q » m - r ) k ' + '

H^) x ^ H^^- ^^-^(resp H^)) si Xp > 0 (resp x? - 0).

L'opérateur adjoint î^et ^ est un opérateur linéaire et continu de
^ -r-p+k+m.+1

QfJ(^)~]l x n H J z(^~i) (resp [HP(IR^]') dans Cw^^ ̂ )] •

si Xp > 0 (resp p = 0).

Les espaces U )̂] et &^_^(0^)3 seront considérés comme des espaces de
distributions surfR". Pour tout p ^ 6. nous noterons j Tisomorphisme canonique de
[H^)]' sur H^^), espace des distributions de H-POR") à support dans (R" .

On a les théorèmes suivants :

THÉORÈME III.4. Soit p ^_ 0. On suppose que les conditions (CJ, H,(p), H«(p) et
^(P) sont vérifiées. Alors, pour tout entier s ^_ 0 tel que l'équation indicielle
^ (p) = 0 n'ait pas de racine p dans 1 a bande

-(p+s) - r+k - ̂  Re p ^ -p-r+k - ^

il existe des constantes e > 0 e_t C > 0 telles que :

Si u appartient à W^_^(tR^). si 1e support de u est contenu dans 1 a boule de
centre 0 et de rayon e et si <? u appartient à :

H^^) x ? H^5'^'2^"-1) (resp HP^j?")). alors :
j=l T ———

(i) u appartient à Ç^(0^) .

(ii) """^ ^^cs{I^PU" x . 1 +

^-^ HP-«). ^^-^^(.n-l)
J=l

II "II um+P+s-l/tpnv }

"q,m-r.k(lR+)

(resp """"^^"'"^"^o"1""^-^11-
si xp > 0 (resp Xp = 0). •' '
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THEOREME II 1 . 5 . Soit p un entier ^_ 0. On suppose que les conditions (CJ, H,(p) ,
H^(P) et_ H^p) sont réalisées. Alors, 1 1 existe des constantes e > 0 et C > 0 telles
que, pour tout (f,g) (resp f) appartenant à

Y 1

[H^IR^I' x n H J 2 (^"^ (resp [H^)]') et à support dans la boule de

centre 0 et de rayon c on ait :

l l ( f > g ) l l . 1 ^C{| |9*(f ,g) | | +
W.^-^^^ p ^-r,^'

J=l

IIJpf l l -p-i n + i^ll y 1 }
P H P ÎR") ^ -r-p+k+m.-i ,

n H J ' (IR" i)
J'1

(resp II f!| iC{ | |y*( f ) | | -^ „ + l l j p f l l -D-l n} ) '
rHP((R;i1)]' P Cw^.r.k^)]' p H p ^ )

si Xp > 0 (resp x- 0).

II 1.2.2. Démonstration des résultats.
Estimations directes (théorème I I I .4 ) .

Pour s = 0 nous avons seulement a démontrer la majoration a priori. Si
U 6 w r n + p hd^") avec supp ucIR"'1 x r o , i 5 [ 1 e théorème III.1. montre q u ' i l existet^ 9 tn" r ) K T
C > 0, indépendante de u, telle que :

1 1 . 1 .C,|| L',,,.,,^||,|,^,>,||^^

q , m r , K + + n H J " (ÎR" 1)
J=l

+ " " "W^P- l (^} •Vm-r,^"^

La majoration a priori cherchée s'obtient alors en remarquant que les opéra-
teurs L°(x,t;D ) - L°(0,t,D ) et B°(x ' ;D .) - B°(0,D .) vérifient des inégalités dux x p x p x
type compacité et que l'opérateur L(x,t,D ) - L°(x,t,D ) (resp B ( x ' ,D , ) -B ( x ' ,D ,))

est linéaire et continu de W"14'0"1 .((R11) dans HW) (resp n H j ^(tR""1)) .q ,m~r»K + + 1= ^
Pour s = 1 on utilise la méthode des quotients différentiels tangentiels puis

on étudie l'opérateur différentiel ordinaire, dépendant du paramètre x ' , ^(x',t,D.)
défini par :

^(x',t,D,)u(x) - """^f^ pm-̂  (..^D^ ^W u (x ) }

que 1 ' o n écrit :
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c&(x ' , t .D^)u(x) = L^(x ' , t ;D^) o M(x ' , t ,D^) + Q(x ' , t ,D^)
où • / , xmin(r,k) , . , ,

\ ( y 1 t n \ - \ p1""'1 / „ • ^.^ n1""11 r^"11 i4(x ,t,D^) - ^ ^o^-h) (x ï t) °t {t - }

et

^•'^t) - ̂  p;0h^1-h)(x l ' t)/p(0,^)(x•' t) ̂  "q("1•r"h) • ï •

Ceci a un sens si ( x ' , t ) eB (0 ,e ) avec e assez petit car P^ JO) ^ 0 et Ton
remarque que l'opérateur M(t,D^) entre dans la classe des opérateurs introduit au
chapitre II.

Pour s ^ 1 on procède par récurrence, par une méthode analogue.

Estimations duales (théorème III.5).

Supposons Xp > 0, le cas Xp = 0 étant analogue. Soit (f.g^,... ,g ) appartenant

à [HP(O^)]' x n H j 2(^}~l) . L'espace [W^P , .((R")]' étant canoniquement
•]'= ^ H »iii'~r 9 K. •T -•

isomorphe au sous-espace des distributions de [V"^ ^(tR")]' à support dans ÏR", on

peut considérer (?_(f;g,,... ,g ) comme un élément de [W"14'? LÎB'1^1 .P i p — q ïm-r,K •J

Par transposition, à l 'aide d'une fonction test ^^(ff^), nous pouvons calculer
^p^99 !"**^ ^ Des 1emmes du ^P6 compacité nous permettent alors d'obtenir l'es-

timation a priori duale recherchée.

IV. ETUDE SUR ^.

On reprend les notations du chapitre I.

Pour tout entier p ^ 0, on considère l'opérateur î défini sur ^ par :

u _ _ ? u=~ {^P^ ^P-0

P l Lu si xp = 0

C 'es t un opérateur linéaire et continu de W"1'1"? , (^) dansi q.m-r,^ /

^p r+p-k-m.--
H ' (^ ) x n H J (r) (resp H13^)) si ^ > 0 (resp x = 0).

j=l P P
On désigne par [H )̂] • (resp [Ç^^)]') l 'espace dual de H?^)

(resp ^^-r.k^^' l-'OPérateur adjoint ^ de ^ est un opérateur linéaire et con-
Xp -Y'-p+k+m.+-

tinu de [^P(^)] • x n H J " (r) (resp [HP(^)]') dans [W^P , ,(^) ] ' , consi-
j = 1 q » m- r, K •-'

déré comme un sous-espace de distributions surtR" à support dans ïï, si x > 0
(resp si xp = 0). P
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On désigne enfin par j 1 ' isomorphisme canonique de [HP(^)] ' sur H'P(^) espace

des distributions de H'PÎR") à support dans ïï .

Par "cartes locales" et "partition de l'unité" en utilisant la méthode employée
dans [5] on obtient les résultats suivants :

THEOREME IV.l. Soit p un entier ^_ 0. On suppose que les conditions (C) , H-(p,^) ,
H^(p,^2) et_ hL(p,î2) sont réalisées. Alors, pour tout entier s ^ 0 tel que l'équation
<^ (x,p) = 0 n'ait pas de racine dans la bande -(p+s)-r+k-~ _^ Rep ^ -p-r+k-" pour

tout x appartenant a r, il existe une constante C > 0 telle que, ^j_ u appartient à

Çm-r,k^ e !̂ % u ^P^1^ à
xp r+p+s-m.-w

H^^Q) x n H J (r) (resp H^ (^)).
J=l

alors :
(i) u appartient à ̂ î̂ L

(n) l |u | | < C { [ | (?u||
Cm^r k^)" D+S P r+p+s-k-m——q ïm r ïk ^W x n H J (r) +

J=l

I IUII^+P+S-1(.)}
"q.m-r.k^^

(resp """^P- ^^^"^"HP-^'II'II^P-^^^"q.m-r.k^^ n {çl) viq,m-r^)

si Xp > 0 (resp Xp = 0).

THÉORÈME IV.2. Soit p un entier _> 0. On suppose que les conditions (C) , H,(p, ),
H^(p, ) e^ H^(p, ) sont réalisées. Alors il existe une constante C > 0 telle que,
pour tout (f,g) (resp f) appartenant à

Xp .p.p+k+ni +,.
[HP(^)]' x n H J (r) (resp [HP(^)] ')

J=l
on ait :

1 1 ^ ' 9 )11 v i ^^ll^d'.g)!! ni+oXp -r-p+k+m.+4 p IW^P , (n) |
[HP(n)]' x n H J 2 (r) q.m-r.k^ "

J=l

+ II VII u-P-l/pn^ II 3 1 1 x . 1 }
' H • (R ) ^ -r-p+k+m.--

n H J ( r )
J=l
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^'""i^r'""^""^.^'*"^""--1^'
si Xp > 0 (resp Xp = 0).

Démonstration. Par "cartes locales" et "partition de l'unité" on se ramène, par un
raisonnement classique, aux théorèmes V.4 et V.5 et aux estimations a priori pour
les opérateurs elliptiques. Une étude analogue est faite, de façon détaillée, dans
[5].

Il est bien connu qu'à partir des théorèmes IV.1 et IV.2 on obtient les théorè-
mes 1 . 1 et 1 . 2 ; en fait on a le résultat suivant, concernant l 'existence des solu-
tions dans les espaces l/ „ . (^ ) a étant un entier ^_ m+p, p étant un entier ^ 0,
du problème :

J Lu = f dans Q
^ ̂  Y u = 9 sur r, si -^ > 0
{Lu = f dans ^, si x = 0.

^ ^
THEOREME IV.3. Avec les notations du chapitre II, on suppose que les conditions (C)
H,(p,î î) , H^(p,^) ^t H^(p,^2) sont réalisées et que pour tout x appartenant à r l'équa-
tion $. (x,p) = 0 n 'a pas de racine p dans la bande :—— L^ ——————————— ————————

-(p+s) - r + k - ^ R e p ^ - p - r + k - 1

s étant un entier ^ 0. Alors, pour tout entier a tel que 0 ^_ a ^_ s 1'opérateur (?
opérant de Ç^W dans. p

^ r+p+jl-k-m.-^
H^'^) x n H 3 " ( r ) ,

J=l
(resp H13'1"^)) possède les propriétés suivantes :

(i) c'est un opérateur à indice dont l'indice est indépendant de n,

(ii) son noyau est égal à {u&W"1'1'^ .(n) ; ^ u = 0 },q, rn~ r, K p

(iii) son image est composée des éléments (f,g) (resp f) appartenant à
D+o ^ ^ P r + p + j l - k - m . - 1

H^^) x n H J (r) (resp H^^)) tels que :
J=l

<t>V> n „ +<g>0> i i = 0
H'^)^^)]' Xp r+p-k.m.1 Xp -r-p+k+m.+l

n H J " ( r ) x n H J ( r )
J=l j=l

(resp <f,V> = 0 ) pour tout élément (v,0) (resp v) appartenant à
H^x^)] • ————————
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^ -r-p+k+m.+-5- „ ^
[H^Q'x n H J (r) (resp 1^(^)1 ' ) vérifiant ^(v^) = 0 (respÇv=0)

j = 1
si x > 0 (resp x = 0 ) , (p^ désignant l'adjoint de <? considéré pour £ = 0.

V. APPLICATIONS.

Soit ft un ouvert borné de IR" de frontière r. On suppose que ïï est une variété
à bord de classe C00. On se donne une fonction <^ de {R11 dans (R, de classe C°°, véri-
fiant :

p = {xeIR" ;cç(x) > 0}

- r = {xefR" ;c(>(x) = 0}

^ grad ̂ (x) i- 0 si xe r

Dans [2] , M.S. Baouendi et C. Goulaouic ont étudié l'opérateur défini sur o, par

Au(x) - Y 0e (a^(x)c^(x) D^îx))

l^l l l
ï ls ont montré que si la forme définie par

a( ">v) = / V a ( X ) Q Ç ( X ) D" u(x) D3 v(x) dx
^ 1 "Li1

iBlil _ ^
est coercive sur l 'espace V = {ueÊ)'(^) ; ^~ DaU€L ( î î ) , |a| ^ 1 } et si les coef-
ficients a o appartiennent à C^ïï), alors :

CXp _

(•x-) A est un isomorphisme de a)(îî) sur lui-même.

Nous nous proposons ici de montrer comment l'étude faite dans les chapitres pré-
cédents permet de mettre en évidence une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés
à la frontière et satisfaisant à la propriété (^-). Nous nous limiterons essentielle-
ment à deux exemples, le premier d'entre eux mettant en évidence un exemple d'opéra-
teurs elliptiques dégénérés vérifiant la propriété (•>(•) et étant hypoelliptique sur
R", ce qui n'est pas le cas de l'opérateur A étudié par M.S. Baouendi et C. Goula-
ouic (cf [9]).

La méthode utilisée ici pour obtenir la régularité est inspirée de [7] .

V.l. Opérateurs qui dégénèrent sur le bord en l'opérateur identité.

V.l.l. Notations, hypothèses et résultats.
Pour k entier > 2, on désigne par W~ ,(^) l 'espace de Sobolev avec poids :

Wj^^(iï) = {ucL2^) ; cp^2 D01 ueL2^), |a| ^ 1}
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et pour peIN, par W . ' y(^) l 'espace de Sobolev avec poids
K/^ ,^

W^^(^) = {ueH^) ; ^k ueH^2^)} .

Munis de la norme canonique, ces espaces sont des espaces de Hilbert.

Soit L, (x ,D ) l'opérateur aux dérivées partielles défini sur ^ par

L (x,D ) u(x) = 1 D3 (a (x^^x) Da u(x)
| a | _^1

N^i
où les coefficients a „ sont indéfiniment différentiables sur ^ et où k est un en-ap
tier > 2. Nous supposerons que la forme a,(u,v) définie par

ai(u,v) = ^ ^(x)^ D" u(x) D3 v(x) dx
est coercive sur l 'espace

W^(") = {ueÊ'^) ; ^k/2 D" ueL2^), |a| ^ 1 } .

c'est-à-dire qu'il existe deux constantes C et y avec C > 0 telles que pour tout
u W^ /o (^ ) , on ait :

Re a (u.u) > C|| u[ [ 2 - p H c ç 1 7 2 u|[ ?
1 W^) l L'(^

Nous supposerons de plus que les coefficients de L,(x,D ) sont tels qu'il exis-
te À e î vérifiant :

(C) Pour tout x e r> tout x e ïï et tout çeïR" \{0}

1.1^1-1'•B(X» ) ^ t^•l!(l" * À ' ' °
(H) 1 1 existe C > 0 telle que pour tout " € , W . / p i ( ^ )> on ait

Re {a.(u,u)} + Re À |[ u|[ 2 > C|| u[| ,
1 L2^) - ^^)

Nous noterons alors L(x,D ) l'opérateur défini sur Çî par :

L(x,D )u = L^(x.D^) u + À u.
n .

Par exemple, l'opérateur L(x,D ) = ^ D.(cp D. .) + À vérifie ces hypo-
x i=l ' •

thèses pour tout À e C tel que Re À > 0 .

On a alors les résultats suivants :

THÉORÈME V.l. Si l'opérateur L,(x,D ) vérifie les hypothèses précédentes alors, pour'—"—"~~"""————^— ^ ^ ————
tout p entier ^_ 0, 1'opérateur L(x,D ) est un isomorphisme algébrique et topologique

de ^2+p yW sur H^).
—— K /^»^ ———
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Corollaire V.l. Sous les hypothèses précédentes, 1'opérateur L(x ,D ) est un isomor-
phisme algébrique et topologique de % W sur lui-même.

Remarque. Si l'opérateur L,(x,D ) défini sur [R" et elliptique en tout point de oAr— — ^ ^
et si de plus il vérifie la condition suivante :

( C ' ) II existe À e ( C tel que pour tout x eF pour tout xeIR" et tout çeO^'sJO} on ait

lalll^l3»^^^4^0

alors l'opérateur L(x;D ) = L,(x;DJ + À est hypoelliptique.
/\ JL X

n i,
Par exemple, T.opérateur L(x,D ) = I: D.(cp D. .) + À avec À tel que Re À > 0

n i=l
et Im À f 0, est hypoelliptique dans (R et réalise un isomorphisme de çb(^) sur
î f f î .

L'hypoellipticité de tels opérateurs a été montrée dans [l9] en remarquant que
ces opérateurs entrent dans la classe des opérateurs étudiés dans [lu]. Cependant
ce résultat peut être établi très simplement à partir des résultats de [Ï3] •

V.l.2. Démonstration du théorème V.l.

1ère étape, p = 0 Le théorème 1 .2 et un argument de perturbation par des opérateurs
compacts montrent que L(x,D ) est à indice de W 2 ? ?(^) dans L2^) ; l' image

L(x,D ) { W . ^ p(^)} est donc fermée dans L2^).

Soit ffcO^). Puisque L(x,D ) est fortement coercif sur W . , < . ,(^) il existe
i X K/^l, i

u € - W . , ? ,(^) tel que Lu = f.

Par tartes locales" "partition de l'unité" et en utilisant la "méthode des
"quotients différentiels tangentiels" on démontre que u appartient à W2 ^(^i) ce qui

K/c yc.

montre que l' image L(x,D^) { W 2 ^ ^)} est dense dans L2^) ; cet espace étant fer-
mé dans L (iï) on en déduit que l'opérateur L(x,D ) est surjectif de W2 ..(n) sur

? " K/ c, c.
L2^).

2

Soit maintenant u e W , ^ r>(^) tel que L(x,D )u = 0 ; puisque L(x,D ) entre dans
K/ c., L. X *\ X

la classe d'opérateurs étudiée au chapitre I, on a : u e M . , ^ o(^). Comme
K/^- fL

3 1
^k/2 2^c—^wk/2 l^)' ^ a forte coercivité de L(x,D ) sur W . , p , ( î2) implique que
u = 6. '

Ceci montre que L(x,D ) est injectif de W 2 ? ^(n) dans L2^) ; le théorème V.l
est donc démontré dans le cas p = 0.

2ème étape, p > 0. La première étape montre que l'opérateur L(x,D ) est un opérateur
2 9 x

à indice, d'indice nul, de M., , -» -.(^) sur L^-M. Le théorème 1 . 2 montre que Topéra-
• ' 2+n D

teur L(x,D^) est à indice, d'indice nul, de Wk/2,2(^) dans H ( ^ ) » Pour tout P 1 0-
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Puisque, pour tout entier p > 0, on a ̂ ^W <—^ W^ ^) la forte coercivité
de L(x,D^) sur W^ ^) montre que

Ker L(x,D^)oW^^(^) = {0}.

Ceci montre que L(x,D^) est un isomorphisme algébrique de ^2+p ̂ ) sur H^) ;
le théorème de Banach permet alors de conclure.

v - 2 - Opérateurs qui dégénèrent sur le bord en un opérateur du type de Fuchs.

V . 2 . 1 . Notations, hypothèses et résultats.

Pour k > 3, on désigne par W^(^ ) l 'espace de Sobolev avec poids :

\W = {ucî)'(^) ; cp^x) D^eL2^), |a| ^ 1 et q^D^eL2^), |cx|^2}

et par V(n) l 'espace de Sobolev avec poids :

V(^) = {Ufct) '(^) ; ^^(x) D^eL2^), [a | ^ 1} .

Pour tout entier p ^ 0, on désigne par l̂ P . ,(^) l 'espace de Sobolev avec
. . IN 1 / ^ s^ » J-poids :

^î/2,2,1^) = ̂ H^) i^ueH^^^) et ^k ueH4^^)}

et par W^'1'13^) l 'espace de Sobolev avec poids :

^+p^) = {ueH^P^) ; c^ueM2^^)}

Munis de la norme canonique ces espaces sont des espaces de Hilbert.

Soient L^(x,D^) et L^(x,D^) deux opérateurs aux dérivées partielles définies
sur ^ par :

4(x>D^)u(x ) = I D^a (x îcp^x ) Dau(x))
|a|_^2

lel^
4(x>D^)u(x ) = I D^b (x) ^(x) Dau(x))

|a[^l p

|3bi
où les coefficients a et b sont indéfiniment différentiables sur ^ et où k est

(Xp (Xp
un entier > 3.

Nous noterons L(x,D ) l'opérateur défini sur ^ par :

L(x,D^) u(x) = L^(x,D^)u(x) + 4(x,D^)u(x)

et nous supposerons que L(x,DJ vérifie les conditions suivantes :x
(C) Pour tout x^e r , tout xeïï et tout çeO^MO}
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L»(vx•t) • 1.1.1^ ••»(x«) i"6t<k-l(x) + 1 . 1 ^ 1 . 1 b•«(x») (M ' °
(H) L'opérateur L(x,D ) est fortement coercif sur l 'espace W|.(^) , c'est-à-dire qu'

X K
il existe C > 0 telle que pour tout u e W , ( ^ ) , on ait

Re{ / a (x) c^(x) Dau(x)Deu(x)dx + / b (x.)c^ (xîD^x) D^xîdx}
iï|a|^2 p ^|a|_d. p

1^2 |̂ 1

^IHI^)00 •

Sur l'opérateur Lp(x,D ), nous ferons l'hypothèse (H ' ) . L'opérateur Lp(x,D )
est fortement coercif sur T espace V(i^) c'est-à-dire qu'il existe C > 0 telle que
pour tout u 6 V ( î î ) , on ait :

Re{ A , baQ^^^ Qa^ ^W d x } ^ C | | u | | 2 ^ .
^| a| <1 ' /

1 3 ^ 1 " 2 k 2
Par exemple, l'opérateur L(x,D ) = ^ D.((P D..) + ^ D.(<^ D. . ) + 1

x i=l • 1 i=l 1 1

avec k entier > 3, vérifie les hypothèses précédentes.

On a alors :

THÉORÈME V.2.~Si l'opérateur L(x,D ) = L,(x,D ) + L.(x,D ) vérifie les hypothèses
X I X L. X

(C )» (H) ^t (H ' ) , alors pour tout p ^_ 0 1'opérateur L(x»D ) est un isomorphisme al-
gébrique et toplogique de WL^/O o i(^) sur H^t^î) .

COROLLAIRE V.2. Sous les hypothèses précédentes, 1'opérateur L(x,D ) est un isomor-
phisme algébrique et topologique de Ï)(^) sur lui-même.

V.2.2. Démonstration du théorème V.2.
1ère étape, p = 0. Les résultats de [2] (cf aussi [7]) montrent que l'opérateur
L?(x,D ), sous l'hypothèse (H ' ) , est un isomorphisme de W,1"13^) sur H^) pour p ̂  0.
Le théorème 1 . 2 et un argument de perturbation par des opérateurs compacts montrent

4 2que L(x,D ) est à indice de W . , , ^ ? ,(n) dans L (îî) ; l'image

L(x,D ) {W4 ..^ ^ , ( î î ) } est donc fermée dans L2^).
X K~ 1/ L. yL. f ï.

En utilisant la même méthode que pour la démonstration du théorème V.l. et des
lemmes techniques analogues à ceux de [7]. On démontre que cette image est dense dans
2 4 2L (îî) ce qui montre que L(x,D ) est surjectif de W . , , ^ p ,(^) sur L ( î î ) .

4
Soit maintenant ^^.-i/? ? i(^) te1 quG L(x,D ) = 0 ; le théorème 1.2. montre

que "^L.i/o p i (^ ) - Comme W . - , ? p i^)0-^.^) la forte coercivité de L(x,D ) sur
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WL,(^) implique que u = 0.

Le théorème V.2 . est donc démontré dans le cas p = 0.

2ème étape, p > 0. La première étape montre que l'opérateur L(x,D ) est un opérateur
4 2 x

à indice, d'indice nul de ^b.i/o o i(^) ^r L (^). Le théorème 1 . 2 montre que l 'opé-

rateur L(x,D ) est à indice, d'indice nul, de W. ? / o n i(^) dans l-lP(^), pour tout
X K~ \.l L. ^L. , 1

entier p >_ 0.

Puisque pour p > 0 on a W . Ç , ^ y ( ^ )<—>W. (^ ) , la forte coercivité de L(x,D )
sur W . ( n ) montre que

Ker L(X.D^)OW(^^^) = {0}.

Ceci montre que L(x,D ) est un isomorphisme algébrique de W . Ç , ^ ^ ,(^) sur
H^(^) ; le théorème de Banach permet alors de conclure.
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