
JOURNÉES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

GUY MÉTIVIER
Problèmes de Cauchy et ondes non linéaires

Journées Équations aux dérivées partielles (1986), p. 1-29
<http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1986____A1_0>

© Journées Équations aux dérivées partielles, 1986, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Journées Équations aux dérivées partielles » (http://www.
math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1986____A1_0
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


I- 1

PROBLEMES DE CAUCHY ET ONDES NON LINEAIRES

par

Guy METIVÎER
UFR de Mathématiques
Université de Rennes I.

Ces exposés ont été conçus comme une introduction (pour non spécia-
listes) à l'étude de problèmes d'ondes pour les équations hyperboliques non
linéaires. On ne trouvera pas ci-dessous un survey de tous les résultats concer-
nant 1'étude des singularités des solutions des problèmes non linéaires ; on
s'est strictement limité à l'étude de quelques problèmes d'ondes (singularités
portées par des surfaces), en mettant d'ilbérément l'accent sur les singularités
fortes.

La partie 1 constitue une Introduction où sont présentés les problèmes
et donnés quelques points de repères. La partie II est consacrée à l'Introduction
de la notion de stabilité uniforme des chocs et la partie III à 1'étude des ondes
discontinues pour les systèmes semlllnéaires.

D'un point de vue plus technique, il faut Insister sur l'Importance
que revêtent les problèmes de Cauchy ou les problèmes mixtes hyperboliques non
linéaires^ dans l'étude des ondes fortes. C'est sur une bonne compréhension de
problèmes de ce type que reposent les résultats présentés dans les parties II
et III.
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.T - ONDES NON LINEAIRES

1- Position du problème.

1 . 1 Les équations : pour simplifier l'exposé on ne considérera que des sys-
tèmes du premier ordre, les résultats présentés Ici ayant tous des analogues pour
les équations (ou systèmes) d'ordre supérieur. On fera cependant de façon essen--
tielle la distinction entre deux cas de figure différents :

A( 1 . 1 . 1 ) 3^u + f^ A . ( t , x)ï M = F ( t , x, u) Cas semlllnéairejs i
( 1 . 1 . 2 ) 3 u + \ A . ( t , x, u)'à M = F ( ' t , x , u) Cas quasillnéairet ^ j xj

00
Les matrices A-j sont de taille N x N, réelles et dépendent de façon C de

leurs arguments. F est à valeurs dans {R1^ et est une fonction C°° de ses arguments.
Il faut aussi faire une place à part aux systèmes de lois de conservation, à

cause de leur propriétés particulières et aussi à cause de leur Importance pour
les applications :

A,
( 1 . 1 . 3 ) S u + ̂  3 . f . ( u ) == 0

u ' °° N Nles f . étant des applications C de ÏR dans IR .

Tous les systèmes envisagés seront supposés sLiffIsemment hyperboliques
(par exemple strictement hyperboliques) dans la direction du temps t. N^us
noterons À == \ , ( t , x, ^) ou \ ( t , x, U r ^) les valeurs propres (toutes réelles)/v K K K

de ̂  ̂  ̂ ,-
J " 1

-^•^ so^utlons -* Le•s' équations étant non linéaires, 11 nous faut préciser
dans quels espaces seront prises les solutions.

Cas semlllnéaire : nous ne nous Intéresserons qu'à des solutions (localement)
bornées. Les deux membres de ( 1 . 1 . 1 ) ont alors un sens clair, et on ne peut pas
faire beaucoup mieux sans hypothèses particulières sur la non linéarité F.

Cas quasillnéaire : pour donner un sens aux produits A . ( t , x, u)'à . u , nous—————————————— j ĵ
supposons u Lipschitzienne. C'est raisonnable, mais pas strictement Indispensable •

Systèmes de lois de conservation : pour les solutions assez régulières
(Lipschitz) le sytème ( 1 . 1 . 3 ) prend la forme ( 1 . 1 . 2 ) avec A .== f 1 . ( u ) , matrice

jacoblenne de f . . Par contre l'équation ( 1 . 1 . 3 ) garde tout son sens lorsque
00 -

u €L L, , les dérivations étant prises au sens des distributions. La tradition
ii.i.

veut qu'on parle alors de solutions faibles,

1.3 Ondes régulières par morceaux : de façon traditionnelle (Cf Courant -
Hllbert [^3 ) une "onde" est modéllsée de la façon suivante : 11 s'agit d'une
solution u du système^ singulière sur une surface ̂  (le front de 1'onde) et
régulière en dehors de ̂  . Traditionnellement les singularités envisagées sont
des sauts de u ou de ses dérivées^ u étant supposée régulière jusqu'au bord de
part et d'autre de ̂  , la surface ̂  étant elle même supposée lisse.

Selon les cas de figure/ on peut apporter les précisions suivantes :

Cas semlllnéaire : la seule restriction posée étant d'être localement bornée^
on peut effectivement envisager des sauts de la fonction u elle même, et a for-
tiori des sauts des dérivées. Dans tous les cas la surface ̂  est caractéristi-
que : si ^ = 0 en est une équation, on a :
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( 1 . 3 . 1 ) 3^(() + \(tt x, d <f>) = 0 sur P

pour un certain indice k. On remarque donc que la géométrie des fronts d'onde
est fixée à l'avance, c'est à dire qu'elle ne dépend pas des valeurs de la

solution u.

_ Cas quasilinéaire : u étant Lipschitzienne, les sauts ne peuvent plus inter-
venir qu a partir des dérivées premières. La surface J^ est toujours caractéris-
l^.LÇ[UG s

( 1 . 3 . 2 ) 3^((> + \^(t, x, u(t, x ) , d 0; = 0 sur C

mais la différence fondamentale est que maintenant la géométrie des caractéristi-
ques dépend de u.

. Lois de ^servation : en plus des sauts des dérivées premières, comme
précédemment, on peut à nouveau envisager des sauts de la solution u elle même
On est alors dans la situation suivante : u est solution régulière (forte) du
syteme en dehord de E , et le fait que u soit solution faible équivaut alors à
la condition de saut (dite de Rankine-Hugoniot) :

( 1 . 3 . 3 ) 8 <}>. [u]+^ 8 A [f.(u)] = 0 surE
-<*i -' ~ J -

ou v désigne le saut de la fonction v le long de H .
Afotans u et u- 2es limites de u sur SI , prises de part et d'autre de C

on est maintenant en présence de deux systèmes de caractéristigues .- celui associé
aux valeurs propres X^) et celui associé au \^(u-). Dans certains cas (valeurs

propres linéairement dégénérées) on peut avoir :

( 1 . 3 . 4 ) À^Cu^ d^ ^) = \^(u~, d^ (j>; =-^(j) surïL

On est alors en présence d'une discontinuité de contact, et E est caracté-
nstique pour l'état u+ comme pour u~~.————~————————————

Dans d'autres cas (Valeurs propres vraiment non linéaires;. Il se peut gué H
ne so2t caracteristigue ni pour 2'état u+, ni pour l'état u-. C'est le cas des
c^ocs. qui sont des discontinuités de ce type, vérifiant en outre d'autres condi-

u^erieSremen^^663 conditions dlentr^^ et sur lesquelles nous reviendrons

1 . 4 Ondes conormales : pour des raisons que nous tenterons d'analyser par la
suite, le cadre des ondes régulières par morceaux n'est pas toujours le plus
pra^gue. Au contraire, J.M. Bony [/] a montré gu'une classe de singularités plus
vaste gué les sauts était bien adaptée aux problèmes d'ondes non linéaires . il
s'agit des singularités conormales. '

S étant une surface régulière dans 0?" ,̂ notons p^ou p; 2 'aigèAre de Lie

des champs de vecteurs sur IR^, tangents à C . Notant H5 l'espace de Sobolev
usuel d'ordre 3, Bony a introduit 2es espaces H^k ^s fonctions u^H3 telles

que pour toute suite M^, ..., ̂  de P < k champs de vecteurs de y, on ait :

( 1 . 4 . 1 ) M^e ... oM u £ H8

Bien entendu, tout ceci est local au voisinage d'un point de D
exemple : dans des coordonnées ou C est d'équation x - 0, H37^ est l'ensem-

ble des u tels que (localement) : • ^
dj a^ 0.2 an

( 1 . 4 . 2 ) x^ 3 9^ .,. ̂  u ç: H3 pour tout les j a j ^ k.

En outre (x^) est toujours une fonction conormale, et n 'est C00 par
morceaux que si \ G IN.

1.5 Quelques problèmes : pour ce qui concerne les ondes non linéaires, on peut
énoncer trois problèmes de base : p
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a) Propagation d'une onde : étant donnée une onde (régulière par morceaux ou
conormale) dans le passé t<0y peut-on prévoir son évolution dans 1'avenir, en
particulier va-t-elle rester une onde du même type ? Il s'agit là d'un problème
de stabilité.

b) Interaction d'ondes : décrire les phénomènes qui surgissent lors de la
rencontre de deux (ou plusieurs) ondes. On voit apparaître là des phénomènes
typiquement non linéaires, d'interaction et de création de nouvelles singularités
(ondes).

c) Reflexion d'une onde sur un obstacle.

2. Systèmes semi-linéaires
Bien entendu^ il ne s'agit pas de faire un tour complet des résultats

existants, mais de donner quelques points de repère.

2 . 1 Cas de la dimension un d' 'espace. (n=l)
Comme d'habitude pour les problèmes hyperboliques, la dimension un d'espace

donne lieu à des méthodes particulières.
Ces méthodes ont permis à J. RAUCH et M , REED de nettoyer complètement les problè-
mes de propagation et d'interaction, non seulement de singularités isolées comme
les ondes décrites ci-dessus, mais aussi dans des cas beaucoup plus généraux.
( Ĉ l • 0̂ 1 • Ĉ 3 ̂ - pour ce <3ru2 concerne les problèmes de réflexion mentionnons
les travaux de B. BERNING - M. REED [5] et M. OBERGUGGENBERGER \33\et \34\.

2 . 2 Singularités faibles.
Dans le cas multidimensionnel (n > 1) la propagation d'une onde et l'inte-

raction de deux ondes ont d'abord été étudiées par J . M . Bony \7\, dans 2e cadre des
ondes conormales. Typiquement, les résultats sont énoncés de la manière suivante :
( 2 . 2 . 1 ) Dans un domaine de détermination iï, on considère soit une surface
caractéristique 2 r soit N surface caractéristiques H^-" '^ Ĵ  qui se coupent
deux à deux transversalement le long de la même variété A de codimension deux ;
dans ce cas on note il == E . U . . - . , . . U ̂ 1 • Alors :

M n+1
F Théorème 1 (Bony\7\). Soit u €: H3 (0.) s > 2 , une solution du système semi-
Uinéaire ( 1 . 1 . 1 ) . Si u est Hs/k dans le passé {t < 0 } 0 ? î , alors u < E . H S f k ( ^ ) .L ^ E £

L'espace Hy lorsque H = C U. » - . U C sera décrit précisément au chapitre
III. L ^ N

Ce théorème initial a été suivi de plusieurs autres ; par exemple pour
l'interaction de trois ondes (ou plus) J . M . Bony [9] Ç<9) R. MELROSE -^ N. RITTER
(27] J25] . Pour les problèmes de réflexion M. BEALS - G. METIVIER (3J [4]. Des
problèmes importants restent ouverts, comme le problème des caustiques ou le problè-
me des rayons rasants.

Par ailleurs, dans le cas d'une seule onde C , J. RAUCH et M. REED \44\ont
complété le théorème 1 en montrant que si u est C par morceaux dans ̂ {t < 0 } ,
alors u reste C par morceaux dans tout Sî.

Re Targue 1 : dans les résultats nentionnés ci-dessus, on suppose tou-
jours la solution u donnée sur^ . Ceci est raisonnable car on dispose par
ailleurs de théorè Te d'existence de solutions Hs (s> n/2), par résolution
du problè ie de Cauchy se ni "linéaire (S. MIZOHATA | 3 2 " j ) .

Remarque 2 : les fonctions de H^ sont (pour k grand) de classe C 5"' 2

(avec la convention habituelle si s-1/2^ t N ) . Puisque s est grande c'est que les
singularités (sauts) portent sur des dérivées d'ordre élevé. Il s'agit donc de
singularités faibles.

2 . 3 Vers des singularités fortes.
Les résultats du type du théorème 1 reposent sur deux ingrédients :

1 ) . Un résultat de propagation de régularité conormale pour le problème liné-
aire L u == f.

00
2 ) . Une propriété d'algèbre : si F est une fonction C de ses arguments et si

u e. H3^ alors F(u) £ ̂ T̂ .
s kLa propagation de la régularité Hp pour le problème linéaire n'impose

aucune restriction sur s et k. Par contre la propriété d'algèbre n'est vraie que si



n+1 I " " 5 ^ n-̂
si s >1/2, s+k> 2 dans le cas d'une seule surface, ou si s> 1, s+k> ——

lorsque Z^= 2_y ̂  - • • U Z-.^-

On peut donc "généraliser" le théorème 1 en partant d'une solution u é- Hy ^ (0.)

avec s >1/2 (ou s >1 suivant les cas) et s+kç^ > (n+1) /^, et en propageant la
régularité Hs/ pour k > k du passé vers l'avenir. Mais cette généralisation

Çf ?f
serait factice sans théorème d'existence de solutions H ' ° .
Comme on ne peut guère espérer de théorème d'existence dans Hs pour s < n/2,
on voit qu'on est forcé à changer assez nettement de point de vue en mélangeant
existence et régularité conormale, et en construisant directement des solutions
dans un/espace H S / K.
Par exemple considérons la situation suivante :

( 2 . 3 . 1 ) Soit A une hypersurface régulière dans {t = 0 } .
Soit ̂  ^ . , ., ̂  les N surfaces caractéristiques de L issues de A.

^ H
Théorème 2 ( N . RITTER [45];. Soit UQ €. H^^^) avec s >1, s+k >(n+l)/2.

Alors le problème de Cauchy
( 2 . 3 . 2 ) L u = F ( f , x, u; U j ^ = UQ

1™" o \r
possède (localement) une (unique) solution u€ H / .

s kOn remarque cependant que les fonctions de H / sont toujours continues lors-
que s >1/2 si C est une seule surface, ou s >1 si ï3 = U^O * . . . . U £4 ^
et s+k^ n:— . Travailler dans des algèbres H ^ / ne permet donc pas d'étudier les

discontinuités.

2.4 Ondes discontinues.
On peut d'abord essayer de résoudre le problème de Cauchy ( 2 . 3 . 2 ) avec une

donnée UQ C jusqu'au bord de part et d'autre de A, avec des sauts le long de A.
On s'attend alors à ce que la solution présente des sauts sur E . C ' e s t ce qu'ont
fait J . RAUCH et M. REED [43\ pour les systèmes 2 X 2 (N = 2 ) dans la catégorie
des solutions C°° par morceaux.

Pour les systèmes généraux (N quelconque) on peut énoncer.
Théorème 3 (G. METIVIER [30] ) . Soit A comme en ( 2 . 3 . 1 ) et soit

"o^ L^f} H0' (/R11) avec k > ( n + 5 ) / 2 . Alors le problème de Cauchy ( 2 . 3 . 2 ) possède
OQ _ T,

(localement) une (unique) solution u ç: L (\ H^ .
— 2rf

Concernant la démonstration de ce théorème^ on peut remarquer que si la
propriété d'algèbre pour L n H0^ est relativement facile à obtenir, la propagation

00 jo k o kdans L f\ î ï ' est elle plus délicate. En fait, la propagation H ' étant bien
établie il reste à propager des estimations L00 ; ceci est impossible en général
(en multidimension ! ) , mais peut être fait pour des fonctions sont on sait à priori
qu'elles sont H°^ (k > ( n + 5 ) / 2 ) . 00 o kOn peut ensuite donner 1'analogue du théorème 1 pour les ondes dans L C\ H /

(propagation, interaction, réflexion) (G. METIVIER \31\). Renvoyant au chapitre I I I
pour des énoncés précis^ contentons nous de donner maintenant la forme générale des
résultats : revenons à la situation décrite en ( 2 . 2 . 1 ) et considérons une solution
u e L (\ H°^ dans le passé 0,^{t- < 0}. Alors u peut être prolongée (de manière
unique) en solution L ^ H0' sur S^{ t < ï} pour un certain T > 0. En outre, ou
bien u peut être prolongée à Q. tout entier^ ou bien si T^ est un temps maximal
d'existence^ on a :

( 2 . 4 . 1 ) lim sup \\u(t)\\ oo = + °°
L

t^
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3- Système quasilinéaires.

3» 1 Quelques références
La littérature concernant les systèmes quasilinéaires et les systèmes de

lois de conservation en dimension un d'espace est phénoménale. Donnons seulement
quelques points de repère classiques :
P. D. LAX (2ÛJ pour la résolution du problème de Riemann, J. GLIMM [l6] pour
l'existence globale de solutions faibles, O.A. OLEINIK [35} et R. DIPERNA [l4^
pour l'unicité, F. JOHN [l7] pour la formation des singularités... Sans oublier
bien sûr R. COURANT - K.O. FRIEDRICHS [l2]. On trouvera de très nombreuses
autres références dans l'ouvrage de J . A . SMOLLER [46'].

Par contre 1'étude systématique des systèmes de lois de conservation en
muiti dimension n'en est qu'à ses débuts. L'ouvrage de A. MAJDA \24\ constitue
une excellence introduction à ces problèmes, notamment pour ce qui concerne les
chocs. On y trouvera aussi de nombreuses références, y compris pour les problè-
mes nionodimensionels.

3 . 2 Singularités faibles
En multidimension d'espace, S. ALINHAC ([l] [2]; a démontré l'analogue qua-

silinéaire du théorème 1. Sans rentrer dans les détails, mettons l'accent sur
la difficulté nouvelle rencontrée : la solution u est donnée dans un espace H3,
et par conséquent les surfaces caractéristiques qui dépendent de u ( c f ( 1 . 3 . 2 ) )
ont une régularité limitée dans ^î, même si on les suppose C°° dans le passé.
Cela rend la définition ( 1 . 4 . 1 ) des espaces Hs^ très problématique ! . En fait,
la règle du jeu consiste à gagner en même temps de la régularité (conormale)
sur u et les ̂ . ,

3 . 3 Singularités fortes
II n'est pas clair du tout, ce que pourrait être l'analogue quasilinéaire

du théorème 3. Il pourrait s'agir d'un résultat portant sur les discontinuités
des dérivées premières de solutions Lipschitziennes.

En fait, la théorie monodimensionelle des systèmes de loi de conservation
considère des singularités encore plus fortes :
ondes de choc (de compression), ondes de raréfaction (de détente) et discontinui-
tés de contact. En multidimension, si 1'on dispose maintenant de résultats
concernant les chocs, 1'étude des autres singularités reste à faire. Notons
d'ailleurs que la liste des singularités existantes n'est pas arrêtée, (cf les
Mach Stems de A. MAJDA - R. ROSALES [ 2 6 } ) .

Mettons maintenant 1'accent sur la difficulté qui surgit immédiatement
dans 1'étude de ces singularités fortes : comme dans le cas semi linéaire les
problèmes se posent naturellement en terme d'existence, et alors, les surfaces
C qui dépendent de la solution sont elles mêmes des inconnues. On est donc

immédiatement confronté à des problèmes à frontière(s) libre(s).

3 . 4 Chocs
Paradoxalement, dans l'étude des singularités fortes, c'est le cas des

chocs, qu'on aurait pu croire le plus difficile, qui a reçu le premier une ré-
ponse (A. MAJDA [22]| 2 3 \ ) .
En fait cela s'explique par le fait que les chocs jouissent de la propriété
particulière que leur front î^ n'est pas caractéristique.

A. MAJDA 23 a montré 1'existence de chocs multidimensionels par
résolution d'un problème de Cauchy. Pour simplifier, énonçons ici le corollai-
re suivant :

Théorème 4 (A. MAJDA [23] ; . Considérons dans {t < 0^ "^e surface
et une solution (faible) de ( 1 . 1 . 3 ) u , qui soit H3 de part et d'autre de 2
(s grand). On suppose que cette singularité est un "choc uniformément stable"
(cf chapitre II). Alors E se prolonge à des temps > 0 , ainsi que u , donnant
lieu à une solution (faible) de ( 1 . 1 . 3 ) »
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La méthode de Majda consiste à considérer le problème comme un problème
mixte à frontière libre E , la condition de saut ( 1 . 3 . 3 ) étant prise comme
condition aux limites. L'hypothèse d'uniforme stabilité s'écrit alors comme
une condition de Lopatinski uniforme pour le problème mixte hyperbolique.

En outre, A. MAJDA \22\ a explicité cette condition d'uniforme stabi-
lité dans des exemples physiques.

Un des problèmes iportants qui se posent est le problème d'interaction
de deux chocs. Il a été résolu< pour les systèmes de deux lois de conservation
(G. METIVIER [ 2 9 ] ) . Pour des systèmes de taille plus élevée, l'interaction
va créer de nouvelles ondes qui ne seront pas en général des chocs, et on voit
qu'il faut d'abord comprendre les phénomènes d'ondes de raréfaction ou de dis-
continuité de contact.

4 . Conclusion
Au cours de ce rapide et sélectif survey, on a vu qu'apparaissent

de manière naturelle, dans l'étude des ondes "fortes", des problèmes d'existen-
ce soit sous forme de problème de Cauchy, soit sous forme de prolongement d'une
solution à travers une surface. Dans la suite nous allons détailler deux aspects,
Au chapitre II, qui est fortement inspiré de A. MAJDA (24], nous rapellerons
d'abord les théorèmes d'existence de solutions régulières ; nous verrons ensuite
comment les versions de ces théorèmes pour les problèmes mixtes constituent la
clé de l'étude des chocs uniformément stables.

Au chapitre III nous détaillerons 1'étude des ondes discontinues
pour les systèmes semi linéaires.
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I I - ONDES DE CHOC MULTIDIMENSIONNELLES

Le but de ce chapitre est d'introduire la notion de stabilité uniforme
pour les chocs, liée à 1'étude du problème mixte hyperbolique non linéaire
avec condition de Lopatinski uniforme. Pour une présentation complète du pro-
blème des chocs, on renvoie à nouveau à A. MAJDA \24\.

1- Solutions régulières du problème de Cauchy .

1.1 Notations, résultats
Considérons le système quasilinéaire :

( 1 . 1 . 1 ) 3.u + E A . ( t , x, u;9 u =• F ( t , x, u;
t ^ J xo œ n N

où les A . sont des matrices réelles N x N^ fonctions C de ( t , x, u ) ÏR^R X(R ,
°° n+1 N Net F est une fonction C de tR 'x/R dans fR . On suppose aussi que les A . et F ,

i i i i ôç> ~ n+i
ne dépendent pas de (t, x ) pour \t\ + |x| grande et que F ( t , x, 0)6: C (iR ) .
En fait, les hypothèses pourraient être localisées autour d ' u n point (t0^0^0).

Nous faisons 1'hypothèse de symétrisabilité suivante :

( 1 . 1 . 2 ) I I existe une matrice R(t, x, u, Ç^ , C sur fR x (R x((R ^0),
homogène de degré 0 en Ç, indépendante de ( t , x ) pour \t\ x\x\ grand, et telle
que :

i ) R est symétrique définie positive.
ii) R( t , x, u, ^) 5^ Ç . A . ( t , x, u ) est symétrique.

j^ -7 -7

Cette condition permet d'englober le cas des systèmes hyperboliques symétri-
ques au sens de Friedrichs [15] (cas où R peut être choisi indépendant de E , ) et
le cas des systèmes strictement hyperboliques (cas où les valeurs propres de

n.
C S - A - ( t , x, u ) sont toujours toutes réelles et simples).r^ ^ J

Sous les hypothèses précédentes on énonce :

Théorème 1 : soit u ç H ' f i R 1 1 ) avec \l > r-+ 1. Alors il existe T > 0 et une

unique fonction u é C ° ( [ 0 , T] ; H^ (0^ ) ) solution de ( 1 . 1 . 1 ) sur ]0, r[x (R11, avec
donnée de Cauchy :

( 1 . 1 . 3 ) "^-"O

Notons alors T^ la borne supérieure des T tels que la solution u existe
dans C° ( [0, T] ; H ^ f I R 3 ' 1 ) ) . On a alors,

Théorème 2 : ou bien T^ = +°° , ou bien

( 1 . 1 . 4 ) lim sup {iluri;» ^00^ + H^urt;» ^00^} = + 00

t-^T^
Dans cet énoncé u ( t ) désigne la fonction x ^ u(t, x ) et

3 u - f3 u, ..., 9 u )
x x! xn

Notons que le cas où T^ < + °° , îu(t)\{ oo est borné lorsque t—^2\.

et ou ||3 u f t ^K 00 ——> + °° , correspond précisément à la formation de chocs.
X jL»

Ces théorèmes sont démontrés par Majda [24] (et aussi le théorème 1 par
KATO [l8\) dans le cas des sytèmes symétriques. Le théorème 1 est aussi démontré
dans l'hypothèse ( 1 . 1 . 2 ) par M. TAyLOR [47], mais sans contrôle précis de l'indi-
ce p. Comme de toutes façons cela constitue un bon exercice d'introduction aux
techniques d'hyperbolique non linéaire, nous allons détailler quelque peu la
preuve de ces théorèmes.
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1.2 Le problème linéarisé
Introduisons les espaces ^ - L ° ( [?, r] , H^ ^ c^( [0, T\, J^;, où

^f [?, ^L ̂  désigne l'espaces des fonctions continues -surjo, r] à valeurs dans
H^ j73un2 de sa topologie faible. ̂  est muni de la norme de I00^, ï] ; H^). On

introduit aussi l'espace X = [v ^ W / S u 6: W^ }/• muni de la norme évidente.. \ î f A
Alors X c C (" &/ rj x^ ) et nous noterons.

( 1 . 2 . 1 ) Hl^fll = Sup {||^t;l|-oo n + ll9^^^!,00^^-
tdrIMJ L ^ ; x L (ÎR )

Pour v €: X considérons 1'opérateur linéaire

Lv ^ ^t- + S ^/^ x' v r t / ^^xj

et le problème de Cauchy :

( 1 . 2 . 2 ) fL u = f

^It^ ' g

Théorème 3 : étant donnés f^n et g £ H (SR ) , il existe une unique solu-

tion u £ L2 ( \0, r]/ H^) du problème de Cauchy ( 1 . 2 . 5 ) . En outre u& C ( (0, rj / H^ )
et ï

( 1 . 2 . 3 ) l|uCt;|L ^ K.e^ i|g|L + C ) e^" '̂ ||.ffs;| , ds.[À p <y. M
où K ne dépend gué de (llvjll r alors que À et C ne dépendent que de i\v\\
- T "T

Dans ( 1 . 2 . 3 ) , |[ (| désigne la norme de H^(C^ ) .

Nous esquissons la preuve de ce théorème, en suivant des lignes très classi-
ques.

ère
1 étape : Inégalités d'énergie pour u régulière

Pour avoir accès au calcul symbolique on remplace 1'opérateur L par
^-_ -, '

l'opérateur paradifférentiel P == 8 + / A T7\ / ) ^ . / où T désigne un opérateurl ' o

paradifférentiel en ( x , D ) de symbole a, t étant considéré comme paramètre.

Lemme 1 : On a , .. , . « ,.. .,
\\(L^u ^u77T;H, < K^u(t)\\ + K(\\v(t)i J ll^^p •^"^"L"

' . ' ^ 00

En effet A . ( v ) = A . ( 0 ) -f- A ., ou A . ( 0 ) est C et constante en dehors d ' u n
compact, et ou \\S .(t)\\ < K( \\v(t)\\ oo; |(y^;jj

U nPuisque A . - T eàt régularisant, il suffit de vérifier que pour a ç: H ((R )
J ^j

00 n U net u € L ( i R ) o n a w = a u - T u € , H (K ) , ce que résulte, avec les notations dea
Bony[6], des relations : w = £ A^a. S^^u, 11^^"11 .°° $11"IL00 /

||A^a ||^2 $ 2"^ c^ avec ||̂ 1| ^2 < K. ||a|i .

R étant donné en ( 1 . 1 . 2 ) notons r ( t , x, E , ) == R ( t , x, v ( t , x ) , E , ) ,
( 1 + \^\2)v. Pour tout te \P, T}, r est un symbole en ( x , E , ) Lipschitzien en x ;
le calcul paradifférentiel pour de tels symboles, donne lieu a un calcul symbo-
lique pour les symboles principaux avec restes de degré un de moins. On a alors ;

Lemme 2 : il existe c = c( (Mt ) > 0 et K = K ( Hivi» ; te2s gué :

/tC[o, T] Re(T u ( t ) , u ( t ) ) 2 n ^ C\\u(t)\\2 - K \\u(t)\\2
- (ffv / P I \l-l/2

Introduisant î == t- + K ( 1 + | ç [ 2 )}l~~l//2 on a alors :
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R e ( T ^ u ( t ) , u ( t ) ) ^ 2 > e( 1|M|( y; l|urfc;||2

Re(T^u(0), u ( 0 ) ) _ 2 < K( |lHl| _; llu/^ll2r L T ^

et aussi

Re(T^ u ( t ) , u ( t ) ) . 2 < C( \\[vW J \\u(t)\\ 2

ar L T
9t p

^.2.4; IMÎ  = lIHUy + ^up ll̂ l̂lî V on a :

t^\0,T\

^ef2^u('t;, u ( t ) ) - R e ( T ^ u ( 0 ) , u ( 0 ) ) ==
^

= j {Re(T^ u ( s ) , u ( s ) ) + R e ( ( T ^ + Tf ) ï ^ u ( s ) , u ( s ) ) } d s

9t

Ecrivant que 9 = P - T où A(t, x, Ç; == £ i Ç . A . ( t , x, v ( t , x ) ) , onL " 3 3
tire de ( 1 . 1 . 2 ) et du calcul symbolique pour les opérateurs paradifférentlels à
coefficients Lipschitziens, que :

\Re((T + T^)T^ u ( s ) , u ( s ) ) \ 4 K( \\\v^ ^) [ {u (s ) \ i 2 .

Regroupant les différentes estimations^ on a montré que :

( 1 . 2 . 5 ) \\u(t)\\2 < K \\u(0)^ + C j\\u(s)^ (\\u(s)\\^ + \\ï^u(s)\[^ \\v(s)\^)ds

où K = K( \\\v\\\ ) et C = C( |||v(|l ;. Majorant ||9 u|| w par ||u II (puisque

y > — + l ) y l'estimation ( 1 . 2 . 3 ) en résulte.

è2 étape : Existence d'une solution faible.
L'adjoint de L est L^ = -9 - E 9 .(A^(t, x, v ( t , x ) ) . )

^ s-^

Introduisons P = -9. -2j 9 . T. ^ .t xj A Ï

[ Lemme 3 : I I existe C (dépendant de v ) tel que pour ^^.C ( {? , r ]x/R )

et t€.\0, ri on ait :
||rî - P^(t) (t)\\ ^ < C H(t)\\^.

En effet, il suffit de montrer que pour 0 <&: H ( f R 3 ' 1 ) et (^€.H (ïR11 ) on a
w = a (()- T (|) €• L1^)^. H " ' . En fait, avec les notations de Bony [6] , on a

,-«, a —Jeu
w == L. w^ avec w^ = A^a . S^^ ^ et E ll^ll ^1 < -^°. puisque IIA^aJI ^2 < 2 r^

avec ('C,^£Jl2 et gué US', J|(() _2 < 2^pc ' avec" C ' € P2 (puisque -p < 0;.
jC K.f^i ii K. K.

Puisque R'~ symétrise L^, comme à la première étape on en déduit des
inégalités d'énergie : -r

\\^(t)\\ < C{ \\^(T)\\ ^ + f\\L^ ^(s)\\ ds} où C dépend ici de

v et de T. Suivant le schéma habituel^ on en tire :

\ Lemme 4 : pour f <s. L2 ( [û, r] / H^ ) et gé^ H^(ÎR^l), le problème ( 1 . 2 . 2 )
[possède une solution dans L^ ( (Û, T] , H ) .

Q

3 étape : Faible = fort.
U étant solution dans L (\0y T'\ / H ' ) y on régularise u par convo>lution

avec j ( x ) = e ' ~ n j ( x / ç ) , où 3ç.<^° (^n) j ï- 0 et Ç j ( x ) d x == 1. Notons J l'opérateur

de convolution par j .

Il résulte du lemme 1 que l'opérateur L - P est borné de L ( [ 0 , r]; H ) dans
lui même.
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En outre le calcul paradifférentiel (à symboles Lipschitziens) montre que
fj , P\ est une famille bornée d'opérateurs de degré 0. On en déduit que

[j , L\ converge fortement vers 0 dans L ( (?, r) , H ) .

En outre, 9 u = f - E A . S .u <±. L2 ( \0, T\, H^1 ), et

J u €: ^([.O, r]; H00; ̂  C0^, r]/ H^;. De plus J u — ^ u ddns L ( [0, T'] ; H^ ) et

comme on vient de le voir, L J u ——^ f dans L ( [ O , 2j,- H ) . Appliquant les iné-
galités d'énergie ( 1 . 2 . 3 ) aux J u, on conclut que la suite u est de Cauchy

dans C ° ( [ 0 , r],- H^;, gué la limite u €- C° ( [<9, r],- H^) et vérifie aussi ( 1 . 2 . 3 ) .

1.3 Le schéma itératif.
Partant de u ( t , x ) = u n ( x ) on définit par récurrence une suite u en

résolvant :

( 1 . 3 . 1 ) F 1^ u^ - Fit, X, u^

l ° w l l t - 0 - " 0
En fait, introduisant Y = C ° ( [ p , r] / H^) f\ C1 ( [o, ï} ; H^"1 )C X , on voit

que u ^ Y pour tout choix de T y si u est défini dans Y y alors

f , = Fft, x, u ) & C ° ( l o , r]/ H^) et le théorème 3 donne u , , € C ° ( \ p , T\ ; H^).
n 11-

L1 équation donne immédiatement que S u ^ C ( f O , ï}; H 1 ) et u . ̂  Y,t-^+1 - " ' L" " ' • / — v+î ̂  '2^
On voit donc que le schéma ( 1 . 3 . 1 ) définit une suite u ^ Y , pour but

T > 0.

Nous utiliserons le lemme d'interpolation suivant :

Lemme 5 : Soit p'^^p-.!, p[. Il existe C tel que pour tout T > 0 tout
X et tout t e. [0, r] :

||uri; - u(0)\\ < C t^1 |lu|| _ .
P ^

Choisissant y ' > — + l , on en déduit qu'il existe C^ et e > 0 tels que

pour tout T et tout uCX on ait :

( 1 . 3 . 2 ) (llu III ^ .< Hu^ll ̂ ^ + C^ ^ ||u |1 ̂

j" Lemme 6 : il existe T > 0 tel que le suite u soit bornée dans Y .

Preuve : soient C (M) et C y ( M ) des fonctions telles que tv(t)[ ^ M et

||ur<j|l < W impliquent \\F(t,., v(t)\\ ^ C (M) et

\\^A Ct/ . , V(t)).ï u(t)\\ H C^M).
J XJ |J—1 £.

Les constantes K ( M ) , \(M), C ( M ) ' ' é t a n t celles de ( 1 . 2 . 3 ) on choisit succès'
sivement My > ||u^|| ̂ ^n^ ^ > K(M^ l|u^|| ^ et ^ - C^^; + C^M^).
Enfin on fixe T assez petit pour que

( 1 . 3 . 3 ) C ^(M^) ̂ ^ j jy^ j j ^ y ç^ .̂ ^^ c ^ M ^ ) } ^ M^

^ LipfR^ + ̂  T£ ^1 + ̂  ^ "0

On montre par récurrence sur V que

d.3.4) ll"Ji^[o,r], H^) ^Nl
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( 1 . 3 . 5 ) IIW'C^iM ; H^1) ^2

( 1 . 3 . 6 ) llluJII y < ̂

Ces relations sont vraies pour V ••= 0. Si elles sont satisfaites à l'ordre
V, alors ll^jly < M . + ^9 ût o^ tire du théorème 3 yue ( 1 . 3 . 4 ) à l'ordre \)+1

est vérifiée. Ecrivant ' 3,",,.. = r . - L j A . ( u ) 3 .u ( 1 . 3 . 5 ) à l'ordre V+l
C vT" 2 V ^ V ' X_7 V » 2

en résulte de par le choix de M .

Enfin, ( 1 . 3 . 2 ) fournit ( 1 . 3 . 6 ) au cran V+ly et le lemme est démontré.

j Lemme 7 : La suite u converge dans C (\0, 3J, H ) .

Preuve : on écrit :
L^ ru^-^ = ̂  - ̂ -i+ (L^ - \_^ - ̂

Sachant que u est bornée dans Y , on voit que

il V^ llp-, < ^ lly^ - W^" p-,
Les coefficients de L sont bornés dans Y r et comme pour le théorème 3,

V
on a des inégalités d'énergie dans H pour u avec des constantes indépendantes
de V. On en déduit que : ..

î '-w^ - v^" M-i ^ c S exrt-s; ^(s) ~ v^V^ds
<b

et le lemme en résulte immédiatement.

Preuve du théorème 1 : notons u la limite de la suite u^.
Puisque u est bornée dans Y^ (donc dans X ) et que u —^ u dans C ( (?, r], H ),

» «k ^ »

on en déduit que uc^ , et aussi que n ^ u dans C ( JO, 2j; ^ ^
pour tout p '< \l. Le passage à la limite dans ( 1 . 3 . 1 ) n'offre aucune difficulté
(prenant \y'> rL+ 1 ) et u est solution de ( 1 . 1 . 1 ) . On en tire que S.u^:?/ '\1"1 donc

2 t T
que u ç x . Appliquant le théorème 3 à l'opérateur L , on regagne la continuité et

u <ër C ( [b, ri; H ) ; le théorème 1 est donc démontré pour ce qui concerne l'existen-
ce de solution. 2 U~ 1L'unicité résulte d'inégalités d'énergie L ou H pour l'opérateur L ,

appliquées à 1'équation :

( L (u - v ) = F ( u ) - F ( v ) + (L - L ) . v

^ " v\t==0 = °
si u et v sont deux solutions de ( 1 . 1 . 1 ) ( 1 . 1 . 3 ) .

1.4 Principe de prolongement
Le théorème 2 résulte du lemme suivant :

Lemme 8 : Soit u<£.C°f(j9, rC, H^ ) solution de ( 1 . 1 . 1 ) ( 1 . 1 . 3 ) .
On suppose que Sup l |u^t^(| n < +°°. Alors u <s C° ( [0, r] / H ^ ) et peut^ <y Lip((R )
être prolongée en solution dans C ( [o, T ' \ ; H ) pour un certain T ' > T.

Preuve :^notons f = F ( t y x, u ) . Alors, l'hypothèse sur u et l'équation ( 1 . 1 . 1
montrent que (lu Hî est borné indépendemment de T" < T. -Pour l'opérateur L , on

applique à la solution (forte) u sur [o, T J d e ( 1 . 2 . 2 ) les inégalités d'énergie
( 1 . 2 . 5 ) , et on voit que il existe C tel que pour tout t T on ait :

\\^(t) \\2^ ^ C ^\\u(0) \\2^ + ^\u(s) ||̂  ds.
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00 r T PO ĵ? voit donc gué u ̂  L (' [?, rj / H ) , donc que u e X , et 2e théorème 3

redonne à nouveau la continuité : u <&. C C ̂ , 21]/ Jf^.

2- Problème mixte hyperbolique.

2.1 Condition de Lopatinski uniforme.
Considérons le problème :

( 2 . 1 . 1 )
9 u + S A . ( t , x, v, u^9 . u = F(t, x, v, u^ dans x > 0t j xj n

B(t, x, y/ u^ = 0 sur x == 0n
où v = v(t, x ) est une fonction donnée. Les fonctions A . et F sont des fonctions
C°° sur SR^ x fR x'fR . On suppose que A est inversible^ et on appelle N le nombre
de valeurs propres >0 de A . B est une fonction C°° sur /R" x /R^x (R à valeurs
dans fR °. On fait aussi les mêms hypothèses qu'au § 1 . 1 pour\^fi-\x\ grand.

L'introduction de la fonction v correspond à des raisons techniques.
On suppose le problème strictement hyperbolique : pour tout

(t, x, v, u;<£ /R^^xfi^XfR^ et tout Ç <s£- S 1 ' 1 " 1 la matrice ̂  Ç . Â.^ t , x, v, u) a

N valeurs propres réelles distinctes. (Comme Majda l'a remarqué {22\, cette hypo-
thèse peut être affaiblie). Pour T é.(f, Ç'C.iR13"^ avec Im T< 0, notons .
E(t, x, v, u,T,Ç^ 2e sous espace deCLN engendré par les vecteurs propres généra-

lisés de A ('JC S" A' + f2'd^ associés aux valeurs propres de partie imaginaire <0.

Cet espace se prolonge par continuité aux fï, E , ' ) tels que JnîT < O , | T J ^ | Ç | > 0.
Sa dimension est constante^ et en faisant Ç r = 0 on voit qu'elle est N^.

Notons B ( t , x, v, u; la matrice N x N °îL (t, x, v, u;.
. 9u

La condition de Lopatinski uniforme s'énonce :
(Cf KREISS [l9}, et aussi CHAZARAIN - PIRIOU\11\, TAYLOR \47}).

( 2 . 1 . 2 ) pour tout (t, x, v, u,T, Ç 1 ) e. fR^1^ R^x g^xS. x (R^ tels que ImT$ 0
et \^\+ J Ç ' | = l y B(t, x, v, u) est un isomprphisme de E(t, x, v, U,T , ^ ' ) sur
^0.

2.2 Quelques résultats
Enonçons d'abord un résultat concernant le problème de Cauchy pour ( 2 . 1 . 1 )

avec données initiales nulles :

Théorème 4 : Soit p > n:-î+ 1 , et soit v €. H^ ((R11'1'1 ) .

tel que Fft, x, v, 0) = 0 et B/t, x, v, 0) == 0 pour t< 0.
Alors, il existe T >0 et u d H^ ( {x > 0, t< T} ) solution de ( 2 . 1 . 1 ) vérifiantn
u = 0 pour t < 0.

Un peut aussi résoudre le problème de Cauchy pour ( 2 . 1 . 1 ) (sans v en général!)
avec des données non nulles. Comme d'habitude, un certain nombre de conditions de
compatibilités sont requises sur l'arête t = x = 0.
En fait, on construit la solution sous la forme v + u, avec u = 0 pour t< 0, v étant
déterminée par son développement de Taylor sur t = 0. On voit alors pourquoi il est
naturel d'introduire une fonction v dans le problème ( 2 . 1 . 1 ) .

Les conditions de compatibilités sont automatiquement satisfaites si la donnée
de Cauchy sur t = 0 provient d'une solution dans le passé t< 0. On peut alors énon-
cer un théorème de prolongement d'une solution H^ donnée dans t< 0.

On peut aussi énoncer un résultat analogue au théorème 2.
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2 . 3 Quelques remarques
Beaucoup reste à faire dans 1'étude du problème mixte hyperbolique non

linéaire. Par exemple a-t-on la même régularité sur la solution que sur les donf-
nées de Cauchy comme dans le cas' linéaire (RAUCH [36[, RAUCH - MASSEY [jô] ; ?

L'étude des problèmes à bord caractéristique aurait un intérêt évident
(voir MAJDA - OSHER [25] ou RAUCH \37} dans le cas des problèmes linéaires.

Enfin la condition de Lopatinski uniforme n'est pas toujours satisfaite.
par exemple pour le système de l'élasto dynamique avec condition de Neumann.
Signalons à ce sujet le travail de M. TOUGERON qui a résolu le problème mixte
pour ce système en dimension deux d'espace. L^l-

3- Chocs uniformément stables.

3 . 1 Chocs plans
Considérons un système de lois de conservation :

( 3 . 1 . 1 ) 8 u + 2 3 . f . ( u ) = 0
L. XJ J

S'oit G un hyperplan dans tR de normale (^^/v^ . . . ,V ) .
Soit u et u deux points de fR' , u ^ u , et soit u la fonction qui vaut u^ d'un
côté de C et u~ de l'autre côté.
Alors u est solution faible de ( 3 . 1 . 1 ) si et seulement si :

( 3 . 1 . 2 ) V^ fi/ - u") + ̂  V . f f . f u ' ^ ) - f . ( u " ) ) = 0

On voit que \V \ •f- ... + \V | ^ 0, et quitte à changer de base dans R
on peut supposer que J^ est déquation x =01. Alors la condition de saut .'•
s'écrit :

( 3 . 1 . 3 ) Ofu'^ ' u " ) = f fi/; - f (u^)n n

Notons ^ ^ ( u ) les valeurs propres ordonnées en croissant et ^ , ( u ) les •• '
vecteurs propres de la matrice A ( u ) = f ( u ) . Supposons ici pour simplifier
que \. ^ À. si j ^ k.

/ rDéfinition : la valeur propre À est vraiment non linéaire |_resp linéaire"
ment dégénérée ] si on a ^.(u).grad ^ , ( u ) ^ 0 [resp r . ( u ) . g r a d ^ , ( u ) ^ (/J.

K. U K K U K. -'

Lemme 9 : (Lax ^20^) il existe au voisinage de (u , u f^-,(u ) ) dans
tK x (R x (R une variété de dimension N+l de solutions de ( 3 . 1 . 3 ) . On peut la
paramétrer par ?

i/ = u ( u ~ ' , e ) = u" + e r , ( u " ) + o ( e 2 )
( 3 . 1 . 4 ) K

a = s ( u " , e ) = ^^(u^) + ^ e r k ( u ' ) grad \(u'~) + o(e )

w Condition de choc (Lax \20\). On dit que la solution définie par u^, u
et le plan x = Ot, (u^, u", a ) vérifiant ( 3 . 1 . 3 ) , est un k-^choc si l ' o n a

\ (u+) < ° < \(u~)
( 3 . 1 . 5 )

\^)< 0 <\^+>

On convient bien sûr que \ == -oo et \ = +00 .

Dans 2e cas où À est vraiment non linéaire, lorsque u^ - u" est petit,
cela revient à prendre dans ( 3 . 1 . 3 ) e < 0, si l'on fait la normalisation
^-•S^^ ^ = 1 . Dans ce das Lax \J21\ a montré que ( 3 . 1 . 4 ) équivaut à toutes les

conditions d'entropie raisonnables.
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^.2 Equations des chocs îflultidimens tonne 1s
Soit S une surface (localement d'équation x = <^(t, x 9 ) , où l'on notei ^ ^ n

x ' = fx^, ..., x^^). Soit u [resp u'[ une fonction définie pour x > ()) resp

^ < ^ , et soit u la fonction qui vaut u"̂  pour x > (() et u" pour x < <() .

On écrit gué u est solution faible de (3. 1 . 1 ) en disant que u^ et u^sont solu-
tions régulières de part et d'autre de E et en ajoutant la condition de saut :

0 . 2 . 1 ) ^ M ̂  ̂  [f^)\ - Cyu;] = o
*'• '̂  i

Le problème apparaît donc comme un problème à frontière libre où les
inconnues sont u+, u- et ((). De manière classique, on fixe la frontière libre en
effectuant le changement de variables ^ = x^ - ^t, x';, et on obtient alors les
équations :

( 3 . 2 . 2 ) 9fc ̂  E? V^9^ ̂  + V^' d ̂ h ̂  = °

où A^(U, d 0; = A^ru; - 12. a^(() Â^.ru; - a^ jd. dans t xn> °
La condition de saut ( 3 . 2 . 1 ) reste inchangée. On l'écrit sous la forme ,-

( 3 . 2 . 3 ) g{îi , î", d ^) = 0 sur î = 0
n

^ ^our se ramener à 2a situation habituelle des problèmes mixtes, on change
x^ en -x^ pour u , et on peut alors écrire les équations la forme :

ÇLfu11, d ^ ) . u± = 0 dans ï > 0
( 3 . 2 . 4 ) \ n

g^, TT, d ^ ) = 0 sur "x = 0
' nn

u , et ( p ) sont comme ci dessus,+
(3.2.5)Remarque : si (u , u , et ^) sont comme ci dessus, alors pour tout
( t 0 , x0)€. £3 , û± - u± (1°, x " ; , et 2 'hyperplan & tangent à E en ( t 0 , x° )
d'équation x^ = d (() ^^ ^ ^ (t. x1) vérifient ( 3 . 1 . 2 ) : (û±^ ) est le choc

plan "tangent" au choc fu±, C ; en (t°, x°).

3 . 3 Le problème linéarisé
Afin d'étudier le problème ( 3 . 2 . 4 ) il est naturel de commencer par étudier

un problème linéarisé. Ur^ premier moyen d'introduire une linéarisation est le
suivant : considérons ( û - , a) vérifiant ( 3 . 1 . 3 ) et supposons que (ut(e)^(e))
est une famille de solutions de ( 3 . 2 . 4 ) telle que pour c c- 0, u± = û ' , (() =cat.
Différentiant ( 3 . 2 . 4 ) par rapport a s c , on obtient pour c

v^ = d_ u± et y = d A des éguations du type :
^e.0 ^o

( 3 . 3 . 1 ) nt v^ = S v^ + C AÏ 9 . v^ = 0 Pour x > 0
l - J xj n
-^ ̂  = 9 V1- + P A t 9 vt•h ' ' <_ * < r l* 0-,* ^ — ^ Xr^HJLl. À-' J ^J n

4^ «.

êr^, d y; = ïo 8^ + j~; h. a y + ̂ ^+, y-; = o po^ y = o'0
A •/- + A
7t ' _ _ _ •M / . . ' \ _ _ . _ • ^ ^

_*_ ^^
où À - = A Cu^; pour j = J,..., n-1, A ^ = +(A f^)- 0)
^ J r—"» J- «« •« H •" n /- - * f. - —— ^ - , « . . , ** *, s.s. — ^\n

: W ' ^. = [f,(^)] Pour j = l, ..., n-1 et^-W ' b • = l^
n -'"n

îîfv'1', v~) = i- v~ 3- ̂  v'1'.n n

De façon classique, étudier la stabilité de la solution définie par (a.îit)
signifie étudier le problème ' "

( 3 . 3 . 2 ) fît yî = ft
Ï(v^, d Y; = g.
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D'autre part, reprenant le schéma itératif du § 1, on peut chercher à
résoudre ( 3 . 2 . 4 ) par le schéma suivant :

( 3 . 3 . 3 ) f1^"" / <î <ÎU " - . , = 0 dans x > 0.
\ v v v' 1 n

^^ (w^!- w^ = -G^ sur x^ - 0

où ^ = fu^ u;, d ^)

Notant u = u^ v = u ,̂ ((>= c^et T» (f^, on voit apparaître des problè-

mes linéaires du type :

( 3 . 3 . 4 ) (L-t v± = 3 ^ + C A ± 3 .v* = f dans x > 0
< (- J x] n

\G(v±, d^) - bç 9 .r + JL^ h 8 .Y + /^v'", v~) = g sur x
j. -^ ^

où les coefficients A-, b. et M sont des fonctions de (u^,^ )
n

( 3 . 3 . 5 ) Remarque : Soit (t°\ x° ) {x^ = 0}, et soit û^ = u^t0, x ° ) .

Si la différentielle de ^ en (t , x ° ) est Ot, on voit que le système déduit de
( 3 . 3 . 4 ) en figeant les coefficients en ( t ° , x ° ) , est précisément le système inter-
venant en 3 . 3 . 1 .

3.4 Stabilité uniforme
Supposant le système strictement hyperbolique (voir Majda &2J pour un

affaiblissement de cette condition), et[x = 0}non caractéristique pour L+ et L~,

on note E^-d, x, T , Ç - J , pour ImX< 0, Ç'ei/R""^ 2'espace propre généralisé associé
aux valeurs propres de partie imaginaire <0 de (A±)~1 ( f-î Ç . A* +T Id). Cet

espace se prolonge par continuité aux ("r, ^ ' ) tels que Im T< 0, j f |+ |Ç'|^0.

0 (fié finition : (Majda ^22\) le problème ( 3 . 3 . 4 ) est uniforme stable en
(t . x ) si pour tout ("r. ^ ' ) , im T< 0, | T J + |Ç' |= 1, l'application

( \,w , w )———s» ÀCT^ +J3 Ç ^ À ) + M(w1'', w~) est un isomorphisme de

|R x^Ct0/ x0^, Ç'; ^E~(t°, X°,T, Ç'; sur<t-^.

Cette définition contient deux volets : faisant w+=w~=0 on voit d'abord crue
1'on doit avoir .•

b(-c^) =T by +r:Ç. b. ^ 0

c'est à dire que le système des conditions aux limites de ( 3 . 3 . 4 ) est elliptique
en y . Ensuite, introduisant îrfT,Ç; le projecteur orthogonal sur\b(T^)]^-, la
condition traduit la condition de Lopatinski uniforme pour le système de conditions
aux limites (pseudodifférentielles) Tî(D , D ) . M .l— x

( 3 . 4 . 1 ) ^Remarque : Compte tenu des remarques ( 3 . 2 . 5 ) et ( 3 . 3 . 5 ) on voit que le
choc (u / u ,CJ est wi fermement stable en (t0, x0 ) si et seulement si le choc
plan tangent (ûf, û~, E ; l'est.

l" Lemme 10 (Majda [22}) pour le prpbl-me ( 3 . 3 . 1 ) , la condition de stabilité
\_uniforme implique les conditions de choc ( 3 . 1 . 5 ) pour un certain k &{l, ... ,jy}.

En effet, dire que x^= 0 n'est pas caractéristique revient à dire que

^""^ ^ CT pour tout k' on P®^ ^ors écrire

V"^ < ° ̂ i^)
xj,^û~)<a< \ j ( û ~ )
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avec j et k ^ - { J ; , . . . , ^ } . Quand Ç ' = 0 j& ( " T , Ç ' ^ est de dimension N-k, et

ÇH u ; , H» k - h l . . . N en est une base ; E^CT, Ç ' ; est de dimension j-1 et
F fi(^)f = ! / • • / j-1 en est une base. La condition de stabilité implique que la
dimension de E x E est N-î, par conséquent on a j=k et ( 3 . 1 . 5 ) a lieu.

En outre, on voit gué cette condition équivaut, lorsque Ç ' = 0 , à dire que
(u - u , r j ( û ~ ) , r . ( û )~pour 3 = 1 , . . . , k - l , t = k+1, . . . , N sont indépendants.

Compte tenu de ( 3 . 1 . 4 ) cela est vrai lorsque û - û est assez petit (on parle
alors de chocs faibles)y et on a :

Lemme 11 (Majda ^22\) en dimension n = 1, les chocs faibles (vérifiant les
conditions de choc)» associés à une valeur propre vraiment non linéaire sont uni-
formément stables.

On peut aussi montrer :

Lemme 12 (Métivier (29J ) en dimension n == 2, pour les systèmes 2X 2, les
chocs faibles associés à des valeurs propres vraiment non linéaires sont uniformé-
ment stables.

Enfin, on renvoie à MAJDA \22\ pour une explicitation de la condition de
stabilité uniforme pour des exemples physiques.
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I I I - ONDES DISCONTINUES POUR LES

SYSTEMES SEMILINEAIRES

1- Cànormal ou régulier par morceaux ?

1.1 Un problème de stabilité
Considérons l'opérateur

( 1 . 1 . 1 ) L u = S u + j^ A . ( t , x;8 .u
" 3 -̂7

et supposons que J12 ={x == 0} soit caractéristique pour L.
00

On suppose toujours que les matrices A . sont C , réelles, et que L est strictement
hyperbolique dans la direction du tempi.

Nous nous posons ici la question de savoir dans quels espaces de fonctions
singulières surC le problème de Cauchy suivant est bien posé :

( 1 . 1 . 2 ) CL u = f

l^K 0 - °
^

f étant donnée, nulle pour t <0. En fait f est donnée au moins L et la solution u
de ( 1 . 1 . 2 ) existe toujours (localement) dans L . Il s ' a g i t donc d ' u n problème de
régularité.

Un des points de départ du travail de Bony [7j consiste à dire que dans les
espaces conormaux H5'-^ , tout se passe bien :

JL*
s JeE Proposition 1 Au voisinage de l'origine^ si f ̂  H^ (sï- 0, k> 0 ) , alors

^^2 •
Maintenante ainsi qu'on l ' a expliqué au chapitre J, il est naturel de poser

le problème ( 1 . 1 . 2 ) dans des espaces de fonctions régulières par morceaux. On
introduit donc les espaces p-H3 [resp p-C^l des fonctions de L^ (resp Ljdont les
restrictions à x >0 et à x <0 sont H3 (resp C jusqu'au bord x^ == O].

On peut considérer le problème ( 1 . 1 . 2 ) comme un problème de transmission au
travers d'une surface caractéristique, et l ' o n est ainsi renvoyé à l'étude des
problèmes mixtes à bord caractéristique (voir par exemple Majda - Osher [25 J ,
Rauch [37^ • En particulier le travail de Majda-Osher montre que, en général en
multidimension pour f^p-H3 la solution u n'est pas p-H3 mais au mieux p - H S I

avec s ' de l'ordre de s / 2 . Ce fait constitue un obstacle essentiel, dans le cas
multidimensionnel, à une étude par itération de l'équation Lu = F ( u ) .

Néanmoins, comme l'ont remarqué Rauch et Reed [42"] |^4j, une fois gagnée la
régularité conormale, c ' e s t à dire en particulier la régularité tangentielle pour
le problème mixte, le retour à 1'équation permet de gagner une certaine régularité
normale^ suivatit la règle qu'il faut deux dérivées tangentielles pour.-obtenir
une dérivée normale :

V Proposition 2 : si f^ p-H3 f\ H ^ au voisinage de 0, alors u^p-H3^ H ^ y
pourvu gué m ^25.

1.2 Un contre essemple
Pour illustrer l'instabilité du problème^ ( 1 . 1 . 2 ) dans les espaces p-H3 \

nous reprenons l'exemple B.3 de Majda-Osher [25\. Dans fR3, avec les coordonnées
( t , x, y ) , considérons : le problème :

( 1 . 2 . 1 ) ( 9 u - 3 v = f

\ t à v + t à v - 9 u = 0[ t x y

où f = 0 pour x <0 ou t <0 et f == t7" ( f ) ( y ) pour x> 0, t> 0.^ £ L ({R) sera choisie
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ultérieurement.
La vitesse Êi^iQ de propagation montre que la solution ( U y V ) de ( 1 . 2 . 1 )

est nulle pour x <0. En outre v est continue en x à valeurs H " 1 en ( t , y ) et la
trace de v sur x = 0 est nulle. ^

Pour x >0, on a S, 9 v = 9 f + (ï - S2;^ et pour k> 1.t x y y t

( 1 . 2 . 2 ) ( ^ ï^v - ( ^ - ^yv + (^ - ^A1 y
8^ ^ u = ( àj - ̂ k ^v + (^ - 3^ ̂

Supposons que (u, v ) ̂  p . H 3 , et notons^ pour k fs - 1/2 u la trace de ^ u•K x
en x == 0, prise du côté x> 0. (on suppose ici pour éviter les discussions inutiles

que s - l / 2 e : N ) .
Alors ( 1 . 2 . 3 ) montre que

d.2.4) • ^+1 ̂  - ( ^ - ïy~1 ^t1" w)
Puisque u - = 0 pour t< 0, on en tire que :

( 1 . 2 . 5 ) u^ = S^ p ^ ( t ) . ̂  (()

pour certains polynômes p . , tous non nuls. .
On fixe maintenant3 un entier m pair, et ()) tel gué (}) G H ( ( R ) et(() ̂  H

au voisinage de 0. ?
Alors ( 1 . 2 . 5 ) montre que u ne peut pas appartenir à L si k ^~+ 1 ; par consé-
quent u ^ p.H alors que i ̂  p.H .

2- Stabilité d'une onde discontinue.

2.1 Résultats
On considère toujours un système L de la forme ( 1 . 1 . 1 ) , on se donne au

voisinage de l'origine une surface caractéristique 2 , et quitte à effectuer un
changement de variables (qui préserve le temps) nous supposerons que G est
d'équation x v 0. Considérons d'abord le problème :

( 2 . 1 . 1 ) (.Lu = F ( t , x, v, u )
^ I K O - 0

où F est une fonction C de ses arguments. On se place sur un domaine de la forme :

( 2 . 1 . 2 ) Î2 = {ri, x ) / - TQ <t <T^ -ç; |x|}

où T.. etÇ_sont assez petits.

r Théorème 1 : Si v e. °̂°A ̂ ^ ^ avec m > •̂ •J"' et si ^^ x' ^t' x^0^ = 0

pour t <0, alors il existe T S^R, T J^ et u&L°f} H0^ ( Çî ) sa solution de ( 2 . 1 . 1 ) .

On a noté f2 = î 2 ^ { t < ï}. Par ailleurs l'unicité des solutions de ( 1 . 1 . 1 )
oo T 2

dans L ( Q, ;) résulté des inégalités d'énergie L pour L.

On peut alors s'intéresser au problème :

( 2 . 1 . 3 ) Lu = F(t, x, u;
et on peut énoncer :

F Théorème 2 : Soit u & L00/» Horm( Sî ; une solution de ( 2 . 1 . 3 ) fsur ^ avec
1 ' 1 1
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Tlé:}TOf T0^etm >^"
Alors il existe Î^^-TT , r j| et une solution v de ( 2 . 1 . 3 ) sur ft gui prolonge u

oo 1 ° T^
et telle que v&L^ H^^ ( ïï ) pour tout T< T . En outre, ou bien ï - T , ou bienÀ- r T ** u

\^Lœ( n ; —^ + co quand T—^'
l/ne .fois obtenue la régularité conormale^ on peut comme Rauch-Reed [44\

étudier la. régularité C par morceaux :
00

Théorème 3 : Soit u <s^ L (^î ) solution de ( 2 . 1 . 3 ) . On suppose que

u ^ p . C ° s u r ÏÏy (T^T^ T J J .
00 ^ —

Alors u^p-C sur Q, .

2.2 Preuve du théorème 1. (Esquisse)
Par changement de variables^ on peut supposer que les surfaces x == Constante

sont toutes caractéristiques. Après diagonalisation de la matrice A (et changement

linéaire d'inconnues u ) on se rame au cas où :

( 2 . 2 . 1 ) la matrice A est diagonale, le premier élément de cette diagonale est

identiquement 0, et les autres sont ^ 0.

On résout alors ( 2 . 1 . 1 ) par le schéma itératif :

( 2 . 2 . 2 ) ( L u^ = F ( t , x, v, u^)

' '^{KO-0

où l'on démarre avec u =0

La preuve du théorème 1 repose sur les trois lemmes suivants.

Lemme 1 : Etant donnés R et T 9 &\0, 2 -L/ il existe C tel que pour tout
T ^ ' ] - T 1 , T ' [ et tout u e L°f\ H0^ (Q.J vérifiant l l u l l œ / o ^ .R, on ait

U U t^ T L ( à i i — /

f = Fft, x, v, u; e L°f\ H0^ ( ^) avec :oo 0 ,mr, f\ H^"1

lk 1^ ^ c
^^f SI ) ^ c {1 + ^H0^( ^ ) } '

Lemme 2 : Soit f ^ H - ( Q, ) , telle que f = 0 pour t< 0. Alors la solution
9u €^ L^ ( Sî ) du problème

( 2 . 2 . 3 ) Lu = f. u /^ ^ = 0

est dans H0^ ( Q ) et vérifie :
&-« —

(2.2.4) |(u|(̂ ^ ^ ^ < ̂  T \^0,m^ ^ ^'772/ Q ;
-m' - " l ""m7

Loù C est indépendante de T et f.

Lemœ 3 : Soit f^L°^ H0! ̂  Q. ) avec m >(n+3) . telle que f . = 0.
n m "̂> ^ /t^u

Alors la solution u&H ' ( iï ) de ( 2 . 2 . 3 ) est bornée et vérifie :

.00/ r. . $ c, r illfiLoo, ^ , -, |if|| o,m .... .(, |^L°( iï - ^ C 2 T l̂'L^ n ) + I^I'H0'^ Q Ï + c Huit 0-L < ^y^ z L ( ^y/ H ( ù 6 } + c 3 i l u ' I H U f [ r ^ f Q )" ( "-1 T (- , II" "„"/ m / ci
H^ ( ̂



1-21

Le le njîQ 1 écrira que L f\ H^ ( iï ) est une algèbre.
U T

Par.un théorèœ d'extension, on se ra-rène au cas où les fonctions sont définies sur
(^ ; dans ce cas les inégalités de type Ga giiardo-Mirehberg nécessaires pour
l'obtention des estinations s'obtiennent facilènent (Cf. MeIrose-Ritter 0?7l
section 5 ) .

Le le mie 2 précise la propos tion 1 de tout à l'heure;
II résulte aisé nent des iné, colites d'énergie L et d'un ar guœnt de co mutation de
L avec les Générateurs de LL-, : -x 9 , 3,, 8 .,,..,, 9' ' u n ^n t xT ' 3^-^

Donnons mintenant la preuve du le'n7ie 3. D'après ( 2 . 2 . 1 ) puisque
u e: H°[ w on a, pour j ^ 2 ,-

2-«

( 2 . 2 . 5 ) ll^^^ll^2 < Ciu\\^m +\\f\\^^l

pour an + | a | ^T^ a ^ -î -

Puisque f = 0 pour t< 0 et que 9 e u on a (|f(l 0, m -1 ^ T |(f|ly0, jn . On tire

alors de ( 2 . 2 . 5 ) puisque ÎT. > (n+3) . , gué l'on a pour j •- 2, . . . : ^ N . :

( 2 . 2 . 6 ) HU II oo^||9 u II _^-S3 |l9. ".IL00^ C ||u|| 0,7r ^ T |lf|| 0, jn
J •Lt L. j Lt yy^ j Lt 'ti ri

Maintenant, la pré mère équation de ( 2 . 2 . 3 ) s'écrit sous la for ne :

( 2 . 2 . 7 ) X t2 - f + Combinaison linéaire des u ., 3 u., 9 u., j ï 2 ^
1 1 J t J \ J A < n-^.

où X = 9 -^ 5Z2 Oç 9, . -^ @t ^ ^

( 2 . 2 . 6 ) donne un contrôle dans L°°du nie/rjbre de droite de ( 2 . 2 . 7 ) / et en intégrant le
chaips X on obtient que u ^ L°°.

Il résulte des trois lejrjîes, que pour T assez petite le schém itératif
( 2 . 2 . 2 ) définie une suite bornée dans I^^H0^ ( ^î ) . La suite étant bornée dans

oo 2 ^
L on en obtient la convergence dans L , en écrivant gué

( 2 . 2 . 8 ) ( \L(u^ - u^j < C |u^- u^|

^+1 ~ "V/t <0 = Q

^

et en utilisant les inégalités d'énergie L .• ~ oo 0 ir
On nontre alors que la Unité u & L (\ H ' ' ( Q. ) y et que u est solution

de 2 . 1 . 1 . L T

2.3 Preuve du théorèjje 2
Soit u solution de ( 2 . 1 . 3 ) sur Q, . Soit f = F ( t , ^ u ) .

^ 'V 00 () jy -

Soit f un prolon gênent de f, feLL^H^ ( Q, ) (un tel prolon gs Tient existe!).
0On peut alors résoudre le problè ue linéaire.

( 2 . 3 . 1 ) / L VQ = f

7 0 1I t <1
1 œ

par esejiple en cherchant v sous la for ne yu + v , où \(t)^C (lR) est nul pour

t >T'^ et vaut 1 pour t< T " ^ avec -T < T" < T 9 < T , et où v 1 est solution de

( 2 . 3 . 2 ) { L v 1 = ( 1 - )(;? - r 9 . X )u.
\ 1
[ v j t < T^ = 0 -
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^ ien sur, ^es fonctions y et ('8 Y )u sont prolongées par 0 pour t> T .
1 1L'unicité locale fait que v = (1^ )u pour t< T et y ^ yu + v est bien solu-

tion de ( 2 . 3 . 1 ) et prolonge u.

Une fols trouvée v solution de ( 2 . 3 . 1 ) , on cherche v solution de ( 2 . 1 . 3 )

sous la forœ v + w
^

( 2 . 3 . 3 ) ( L w == F ( t , -x, v + w) - f(t, x;

1 " I t <T, = °

-V

Cette équation est bien de la forne ( 2 . 1 . 1 ) avec v et f dans le rôle de v

et la condition w = 0 reîplaçant la condition w i = 0.
lt< T ^ <

Le théorène 1, qui accepte sans difficulté cette uodification donne donne donc
l'existence d ' u n prolon cpœnt v, solution de ( 2 . 1 . 3 ) , dans L°°^ îfi ' ^ iï ) pour

un certain T >T .
La fin de la preuve du théorène 2 résulte par un argiîîent trinal de conne-

xité du le wîîe 4 suivant, qui est lui ir.êne une conséquence 1 irnédiate des leirîîss
I et 2 cl dessus.

00
— Len-ne 4 : Soit U-S.L (!î ) une solution de ( 2 . 1 . 3 ) .

————— T!
On suppose que pour tout T ' < T , u ^ H- ( iï.).

-L Arf ±

Alors u <s: H_ \ ̂  ) et u peut être prolon çpe en tant que solution de ( 2 . 1 . 3 ) dans
E- -^

oo 0, TT ^L (\ H,^ '( à2 ) pour un certain T > T ."— i^ j. i

2.4 Preuve du théorè ns 3
Puisque u(sp-C°° s u r $ 1 u é^H^' '( Çî ) pour tout m Le théorè ue 2 1 npllque

1 ^t 1
que U6:H 5-»' ' ( iï ) pour tout T.

En fait, la preuve du leTr.jie 3 cl dessus, sous l'hypothèse ( 2 . 2 . 1 ) , uontre
que u ., 3 u ., 3 u. sont continus pour j = 2.....N, H== 1 , .... n-1. La pré mère

7 t J •% J
équation s'écrit alors sous la for ne.

( 2 . 4 . 1 ) X^ u^ == g ( t , ^ u ^ )

où g(t, x, u . ) est une fonction continue de ses arguments.

Il est facile de voir que si u est p-c pour t< T^ alors u reste p-C

pour tout t.

Maintenant, cou-mutant l'équation au.xchaTps de P^ , on voit que 1 ' ar gn-uemt
donné pour u vaut pour toutes les dérivées conornales de u, (dont on sait qu'elles
sont dans L ) .
On conclut donc que u, 3_u, 3 pour ^ == 1, .... n-1 sont p-C , de léue que F ( t , ^ u )

^ 0L'équation donne alors que g u . ç_ p-C pour j = 2 . . . . . N , c ' e s t à dire que
X "7

1 n 1II - <£. P-C1 • De îîêîsa on obtient que 3 u . , 8 u ., ^ < Tri "1 sont p-C , et reportant dansJ t j x^j
la prènière équation on voit que dans ( 2 . 4 . 1 ) g est une fonction p-C en ( t , y)

00 ^

(et toujours C en u ) . On conclut que u , et donc finale nent que u <$. p-C .
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I I est naintenant clair que par récurrence on ter rdne la preuve du théorè-
œ 3.

3- Interaction de deu'^ ondes discontinues

3.1 Résultats
On considère mintenant deu-x surfaces caractéristiques S. etf^ qui se

coupent transversaleîBnt le long de A , En fait nous supposons que passent par A
N surfaces caractéristiques lisses, 2 à 2 transverses. On noterait C.U. u^^-

Dans cette situation on définit H^ coinne étant la somie (non directes)
pour j variant de 1 à N des espaces H0' 7r/ , où ce dernier espace désigne l'en-

QjuA
2 2serble des u^L tels que M ... M,ue.L pour toute suiteM, ..., M de k^ m

chaips de vecteurs tangents à la fois à ^. et à A.

Nous nous plaçons toujours dans un (petit) donaine de déternination :

( 3 . 1 . 1 ) iï = { ( t , ^ / - T^< t< T^ - Ç| x|}.

Pour ÎT^'1-Î^, T^L , ̂  = iï A {t< T}.

On a le théorèje de régularité suivant :

Théorèîle 4: Soit u ^L°°( Sî ) une solution de

( 3 . 1 . 2 ) Lu == F ( t , ^ u)

Alors, si u <2L H0 '^ ^ ; pour un T^ <S.1-̂ , îr[, u e H0^ ( Q,^).

En fait, nous son^e davantage inéressés par un théorè ne de proton ç^uent de TC
solution. Malheureuse Tient ce problè ne n ' a pu être résolu sans une certaine hypo-
thèse de conpatibilité entre la cponétrie de SL et celle des surfaces t = Cte
tout ' s e passe bien lorsque A est transverse à ces surfaces, ou alors lorsque A
est contenu dans une de ces surfaces {t = ù }. Nous reviendrons au § 3.3 sur la

nature assez profonde de la difficulté.
De toutes façons il apparaît indispensable de reuplacer les surfaces

t = C^ par une fa.rd.lle de surfaces spatiales ({^-\^ 0 } ,, en supposant que soit

A_est contenue dans {((), === 0}, soit gueA est transverse à ces surfaces. On pour-
^0

rait aussi considérer des ouverts intersections de la for ne {())•» < ^'^•\ < ^' ^-es

fa.rn.lles (})^et Y^ étant de deïi y types différents. Nous nous contenterons ici de
tonner des vodèleSy et, Î2 étant l'ouvert ( 3 . 1 . 1 ) y nous supposerons soit que

Cas 1 A = { t = x = 0}.
soit que

Cas II A = { x, = x = 0}.1 n

On peut alors énoncer :
QQ F\ «y*

Théorèîle 5 : soit u ̂  L f} H^ ( Q ) une'solution de ( 3 . 1 . 2 ) avec
———————— • ^ T^

T €^1-T-, T |̂  et m > ——. Alors,il existe T &]?1 , r j et une solution v de ( 3 . 1 . 2 )
QQ /Y tp

sur ^ , telle gué v prolonçp u et v^ L f\ H ^ Y ^ ) pour tout T< T . En outre,
w —Jt

ou Men T— T , ou jbien lim ||u|| w _ = +co.
T ° ^ T^ L ^V

Notons aussi que la démonstration du théorèue 5 fournit une ^minoration de T
en fonction de T et de la norne de u dans L°° f\ H0-^ !î ) .

î^ 1 1
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En fait T^T^ lorsque cette nor ne tend vers 0. Dans le cas J, ceci uontre par

ex-npie que si u est donné assez petit avant l'Interaction, l:e. T < 0, u va

encore exister après 1 interaction.

3.2 Esquisse de dé wns Ira lion
Le sohéïïa de la preuve du théorène 5 est Identique à celui du théorè ne 2 :

les ternies 1 , 2 et 3 sont encore valables avec les nouveaux espaces H0^
associés à IL = Q F - . ^

^ " ^
En fait le le ime 1 repose sur le résultat suivant :

LeJ7me 5 : P0^ t^ T^l-^, T^H, 11 existe un opérateur de prolon gênent

Ry de L°(^) dans L0^1) et de H°, 77^ ; dans H°^ ̂  ) . En outre ces opérateurs
w î^ •L

jont uni for né nent bornés si T est restreint à un Interval co Tpact de J-T , T [.

Le détail de la preuve de ce lemîje est donné dans Î31Î. >"1 y note
•̂"i , "v <x' ^^^
î^j U.-.-UEî,./ où ̂  est un prolongement lisse de 2. tel que

C .̂ H Û ̂  - A = {t = ^ = 0} si j ^ k.

En fait c'est pour obtenir l'existence de ce proton ge Tient qu'on est a nené à se
placer dans une des situations 1 ou II.

La déîjonstration du lemue 2 est assez technique : la régulante u <s H0' Tn

résulte de B ony [7\, {mis l'obtention de l'Inégalité précisée ( 2 . 2 . 4 ) deuande un
peu de travail.

Nous nous concentrons îîaintenant sur le le mie 3, en considérant le cas J,
(le cas II se traite de mnlère Identique).

Notons ^l'espace des fonctions a C°°en dehors de A telles que (\t\+\ x \)j+ar
n 1

3^ 8^ a soit borné pour tous les nultl Indices ( j , a ) . K1 est l'espace des fonctions
-a . , .
3 a soit 'borne nuu-r f-nnc" 7^c? rml-h-î l'n^-»^^.- /-,' ^,\ A 2

de A° dont les dérivées pré mères sont aussi dans A°.
On peut supposer gué, dans Sî , JQ . est d'équation x =(^.(t, x ' ) avec

^ = 0 et 9 6. ^ 9 (b si j ^ k.
^jt=0 J L' K

On fl^e une partition de l'unité :

( 3 . 2 . 1 ) i == SU x- r i , x )
^ 00

ou x̂ . est une fonction C et ho DO gène de degré 0 en ( t , x ) ^ 0, telle que

SUPP X- ^ 12. = A si k ^ j .J ' ^•
On Introduit alors les chaTps de vecteurs

( 3 . 2 . 2 ) ( M^ ̂  + / 8 où ^= ̂  y 9 < b , ^ = ,,.., „-,- ^ ^ ^ o^ - ^ ̂  d^^.,

M" = t 8 + { x +^ X/t ̂  ̂  - A J } ̂
t. n j;) ^

Ces chaups sont à coefficients dans h1 ; ils sont tan gsnts à ̂  ,...,F.

et a A , et on peut uontrer que H-, m est l'espace des u &L2 tels que
A 7 v "\ ) '') s —* - •2

M . . . M u £ £ pour toute suite (H^...,^) <£_ {l,...,n^ de Ion yeur V $ m

Par ailleurs, la mitipi i cation par a<?.A° opère de H0^ m dans H°^ m, et

u <£. H^msi et seule nent si v . u <£. H0' m .Le lecteur notera que la déco iposi tion
J G .7 /A
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u =S2»X." respecte donc les espaces H f / w4-5 aus^i L .

On peut alors écrire 2'opérateur L sous la forjie ;

^3.2.3; L = S+ ^ 3 ^ V. Aç Mt n % x,

-̂  w——— ?, ?/ ^

avec A = A - JT""̂  (() A . A peut être dia cpnalisée à l'aide de natrices à coeffi-

cients dans , et finalement on peut écrire l'équation Lu = f sous la for ne :

( 3 . 2 . 4 ) 0(, + c^ = C C. 2>^ M\ + C cf ̂  + ̂

—. 0 0
où X . = 8, + a. 9 + > * h . M

J t J ^ jj

& i —^avec a., Jb. , .̂ A e t c . , ê. A°. .̂ n outre X . est tan çpnt à ^ i..
J J /K J /K 3 J

Le leTrjie 3 résulte alors du

Lemue 6 .- si ? ̂  L00/^ H0'̂  et si îîeLH0^ m JTÎ > n-^5, est solution de ( 3 . 2 . 4 )—————— ^ j_t /̂
•%» ^ . 0 0

avec u i =0 , alors u ̂  L .
1 JQuant à ce le mie 6 il repose sur les est! nations suivantes :

Le jnne 7 : pour u <£. Hy , m > -— on a ;

où
|urt,^| .$ C on, ^"'•^^ô.rt,^72 ||u||^0,î73.

6 [resp 6., j = ^,...,Nj désire la distance à A (resp2.1-

Pour finir ce paragraphe esquissons la preuve du le ime 6 :
Puisque /? ^- îfi^et^^H0^ , le œ Tibre droite de ( 3 . 2 . 4 ) est dans H^ m ~ , et
peut être esti-né grâce au le mne 6. On en déduit une esti mtion de î. en enté'-çrant
2e Ion g des caractéristiques de X. et on trouve que u . == 0 ( 0 . " ^ ^ ) .

(En fait ^ 6 . î . est continue et nulle sur^.). Un ar givent de corniutation per net
9j ^d'estiner de mnière seîïblable M û . , et reportant dans ( 3 . 2 . 4 ) on voit que le

neubre de droite est borné par C \\f\[ °°+ C' C ̂ k'1/2.

Maintenant, l'inte craie de 6 " / le Ion 9- des caractérjst-igues de X. est, pour j^k,
^ ^ x oo -7

bornée et on conclut que u , €L L corme annoncé.

3.3 Une re nargue à propos du lejrœ 5
Nous voulons uontrer ici sur un e^erple, que si l ' o n ne fait pas d'hypothè-

se sur la position de par rapport au x sur faces t = C^, on n'est plus assuré que
L A H 0 ' ^ soit une algèbre, ni qu'existe l'opérateur de prolon gsuent du lemjje 5.

Prenons toujours A = {t = y = 0} nais reJp-Zaç'ons la surface t = 0 par la
surface t == \X |,et considérons l'ouvert \f = { ( t , ^ / |x |<t< l } . Soit

( 3 . 3 . 1 ) u(t, x) = x,(t2+ y 2 ) " ^ 4

1 n

00 0,00 0 00
On vérifie que u - ^ A H A (\f)f si H désigne l'espace des distributions

2 2 A
de L telles que M ...M u€L pour toute suite M,...M, de chaips tançants à A.

1 K. 1 K • "

par conséquent, pour tout s ys te re jl , . . . , S d'hyperplans passant par A ,
U^HO^O ( ^ ) 9 par contre u71<^ H0^ (\s) pour jr > n-3 puisque
9^ U^ (t2 + ^ r^ r2^^ r^ ̂  ̂x u = (t + y ^ ) " ^È L (\f). L n H_ 2r ( \ j ) n'est donc pas une aJoAbre.1 n
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•^•^ Quelques co jplé nerits
Notons p-^C^( ^ ) 2 ' e s p a c e des fonctions continues jusqu'au bord sur cha-

que coîîpo santé connexe de ^ \ ̂  .
00 0 TU

Alors, on peut -rentrer que si u & L f\ Hp ^^0 ^^ solution de ( 3 . 1 . 2 ) avec
0 0u • e^ p-C ( ^î_ ) alors u ^p-C (<^^) • Cela repose sur une analyse un peu|t ï^ T^ T .

plus fine de l'équation ( 3 . 2 . 4 ) . En fait on -îjontre que u . est continue jusqu'au

bord de par et d'autre de 5"\.. On retrouve le fait que le saut de u le Ion g de

S"̂  . est "polarisé" dans la direction du j-iè TK vecteur propre du sy nbole
^ i i

^T^ ^ . A^ , si (-\ ,,\).,... ,\^ . ) est la nor raie à 2..

En outre le saut ^u J satisfait à 1'équation :

( 3 . 4 . 1 ) (x^c^)[^\ = ç^ru^,[u^p = gjru",^?

u et u désignant les traces de u et u de part et d'autre de j^... En outre i

g .(u , 0 ) = g . ( u , 0 ) = 0, si bien que si [u .} = 0 pour t < T , p ,J reste nul.

En particulier on voit que si u n ' a de sauts que sur jT^ et J""̂  pour

t <T (deux ondes -discontinues intéra gissant), u va rester continue sur J^ .\A

pour j = 3 , ..., N y c ' e s t à dire que l'interaction ne donne pas lieu à des sauts
sur les autres surfaces 2^ , . . . ,Û„•

Bien sûr, ce résultat en di nension 1 est un cas particulier du travail de
Rauch-Reed \â6\.

Quant à l'analogie du théorè TB 3, il reste à dé .rentrer

Terninons par quelques rejiarques cojplé uentaires : dans le cas J, le
problène de Cauchy

( 3 . 4 . 2 ) C Lu = F ( t , ^ u)

1 u^t==0 = 9

où g est donné dans L /\ Hf^ ' , <a été résolu dans [jOjperîTettant ainsi de construi-
re des solutions discontinues.

Dans \31^ on s ' e s t aussi intéressé à des problè nés aux Unités :

( 3 . 4 . 3 ) Ç Lu = F ( t , Y, u) pour x > 0
1 Bu ̂  = 9

1 n

le systène (L, B ) vérifiant une condition de Lopatinski uni for 22° -
On a ainsi résolu le problème m.ybe :

( 3 . 4 . 4 ) F Lu =• F ( t , ^ u) pour x > 0, t> 0

î8"^ = . ^ "/t^ '"0

Lorsque u et g sont bornées et conorraies par rapport à A ^ { t = x = 0} .

Aucune condition de coupatibilité n'est requise sur g et UQ. La solution u déve-
loppe alors des singularités conor-jmles le Ion g des surfaces caractéristiques
issues de A.

Enfin dans u-îjon a aussi étudié la réfle'xLon des ondes discontinues : on
peut, pour les solutions de ( 3 . 4 . 3 ) , énoncer un résultat tout à fait analogie au
théorè IB 5 en rêîiplaçant partout les ouverts iï par ^+ = Q, r\ { x > 0} .

Ce résultat est lui aussi valable aussi bien.dans le cas 1 que dans le cas II.
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