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IV
L’ECOLE MODERNE DE STATISTICIENS ITALIENS

(Suite.)

ANNEXE Il — SERIE cYCLIQUE : MOYENNE ET MEDIANE

Soit M, M;... M.... des points fixes (modalités) sur un cercle, affectés des "coefficients (fré-

quences) f; foooo o fioennn . .
On peut considérer le vecteur résultant (O étant le centre du cercle) :

HOM, +/,0M, +..... +£OM, +..... =0G.X}.

et appeler point mcyen celui ol la demi droite OG rencontre le cercle. C’est ce qu’on fera
ar exemple pour une statistique des directions des vents (provenant d’un office météoro-
ogique).

0(1{1 ne procéde pas ainsi pour une série cyclique quelconque. On choisit sur le cercle une
unité d’arc, par exemple I’écart entre deux modalites si celles ci sont également espacées;
Gini envisage surtout 4 (trimestres), 7 (jours) ou 12 (mois) modalités, également espacées.
Soit z, I’abscisse curviligne de M, (pour une origine, une unité et un sens de parcours don-
nés);_soit M un point d’abscisse = décrivant le cercle dans-e sens positif.

A) Soit la fonction : .

b (2) =y (M) =3 7, MM,

ot X désigne une somme algébrique et oui I’arc algébrique MM, est en valeur absolue le plus
petit possible. On voit assez facilement :

— que g, (M) est une fonction linéaire de x, de pente — X #, {fonction décroissante);

— que, chaque fois que M traverse un point M’, opposé sur le cercle & une modalité M,,
la fonction ¢, (M) subit une discontinuité et s’accroit de #, . i.

Au total, quand M est revenu a son point de départ, 1, (M) s’est accru de (Z f,) I par sauts
et de (— X /) I par variation continue, c’est & dire a repris sa valeur primitive.

La courbe représentative de cette fonction périodique aura D’allure ci dessous (on a
supposé qu’il y avait 7 modalités également espacées).

Par définition, on a p; (M) = 0 pour les moyennes.

Op voit qu’il y a autant de moyennes que d’inter  pw l \ \
valles de continuité (c’est & dire de modalités) mais
que les moyennes peuvent tomber en dehors de leur NIV \ ,\ .
intervalle (voir M’ et S) : c’est ce qu’on appelle des \ \ *

moyennes fictives ; entre la moyenne ordinaire et la
moyenne fictive, il existe la moyenne lLimite (Voir D).

\ X\ x
En outre, le point X est ce qu’on appelle une moyenne
suwgeneris : on a en effet : Fig. 1.

Pl —e) +py (¢
2

=pq (2) = 0.
B).Soit de méme la fonction
—
B2 (@) = p, (M) =Zf MM,

On voit assez facilement : .

— que contrairement & g, (M), z, (M), n’admet pas de discontinuité, mais seulement des
changements dans son expression analytique (et des discontinuités dans sa dérivée) quand
M traverse les points M’,;

— que, dans chaque intervalle (M’, M’, 1 1), , (M) est Gin trindme du second degré en z
de la forme 22 X f, +...

— que Pon a :

d
_d_l;z =—2p, ().

(1) Voir Journal de la Société de Statistique de Paris, n° de novembre-décembre 1945,
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I1 en résulte que la courbe représentative de p, (x) se compose d’arcs de paraboles égales
tournant leur concavité vers les i1, positifs et dont les sommets correspondent a :

#1 (x) = 0.

A chaque mcyenne, ordinaire, limite ou fictive, correspond un minimum pour g, (M).

Par contre la moyenne sui generis correspond & un maximum de 1, (M), les deux arcs
de parahole étant symétriques.

Aucun minimum de g, ne saurait provenir d’un autre point que d’un sommet de parabole,
c’est a-dire que tout point anguleux saillant est impossible, car cela supposerait que p; subit
an saut négatif en traversant une discontinuité; or cela ne peut étre puisque tous les f
sont positifs.

T W
M E e
N N
* a \:‘\ B
o
Moyenne sui generis ?\
Fig. 2.
En résumé : En dehors des discontinuités X pour lesquelles on a g, (z —¢) = — p, (X + £),

les points moyens, définis soit 4 I’aide de ., (M) = 0, soit tels que p, (M) ?asse par un mini-
mum, coincident; etil y en a autant que de modalités (de fréquence non¥nulle).
Meédiane d’une série ordinaire.

On sait que la médiane rend minimum la somme :
S(a)=2flz—xl

La fonction 8 (z) est représentée par une ligne brisée; lorsque
Tr-1<T < T

le segment représentatif a pour pente
k—1.

‘Bfi— I f
k 1
8 r—1
Lorsque cette pente peut étre nulle (E fi= X f,) la médiane est indéterminée, car
r 1

la ligne brisée présente-un palier minimum. Jackson introduit :

8, (z) = 21 flz—=|?
c’est-a-dire -

r—1

S, ="2 fle—a) +Iflm—af
Z

tr—-1 8

as

1
i ini i =22 (2) = —g 1 — D f(r,—a)P =
qui est minimum si 7 (x) 2‘1 flz—z)F 2 fi 2, — =)
‘ r—1 L]
D’autre. part on a: Z f1 —Xf .1 =
1 . T N
=)=t

En posant k = p — 1 et en faisant apparattre les quantités ) qui tendent

h
vers L (zx — z,) quand h tend vers 0, il vient, & la limite :

@) =5 fLe—z)— 3 fLin—e =0

ou floy=(z—z)r(z—ax)s oeoos (@—r —Yr -t —(z—2)r..... (x — 2.,

(équation de Jackson.) )
1@ SERIE — 87° VOLUME — NOS 1-2 3
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Cette équation admet une racine dans lintervalle (z, — 1, x,) car :
f(e—1) <0 f()>0"

Cette racine est unique; en effet :

P-L »_ 1
g (#) = 21 z—x,-L‘?x,—x

d’odx g (z) >.0 poﬂlf' 1<z <uz,
de sorte que g (x) est croissante dans cet intervalle, ainsi que f (z). cgfd.

Cisbani a proposé une méthode de résolution de cette équation par approximations suc-
. Zr — x,
cessives en partant de z, = o1t 2

et en posant z = z — z,, z, = «, — ,, de sorte que I’équation de Jackson devienne :

r—1 s r—1 2z @ 2z
5 fLz—32fLs+ zﬁL(L—-)-vL@-u)=o
1 r 1 zl r z‘

ou, avec un développement limité au 2¢ ordre :

r—1 [} ¢ r—lf’ ’fz z" r-—lf' s,| _
? f,LZl—gf‘LZ,—Z[? z—'—?;]—é-[? z—'f—ggf =0
équation du 2e degré en z dont une racine est nulle mais dont 1’autre sera z, % 0. . .
En posant alors 2’, = z, + z,, 2" = z — ', et en réitérant, il pense qu’on arrivera rapi-
dement & une valeur de z trés voisine de la racine de I’équation de Jackson. Il ne démontre
d’ailleurs pas la convergence de la suite z,, z’,, z”,,..... vers cette racine.

Médiane d’une série cyclique. _—

On définira le point médian comme un point M d’abscisse z, tel que p. = X f, | M M; |

1
soit minimum.

I1 est clair que u change d’expression analytique chaque fois que M traverse une moda-
lité M, ou un point M’, opposé & M, sur le cercle. Dans chacun des intervalles ainsi définis,
la courbe représentative de p (z) est un segment de droite; donc pour le cercle entier, la
courbe est une ligne brisée. Une médiane correspond 4 un point M, ou M’, ol la pente du seg-
ment passe du negatif au positif (minimum de p). Un intervalle médian se rencontre chaque
fois que ladite pente passe du négatif a zéro puis au positif.

A) Pour simplifier, supposons les modalités réguliérement espacées et en nombre pair
2 k; la_courbe représentative de p (z) se compose de 2 k segments seulement, dont chacun

a une équation de la forme :
Bla)=2flz—a) + 2f (z,—a)

en désignant par M, les k modalités rencontrées avant M et par M, les ¥ modalités rencon-
trées aprés M, quand on parcourt le cercle. La pente du segment est donc :

2 f,—2f,
11 existe un intervalle médian lorsqu’on peut avoir : kE h= ? fi
Par exgmple, pour la série cyclique :

Printemps  Kté Automne  Hiver
492 313 745 566 .

on aura o

Zh = f Pente

s 805 | 1 811 —
1058 | 1058 0
o B L= 2118 1.309 305 +
1058 | 1058 [}

et l’intervalle entre le point Automne et le point Hiver est médian. . .
B) Lorsque les s modalités (régulierement espacées) sont en nombre impair, le plus simple
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est de doubler le nombre de modalités en partageant en deux parties égales chaque inter-
valle et de donner aux nouvelles modalités M’, des fréquences nulles La courbe représen-
tative de . (z) comprend donc (2 s) segments de droite formant une ligne brisée continue.
Lorsque le point M, qui décrit le cercle, traverse un point M,, l1a pente du segment aug-
mente de
, [ 0.

Lorsque le méme point traverse un point M’, la pente di segment augmente de :
O-'— fl

Si aucune des modalités M ¢ n’a de fréquence nulle, il ne peut y avoir d’intervalle médian;
la pente de la courbe doit en effet étre négative dans un intervalle, étre nulle dans le suivant,
étre positive dans le troisitme. M va traverser successivement les points M,, M’ NS T

T3

M. 44, ..., et la pente p devient :

p+1 p+f—f s+l p+fi—f

- s+ 1 F fot 1y

1 4 s

Une condition nécessaire est donc :
fotio,

C) Définition de la médiane dans ’intervalle m ‘dian.
Cisbani étend le principe de I’équation de Jagkson & une série cyclique; le point médian
sera X tel que, si I’on pose -

~—~
T,=2f | MM, |?

X soit 1a limite du point M qui rend T, minimum, lorsque p tend vers 1.
Le calcul se fait pour chaque intervalle médian séparément; soit (0, 1) ’intervalle médian
d’une série de 2, modalités, on a :

T,=f2+f-1(z+ 1) +f-2(z+2)"+..... +forge(®+ ko) + forgr (x+ k=1)®

+h—2) +f2—2)° +.... +h-ilk—1—2a)+f (k— a)
En écrivant 14T, _ 0 et en posant p = 1 + k, enfin en passant a la limite, il vient
pdx
M—a) @—a)..... (k—1—a)e—1 (k— )"
=@ +1)y-1 @—2f-2..... @4+ k—2—t+2 (x4 k—1)-k+1

L’existence, I’unicité et le calcul numérique de la racine de cette équation dans I’inter-
valle considéré donnent lieu aux mémes développements que pour une série ordinaire (1).
ANNEXE II1 — VARIABILITE, DIFFERENCE MOYENNE, CONCENTRATION

Premiére partie : Définitions :
Sériea,a,..... a
Différence moyenne : sans répétition.

Simple : A= Zyla—al An = Zul® —ay]
n(n—1) n?

Quadratique : (A)* = E%Hil’ (an)t = Zulam ol

Distribution continue; densité de probabilité (f (z) ).

Différence moyenne :

simple : A =JS la—y| @i dedy=2 J ) (—u)f@e)f ) dedy.

Quadratique : (*A)2 = [ [ (z—y)*f (2) f (y) dxdy = 2 [ 2%} (z) dy [ (y) dy

+2 [zf(x)de. [ yfly)dy.

Cette derniére formule montre que %A s’exprime a I’aide des moments des 1¢r et 2¢ ordres
de la distribution, ce qui la rend sans intérét.

(1) Metron, VIII, 1, 2 (1929).
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Valeur de A pour quelques distributions classiques :

2
Loi de Gauss-Laplace :  f (z) = EZ A= "'2"a A =2

V2= \/;
Premiére loi de Laplace : f (z) = e—2!w| A= 2 — A= \/3
Loi binomiale : f""ﬁ?ﬂ A—;zi ((22::;;
Deuxiéme partie : Calcul pratique de A :
A) Premiére méthode de Gini : Soitlasérie : a <@ <... <e;<...<a,

Soit & former : 3, | a,—a, | =2 Ei(a‘—a,).
i>

On peut n’introduire que les différences des termes symétriques de la série. On voit en effet :

que, ‘si a<b<c<d,
(b—a) + (c—a) + (d—a) + (c—b) + (d—b) + (c—b) = 3 (d—a) + ¢ —3).
si _a<b<c<d<e,

b—a)+ (c—a)+ (d—a)+ (e—a+ (c—b) + (d—Db) + (e—b) + (d—¢)
+(e—e¢)+ (e—d)=4(e—a)+ 2 (d—0).
Plus généralement la somme de tous les termes distincts est :
ntt

2
Z(e—a)= 2 (n+1—210)(a+1-:—ap).
>3 =1 .
On appelle n + 1 —2 i = d.. » - + 11a distance graduée entre deux termes symétriques.’
On peut faire intervenir la médiane : M = @ + 1 (n impair) ou ax < M < & (n pair)
2 S .2
Nvient : aw+1-.—a, = (@u31-:—M) + M—a) =2 |a,—M|

d’olt I’expression X (a,—a) = {1 d.m |a,—M]|.
i>9 i=1

D’aprés de Finetti, cette méthode de calcul s’adapte mal au cas général ol les a, ne sont
pas tous distincts; de sorte qu’on ne I’emploie pas.

B) Meéthode de Czuber : Raisonnons sur la distribution continue :

A=2S S e—yiedetmay=2 S S af@de.flyldy—2 S S yfty)dy.fle)de
>N p—yY>o0 t—y >0

=2 S S afwdrfy)dy—2 JJ zf(z)de. fly)dy
z—y >0 - vy—z> o0

Posons : f af (z) dz = » (), il vient :
a=2 [T @] "t a—2 [T [e@]  tway

=2 [T o] "= [e @]’} 1 tv) av.

Cette formule sert ici au calcul numeérique, et la méthode convient trés bien 4 une distri-
bution de fréquences : '

Soit : X; < X, < ... < X, les valeurs de la variable.
Soit: ny, ny ... n, les nombres des fois ou elles ont été prises.

u 2 n, [2 ;n,) — 1].

Le dénominateur est (X 2"“)* 0
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Le numérateur de A ou Ag est :

1er terme : n, (n, (X, — X)) + ny (X5g— X)) + ..... + n (X, — X,).
=n, (g Xy +ng Xg+ ..... +nX)—n X (n,+n+ ..... + n), ‘
=n (X, +n,X,4+n; X3+ ..... +nX)—n X, (p,+n,+n34+..... + n,)

[ 8
=ndnX —n X, 3n
1 1

4 2¢ terme : n,[n; (X3— X,) + ng (Xg— X,) +... + n, (X, — X,)]; le méme calcul
onne :

= n,)éniX‘—n,X,);]n,

et au total : nliu} n, X, +n,2;ln,X,+ "a‘é nX, +...4+ n,. (n, X).
1 ~

—n, Xl}:.‘.n,—n, Xzén‘—n,X,?n,—.,.—n,X,(n,.

Les termes soustractifs peuvent s’écrire autrement en regroupant par colonne :

(ny+ny+ng+ ... 4+n)n X,
(ng+ng+ ... +n)n X,

(r) n, X,

8

2
n(Xyn)+n2n X + ... +1,23n X,
1 1
Au total, le numérateur est donc :
> n, (A, —B,) avec
1

Ak = nl X:
B, =X n X,

~MaxaMea

Cette formule correspond a celle de calcul intégral trouvée plus haut.,
En particulier, pour une sériea; < a, < ... <@, 0na:

B, =a, A =a,

B,=a, + a, Ay=a,+ an-1

B,.=a1+az+\...—ll—a,l A,=a,+ai-1+ ... +a
Posons : 8’ =B, +B,+ ... B, ; =A1-|TA2+...-§-A,,.

Le numérateur de A et Ag est 8’ — 8.

tandis que : S + 8’ = g‘.l mn+1)ae,=nn+1)a ° (@ moyenne arithmérique,
d’on des relations . ) h
S —8=nn+1)a—28,
=28—n(n+1)a
qui ont été utilisées par divers auteurs pour le calcul numeérique.
C) Seconde méthode de Gini :

‘ . An -
Gini a introduit plus tard le rapport de concentration R éta trouvé que R = ‘2':4-

a
Vérifions cette relation au moyen d’une distribution continue : on a vu que :

m=a=2["Mow] "—[ew] }4Fw)
avee ? ) = Jf (o) da.

Introduisons A= f _Jr_': z f (z) dz (valeur moyenne)
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et posons 9 (y) = AG (y) avec f i: G (y) dy = 1.
Il vient :

M=8=24""[1—C@)—6@+0]aFw

=2Afi:(1—2G)dF
+ o + o + ®
dF —2 GdF=1—2 G.dF.

Ap
d’olt — =
2 A - 400 - 0
On retrouvera plus loin cette expression de la concentration R.
D) Méthode de Paciello et de Finetti.

La définition de A pour une distribution continue étant2 [ [ (z—y)d F (z) .d F (y)
z>y
onpose : 2 — y = [} dz, d’od

A=2 [ [ [ dF(z) .dF(y). dz
e>z2>v

=2f_+_: ;f*z“dF(x) ) f___zwdF(y)zdz '

= 2fi: [{—-F (z)] .F(3) . da.

Cette formule sert au calcul numérique comme on va le voir :

10 Série:a; <ay < ... <a,. Soit @, <a,
ao,—a,=(@—a_)+(@-1—a—-3)+ ... +(@+1—a)
n—1
d’OﬂZ 2” (a,—a,J)= x C,,(a;..i.‘—a,,),
~ h=1

ol C, est le nombre de termes (a, — a)) contenant (@n + 1 — a,), c’est & dire pour lesquels
ona:iz>h+1 et j<k
Ona:n>i>h+1 pourn—h termes,
1<j<h pour % termes,

dot:C, = (n—h) h
-—1 .
ot I (a,—a)= 3 hin—H) (@+1—a).
i>73 h=1

n .
20 Distribution de fréquences : En posant £ n, = N,, on trouve de méme :
1

T

8 —1
2 (a—a)= T N,(N—N)(X+i—X,).

Si toutes les modalités X, sont également espacées, il reste enfin :

s — 1

2 hzl N, (N,—=N,)
Ns (Nu - 1)

Troisiéme partie : Le Rapport de concentration.

A) De Pareto a Gibrat, le nombre est grand des essais pour reﬁrésenter la concentration
des entreprises, des capitaux, etc., au moyen d’un nombre synthétique. La concentration
n’est d’ailleurs, au fond, rien d’autre que la variabilité relative de certaines distributions
fortement dissymétriques. On demande 4 un indice pratique de concentration d’étre suffi-
samment précis, — de n’exiger ni calculs laborieux, ni hypothéses éloignées de la réalité,
— de ne pas supposer la connaissance de ’intensité de chaque phénoméne individuel
puisqu’en fait les statistiques connues groupent les entreprises, les capitaux, etc. par tranches.

La premiére idée de Gini (en 1910) ne semble pas avoir été féconde.

Soit une série: a;, < a, < ... < ¢, < ... < a,, dissymétrique. La moyenne des m derniers
termes est certainement supérieure a la moyenne générale :

n

n 1 » n-—%ﬂ+lal m
— ¥ @>-3a ou: =% > —
- n

Tt na T a
1

A=

(<1)
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et cette inégalité sera d’autant pYus forte que la distribution sera plus concentrée. On consi-
dére alors 3 (m) tel que :

On peut appeler 8 un indice descriptif de concentration. D’ailleurs, on ne le calcule pas
pour toutes les valeurs de m en raison des tranches déja signalées.

Peu apres, Gini, changeant complétement de procédé, allait introduire & la fois une courbe
et un indice de concentration.

B) Cas d’une distribution continue : Soit F (z) et G (z) définies précédemment; on pose

f:mdF(x) =[(F (w)]:m=p fm_de(x) =[G (fl:)]f_aI° =4q

&t on appelle courbe de concentration le lieu du point (p . g) en coordonnées rectangulaires.

Exemple : Pour une distribution uniforme sur un segment (a. b) et nulle ailleurs, la courbe
de concentration a pour équations b >z _>a :

_z—a 1
P=34
__Na—ay
q—bg'—ag q
d’ol : .
_b—a 2, 00 p 1
q_b+ap +b+ap 0<p<.1

Fig. 3.
C’est un arc de parabole; on a :

2__ 2
A=fzdz b a b+ a

b—a 2(6—a) 2
puis A : =2A(1—2fi:qdp)
°“A=(““"b)[’_zf:(m(f;)aad—xa) =b;a

Rapport de conceniration. — On appelle ainsi le rapport de 1’aire comprise entre la courbe
de concentration et la diagonale & I’aire du demi carre, c’est a-dire :

dg—1/2
R= JPEI—12 _ g a1
172 Jrdq

Commre, d’autre part,ona: fgdp+ fpdq =1,il vient:

R= fpdqg— fqdp
ou R=1—2 fgdp.

PR . R b—a
Pour une distribution uniforme par exemple, il vient : R = 36T a).
et en particulier, si a = 0 il vient R = % (quelque soit b.) (la. courbe a son sommet-en 0).

Pour une distribution linéaire la courbe de concentration est déja un arc de cubique; et le
calcul de R est péu élégant.
Quoiqu’il en soit, il faut reconnaitre que R présente un grand avantage : on peut le cal-

culer sans faire aucune hypothése sur la forme de la distribution (contrairement aux indices
de Pareto ou Gibrat).

C) Cas d’une distribution pratique.

En pratique z sera par exemple un revenu; p (z) est alors la proportion de personnes
ayant un revenu au plus égal & z, ¢(z) la proportion du revenu total qui est répartie en
revenus au plus égaux & z. On transporte donc ces définitions aux distributions discontinues,
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étant entendu qu’on ne connait, comme valeurs de p et g, que celles qui correspondent aux
séparations des tranches. On suppose tous les revenus rangés dans ’ordre croissant.

1 T
On connait donc : p, = . q =

8
avec n= X n, avee N='3 n, z,,

1=1 =1
z, étant le revenu moyen de la tranche considérée comprenant n, éléments.
1 On appelle courbe de concentration la ligne polygonale brisée

joignant les points M, (p, ¢,) dans ’ordre des i croissants, en axes
rectangulaires.

Un point M de cette ligne, compris entre les sommets M, _ , et M,,
a pour coordonnées :

p=pi—-1+p(p—p-1),

O<p<t

g=q-1+p(g—aq-1).

1l représente donc tous les revenus de rang inférieurs a n P: — 1, pPlus la fraction p de ceux
compris entre le rang n p, _ , et le rang n p, en admettant que leur valeur moyenne soit tou-
jours z,. Ainsi joindre les points M, par des segments de droite revient & supposer que, dans
chaque tranche, tous les revenus sont égauz. (Si le nombre de tranches augmentait, la ligne
brisée aux cotés de plus en plus nombreux tendrait vers une courbe continue.)

Convezité de la courbe de concentration : La pente de la droite M, _ M, est?;—_% =z, N
T Pe— 1

Elle croit‘ réguliérement et par sauts; en outre, on admettra ici qu’elle est positive.
Cas de I’égalité des revenus : p et q croissent de 0 4 1 quand on énumére tous les revenus,

donc d’apres ce qui précéde, 1a courbe de concentration est un segment de droite; c’est donc
la diagonale.

Cas d’un seul revenu non nul:Onap,:%vq1=0;p,. 1= n—l,q“ -1=0;p,=¢q,=1.

n

La courbe de concentration correspondante est tracée sur la 1
figure ci contre.

_ Rapport de concentration : Par définition, le rapport de concentra q
tion R de Gini s’obtient en rapportant 2 son maximum I’aire

comprise entre la courbe de concentration et la diagonale (courbe
de concentration nulle). ‘

Cette définition assure un rapport égal a 0 en cas d”é alité des -1
revenus et &4 1 en cas d’accaparement deg ceux ci. ¥ 0 P gﬂ- !

Fig. &
Calcul de Uaire comprise entre I courbe de concentration et la diagonale.
Calculons son complément & %1 formé de trapézes rectangles d’aire :
1 1
5@ ~1ta)lp—p-1)=5(@-1+4)n,.
1 2 n—1 n 3
Donnons & p, les valéurs ¢, FUFURERED e 1,

(en supposant égaux tous les revenus d’une tranche.) L’aire est manifestement :

n—1

1
oty
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Donc, sil’on prend un a un tous les revenus, R est donné par la formule :

n

1_
2

3
S

— 1 1 n — 1
X gq— n—1—¢( X q‘>2n
1 1
= - =i.__
n

—1 n—1 n—1 1
2n
Si I’on ne peut envisager que les revenus par groupe, il faut calculer :

(?q"_lnl_*_?qrnl)

11 existe en fait d’ailleurs des formules approchées beaucoup plus simples.

!

n

1_7!'—‘1

D) Variabilité relative.

11 existe deux moyens de comparer les variabilités de deux séries statistiques : le plus
connu est de les rapporter aux moyennes arithmétiques respectives (coefficients de varia-
bilité), c’est-a dire de passer a des variables de valeur moyenne unité. Gini emploie un
second moyen : il rapporte la variabilité & son mazimum ; c’est ce qu’on appelle la varia-
bilité relative ou indice de variabilité.

. Puisqu’on ne mesure pas la‘variabilité mais qu’on la repére a I'aide de 1S4 Sy, 384 *Bu
A ou 2A, il faut rapporter chacun de ses nombres 4 son maximum respectif.

Les écarts moyens et différences moyennes atteignent heureusement leurs maxima en
méme temps, pour la distribution de concentration maximum (et s’annulent pour une
distribution uniforme).

— i 18, —
Maximum de 1S, — 2 ™ 14 Max1mlum de 'Sy = A
’ » 2Sm=\/;A
» W= y\n_14 '
- n—1
» A=2A ? Ar =2 n A

Parmi les autres indices de variabilité possibles, la différence interquartile ou l'intervalle
de variation (range) n’atteignent pas leur maximum ou leur minimum dans les mémes condi-
tions.

On a pureprocher & Gini que son indice de variabilité relative fut%A = R, alors qu’on

Pavait précisément congu en vue de se passer de toute valeyr centrale; et Vinci a proposé
I’emploi d’une autre expression ne présentant pas cet inconvénient :

, 1 n M n—‘-l 2 - n-xA n — 1 B t
= ———— ) % — P — ) JpL - R —
n(n—1).=1a,1.:x'a' o | nin—1) {.Z:1q, 1§1au—i+1\

En fait la théorie n’a pas évolué dans cette direction. On a perfectionné, au contraire, la
notion de maximum en tenant compte des limites que les termes de la série peuvent atteindre
effectivenent et qui varient selon les problémes. Par exemple, telle série de fractions aura
ses termes qui ne peuvent jamais dépasser 1 et cela n’aura aucun sens de rapporter sa varia-

bilité & un maximum absolu. On supposera nA _ k entier.

L
Si L est le maximum des termes de la série, ceux des indices de variabilité sont :
2A(L—A) n A(L—A)
1 P S — 1 . —_—
Pour 18,: i Pour 18y : A Pour A 2 — I
?SA:V/é(L‘;A) | 28y : VAL l Pour AR:2§—(LL:-§)-
Les formules valables lorsque % n’est pas entier sont plus compliquées.
. kA * By
Pour le rapport de conceniration, en portant T l'axedes p, 4
on obtient le point D, tel que la courbe de concentration maximum
soit ODB. )
,__ _aire&
R = e oDB
. . 0 k O 1
On donne également les formules relatives & I’existence d’un n

minimum ! > 0 pour les termes de la série. Fig. 1.
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Enfin le cas de termes négatifs doit étre envisagé, lorsque les distributions concernent
1 i

q

Fig. 8.

d’autres quantités que des revenus, salaires, fortunes,..... La courbe de concentration est
done, au départ, sous I’axe des p / mais la concavité reste tournée vers les ¢ > 0.
Les formules de concentration ne s’appliquent plus alors (1).

ANNEXE IV — INDICE DE COGRADUATION

Ce que les Anglo-Saxons appellent rank correlation est nommé cograduation par Gini.

Etant donné une série de termes : a;, a,... @,... a,, on peut les ranger par ordre de"
grandeur croissante; soit alors r, le rang de a,. Ce rang est susceptible de remplacer la
valeur de a; dans certaines études. -

Soit A et B deux caractéres prenant les valeurs jumelées a, b;; on suppose les b, rangés dans
Yordre croissant. On comparera les deux séries :

Py Toueilyesal,
1 2...i...n

enformant 2 L= |r, — 1|+ [ry—2|+.oot |F—il+ .oo + |ra—n],
qui n’est nul que si les rangs coincident (cograduation), et qui est maximum si les r, sont

n(n—1)...(n—i+1)... 1
Ce maximum est 2[(n—1)+(n__3)+(,,_5)+””.+ ! zi;] ,

n? . .
donc 7 (si » est pair)

nt —
2

On comparera de méme les deux séries :

ou

1 (si n est impair).

r Ty oo I ee. T
n on—1... nri+ 1.1

en formant 2L’ =|r—n|+|rp—n+1|+...F|r—n4+i—1|+... +|r,—4.]
On peut alors repérer :

la cograduation avec u = 1 — -——-L u = 1si cograduds
g = L max v = 0 minimum
la contregraduation avec u’ = 1 I { w’ = 132i contregraducs
g = I max v’ = minimum,

\
-

Gini forme l’indice de cograduation :

I=u—vu |-

Onabien: —1<<I < 4 1.
I =1 pour la covariation,

avec .
{ = — 1 pour la confrevariation.

(1) Gin, 1910 : Indict 41 concentrazione e di dipendenza ; 1912 : Variabilita e Mutabilita (p. 80). — Viner,
Metron, I, 1 (p. 62); Gini, VIII, 3, 1930 et IX, 3, 4, 1931; CasTELLANO, XIII, 1 (p. 31 4 49); DE FINETTI
Metron, VIII, 3 et IX, 1. — Différence moyenne de la loi de Poisson. (Voir Herman WoLp, Metron. XII, 2
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Ainsi on a

— X

I= =1

n 2
r,-—i'+ B jrr—n—i+41 K=£—-(sinpair),
i=1 1 2
K avec B —1
K= 3 (si »n impair).

En appelant p, et g, les rangs d’un couple, les couples étant dans un ordre quelconque,
on aura :

n ”
— I p.—q.|+[ _2_1lp,—-q{|
I, = —= e = avecq, =n+1—gq.

Par exemple : si A est la production « lourde » rapportée & la superficie agraire et fores-
tiére et B la superficie agraire et forestiére rapportée a la population active, si ces quantités
sont connues par province, si I’on classe les 16 provinces suivant leurs rangs pour chacune
de ces caractéristiques, on trouve une covariation de — 0,61. *

En fait si I n’est pas trés voisin de 1 ou de — 1, il perd vite toute signification.

Un indice quadratique de cograduation a été en outre imaginé, selon I’habitude de Gini
ou H est une constante appropriée :

_n (n®—1) _S(p—q)P—3(p—y9
. H= 3 I, = H

Ces indices sont trés utiles si les deux caractéres A et B ou 1’'un seulement ne sont connus
que par leur rang. Par exemple, on a composé ’ordre d’arrivée des chevaux et les sommes
.misées sur eux, aux courses (on n’a pas en effet 1’habitude de mesurer la vitesse des chevaux
mais seulement leur rang). On a renversé ’ordre pour étudier la cograduation. On n’a trouvé
qu'un coefficient de 0,40 en moyenne, c’est a dire peu significatif. (ZiNcAL1 : Mesure statis-
tigue de aptitude & gagner les courses de galop). '

M. SaLveMINI s’est occupé de définir I’indice de cograduation lofsque les termes ne sont
pas tous distincts. Sa fagon de faire est connue des Anglo-Saxons sous le nom de « mid-rank
method ».

17 17 16 15 15 14 13 12 ......
Exemple ] ~———~— ~——— ) )
([ 1,5 3 &5 ‘68 7 8 ...
Et'une autre méthode est possible : « Bracket rank method » : .
1¢ 1e 3¢ 4e 4e 6e 7e ge ......

(celle employée aux compositions, examens et concours en France).
La difficulté rencontrée par Salvemini est de donner au dénominateur K la valeamatpro-
priée (: maximum exact). Il a trouvé que celle-ci était

n? . .

5 2 m? si n est pair,

n® — . . .
7 — 2m (m 4 1) si n est impair.

m étant le nombre de termes a droite du terme central qui sont répétés a sa gauche (1).

ANNEXE V — DissEMBLANCE, CONCORDANCE, CONNEXION

I. — Dissemblance.
On considére deux distributions statistiques obtenues séparément et on les compare.
Ce qu’on appelle courbe de probabilités totales devient ici, aprés une rotation de 4- ;-et

une symétrie, la courbe de graduation ; & cet effet, on définit, comme pour la concentration,
une quantité p, qui servira d’abscisse. La valeur z des termes de la série est portée en
ordonnée :

Soit x, et z, les ordonnées sur les deux courbes de graduation, pour une méme abscisse F.

(1) Metron, I, 1, p. 131; XIII, 4 (1939), p. 27 et 41.






