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Il 

ARTICLES 

POUR UNE THÉORIE GÉNÉRALE DE L'AGRÉGATION 

(Deuxième partie) 

Oleg ARKHIPOFF 

Administrateur de l'Institut national de la statistique et des études économiques 

Dans cette seconde et dernière partie de Vétude, on s'intéresse plus spécialement aux modes de 
scrutin neutres, dont les modes de scrutin majoritaires, particulièrement importants pour la pratique. Pour 
ces modes de scrutin, on donne toute une série de résultats accompagnés des conditions nécessaires et suffi
santes d'agrégation F-cohérente. On termine sur une réflexion d'ensemble sur ce que devrait être une théo
rie générale de l'agrégation. 

Mots-clés : scrutins majoritaires; paradoxes dans les scrutins; théorèmes d'impossibilité; para
digme; programme de recherche scientifique; consensus; régression à l'infini. 

Towards a Theory of Aggregation (Second Part) 
In this second and lastpart ofthepaper, one is more chiefiy concerned with neutral voting rules and 

particularly with majority voting rules, so important in practice. Quite a séries ofresults is givenfor thèse 
voting rules, with the corresponding necessary and sufficient conditions for cohérent aggregation. At last, 
an overview follows about what a gênerai aggregation theory should be. 

Key words : Majority Voting Rules; Voting Paradoxes; Impossibility Aggregation Theorems; 
Paradigm; Scientific Research Programme; Consensus; Infinité Regress. 

Chapitre 5 

AGRÉGATIONS F-COHÉRENTES : THÉORÈMES GÉNÉRAUX — NEUTRALITÉ 

1 — Notations et définitions préliminaires 

Rappelons tout d'abord les notations suivantes 

s(F) = | / ; / 6 i V & ^ ) ) = l ) , 

S(F) = { s; s G T & s(F) = N } , 

L{F, r) = (V s) (s e S(F) => F(r(s)) = 1), 

cette relation logique étant évidemment la condition nécessaire et suffisante d'agrégation F-cohérente 
pour r EL <€. 

Journal de la Société de statistique de Paris, tome 127, n° 1, 1986. 
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Mutatis mutandis, dans un X.-schéma : 

sx(Fa) = { i; i (E N & Fatf(s\)) = l] , 

S(Fa)={ 5X; 5, e 7* & sk(Fa) = N ) , 
L(Fa, rx) = (V^) (¾ G S(Fa) => F.fofoJ) = 1), 

avec X. = Y(°0> rx e **> étant entendu que, sauf mention expresse du contraire, sx est un élément quel
conque de 7* et rx un élément quelconque de £*. 

La figure S permet de situer tout cela. 

hk 
^ £, 

FiG. 5. — Passage du Àf-schéma à un X,-schéma 
(voir la première partie de l'Étude) 

Soit une rationalité F quelconque écrite sous forme normale conjonctive F = X Fa, a'E A, 
y(a) = X,, y(A) = H, où tout facteur Fa est de l'un des types FI à F8 définis au chap. 3 § 2 (nous dirohs 
pour abréger que Fa est écrit sous forme normale). 

Pour fixer les idées, supposons Fa =qx + q2 + q3 + q4. Nous dirons que qk apparaît sous forme 
affirmative dans Fa, si elle est identique à qx ou à q2 ; on exprimera cette situation en écrivant indifférem
ment : 

qk E Fa, ou f(a, qk) = 1, ou encore « k+ ». 

De même, si qk = q3 ou bien q4, on dira que qk apparaît sous forme négative dans Fa; et on 
écrira : 

qk E Fa, ou f(a, qk) = 0, ou encore « k~ ». 
Cela étant, nous dirons qu'une question q E M est monomorphe (dans F), si, quels que soient 

a, a' G A, f(a, q) = *(<*'>?)• 

Nous dirons que Fa possède une question spécifique (relativement à f ) s i 

(3 ? ) f e G Y (a) & (V a') (a' * a => q «£ Y(a')), 

c'est-à-dire que q ne figure que dans Fa. Bien entendu, une question spécifique est monomorphe. 
Introduisons les conditions suivantes sur F : 

W0(F) (V q) (q monomorphe dans F), 
Vi(F) (V a) (3 q) (q spécifique dans a), 
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W2(F) (V a) (V a') ( a ^ a ' = > (3 q) (q E y(a) & q $ y(a') & <7 monomorphe), 
V (F) (V a) (V s0) (sQ E S(Fa) => (3 s) (s E S(F) & zî(a)(5) = s0)). 

Théorème 10 : WQ(F) => W2(F), ^ ( F ) =*> W2(F), V2(F) => W(F). 
** La première partie du théorème repose sur la convention de simplicité dans l'écriture de F : on n'a 
jamais Fa implique Fa>, dès que a ¥= a'. La seconde partie est immédiate. La troisième partie est basée 
sur la possibilité de construire un m-uple <px,..., pk,..., pm>, où tout a distinct de OQ contient au moins 
une question telle que, selon qu'elle est affirmative ou négative dans Fa, on ait E (pk) = NOUE (pk) = 0. 
Puis on applique le théorème 11 qui suit (et qui est indépendant du théorème 10). ** 

Ainsi W0(F), W2(F) et W2(F) sont des réalisations particulières de la condition générale ^(F). 
Cette condition générale peut s'interpréter géométriquement comme suit : S(F) peut être mis en corres
pondance biunivoque avec un sous-ensemble du produit cartésien X S(Fa), a E A. Si \F(F), S(F) est 
étiré parallèlement à la diagonale de cet espace cartésien. 

2 — Résultats préliminaires 

On a les théorèmes suivants qui nous seront utiles dans tout ce qui suit : 

Théorème 11 : Soit F = X f a , a G A Alors 

s(F) = n z;(a)(s)(Fa), sŒT,aEA; 
s E S(F) ssi (V a) (z*y(a)(s) E 5(Fa)), * 

avec, toujours, quels que soient s E T et a E A; 

S(F) C Xs(F a ) , ae A. 

** Par définition, i E s(F) équivaut à F(tfa)) = 1 et s E S(F) équivaut à s(F) = N. ** 

Théorème 12 : Si F = 2 Fa, a E A, alors s(F) = U z*{a)(s)(Fa), quel que soit s E T. 
SiF=nonF',s(F) = s(F')c. 

** Mutatis mutandis, démonstration analogue à celle du théorème 11. ** 

Un corollaire utile est le suivant, avec, pour fixer les idées, Fa = qx + q2 + q3 + q4 : 

s(Fa) = s(qi) U s(q2) U s(q3)
c U 5^4)C. 

3 — Condition suffisante générale d'agrégation F-cohérente 

Dans tout ce qui suit, nous supposons la condition PU, c'est-à-dire que tout s E S(F), logique
ment possible eu égard à F, est « admissible ». 

Théorème 13 (Condition suffisante d'agrégation F-cohérente) : 

Soit F = X Fa, a E A, les Fa pouvant être ou non écrits sous forme normale.On a sous la condi
tion PS(r, y(A)), quel que soit r E *f, X L(Fa,assy(a)(r)) => L(F, r), a E A. 
La condition PU n'intervient pas dans ce théorème dont la démonstration ne présente aucune dif

ficulté. 

4 — Condition nécessaire et suffisante générale d'agrégation F-cohérente 

Nous venons de voir une condition suffisante de F-agrégation cohérente extrêmement générale. 
La réciproque, c'est-à-dire la condition nécessaire, est plus délicate. 
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Théorème 14 (condition nécessaire d'agrégation F-cohérente) : 
Soit F = X Fa, a E A (avec B(y(A))9 telle que W(F), les Fa étant écrits sous forme normale. 
Alors, sous les conditions PU et PS(r, y (A)), L(F, r) =*> X L(Fa9 assy{a)(r))9 quel que soit rŒ% 

aEA 

** Supposons non X L(Fa9 assy{a)(r)). Soit un quelconque a tel que non L(Fa9 assy(a)(r)). Existe donc 
un s0 tel que s0 ^ S(Fa) et Fa(ry(a)(s0)) = 0; donc de par W(F) existe un s E S(F) tel que zy(a)(s) = s0, 
donc F(r(s)) = 0, donc non L(F,r). ** 

Corollaire (condition nécessaire et suffisante d'agrégation F-cohérente) : Soit F écrite sous forme norr 
maie conjonctive F = X Fa, a E A, (B(y(A)), telle que W (F). Alors, sous les conditions PU 
et PS(r, y(A))9 L(F, r) <*> X (Fa, assy{a)(r)), pour tout r E K 
On notera le résultat particulier suivant : 

Théorème 15 : Si F est un préordre total R défini sur un ensemble X d'alternatives x, y, z, ... (et, plue 
généralement, si F est transitive), alors est vérifiée W(F). 

5 — Cas particuliers 

Pour terminer examinons le cas où F ne vérifie pas la condition W(F). Il nous faut alors, dans 
l'étude de la condition nécessaire, considérer les sous-classes #• de # définies par : quel que soit a, avec 
AtC A, % est le sous-ensemble des r, tels que 

a E Ax non L(Fa, assy(a)(r))9 

a^ Ai L(Fa9 assy(a)(r)). 

les Ai constituant une partition de A (au sens large, car on peut avoir pour un /0, A^ = 0). 

Théorème 16 : Si F = X Fa, a E A et non L(Fa9 assy{a)(r))9 avec, toujours PS(r9 y(A))9 B(y(A)) 
et PU : 

L(F9 r ) = 2 XL(Fa9assyia)(r)). 

** En l'absence de la condition *F(F), le comportement de non X L(Fa9 assy(a)(r)) devient fonction 
de r quant aux a mis en cause, d'où l'introduction des classes At et %. C'est ce qui explique que la forme 
des r F-cohérents varie selon la classe % auxquelles ces r appartiennent. ** 

Le point remarquable est que, dans tous les cas, un r F-cohérent est toujours assujetti à une 
condition X L(Fa9 assy(a)(r))9 avec, pour certains Ftrès particuliers, L(F,r) = rS9f. 

6 — Conditions de souveraineté 

La notion de souveraineté recouvre cette idée que, pour une question donnée, voire pour toutes 
les questions, il existe au moins un scrutin susceptible d'amener la réponse gkr(s) = 1, et un autre, 
girfs) = 0- Cette idée peut s'exprimer de plusieurs façons (Dans tout cela R = I 0, 1} ). 

Posons 

SVl(r) (£>') TÉ 0 (il existe au moins un non-dictatorial), 
SV2(r) (D) ¥= 0 (il existe au moins un dictatorial), 
SV(r) SVl(r) & SV2(r)9 

Pl(r) 0 est non dictatorial, 0 E(D'), 
P2(r) N est dictatorial, W E(£>), 
PP(r) Pl(r) & P2(r). 



POUR UNE THÉORIE GÉNÉRALE DE L'AGRÉGATION 31 

Nous écrirons souvent, pour abréger, SV1 pour SKL(r), SV2 pour 5V2(r), etc. 
Nous verrons plus loin deux autres conditions de souveraineté 

R(09 1) 0 $ (D), (plus précisément : fl(0, 1; r)), 
R(h 0) N^ (£>'), (plus précisément : R(l, 0; r)). 

Cela pour mémoire. 
Si r vérifie SV9 nous dirons que r est souverain. Nous désignerons par <*f *,5^VI-'*, etc., respective

ment, la classe des modes de scrutin souverains, celle des modes simples souverains, celle des modes 
neutres souverains, etc. 

7 — Théorèmes de (semi-)neutralité 

Nous allons voir maintenant que la résolution d'un problème d'agrégation F-cohérente au moyen 
de modes de scrutin simples r E <f implique souvent comme condition nécessaire la condition de neutra
lité PN(r). 

Théorème 17 : Soit une relation F assujettie à la condition W(F) et écrite sous forme normale conjonc
tive F = X Fa, a E A. Soit un mode de scrutin simple r, assujetti à la condition SV (r E,/*). S'il 
existe un facteur Fa du type F3, F4, F5 ou F8, alors L(F9r) implique les deux propriétés suivan
tes : 

Vk+- nd => Vk'~ -nd, 
Vk~- d => Vk' +-d9 

quels que soient k9 k' E v(a). Le théorème reste vrai sous la seule condition SVI si Fa est du type 
F3 ou F5, — sous la seule condition SV2 si Fa est du type F3 ou F4, — et sans condition de souve
raineté particulière, si Fa est du type F3. 

** Supposons, par exemple, qu'on rencontre Fa = qx + q2 + q3 + qA. Supposons V 1-nd. Considérons 
l'ensemble T0 des s0 E S(F) tels que 

e fci(%) = V, E h2(s0) = V E (D'), e fc3(%) = V, e &4(%> = W, W E (D). 
De par W (F), r0 =É 0 et L(F,r) implique F(r(s0)) = 1. Soit un quelconque s B T, tel que £ h3(s) = V. 
PS(r) implique g3r(s0) = g3r(s) = 0, donc V3-nd. Etc. ** 

Un théorème similaire, d'un énoncé un peu plus complexe, montre que l'on a également, pour 
certaines occurrences de Fa, sous la condition SV (également modulable pour certains Fa) : 
V k+-nd => Ve k,+-d et V k'-d => Ve k"-nd, quels que soient k9 k' E y(a), k =É k'. 

Bref, dès que F est tant soit peu « riche » et « variée » en facteurs Fa, on atteint rapidement une 
quasi-neutralisation des modes de scrutin, laquelle devient une neutralisation PN(r)9 si F est « symétri
que », si par exemple est vérifié la condition 
S (F) (V k) (3 a) (3 a') (qk E Fa & qk E Fa,), 
les Fa et Fa. remplissant les conditions du théorème 17. 

Nous n'insisterons pas davantage sur cet aspect des choses, notre but étant seulement de montrer 
que se situant au départ dans (l/*), on constate souvent qu'il est nécessaire d'opérer dans.A \A%). D'où 
l'intérêt stratégique de la classe . T*. 

Le théorème 17 se généralise, pour des rationalités F convenables, F = X Fa, a E A9 sous des 
conditions PS(r9 H), H C y(A)9 appropriées : la démonstration reste la même dans ses grandes lignes : 
on postule dans c€ cette fois Vk — d (par exemple) et on cherche à déterminer la dictatorialité de V pour 
une certaine classe de scrutin s0 E T0 et pour une certaine question qk> ¥= qk. Tout tourne ensuite autour 
de la possibilité ou non de trouver un X E H, où, quel que soit s E T9 e hk> (s) = V9 on puisse trouver un 
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s0 E T0 tel que z*(s) = z*(s0). Quand cela est possible, la condition PS(r9H) n'est en général pas loin 
d'impliquer PS(r). On n'insistera pas davantage ici sur ce point, puisque nous ne nous intéressons pas 
spécialement à la problématique arrowienne (dans cet essai). 

Chapitre 6 

RÉSULTATS GÉNÉRAUX DANS LE CONTEXTE DES MODES DE SCRUTIN NEUTRES SOUVERAINS 

(CAS DE LA BIVALENCE) 

Le chapitre 5 montre qu'en présence de la condition de souveraineté SV9 il faut s'attendre à trou
ver comme condition nécessaire d'agrégation F-cohérente la condition de neutralité PN(r). Certes, la 
condition SV est posée a priori, ex nihilo; mais on se rend bien vite compte que la négation partielle ou 
totale de SV conduit souvent à des cas triviaux ou « étranges ». La classe ̂ V* des modes de scrutin neu
tres souverains est donc déjà intéressante pour cette seule raison. Elle est aussi intéressante d'un point 
de vue pratique, puisque bon nombre de modes de scrutin usuels sont de ce type. Bien plus, si nous dési
gnons par^* la classe des modes de scrutin neutres souverains assujettis à la condition PM (voir plus 
loin), scrutins que nous dénommerons majoritaires pour faire court, la plupart des scrutins effectifs 
entrent dans cette catégoriel*C r*; et en particulier, nous y trouvons les modes de scrutin que nous 
qualifierons de S-majoritaires, c'est-à-dire ceux où un ensemble d'électeurs V est dictatorial dès que 
\V\&S(S étant un seuil 0 < S ^ n). 

Pour toutes ces raisons, nous consacrerons ce dernier chapitre à l'étude de l'agrégation F-cohé
rente, dans les contextes^* o u ^ * , pour R = | 0, 11 . 

1 — Les relations RRR(k,k';, RR(Tc,k',), Rfk ,^ 

Nous commencerons par rechercher les conditions nécessaires et suffisantes d'agrégation F-cohé-
rentes, L(F,r)9 pour des rationalités du type F =qt + ... 4- qk + q[ + ...+ q^9 k, k' ^ 0, k + k' ^ 1, 
avec évidemment k + k' = / ou k + k' = m selon le cas. Comme à l'accoutumée toutes les questions 
figurant dans F sont distinctes; mais la nécessité d'alléger les notations implique un certain abus (de 
notation) sans conséquence : il est entendu que l'indice « 1 » de qx, par exemple, est différent de l'indice 
« 1 » de q[. 

Cela dit, pour un quelconque r£K introduisons la condition RRR(k, k' ; r)— abrégée le plus sou
vent en RRR{k,k') : 
RRR(k,k') On ne peut trouver un scrutin s E T (le cas échéant Tx) et des ensembles 

Vi9 ..., Vk et Wï9 ..., Wk>9 distincts ou non, tels que 

Vx U ... U Vk U WÇ U ... U Wc
k, = N & 

& zhx{s) = Vx & gir(s) = 0 & 
&... & ... & 
& zhk(s) = Vk & gkr(s) = 0 & 
& eh^s) = Wx & gAs) = 1 & 
&... & ... & 
& zhk(s) = Wk. & gk,r(s) = 1 

(rappelons, une fois de plus, que par abus de notations l'indice « 1 » correspondant à la première ligne 
(V\), par exemple, est différent de celui dénoté également par « 1 » de la k + lème ligne correspondant à 
Wi.Etc). 
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Posons n (Vl9 ..., Vk\ Wl9 ..., Wk>), ou plus simplement n , pour dénoter la relation : 

Vx U ... U Vk U Wc
x U ...U W$ = N. 

Introduisons encore, toujours pour un r E ^quelconque, les relations : 

RR(k,k') On ne peut trouver k ensembles Vx, ..., Vk et k' ensembles Wl9 ...9Wk.9 

distincts ou non, tels que 
n & Vx qx-nd & ... & Vk qk-nd & Wx q[-d & ... & Wk. qk,-d. 

R{k,k') On ne peut trouver k ensembles Vx, ..., Vk et k' ensembles Wl9 ...9Wk.9 distincts ou non, 
tels que 

n & Vx nd & ... &Vknd &Wxd& ... & Wk, d. 

Dans ces conditions, énonçons 

Théorème 18 : Soit F = qx + ... + qk + q[ + ... + ^ , k,k' 5* 0, ifc + *' ^ 1. 
Quel que soit r E fc; L(F,r) 5« RRR(k,k'). 
Le théorème est central, bien que sa démonstration soit immédiate (pour démontrer la condition 

nécessaire, on commencera pas supposer non RRR(k,k')). En effet, la condition RRR(k,kr) n'a pas été 
choisie au hasard, à partir de considérations éthiques, par exemple, mais en conséquence. Le théorème 
qui suit développe ce théorème de base : 

Théorème 19 : Pour un r E ^quelconque, R{k,k') => RR(k,kf) => RRR(k,k'y9 de plus : 
PS(r) => (RRR(k,k',r) o RR(k,k', r)), 
PN(r) => (RRR(k,k', r) W R{k,k\ r))9 

en rappelant que PN(r) présuppose la condition PS(r). 

** La démonstration de ce théorème repose sur le théorème 5 et sur des résultats classiques relatifs aux 
quantificateurs [11], p. EI.35, proposition C 35, et p. EI.31, proposition C 23 et p. EI.34, pro
position C 31.** 

Ces deux théorèmes nous permettent de dresser le tableau suivant 

Si F est égale à : 

Wr) 

rE. .</ rE A 

FI q 
FI q 
F3 q + q' 
F4 q + q[ + ...+q'k 
F5 qi + ... + qk + q' 
F6 qi + ...+qk 
FI qi + ... + qk 
F8 qx + . . .+ qk + q[ + ...+q'k-
avec/:,k' ^ 2 

RRR(1,0) 
RRR{O,I) 
RRR{l,l) 
RRR{l,k) 
RRR(k,l) 
RRR(k,0) 
RRR(0,k) 
RRR{k,k') 

RR(1,0) 
RR(0,1) 
RRllA) 
RR{l,k) 
RR{k,l) 
RR{k,0) 
RR{0,k) 
RR{k,k') 

R(1,0) 
i?(0,l) 
R{l,l) 
RÎl,k) 
R(k,l) 
R(k,0) 
R{0,k) 
R(k,k') 

Nous avons ainsi directement les conditions nécessaires et suffisantes d'agrégation F-cohérente 
pour des rationalités écrites sous formes polynomiales simples (F = FI à F8). Dans le cas général où 
F = X Fa, a E A, Fa étant écrit sous forme normale (Fa = FI à F8), si F remplit les conditions du théo
rème 14, on a la condition L(F,r) en effectuant les produits logiques des L(Fa9assy(a)(r)) composantes 
(sinon on a seulement, par ce procédé, la condition suffisante, cf. théorème 13). On notera que, dans ce 
cas (notamment pour rE.V)9 les conditions RRR(k,k') portent sur des ensembles X de questions diffé
rents (et les notations doivent être précisées davantage dans l'écriture desdites relations pour éviter toute 
ambiguïté). 



34 POUR UNE THÉORIE GÉNÉRALE DE L'AGRÉGATION 

2 — Propriétés générales des relations R(Tc,k',) 

Ainsi, la recherche des conditions d'agrégation F-cohérente passe par l'étude des conjonctions 
logiques de conditions RRR(k,k'), l'essentiel étant maintenant de simplifier si possible de tels produits 
logiques, puis de les interpréter. 

La formule classique (A => B) => (A & B o A) souligne l'importance du théorème suivant 

Théorème 20 : Quel que soit r E ^ ,ona 
R(k + l,k') => R(k,k'), R(k + 1,0) => R(k,0) 
R{k,k' + 1) => R(k,k')9 R(09k + 1) => R(09k) 
SV1 & R(k,k') => R(0,k')9 SV2 & R(k,k') =>R(k,0)9 

cela, pour tous k,k' ^ 1. 
La démonstration de ce théorème repose sur la clause selon laquelle les ensembles Vt et Wj peur 

vent être distincts ou non. Moyennant la condition SV, le théorème 20 est valable pour RRR(k,k') 
et RR(k,k'). La figure 6 visualise le théorème 20, les flèches représentant les implications. 

nonSV 
kyk' > 0 

non SV1 R(k - 1,*') R(k9k' - 1) non SV2 
k' > 0 H II A: > 0 

4 5W * * SV2 , 4 

fl(0,*' - i)«à!0.rt(i,*' - i) /?(* - i , i )=âJ^K(* - 1,0) 

VVCl=^/?(0 ,2) r **yi K(l,2) *^ ^K(2, l ) >/?(2,0)4 VVC24-VVC* 

P\ **(0,1) 4 ^ 1 * ( U ) ^ = ^ i?(f[0)<< P2 

51/1 PM PM' 5V2 

N.B. : R(09k') = P/(*0, K(*,0) = PC(fc). 

FiG. 6. — Propriétés générales des relations R(k,k') dans <g 

Remarques : Il peut être intéressant de remarquer, de façon très générale, que non SV implique 
R(k,k')9 k', k' > 0, — non SV1 implique R(09k)9 k > 0, — et non SV2 implique R(k,0)9 k > 0. 

3 — Interprétation des relations R(1s:,k') 

Introduisons des relations qui vont nous servir à interpréter les relations R{k,k')9 en commençant 
par les relations de souveraineté déjà vues. 

SVI (£>')# 0 (il existe un non-dictatorial), 
SV2 (D) =£ 0 (il existe un dictatorial), 
SV SV1 & SV29 

PI 0 E (D') (l'ensemble vide est nd), 
FI NEL(P) (l'ensemble plein est d), 
PP P1&P2, 
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PJ(k) L'intersection de k dictatoriaux, distincts ou non, est toujours non vide, — PJ = P/(2), 
PC(k) La réunion de k non dictatoriaux, distincts ou non, est toujours différente de N, 

PC=PC(2) , 
JC PJSLPC, 

WC\ V(=(D)=>VCÇE(D'), 
WC2 ve(D')=>vce(D)9 

WC WC\ & WC29 

WC* V $ (D) implique Ve E (D), 
PM V C W & V E (D) => W E (D), 
PM' V C W & W E (D') => V E (D'), 
P/C(fc) L'intersection de fc dictatoriaux, distincts ou non, est toujours dictatoriale, PK = PK(2)9 

PY(k) La réunion de k non-dictatoriaux, distincts ou non, est toujours non-dictatoriale, 
PY=PY(2), 

T II existe un dictateur, 
Tl II existe un et un seul dictateur, 
NG II n'existe pas de directoire, 
PZ T.'&NG. 

Enfin, 

DF (D) constitue un filtre. C'est-à-dire : fl(0,l) &P2&PM&PK, 
UF (D) constitue un ultrafiltre. Ce qui équivaut à : DF & WC*, 
ID (D') constitue un idéal. C'est-à-dire : R(l fi) & PI & PM' Se PY. 

Toutes ces relations ont un sens même pour des r E fé7 quelconques. Elles sont extrêmement 
parlantes, mais il faut bien voir qu'elles ne prennent tout leur sens et leur puissance que dans le contexte 
^ * d e s modes de scrutin neutres souverains, assujettis à PM, comme nous le verrons. 

Remarques : La définition de DF est celle de Bourbaki. Certains auteurs omettent dans la définition de 
DF la condition P2, ce qui a pour effet de faire de toute famille vide (D) = 0 un filtre. Même 
remarque pour l'idéal, quand on omet la condition PI. 

Le dictateur unique i de la condition PZ peut à bon droit être qualifié de dictateur absolu. 
En effet, c'est le vote de ce dictateur qui détermine dans tous les cas l'issue du scrutin (qui n'est 
autre que le vote de ce dictateur, indépendamment du vote des autres électeurs). 

Cela étant, d a n s ^ deviennent vraies les propriétés suivantes, pour k,k' ^ 2, 

R(l,k) => R(l,k + 1), R(k,l) => R(k + 1,1), 
R(k,k') => R(k,k' + 1) & R(k + U ' ) , 

c'est-à-dire qu'on observe une simplification notable des résultats du théorème 20, puisque, maintenant 
(c'est-à-dire dans ^ ) , quels que soient k, k' ^ 2 : 

*(l,Jfc) = *(1,2), R(k,l) = R(29l)9 R(k,k') = R(292). 

De plus, dans <& (et a fortiori dans sV) : 

PK(k) = PK, PY(k) = PY, k^ 2. 

L'autre résultat essentiel est que, dans./!': 

R(l,l) = PM = PM' 

(dans % on a seulement PM ou PM' => /2(1,1)), et, en outre, 
R(091) = PI, K(1,0) = P2. 
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Si l'on note que de façon générale (c'est-à-dire dans ^ et a fortiori danser) : 

R(09k) = PJ(k) et R(kfi) = PC(k)9 k**2 

(et même pour k = 1, si l'on convient de poser /?(0,1) = P/(l) et R(lfi) = PC(1)) la signification des 
R(k,k') devient dans^Kdéjà très claire. 

De plus, on a dans^K: 
R(k,0) & R(09k') => R(292) k,k' ^ 2, k + k' ^ 5, 

fl(l,2) => PK et fl(2,l) => PY, 
pj => y y c i et PC => WC2, 
/C => VTC SLPMSL PP, 

/*(0,1) =*> SV1 et R(lfi) => SV2, 

et comme, dans % WC* implique WC2 et que, dans.A ',' WC2 implique WC*9 il s'ensuit que, dans 
J^ VVC* équivaut à WC2. 

De façon très générale (dans f̂) : 

PK & R(091) => PJ(k)9 k^l9 PY& R(lfi) => PC(k)9 k ^ 1). 

La figure 7 résume tous ces résultats. 

R(Q,k') & R(k,0) ^ R(k,k') = R(2,2) §> PY Si PK 
k,k' ^ 2 , k + k' ^ 5 y \\sV 

PK4=R(\92) = R(\9k') /KOU) =R{2,1)=>PY 

SV\ K(U) = PM = PM' <[V2 

PJ(k') = R(0,k') Il PC{k) = R(kfi) 

WC\ n PJ = R(0,2)^^^ t I / > A ' 5 ^ ^ PC = R(2fi) m WC! = VVC* 
PM II WC 1 PM 

PI = K(0,1) P2 = R(\fi) 

n PM UPM 
SV\ SV2 

N.B. — Danser est vraie la relation SVI ou SV2. 

FiG. 7. — Propriétés générales des relations R(k,k') dans ^r 

Mais, comme nous l'avons déjà dit, la signification des R(k,k') ne devient complète que dans Jt*9 

c'est-à-dire pour des modes de scrutin neutres (donc simples), souverains {SV) et assujettis au principe 
majoritaire PM (lequel principe ne prend toute sa force que danser). 

Donnons encore et d'abord quelques propriétés en vrac : 

dans Sf : PK & (PM ou PM') => R(l,k), k^2 
PY & (PM ou PM') => R(k, 1), k ** 2 
UF^PKSCPCSL PJ(k) SLPP, k ^ l 

UF => R(k,k')9 k + k' > 0 
PZSLPM^> UF, 

WC\ SLPM=> PJ, 

WC1 & PM' =>PC, 
WCSLPMSLPM' =>/C. 
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dans.^: R(k,0)Sc R(09k') => R(k,k')9 k,k' ^ 2, k + k' & 5 
R(k,0) & R(0,k') =>PKSL PY, k,k' ** 2, k + k' ^ 5 
R(k,k') &SV=> PZ, 
R(091) Se R(lfi) SLPYSLPK^> PZ, 
PKSLPYSLPM=> R(k,k')9 k,k' ** 1 
PZScPM=> PYSL PK, 

SV\ & R(l92) & PC(k) => PY Si PK, k ** 3 
SV2 & R(29l) & PJ(k) ^>PYScPK,k** 3. 

Alors, dans^*, PZ équivaut k PY Si PK, à PJ(k) Se PC(k') pour k,k' ^ 2 et k + k' ^ 5, 
à PK & PC, kPYScPJ et, surtout, à R(292). PZ est alors à juste titre la condition du dictateur absolu. 
C'est aussi un ultrafiltre (on notera ici que dans fé7, si (D) constitue un ultrafiltre, alors sous la condition n 
fini, (D) vérifie PZ). 

La suite d'équivalences qui vient d'être donnée pour PZ souligne le fait suivant : dans^*, 
si F = X Fa est tant soit peu complexe, c'est-à-dire si les Fa sont variés, la condition composée L(F,r) 
à de bonnes chances d'être la condition PZ du dictateur absolu, c'est-à-dire qu'on aboutit alors à ce 
qu'on appelle une totale « impossibilité d'agréger », cela d'un point de vue « démocratique ». 

PK équivaut à R(l92) et PY à R(29l). De plus, PY équivaut èiTScNG. 
Les conditions PK et PY, toujours dans^*, quoique plus acceptables que la condition PZ du dic

tateur absolu, restent néanmoins très « probables » et très « dictatoriales ». De toute façon, dès qu'on 
s'adresse aux modes de scrutin neutres, on doit nécessairement définir les modes de scrutin en termes 
exclusifs d'ensembles dictatoriaux. Pour effacer le caractère déplaisant de l'ensemble dictatorial par 
l'arbitraire qui s'en dégage, il faut s'arranger pour que tout le monde puisse faire partie de tels ensem
bles. C'est-à-dire qu'il faut que tous les électeurs soient traités symétriquement, sur un même pied 
d'égalité : c'est introduire la condition PA d'anonymat qui s'exprime comme suit, d a n s ^ — la dictato-
rialité d'un ensemble est seulement fonction du nombre des électeurs qui le composent. On a alors 
affaire à des scrutins 5-majoritaires qui se trouvent être des scrutins^* (voir la fin de ce chapitre). 

Enfin PI se confond avec SV1 et P2 avec SV2. 
La figure 8 résume tout ce qui vient d'être dit. 

R(k,k') = /?(2,2) = PZ = T! & NG = UF (n < + *) 

R(\2) = PK = DF 

i 
/?((),*') = PJ{k') 

l 
R(0,2) = PJ = WC\ 

R(2.\) = PY =T& NG 

I 
R(k,0) = PC(k) 

l 
JC = VVC y R(2S)) = PC = VVC2 = VVC 

4 I R(i)A) = P\ = SV\ *r K(U) = PM = PM' => R{\S)) = P2 = SV2 

FlG. 8. — Propriétés générales des relations R(k, k') dans*^* 

4 — Conditions nécessaires et suffisantes d'agrégation ¥-cohérentes dansJt* et^V* 

Rappelons q u e ^ désigne la classe des modes de scrutin simples assujettis aux conditions PN(r) 
et SV(r) etJÏ* celle des modes de scrutin neutres souverains assujettis, de plus, au principe majoritaire 
PM(r); et tout mode de scrutin r E Jt* sera dit, en abrégeant, mode de scrutin majoritaire. 
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Théorème 21 : Si F est une relation quelconque assujettie à la condition W(F), un mode de scrutin neutre 
souverain, r E.^V*9 F-cohérent est nécessairement de l'un des quatorze types suivants : PZ, PK, 
PY, JC, PM, PJ(k)9 PC(k)9 PI, P2, PP, PJ(k) & PP, PC(k)Sc PP,fJ(k)9 Se PM, PC(k) & PM, 
avec k ^ 2 (pour mémoire : sous la condition PU, et hormis les cas triviaux FI et F2 
oùL(F,r) = rŒ^V*). 

** Le théorème repose essentiellement sur le fait que R(k,k') implique R(l,l), c'est-à-dire PM (ou 
PM') dans^K et a fortiori danŝ K*. ** 

On notera que dans .V est nécessairement vraie SV1 ou SV2. 
Si F ne vérifie pas W(F), on peut avoir, en sus des relations ci-dessus, L(F,r) = PK ou PY, 

L(F,r) = PK ou PC(k)9 etc., voire même L(F,r) = rB^V*. 

En tout état de cause, un mode de scrutin F-cohérent est nécessairement de l'un des quatorze 
types énoncés dans le théorème 21, dès que L(F,r) ¥= r E^K*. 

Énonçons enfin : 

Théorème 22 : Si F est une relation quelconque assujettie à la condition W(F) un mode de scrutin majo
ritaire quelconque (r E Jt*) F-cohérent est nécessairement de l'un des six types suivants : PZ, 
PK, PY, PJ(k)9 PC(k) et JC, k ^ 2 (hormis les cas triviaux où L(F,r) = r^Jt*9 c'est-à-dire les 
cas nécessitant PI, P2 ou PM automatiquement vérifiés dans Jt*) — pour mémoire, sous la 
condition PU. 

Quand ^ (F) n'est pas vérifiée, les remarques faites pour le théorème précédent restent valables 
mutatis mutandis. 

Les modes de scrutin S-majoritaires évoqués au début de ce chapitre forment une classe que nous 
dénoterons par 

se* = {r;r Œ^V* Se (V E (D) ssi \ V \ ^ S) & 0 < S ^ n] . 

On vérifiera aisément que ces modes de scrutin vérifient bien PM (même si S = 0) et PP (seule
ment P2 si S = 0). Donc on a bien se* C Ji*. 

Voici les performances de ces modes de scrutin (cf. [3], pp. 89 sq.) : ils vérifient 
— PZ ssi n = 1 & S = 1, 
— PK ssi S = n, 
— PY ssi 5 = 1 , 

wt -4- 1 

— PJ(m) ssi S > n9 (avec n = mp + r9 0 ^ r < m), 
m 

— PC(m) ssi S ^ p (pour n = mp)9 

— PC(m) ssi S^p 4- 1 (pour n =2p H- r, 0 < r < m)9 

— JC ssi n = 2p -\- 1 ScS = p + 1 (scrutin à la majorité simple, pour un nombre impair d'élec
teurs). Ce qui montre que JC ne se confond nullement avec PZ, comme on le pense quelquefois. 

CONCLUSION 

Le schéma de Condorcet dans la théorie générale de Vagrégation 

Le schéma de Condorcet, qui vient d'être ainsi explicité et développé dans ses grandes lignes, 
fournit un formalisme logique commun à une multitude de problèmes particuliers, en apparence parfois 
indépendants des uns des autres. Bon nombre de résultats publiés dans la littérature trouvent dans ce 
schéma leur place exacte (mais la revue de ces travaux n'est pas le but du présent travail). Ainsi, le 


