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PREDICTION RANDOMISEE 
DE SUITES INDIVIDUELLES 

GâborLUGOSI* 

RÉSUMÉ 

Cet article fait suite à la conférence que j 'ai eu l'honneur de donner en hommage 
à Lucien Le Cam, lors des XXXVIèmes Journées de Statistique à Montpellier, en 
2004. Il passe en revue quelques résultats récents en prédiction randomisée de suites 
arbitraires; l'accent est mis sur les situations où le prévisionniste n'a qu'un accès 
restreint au processus qu'il essaie de prédire. La plupart des résultats mentionnés 
dans l'article reposent sur des travaux en collaboration avec Nicolô Cesa-Bianchi, 
Andrâs Gyôrgy, Tamâs Linder, Gyôrgy Ottucsâk et Gilles Stoltz. Pour un traitement 
plus complet du sujet, le lecteur pourra consulter la monographie de Cesa-Bianchi 
et Lugosi [15]. 

ABSTRACT 

This paper is a written version of the « Conférence Lucien Le Cam » delivered at the 
XXXVIèmes Journées de Statistique in Montpellier, 2004. It is devoted to surveying 
some récent results on randomized prédiction of arbitrary séquences. We focus on 
situations in which the forecaster has limited access to the process he's trying to 
predict. Most results mentioned in the paper are based on joint work with Nicolô 
Cesa-Bianchi, Andrâs Gyôrgy, Tamâs Linder, Gyôrgy Ottucsâk, and Gilles Stoltz. 
For a more complète coverage of the subject we refer the reader to the monograph 
of Cesa-Bianchi and Lugosi [15]. 

1. Introduction 

L'exposé qui suit se concentre sur différentes variantes d 'un problème de 
prédiction séquentielle. Dans la version la plus simple de ce problème, le 
prévisionniste - ou pronostiqueur - observe, l 'un après l 'autre, les éléments 
d 'une suite yi, y<i, • • • de symboles. Tout au long de l'article, on supposera que 
yt G y, où y est un ensemble de résultats possibles (fini ou infini). À chaque 
tour t = 1 ,2 , . . . , avant que le t-ième symbole de la suite ne soit dévoilé, 
le pronostiqueur essaie de deviner sa valeur yt en se fondant sur les t *- 1 
observations précédentes. 
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pour son soutien financier dans le cadre du programme «Aprender a jugar». 
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Dans la théorie statistique de l'estimation séquentielle, on suppose classique
ment que les éléments de yi, 2/2, • • • - qu'on désignera par résultats - sont les 
réalisations d'un certain processus stochastique (stationnaire). 11 s'agit alors 
d'estimer les caractéristiques de ce processus ; on en déduit ensuite des règles 
de prédiction efficaces. Dans un tel contexte, le risque d'une règle de prédiction 
peut être défini comme l'espérance d'une certaine fonction de perte mesurant 
l'écart entre la valeur prédite et la vrai résultat ; on compare différentes règles 
via le comportement de leurs risques. 

On abandonne ici cette hypothèse essentielle de génération des résultats par 
un processus stochastique sous-jacent, et on voit la suite 2/1,2/2 ? • - • comme le 
produit d'un certain mécanisme, inconnu, non spécifié (et qui pourrait être 
déterministe, stochastique, ou même dynamique et antagoniste). On appelle 
souvent cette approche prédiction de suites individuelles, pour l'opposer à 
celle qui procède par une modélisation stochastique préliminaire. Sans modèle 
probabiliste, on ne peut toutefois pas définir de notion de risque, et fixer les 
objectifs de la prédiction n'est pas chose de toute évidence. 

Dans le modèle étudié dans cet exposé, le pronostiqueur choisit à chaque pas 
une action i e {1,...,7V} parmi N actions, et lorsque le résultat est yt, il 
essuie une perte #{i,yt) où t est une certaine fonction de perte, à valeurs 
dans l'intervalle [0,1]. La performance de sa stratégie est comparée à celle du 
meilleur pronostiqueur «constant», c'est-à-dire, à celle de l'action fixe i qui, 
parmi toutes les autres, obtient la moindre perte cumulée lors des n tours de 
prédiction. 

On appelle regret la différence entre la perte cumulée du pronostiqueur 
et celle d'une action constante, simplement parce qu'il mesure combien le 
pronostiqueur regrette, rétrospectivement, de ne pas avoir suivi cette action 
précise. Ainsi, il cherche à commettre (presque) aussi peu d'erreurs que la 
meilleure stratégie constante. Son idéal est que son regret, rapporté au nombre 
de pas du problème, converge vers zéro. 

Comme la suite des résultats est complètement arbitraire, il est immédiat que 
pour toute stratégie de prédiction déterministe, il existe une suite de résul
tats 2/i,... ,2/n telle que le pronostiqueur ait choisi à chaque tour l'action la 
pire ; aucune borne sensée ne peut donc être obtenue sur le regret d'une telle 
stratégie. Cela peut paraître étonnant, mais dès qu'on autorise le pronosti
queur à recourir au hasard (c'est-à-dire qu'il peut lancer une pièce avant de 
former sa prédiction), la situation change du tout au tout ; l'introduction d'un 
aléa dans le choix final est un outil extrêment puissant. 

Dans la partie 2, on présente de manière formelle le problème de prédiction 
randomisée de référence, et on décrit des pronostiqueurs simples dont le regret 
croît, pour toute suite possible de résultats, plus lentement que linéairement. 
Les parties ultérieures sont consacrées à diverses modifications du problème, 
dans lesquelles le pronostiqueur a un accès plus restreint aux éléments passés 
de la suite à prédire. 

Ainsi, en partie 3, on étudie le cas où seule une faible part des résultats passés 
est portée à la connaissance du pronostiqueur. Etonnamment, même dans 
cette version «économe en termes d'observations» du jeu de prédiction, le 
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regret rapporté au nombre de tours de prédiction est asymptotiquement nul, 
sous la seule condition que le nombre de résultats observés après n pas croisse 
plus rapidement que log(n)loglog(n). 

La partie 4 formule dans un cadre général des problèmes de prédiction dans 
lesquels l'information est restreinte. La prédiction en information imparfaite 
correspond au cas où le pronostiqueur, après sa prédiction, ne reçoit qu'un 
signal de répercussion, au lieu de prendre connaissance de la perte qu'il a 
subie. Le degré de difficulté de ce problème dépend des liens entre les pertes 
et les répercussions. On détermine des conditions générales sous lesquelles 
il est possible de garantir que le regret est faible; on établit également les 
vitesses optimales de convergence vers zéro du regret rapporté au nombre de 
pas du problème. 

Enfin, la partie 5 est consacrée au problème du choix séquentiel d'un chemin 
dans un réseau aux arcs duquel correspondent des pertes variant arbitraire
ment ; et ceci, avec la difficulté supplémentaire que le pronostiqueur n'accède 
qu'aux pertes des arcs se situant sur le chemin pris, et pas à celles des autres 
arcs. 

La première mention des problèmes de prédiction randomisée de suites arbi
traires remonte aux années 50, et plus précisément aux travaux de Hannan 
[30] et Blackwell [8], qui ont formulé leurs résultats dans un cadre nommé 
«problèmes de décisions multiples séquentielles». Cover [18] figure également 
parmi les pionniers du domaine. Le problème de la prédiction séquentielle, tel 
que démuni de toute hypothèse de nature probabiliste, est intimement lié à 
la compression de suites individuelles de données en théorie de l'information. 
Les recherches d'avant-garde dans ce domaine ont été menées par Ziv [63, 
64] et Lempel et Ziv [43, 65] ; ils ont résolu la question de compresser une 
suite individuelle de données presque aussi bien que le meilleur automate fini 
(Feder, Merhav et Gutman [19], Merhav et Feder [48] proposent des résultats 
supplémentaires dans cette direction). Le paradigme de la prédiction de suites 
individuelles a été étudié également en théorie de l'apprentissage, où Littles-
tone et Warmuth [44] et Vovk [57] ont introduit le problème ; Cesa-Bianchi, 
Freund, Haussier, Helmbold, Schapire et Warmuth [12], Foster [20] et Vovk 
[58] présentent quelques résultats fondamentaux. 

Pour un passage en revue de sujets connexes, on renvoie à Merhav et 
Feder [49], Foster et Vohra [22], Vovk [60]. Cesa-Bianchi et Lugosi [15] 
proposent un traitement détaillé de ces problèmes de prédiction et d'autres 
questions liées à eux. Le lecteur pourra également consulter Stoltz [55] pour 
avoir davantage de précisions concernant le cas de la prédiction avec accès 
restreint aux résultats passés. 
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2. Le jeu de prédiction en information complète 

On commence par la version la plus simple du jeu de prédiction, celle dans 
laquelle le pronostiqueur a un accès total aux résultats des tours précédents. 

On considère le jeu suivant, qui se déroule entre un pronostiqueur (le joueur) 
et son environnement. À chaque tour de jeu, le joueur choisit une action 
i G {1,...,7V}, tandis que l'environnement choisit une action (également 
appelée «résultat») y G y. La perte £(i,y) du pronostiqueur est alors donnée 
par une fonction de perte £ : { 1 , . . . , N} x y -» [0,1]. On suppose que le choix 
de l'action du joueur est randomisé, c'est-à-dire qu'au Même tour du jeu, le 
joueur choisit une probabilité p* = (pi,*,... ,PN,t) sur son ensemble d'actions 
et joue l'action i avec probabilité piit. Formellement, l'action It du joueur au 
tour t est définie par 

It = i si et seulement si Ut G 

de sorte que 

z—l i 

j=l 3=1 

F[it = i\uu...,Ut-i}=Pi,t ; = i , . . . , ; v , 

où C/i, [/2,... est une suite de variables aléatoires i.i.d. selon la loi uniforme 
sur l'intervalle [0,1]. En termes de théorie des jeux, nous dirions qu'une action 
est une stratégie pure et qu'une probabilité sur les actions est une stratégie 
mixte. Si l'environnement choisit le résultat yt G y, la perte du joueur est 
alors £(Iuyt). 

Prédiction randomisée en information complète 

Paramètres : N actions, l'ensemble y des résultats possibles, la fonction 
de perte £, le nombre n de tours de jeu. 

À chaque tour t = 1,2,.. . , n, 

(1) l'environnement choisit le résultat yt G y à venir; 

(2) le pronostiqueur détermine sa stratégie mixte pt et tire son action It 

selon la probabilité pt ; 

(3) l'environnement dévoile yt ; 

(4) le pronostiqueur subit une perte £(It,yt). 

Le pronostiqueur cherche à minimiser son regret cumulé, 

Ln - min L i i n = ^ ( J t , y t ) - . min V l f i , y t ) 
1—j.,...,iv ï = I , . . . , / V ' rf 

*=1 t=l 

à savoir, la différence entre sa perte cumulée et celle de la meilleure stratégie 
pure, et ce, quelle que soit la suite des résultats. 
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Remarque 1 (experts). — Une formulation plus générale du problème consis
te à considérer différentes stratégies de prédiction, souvent appelées experts, 
et à définir le regret par rapport à la meilleure telle stratégie, plutôt que 
par rapport à la meilleure stratégie pure (c'est-à-dire, la meilleure action 
constante). Dans la mesure où la plupart des résultats qui suivent peuvent 
être étendus de manière immédiate à ce cadre plus général, ils seront présentés 
dans le modèle le plus simple et on soulignera simplement les endroits pour 
lesquels l'extension au cas des experts requiert un peu d'attention. 

Avant de continuer, détaillons un point délicat qui provient de ce que le 
pronostiqueur utilise une stratégie randomisée. Les actions yt de l'environ
nement, en tant qu'elles sont autorisées à dépendre des actions (randomisées) 
passées J i , . . . , J t _ i du pronostiqueur, sont elles-mêmes des réalisations de 
variables aléatoires Yt. On pourrait même imaginer que l'environnement utilise 
lui aussi une suite de variables aléatoires indépendantes pour choisir les 
résultats Yt, mais comme ceci est sans effet sur les résultats mathématiques 
de cette partie et des suivantes, et pour simplifier les choses, on exclura en 
fait cette possibilité. 

Plus précisément, l'adversaire est défini par une suite de fonctions </i, #2? • • •» 
où gt : { 1 , . . . , JV} t _ 1 —» y, et chaque résultat Yt est donné par Yt = 
gt{Ii, • • •, h-i)> Ainsi, Yt est mesurable par rapport à la tribu engendrée par 
les variables aléatoires U\,... ,Ut-i. 

Une observation-clé dans toute analyse de stratégie de prédiction randomisée 
est que la perte cumulée Ln = Y^=i ^u Vt) est toujours proche de la quantité 
dite perte cumulée en espérance (conditionnelle) et définie par 

Ln™'J2t{Pt,Yt) 
déf 

t=l 

où £(pt,Yt) = St= iPt , t^( ï»ï t) = Et-£(/*,yi) est l'espérance conditionnelle de 
la perte £{It,Yt), étant donnés les tirages passés E/i , . . . , Ut-\. Des inégalités de 
martingales permettent de quantifier aisément cette proximité. Par exemple, 
l'inégalité, bien connue, de Hoeffding-Azuma, qui s'applique à des sommes 
d'accroissements de martingales bornés (cf. [39],[5]), assure que pour tout 
5 G (0,1), et avec probabilité au moins 1 — <S, 

Ln^Ln + W-ln- . 
V 2 6 

(Comme on le verra, les inégalités de martingales jouent un rôle crucial dans 
l'analyse des stratégies de prédiction randomisées, et on sera amené à en 
considérer de plus fines.) En tout état de cause, pour toute stratégie de 
prédiction randomisée, Ln — Ln = Op (n1 /2) . Vu qu'il s'agit de construire des 
stratégies avec un regret cumulé croissant plus lentement que linéairement en 
n, il suffit de s'intéresser à la différence entre la perte en espérance Ln et celle 
de la meilleure action min^i,...,# S t L i (̂*» 2/*)* 
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Étudions à présent l'algorithme de prédiction par pondération exponentielle, 
une stratégie très efficace, quoique l'une des plus simples possibles. Au tour t, 
il tire une action It selon la probabilité donnée par les 

e x p ( - 7 7 ^ ( i , y s ) ) 

fc=l \ s = l / 

où 77 > 0 est un paramètre de l'algorithme. Ainsi, ce dernier donne à chacune 
des N actions un poids exponentiel en (l'opposé de) leurs performances 
passées : plus la perte accumulée par une action jusqu'au tour t — 1 est petite, 
plus le poids mis sur elle est grand. La performance de cet algorithme de 
prédiction peut être bornée de la manière suivante. 

THÉORÈME 1. — Le regret cumulé en espérance (conditionnelle) de Valgorith
me de prédiction par pondération exponentielle vérifie 

— IniV nr] 
Ln - min Lif„ ^ 1 . 

i=l,...,N „ g 

Le choix de 77 = y/SlnN/n conduit au majorant y/(rilnN)/2. 

Le théorème 1 est l'un des résultats les plus fondamentaux et les plus connus 
en prédiction de suites individuelles. Plusieurs versions en ont été données, par 
Littlestone et Warmuth [44], Vovk [57, 58], Cesa-Bianchi, Freund, Haussier, 
Helmbold, Schapire et Warmuth [12]. Nous reprenons ci-dessous une preuve 
élémentaire suggérée par Cesa-Bianchi [11] (voir également Cesa-Bianchi et 
Lugosi [13]). 

Preuve. — Soit, pour t ^ 1, L i | t = ^ * = 1 £(i, ys) la perte cumulée de l'action 
i jusqu'au tour t, wiyt = e_ 7 7 L l t son poids exponentiel, et 

TV N 

On pose par ailleurs WQ = N. On a alors, d'une part, 

^ ln f max e'^'A - lniV 
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Or, d'autre part, pour tout t = 1 , . . . , n, 

N F ^ " 1 ^ 
Wt-i ^ 

3=1 
N 

Y^m,t-it(hyt) 2 

< - ^ + 7 

T;2 

= -V^iPuVt) + — 
8 

où l'on a appliqué dans un premier temps une inégalité bien connue de Hoeff-
ding [39], stipulant que pour toute variable aléatoire bornée X, à valeurs dans 
l'intervalle [a, 6], et pour tout rj € R, lnEe^x < rjEX + rj2(b - a)2/S ; et dans 
un second temps, la définition de l'algorithme de prédiction par pondération 

exponentielle, qui entraîne que E i = i w M - i ^ l / t ) / E j = i % - i = ^(Pt>2/t)-
En additionnant ces inégalités selon t = 1 , . . . , n, on obtient 

w n ^ 
ln—" ^ -rç$Z?(Pt ,yt) + — n . 

Wo t = i 8 

La combinaison des bornes inférieure et supérieure sur le rapport ln(Wn/Wo) 
donne 

*(Pt»î/t) ^ . min Lif„ + + - n , 
t=i 1=1>->N V 8 

ce qui conclut la preuve. • 

La conjonction du théorème 1 avec l'inégalité de Hoeffding-Azuma montre que 
lorsque l'algorithme de prédiction par pondération exponentielle est employé 
avec le paramètre 77 = ^/81niV/n, alors, avec probabilité au moins 1 — <5, le 
regret est borné par 

Ln - min L^n < 

On note que le choix proposé pour 77 dépend de Yhorizon n, c'est-à-dire que 
la mise en œuvre de la stratégie proposée requiert de connaître à l'avance le 
nombre total de tours. Il est apparu que cette difficulté n'est pas insurmontable 
et qu'il est aisé de transformer la stratégie de prédiction présentée ci-dessus 
en un algorithme ne requérant pas d'information a priori sur le nombre de 
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tours et assurant que 

limsup - ( Ln — min L^n ) = 0 presque-sûrement. (1) 

Une méthode pour ce faire consiste à employer l'algorithme de prédiction par 
pondération exponentielle avec un paramètre r\t variant au cours du temps 
selon rjt = yJ&mN/t (les détails sont fournis, par exemple, par [15]). Une 
stratégie de prédiction satisfaisant la propriété (1) est dite cohérente au sens 
de Hannan. Cette question de cohérence, une notion-clé dans le sujet, a été 
résolue en premier par Hannan [30]. Son algorithme originel est fondé sur 
l'idée de suivre «la meilleure action bruitée», c'est-à-dire qu'on ajoute une 
perturbation aléatoire à la perte cumulée de chacune des actions et qu'on 
choisit celle de perte cumulée pertubée la plus faible. (On pourra consulter 
Kalai et Vempala [41], ainsi que Hutter et Poland [40], pour une analyse plus 
fine de ce type de stratégie de prédiction.) 

Toujours et encore dans les années 50, Blackwell [9] a indiqué une construction 
alternative de stratégies cohérentes au sens de Hannan. Sa procédure repose 
sur sa généralisation efficace du théorème minimax de von Neumann au cas 
de paiements vectoriels, et son esprit est proche de celui de la prédiction par 
pondération exponentielle. En effet, cette dernière peut être étendue de la 
manière suivante : soit un potentiel 

N 

*(u) = 5>(u,) 
2 = 1 

où <j) : R —> R est une fonction positive, croissante et deux fois dérivable. La 
stratégie générale de prédiction par pondération selon un potentiel définit la 
probabilité pt comme Pi,i = l/N pour t = 1 et 

Pu = 
V i * ( R t - 1 ) 4>'{Rit-i) 

N ~ N 

£vfc$(R<-i) 5^(*M-i) 
fc=i fc=i 

pour t > 1 et i = 1 , . . . , JV, où i^ j t = Lt - L i | t est le regret cumulé par rapport 
à l'action i après t tours de jeu et R t = ( jRM , . . . , RN^t) est le vecteur formé 
par ces quantités. Il est clair que le choix d'un potentiel exponentiel 

N 

$(u) = ^ e " " * , 
2 = 1 

pour la stratégie de prédiction par pondération selon un potentiel redonne 
l'algorithme de prédiction par pondération exponentielle introduit précédem
ment. La stratégie originelle de Blackwell correspond, elle, au choix du poten
tiel quadratique *(u) = | |u+| | | . Hart et Mas-Colell [32] (voir également Cesa-
Bianchi et Lugosi [14]) caractérisent toute une classe de potentiels conduisant 
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à des stratégies de prédiction cohérentes au sens de Hannan ; elle inclut no
tamment les potentiels polynomiaux $(11) = ||u+||p, pour p ^ 2. Mais c'est 
parce que la stratégie de prédiction par pondération exponentielle est simple, 
flexible et d'analyse aisée que l'on se penchera essentiellement sur elle dans 
cet article. 

On mentionne, pour conclure cette partie, que dans cette formulation générale 
du problème de prédiction et de ses objectifs, il n'est pas possible de faire 
mieux que l'agorithme par pondération exponentielle. Cesa-Bianchi, Freund, 
Haussier, Helmbold, Schapire et Warmuth [12] ont été les maîtres d'œuvre de 
la borne inférieure suivante (on pourra également consulter Haussier, Kivinen 
et Warmuth [34] pour des résultats en rapport avec elle). 

THÉORÈME 2. — Soit n,N^l.Il existe une fonction de perte £ telle que pour 
toute stratégie de prédiction randomisée, 

sup [Ln- min L i ) T l p ( l - e ^ n ) W 
,jneyn \ i=l,...,N ) y 2 

nlnN 
;up ( Ln - min ^ Liffl ] ^ (1 - eN,n) \j 

yn 

OÙ limjv-^oo limn-.oo €N,n = 0. 

L'idée principale de la preuve est de prendre des pertes £(i,yt) données par 
une suite i.i.d. de variables de Bernoulli, puis d'appliquer un argument de 
limite centrale. 

3. Prédiction économe 

On s'intéresse ici à une version du problème de prédiction séquentielle dans 
laquelle il est coûteux d'obtenir la valeur des résultats. Plus précisément, 
après avoir formé son pari au tour t, le pronostiqueur décide s'il demande à 
accéder au résultat Yt (id est, à l'observer) ou non. Le nombre fj,(n) de tels 
accès est cependant limité au sein d'un horizon n donné. Le jeu de prédiction 
économe en termes d'observations est défini formellement dans l'encadré qui 
suit (page 14) : 

Tout comme précédemment, le pronostiqueur cherche à minimiser son regret 
cumulé 

n n 

Ln - m min Li)Tl = S^l{IuYt) - . min Y V ( i , Yi) , 
1=1, . ..,N ^—' t = l , . . . , J V ^ 

t=l ' t = l 

et ce, quelle que soit la suite des résultats. 

Le problème de la prédiction économe a été introduit par Helmbold et 
Panizza [36] dans le cas particulier de la prédiction binaire, id est, X = 
y — {0,1}, £{x,y) = I[x^:y], où e n outre, pour chaque suite de résultats, 
l'un des experts ne commet aucune erreur (voir aussi l'exemple 3). La matière 
présentée dans cette partie repose sur Cesa-Bianchi, Lugosi et Stoltz [16], voir 
également [15, chapitre 6]. 
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Prédiction économe 

Paramètres : N actions, l'ensemble y des résultats possibles, la fonction 
de perte £, le rythme d'accès aux résultats fi : N —• N. 

À chaque tour t = 1,2,..., 

(1) l'environnement choisit le résultat Yt G y à venir, sans le dévoiler; 

(2) le pronostiqueur détermine son action It G { 1 , . . . , N} ; 

(3) le pronostiqueur et chaque action i subissent respectivement les 
pertes £(It,Yt) et £(i,Yt), mais ces valeurs demeurent inconnues au 
pronostiqueur pour l'instant ; 

(4) si moins de p,{t) observations ont été effectuées jusqu'à présent, le 
pronostiqueur peut demander à accéder au résultat Yt, et ainsi, 
calculer les pertes du (3) ; sans quoi, il reste dans l'ignorance de la 
valeur de Yt. 

On considère dans un premier temps le cas d'un horizon fini, dans lequel le 
pronostiqueur cherche à contrôler son regret après un nombre n (connu et 
fixé à l'avance) de tours de jeu. On suppose également dans cette version 
simplifiée du problème de prédiction économe que, bien que seules m = /x(n) 
telles observations puissent être faites, aucune contrainte n'est imposée sur 
leur répartition au cours des n tours de jeu; autrement dit, et pour utiliser 
les notations précédentes, fi(t) = m pour tout t = l,...,n. Dans ce cadre, 
on définit une stratégie de prédiction simple dont le regret en espérance 
(conditionnelle) est borné par riy/2(\nN)/m. Ainsi, pour m = n, on retrouve 
l'ordre de grandeur de la borne optimale de la partie 2. 

On voit facilement qu'il est nécessaire qu'une stratégie recoure à des tirages 
aléatoires pour déterminer quand elle demande à accéder aux résultats, sans 
quoi son regret ne peut être contrôlé efficacement par rapport à toutes les 
suites de résultats possibles - et il se trouve qu'à cet effet, le lancer répété 
d'une pièce (biaisée) suffit. 

L'idée principale est donc d'employer une famille de variables aléatoires Z\, 
Z2,...,Zn i.i.d. selon une loi de Bernoulli de paramètre e, F[Zt = 1] = 
1 - F[Zt = 0] = e, et d'accéder à Yt chaque fois que Zt = 1. Ici, e > 0 
est un paramètre à déterminer; il sera typiquement de l'ordre de m/n, de 
sorte que le nombre d'observations durant les n tours de jeu soit de l'ordre 
de m (notons que le choix e = m/n dans le théorème 3 peut conduire le 
pronostiqueur à demander à accéder à plus de m observations, mais comme 
ceci est corrigé facilement dans le théorème 4, où une valeur légèrement plus 
petite est proposée, nous gardons dans un premier temps, pour la simplicité 
de l'analyse, la valeur e = m/n). 

La stratégie de prédiction économe décrite ci-dessous n'est rien d'autre qu'une 
stratégie de prédiction par pondération exponentielle employant au lieu des 
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pertes les estimations des pertes suivantes : 

[ ^ . ) - ( ^ 
en v\ ) -v» - t ) /e lorsque Zt = 1 ; 
' ( * . * ) = < n s i n o n . 

On note que 

Et?(i, yÉ) = E[?(<>yt)|/i, zu..., / t- i ,z t- i] = €(i,iî) 

où / i , . . . , / t - i est la suite des actions prises aux tours de jeu précédant t. 
Dit autrement, £{i,Yt) est un estimateur (conditionnellement) sans biais de la 
« vraie » perte £(i, Yt). 

Stratégie de prédiction économe 

Paramètres : Deux réels 7 7 > O e t O ^ £ ^ l . 

Initialisation : wo = (wi,o, • • • > WN,O) = (!»•••? !)• 

À chaque tour t = 1,2,..., 

(1) choisir une action It dans { 1 , . . . , N} selon la probabilité pt dont les 
composantes sont définies par p^t = Wij-i/(wiit-i + • • • + wjv,t-i) 
pour i = 1 , . . . ,N-, 

(2) tirer une variable aléatoire de Bernoulli Zt telle que F[Zt = 1] = e ; 

(3) lorsque Zt — 1, accéder à Yi et calculer 

wM = Wit_x e-nUi,Yt)/* p o u r tout i = 1 , . . . , N ; 

et sinon, conserver w t = w t _i . 

L'espérance du regret de cette stratégie de prédiction est bornée de la manière 
suivante. 

THÉORÈME 3. — Pour un horizon n fixé, la stratégie de prédiction économe 
utilisant les paramètres e = m/n et rj = (V2ra mN)/n accède en moyenne à 
m observations, et son regret est borné par 

/2 1niV 
ELn— min EL^n < n\ 

i=l,...,N m 

On pose, en vue de la preuve, 

TV 

£{pt,Yt) = Y^Pi,t£{i,Yt) et L^n = J^£{i,Yt) pour i = 1 , . . . ,N. 
i = i t= i 

15 
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Preuve. — La preuve est obtenue par une modification simple de celle du 
théorème 1 ; l'on minore et majore ici encore le rapport m(Wn/Wo), où pour 
t ^ 0, Wt = W\it H h wjsrj- D'une part, et comme précédemment, on a 

ln—- ^ — 77 min Lin — InTV . 
W0 i=i,...,N ' 

D'autre part, pour tout t = 1 , . . . , n, 

N ( 2 \ 
^ ln$> l ) t f 1 -r,e(i,Yt) + 5_?(i,yt) j 

N 2 N 

où l'on a utilisé successivement e~x < 1 - x + x2 /2 pour x ^ 0, ln(l + x) ^ x 
pour x ^ - 1 et ?(t,y t) G [0,1/e]. 

En additionnant l'inégalité ci-dessus selon t = 1 , . . . ,n et en la combinant 
avec le minorant obtenu pour m(Wn/W0), il vient pour tout i = 1 , . . . , N, 

*=i 2 e *=i *? 

On utilise alors E [ E Ï L i ^ P t ' ^ ) ] = ELn ^ n, de sorte qu'en passant aux 
espérances dans les deux membres, on a obtenu, pour tout i = 1 , . . . , N, 

L J 2e rj 

On conclut la preuve en remplaçant rj par la valeur y/{2emN)/n proposée. • 

Le théorème 3 assure que l'espérance du regret, rapportée au nombre de tours, 
converge vers zéro dès que m -» oo lorsque n -+ oo. Cependant, une borne sur 
l'espérance du regret ne donne que peu d'informations sur le comportement 
réel du regret (non moyenne) Lt - min*=1?...jiV Liit. Le théorème précédent 
n'exclut pas que le regret fluctue énormément autour de sa valeur moyenne. 
On rappelle en effet que les résultats Yt choisis sont donnés par des fonctions 
(arbitrairement complexes) des actions passées Is du pronostiqueur et de ses 
demandes d'observations Zs, s < t. Un choix plus fin des paramètres e et n 
permet de montrer que le regret ne dépasse que peu sa valeur moyenne et 
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qu'il est, avec grande probabilité, borné par une quantité proportionnelle à 
n^(mN)/m. 

THÉORÈME 4. — Pour un horizon n et un niveau S G (0,1) fixés, on considère 
la stratégie de prédiction économe utilisant les paramètres 

f m - v/2mln(4/*) 1 /2dnïv 
e = max < 0, ^-^-1 \ et n = \ • 

Avec probabilité plus grande que l — S, elle n'accède pas à plus de m résultats 
et son regret est borné selon 

/lnJV /ln(4JV/«) 
Vt = 1,...,72 Lt— min Lit^2n\ h 6m/ . 

i=i,...,N ' y m y m 

On omet la preuve détaillée du théorème 4 et on indique simplement qu'elle 
suit celle du théorème 3, sauf qu'au lieu de passer aux espérances lors 
de la combinaison des bornes inférieure et supérieure, on recourt à une 
inégalité de martingales, à savoir, l'inégalité de Bernstein pour les suites 
bornées d'accroissements de martingales (voir, par exemple, Freedman [23], 
Neveu [51]). Une preuve détaillée est donnée par [16] et [15]. 

Les stratégies de prédiction des théorèmes 3 et 4 ne sont pas en elles-mêmes 
cohérentes au sens de Hannan, notamment à cause de leur dépendance en la 
longueur n de la suite des résultats. Cependant, la cohérence peut être atteinte 
en mettant en œuvre les techniques désormais usuelles de réglage dynamique 
des paramètres. La quantité alors principalement en jeu dans cette extension 
est le rythme d'accès aux résultats ji (on rappelle que p,(ri) est le nombre de 
requêtes d'accès pouvant avoir été satisfaites au tour n). Le résultat suivant 
montre que la cohérence est atteignable dès que /i(n)/(log(n) loglog(n)) —> oo. 
On pourra consulter [16] ou [15] pour en avoir une preuve. 

COROLLAIRE 1. — Soit /i : N —• N une fonction croissante à valeurs entières 
telle que 

lim = oo . 
n—oo log(n) log log(n) 

Alors il existe une stratégie de prédiction économe et cohérente au sens de 
Hannan qui ne demande à voir, et ce, pour tout n e N, qu'au plus /x(n) 
résultats lors des n premiers tours de prédiction. 

Le dernier théorème de cette partie montre qu'il existe un problème de 
prédiction pour lequel le regret (en espérance) de toute stratégie de prédiction 
n'accédant pas à plus de m résultats pendant les n premiers tours de prédiction 
est plus grand, à une constante universelle près, que ny/lnN/m, ce qui 
correspond à l'ordre de grandeur des bornes supérieures établies ci-dessus. En 
d'autres termes, le meilleur ordre de grandeur du regret rapporté au nombre 

17 



PRÉDICTION RANDOMISÉE DE SUITES INDIVIDUELLES 

de tours de prédiction est y/mN/m. Chose intéressante, ce rapport ne dépend 
pas du nombre n de tours, seulement du nombre m d'observations auxquelles 
le pronostiqueur a accédé. On rappelle que dans le cas de la prédiction en 
information complète le meilleur rapport était de l'ordre de ^/mN/n. Une 
interprétation intuitive est que m joue le rôle de « taille d'échantillon » dans 
le problème de prédiction économe. 

THÉORÈME 5. — Pour tout entier N ^ 2, il existe une fonction de perte £ telle 
que pour tout ensemble de N actions et pour tout n^ m^ 4(\/3 — l ) 2 log2 N, 
le regret en espérance de toute stratégie de prédiction contrainte à n'accéder 
qu'à au plus m observations dans un jeu de prédiction à n tours est minoré 
par 

( ~ \ / l logo ATI 
sup [ELn- min L^n ^ cn\ 

yne{o,i}n \ t=i,...,Ar / y m 
oùc= ((V5 - l ) / 8 ) e - ^ / 2 > 0.0384. 

La preuve, comme celle du théorème 2, repose sur un choix aléatoire des 
pertes, bien que l'argument précis se révèle ici significativement plus délicat 
à mettre en œuvre. On renvoie ici encore le lecteur à [16] et [15], où deux 
preuves différentes sont détaillées. 

4. Prédiction en information imparfaite 
(jeux avec signaux) 

Dans nombre de problèmes cruciaux de prédiction, le pronostiqueur ignore 
les pertes qu'il a essuyées dans le passé et n'a reçu en leur lieu et place que 
des répercussions assez peu informatives sur elles. De telles situations sont 
souvent appelées problèmes de prédiction en information imparfaite. 

Avant de décrire formellement le cadre mathématique de tels problèmes, 
on illustre le suivi partiel des résultats de la prédiction par l'exemple de 
l'ajustement séquentiel des prix de vente. Un vendeur dispose d'un produit 
qu'il propose à une suite de clients, servis l'un après l'autre. Pour chacun 
d'eux, il fixe un prix choisi (pour fixer les idées) dans { 1 , . . . , N}. Le client 
décide alors d'acheter ou non le produit. Aucun marchandage n'est possible 
et aucune autre information n'est échangée entre l'acheteur et le vendeur. Ce 
dernier cherche à réaliser un chiffre d'affaires presque aussi élevé que s'il avait 
su le prix optimal que les clients auraient été prêts à payer. De ce fait, s'il l'on 
note It le prix proposé au t-ième client et Yt G { 1 , . . . , N} le prix maximal que 
ce dernier avait en tête, la perte du vendeur lors du passage du t-ième client 
est 

£(It,Yt) = (y* ~ WjIttYt} + cl{h>Yt} 
N 

où 0 < c ^ N est défini plus loin. En réalité, lorsque client réalise l'achat, 
c'est-à-dire, quand It ^ Yt, la perte du vendeur est un manque à gagner 
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correspondant à la différence entre le plus grand prix possible pour l'achat et 
le prix proposé ; la perte subie est identiquement égale à c/N lorsque le client 
n'achète pas le produit, et elle correspond par exemple aux frais de stockage. 
(Le facteur 1/N n'est là que pour assurer que les pertes sont entre 0 et 1.) Une 
autre mesure de la perte consiste à remplacer la constante c par Yt. Dans les 
deux cas, si le vendeur connaissait à l'avance la suite des Yt, il pourrait fixer 
un prix constant i G {1,...,N} qui minimise sa perte totale. La question 
que l'on examine dans cette partie est de savoir s'il existe une stratégie de 
prédiction (randomisée) pour le vendeur telle que son regret 

n n 

^<(/ (,y f)- mm r^i,y t) 
*—' l=l,...,N *—* 
t=l t=l 

soit assuré d'être un o(n) quelle que soit la suite Y\, I 2 , . . . des prix maximaux 
des clients - c'est-à-dire qu'on cherche une stratégie de prédiction cohérente au 
sens de Hannan. La difficulté ici est que les seules informations à disposition 
du vendeur (du pronostiqueur) sont les positions respectives des It et des Yt, 
mais pas leurs valeurs précises, ni même les valeurs des pertes £(It,Yt). (On 
note que dévoiler Yt au pronostiqueur ramènerait le problème à un jeu de 
prédiction en information complète.) 
On traite ces problèmes de répercussions restreintes sur les prédictions (ou 
de prédiction en information imparfaite) dans un cadre plus général, décrit 
ci-après, dont l'ajustement séquentiel des prix de vente est un cas particulier. 
On suppose ici que l'ensemble des résultats possibles est un ensemble fini, 
contenant M éléments. Sans perte de généralité, on le note y = {1,..., M}. 
La fonction de perte £ étant définie sur un produit d'ensembles finis, on 
peut la représenter matriciellement, par L = [£(i, J)]NXM ; elle est supposée 
connue par le pronostiqueur. Lorsque ce dernier, au tour t, choisit l'action 
It G {1,...,N} et que le résultat est Yt G y, il subit une perte £{It,Yt). 
Cependant, en lieu et place du résultat Yt, il n'observe que la répercussion 
sur prédiction h(It,Yt), où h est une fonction de répercussion connue par le 
pronostiqueur, qui associe à chaque couple d'action et de résultat un élément 
d'un ensemble fini S = { s i , . . . , sm} de signaux. La fonction h est représentée 
de même par une matrice des répercussions H = [h(i, j)] N X M • Ici, comme dans 
les parties précédentes, on permet à l'environnement de choisir le résultat Yt 

en fonction des actions passées I\,... ,It-\ du pronostiqueur. 

Le jeu de prédiction en information imparfaite peut être décrit comme dans 
l'encadré de la page suivante. 

La notion d'information imparfaite prend sa source en théorie des jeux et a 
été considérée, entre autres, par Mertens, Sorin et Zamir [50], Rustichini [54], 
et Mannor et Shimkin [45]. Notons que certains auteurs s'intéressent à un 
cadre plus général dans lequel les répercussions peuvent être aléatoires ; pour 
la clarté de l'exposé et parce que les résultats présentés dans cette partie 
s'étendent au cas de signaux aléatoires (voir [17]), nous supposons les signaux 
déterministes. Weissman et Merhav [61], de même que Weissman, Merhav 
et Somekh-Baruch [62], considèrent différents problèmes de prédiction dans 
lesquels le pronostiqueur observe seulement une version bruitée des résultats 
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Prédiction en information imparfaite 

Paramètres : N actions, l'ensemble fini y = {!,...,M} des résultats 
possibles, la fonction de perte £, la fonction de répercussion h. 

À chaque tour t = 1,2..., 

(1) l'environnement choisit le résultat Yt G y à venir, sans le dévoiler; 

(2) le pronostiqueur détermine son action It G { 1 , . . . , N} ; 

(3) le pronostiqueur et chaque action i subissent respectivement les 
pertes £(It,Yt) et £(i,Yt), mais ces valeurs demeurent inconnues au 
pronostiqueur pour l'instant ; 

(4) seul le signal h(It,Yt) est communiqué au pronostiqueur. 

réels. Ils peuvent être vus comme des cas particuliers de prédiction en 
information imparfaite avec signaux aléatoires. 

Piccolboni et Schindelhauer [52] traitent la prédiction en information impar
faite comme un problème de prédiction séquentielle. Cesa-Bianchi, Lugosi et 
Stoltz [17] étendent les résultats de [52] et s'intéressent aux ordres de grandeur 
optimaux du regret. On pourra également consulter Auer et Long [3] pour une 
étude de certains cas particuliers d'information imparfaite en prédiction. 

Il est intéressant mais complexe de déterminer le potentiel d'un pronostiqueur 
à qui l'on ne fournit qu'une quantité limitée d'information sur les résultats de 
ses prédictions. On peut par exemple se demander sous quelles conditions il est 
possible d'obtenir des stratégies cohérentes au sens de Hannan. Naturellement, 
cela dépend des liens entre la matrice des pertes et celle des répercussions. 
On note qu'un algorithme de prédiction est libre de coder les valeurs h(i,j) 
de la fonction de répercussion par des nombres réels. La seule restriction à 
imposer est que si, à i fixé, h(i,j) = h(i,f) alors les codes réels correspondants 
doivent être égaux. Pour éviter les ambiguïtés éventuellement provoquées par 
changements d'échelle, on suppose dans la suite que \h(i, j)\ ^ 1 pour tout 
couple (i, j). Ainsi, on fixe un encodage de H = [h(i, J)]NXM par une matrice 
de réels entre —1 et 1 et on garde à l'esprit que l'algorithme de prédiction 
peut toujours remplacer cette matrice par H<£ = [fa(h(i, J))]NXM, OÙ il n'y a 
pas de contraintes sur les fonctions (j>% : [—1,1] —> [—1,1], i = 1 , . . . , N, en jeu. 
L'ensemble S des signaux peut être choisi de sorte qu'il ait m < M éléments, 
même si après l'encodage numérique, la matrice H peut avoir jusqu'à MN 
éléments distincts. 

Voici quelques exemples concrets, avant que l'on ne décrive une stratégie 
générale de prédiction. 

Exemple 1 (Jeux de bandits manchots.) — Dans de nombreux problèmes 
de prédiction, le pronostiqueur est capable de mesurer, après avoir agi, le 
montant de sa perte (ou de son gain), mais n'a pas accès à ce qu'il serait 
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advenu s'il avait choisi une autre action. On appelle de tels problèmes les jeux 
de bandits manchots. La petite histoire à l'origine de leur dénomination est 
la suivante ; un exemple typique est en effet fourni par un joueur de casino 
ayant à sa disposition différentes machines à sous (également appelées bandits 
manchots). Il parie plusieurs fois de suite, en changeant de machine lorsqu'il 
le veut, et il cherche à gagner presque autant de pièces que s'il avait su à 
l'avance quelle machine lui rapporterait le plus. Les jeux de bandits manchots 
sont des cas particuliers de prédiction en information imparfaite. Il suffit de 
prendre H = L pour le voir, c'est-à-dire que la seule information repercutée au 
pronostiqueur est le montant de sa propre perte. Ils ont été décrits à l'origine 
dans un cadre stochastique (voir Robbins [53] et Lai et Robbins [42]) ; plusieurs 
variantes du problème de départ ont été étudiées, par exemple par Berry et 
Pristedt [7] et Gittins [25]. Le cadre non stochastique considéré ici a été étudié 
en premier lieu par Bafios [6], voir également Megiddo [47]. Des stratégies 
cohérentes au sens de Hannan ont été construites par Foster et Vohra [21], 
Auer, Cesa-Bianchi, Preund et Schapire [2], Hart et Mas Colell [31, 33], voir 
également Pudenberg et Levine [24]. Nous reviendrons sur une extension du 
problème des bandits manchots dans la partie 5. 

Exemple 2 (Ajustement séquentiel des prix de vente). — Le problème de 
l'ajustement séquentiel des prix de vente décrit en introduction de cette partie 
correspond à M = N et à une matrice des pertes égale à 

L = [e(ij)]NxN OÙ t(ij) = tt-OW + J ^ } . 
N 

L'information dont le pronostiqueur (en l'occurrence, le vendeur) dispose est 
simplement si le prix It qu'il a fixé est plus grand que le prix du client Yt, ou 
non, de sorte que les entrées dans la matrice des répercussions sont données 
par h(i, j) = l{i>j} - ou, après ré-encodage idoine, 

h{i,j) = al{i<j} + bl{i>j} i,j = 1 , . . . , N 

où a et b sont des constantes choisies par le pronostiqueur, avec a,b G [—1,1]. 

Exemple 3 (Dégustation de pommes). — On considère l'exemple élémentaire 
de prédiction binaire dans lequel N = M = 2, et les matrices de pertes et 
répercussions sont respectivement données par 

1 0 
0 1 

et H = a a 
b c 

Ici, le pronostiqueur ne reçoit d'information sur le résultat Yt que lorsqu'il 
choisit la seconde action. On appelle cet exemple le problème de la dégustation 
de pommes. (On imagine en effet qu'il s'agit de déterminer si des pommes 
doivent être considérées comme «bonnes à vendre» ou «pourries». Une 
pomme étiquetée « pourrie » peut être ouverte avant d'être jetée, histoire de 
voir si elle renfermait effectivement un ver ; mais comme une pomme ouverte 
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ne peut être vendue, on ne peut jamais vérifier si une pomme déclarée bonne 
pour la vente contient un ver ou non.) La dégustation de pommes a été étudiée 
par Helmbold, Littlestone et Long [35] dans le cas particulier où l'une des deux 
actions a une perte cumulée nulle. 

Exemple 4 (prédiction économe). — On peut également considérer une va
riante du problème de prédiction économe comme une situation de prédiction 
en information imparfaite. On prend N = 3, M = 2, et des matrices de pertes 
et répercussions de la forme 

1 1 
0 1 
1 0 

et H = 
a b 
c c 
c c 

Dans cet exemple, les seuls instants où le pronostiqueur reçoit une répercussion 
informative sont ceux où il a joué la première action, auquel cas il a subi 
la perte maximale 1, quel qu'ait été le résultat. Ainsi, tout comme dans le 
problème de prédiction économe, on ne peut choisir l'action «informative» 
qu'un nombre limité de fois, sans quoi il n'est pas permis d'espérer atteindre 
la cohérence au sens de Hannan. 

On présente maintenant une stratégie générale pour la prédiction en informa
tion imparfaite ; elle est cohérente au sens de Hannan dès que la matrice des 
répercussions contient «suffisamment d'information» sur celle des pertes. 

Cette stratégie utilise la prédiction par pondération exponentielle, et, comme 
dans le cas de la prédiction économe en nombre d'observations, la route du 
succès est ouverte par le remplacement des pertes £(i, Yt) par des estimations 
sans biais dans ladite pondération exponentielle. 

Cependant, il n'est possible de construire de telles estimations que sous 
certaines conditions sur les matrices de pertes et répercussions. L'hypothèse 
centrale est qu'en un certain sens, les pertes puissent être reconstituées à partir 
des répercussions, ce que l'on formalise de la manière suivante : il existe une 
matrice K = [k(i,j)]NxN telle que L = K H ; à savoir, 

H et 

ont même rang. En d'autres mots, on peut écrire, pour tout i G { 1 , . . . , N} et 
tout j G { 1 , . . . , M} , que 

N 

e(hj) = Y^Hi,i)h(ij). 
i=i 

Dans ce cas, on définit les estimations £ des pertes par 

k(i,It)h(IuYt) . n 
£{i,Yt) 

Plut 
,N 
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et on note leurs sommes L^n — £(i,Yi) + • • • + £(i,Yn). Soit Et l'espérance 
conditionnelle sachant I\,.. .,It-\ (id est, l'espérance par rapport au choix 
aléatoire de It selon pt) ; on observe 

m,Yt)=±v^mj'Yt) 
,=i PU 

N 

= Y,k(iJMj,Yt)=£(i,Yt) 
3=1 

et par conséquent, £(i,Yt) est un estimateur (conditionnellement) sans biais 
de la perte £(i,Yt). 

La stratégie de prédiction en information imparfaite est alors définie de la 
manière suivante, comme suggéré initialement par Piccolboni et Schindelhauer 
[52]. 

Stratégie de prédiction en information imparfaite 

Paramètres : la matrice des pertes L, la matrice des répercussions H, 
une matrice K telle que L = K H , deux nombres réels 0 < 77,7 < 1. 

Initialisation : w0 = ( 1 , . . . , 1). 

À chaque tour t = 1,2,..., 

(1) tirer une action It G { 1 , . . . , N} selon la probabilité 

Pi,t = (1 - 7) — + — i = 1, • • •, N ; 
Wt-i N 

(2) prendre connaissance de la répercussion ht = h(It,Yt) et former 
l'estimation £iit = k(i, It)ht/pit,t pour tout i = 1 , . . . , N ; 

(3) calculer Wij = ^ , t - i e ~ ^ ^ ' Y t ^ pour tout i = 1 , . . . , N. 

Le résultat suivant, prouvé par Cesa-Bianchi, Lugosi et Stoltz [17], majore le 
regret de la stratégie de prédiction définie ci-dessus. Il exprime que le regret 

rapporté au nombre de tours de jeu, — lLn — min^i , . . .^ Li,n), décroît vers 

zéro à une vitesse n - 1 / 3 . Cette dernière est significativement plus lente que 
la vitesse optimale n - 1 / 2 obtenue dans le cas de l'information complète. On 
verra par la suite que cette vitesse n - 1 / 3 ne peut être améliorée en général : 
cette détérioration de la vitesse de convergence est le prix à payer pour n'avoir 
accès qu'à une certaine répercussion sur les résultats réels de la prédiction en 
lieu et place de ces derniers. Cependant, il est encore possible d'obtenir la 
cohérence au sens de Hannan dès que la condition L = K H est remplie, 
comme l'indiquent les commentaires qui suivent le théorème ci-dessous. 
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THÉORÈME 6. — Soit un problème de prédiction en information imparfaite 
(L,H) tel que les matrices de pertes et répercussions vérifient L = K H 
pour une certaine matrice K de taille N x N, pour laquelle on note k* = 
max{l,maxij\k(i,j)\}. On fixe ô G (0,1). Alors le regret de la stratégie 
de prédiction en information imparfaite décrite ci-dessus et utilisant les 
paramètres 

\2Nnk*J \ 4n J 

1/3 

vérifie que, pour tout 

n ^ ( ln 
k*N V 

JV + 3 \ 3 / 2 

et avec probabilité au moins 1 — ô, 

J2t(It,Yt) - min J2i(i,Yt) 
*—* t=l,...,N ^~^* 
t=l t = l 

< 10 (ATnifc*)2/3 (]nNy/3J]J^^- . 

La preuve est très semblante à celle du théorème 4, et c'est pourquoi on en 
omet les détails, en priant le lecteur de consulter [17] ou [15] le cas échéant. Le 
théorème 6 assure donc l'existence d'une stratégie dont le regret est au plus 
de l'ordre de n2 /3 dès lors que le rang de la matrice H des répercussions n'est 
pas inférieur à celui de 

H 
L 

(Et les techniques usuelles de réglage dynamique des paramètres indiquent, là 
encore, les modifications simples à effectuer pour rendre la stratégie cohérente 
au sens de Hannan.) Cette condition sur les rangs est vérifiée pour de 
nombreux problèmes, et pour illustrer notre propos, nous reprenons un à un 
les exemples proposés précédemment. 

Exemple 5 (Jeux de bandits manchots, suite). — On rappelle que dans un jeu 
de bandits manchots, H = L, de sorte que les conditions du théorème 6 sont 
clairement satisfaites ; on peut en effet prendre pour K la matrice identité, et 
poser k* = 1. Cependant, dans le cas présent, des bornes bien plus petites que 
celles du théorème 6 peuvent être obtenues par une modification convenable 
de la stratégie générale. Auer, Cesa-Bianchi, Preund et Schapire [2] (voir aussi 
Auer [1]) montrent en l'occurrence qu'un regret de l'ordre de n1'2 peut être 
atteint. Plus précisément, il est prouvé dans [15] que pour tout 8 G (0,1) et 
n ^ 8Nm(N/ô), on a, avec probabilité au moins 1 — ô, 

Ln - min L;,n ^ — y/nNln(N/ô) + — . (2) 
i=l,...,AT 2 2 
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Exemple 6 (Ajustement séquentiel des prix de vente, suite). — Dans le 
problème d'ajustement séquentiel des prix de vente décrit en introduction de 
cette partie, la matrice des répercussions est donnée par h(i,j) = a l { ^ } + 
&I{i>j}, où a et b sont deux réels distincts choisis arbitrairement dans [—1,1]. 
Pour a ^ 0, cette matrice H est inversible et l'on peut par conséquent prendre 
K = L H " 1 pour satisfaire aux conditions du théorème et obtenir, partant, 
une stratégie cohérente au sens de Hannan, avec un regret au plus de l'ordre 
de n2 /3 . C'est ainsi que l'on a obtenu un moyen pour le vendeur de fixer ses 
prix It de manière dynamique de telle sorte que sa perte ne soit pas tellement 
plus grande que celle qu'il aurait subie s'il avait su, et à l'avance, la suite 
des prix Yt des clients, et s'était décidé pour le prix constant optimal face 
à cette suite. Le choix numérique de a = 1 et b = 0 pour l'encodage des 
répercussions conduit à k* = 1, ce dernier est donc indépendant de N. Ainsi, 
l'ordre de grandeur en n et AT de la borne sur le regret de la stratégie générale 
de prédiction en information imparfaite est (nNlogN)2/3. 

Exemple 7 (Dégustation de pommes, suite). — Dans le problème de la 
dégustation de pommes décrit ci-dessus, on peut choisir l'encodage a = b = 1 
et c = 0 pour les répercussions. On rend alors la matrice des répercussions 
inversible, et une fois encore, le théorème 6 s'applique. 

Exemple 8 (Prédiction économe, suite). — On rappelle que le problème 
de prédiction économe vu comme problème de prédiction en information 
imparfaite correspond aux matrices de pertes et répercussions 

L = 
1 1 
0 1 
1 0 

et H = 
a b 
c c 
c c 

Comme le rang de L vaut ici 2, il suffit d'encoder la matrice des répercussions 
de telle sorte que son rang vaille 2, par exemple en choisissant a = 1/2, 6 = 1 , 
et c = 1/4. On a alors L = K H pour 

K = 
0 
2 

2 2 
- 2 - 2 
4 4 

Remarque 2 (Experts, ou actions multiples). — Lors de la définition du 
problème de prédiction en information imparfaite, on s'est restreint aux 
pronostiqueurs cherchant à prédire presque aussi bien que la meilleure action 
constante. Cela transparaît dans la définition du regret ; la perte cumulée du 
pronostiqueur y est en effet comparée à min»-!,...^ Ylt=i ^>*t)> à savoir, la 
perte cumulée de la meilleure action constante. On peut cependant définir 
également le regret en termes d'une classe d'experts (ou d'actions multiples). 
Un tel expert peut être identifié à une suite i = ( i i , . . . , i n ) d'actions 
it G { 1 , . . . , N}. La définition du regret tenant compte d'une telle classe S 
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d'experts est 

f^(Jt,Yt)-minf>(it,yt). 
t=l * t=l 

Il est facile d'étendre les stratégies de prédiction obtenues dans le problème 
simple de prédiction en information imparfaite décrit dans cette partie au 
cas plus général des actions multiples. En particulier, lorsque S contient M 
experts, on obtient une borne de fc*2/3(iVn)2/3(lnM)1/3 sur le regret. 

L'exemple 8, celui de la prédiction économe, révèle que la borne du théorème 6 
ne peut être améliorée significativement en général. Plus précisément, dans cet 
exemple (et dans d'autres où la condition L = K H est remplie), le regret est 
borné inférieurement par une quantité de l'ordre de n2 /3 . On prouve cela en 
adaptant la preuve du théorème 5 ; voir [17] pour les détails de l'adaptation. 
On peut se demander sous quelles conditions (idéalement minimales) sur les 
matrices de pertes et répercussions il est possible d'obtenir des stratégies 
cohérentes au sens de Hannan. Le théorème 6 indique que ceci est le cas dès 
lors qu'il existe un encodage des répercussions tel que le rang de la matrice 

H 
L 

obtenue par concaténation de celle des pertes et de celle des répercussions 
n'est pas plus grand que le rang de cette dernière. Cette condition suffisante 
n'est cependant pas nécessaire. Pour une discussion détaillée et des exemples 
supplémentaires, on renvoie le lecteur à [52], [17] et [15]. 

5. Plus court chemin dans un jeu de bandits manchots 

Les résultats présentés dans la partie 2 (Théorème 1) montrent qu'il est possi
ble de construire des stratégies de prédiction séquentielle dont la performance 
sur toute suite arbitraire d'observations est presque aussi bonne que celle du 
meilleur, sur cette même suite, parmi N experts (ou actions) ; à savoir, que 
la perte cumulée de la stratégie de prédiction, rapportée au nombre n de 
tours, est au pire égale à celle du meilleur expert plus une quantité propor
tionnelle à yJmN/n, ceci valant quelle que soit la fonction de perte bornée 
en jeu. La dépendance logarithmique en le nombre N d'experts à disposition 
permet d'obtenir des bornes utiles même lorsque N est grand. Cependant, les 
stratégies de prédiction les plus élémentaires, telles celles par pondération se
lon un potentiel, ont une complexité algorithmique proportionnelle au nombre 
d'experts, et sont ainsi impossibles à mettre en œuvre lorsque ce dernier est 
très grand. 

Cela dit, dans de nombreuses applications, l'ensemble des experts a une cer
taine structure qui peut être exploitée pour construire des algorithmes de 
prédiction efficaces. Une liste non exhaustive de références à l'exploitation 
d'une structuration sous-jacente contient Herbster et Warmuth [38], Vovk [59], 
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Bousquet et Warmuth [10], Helmbold et Schapire [37], Takimoto et War
muth [56], Kalai et Vempala [41], Gyôrgy, Linder et Lugosi [26, 27 ,28]. On 
pourra également consulter, pour obtenir une vue plus globale, Cesa-Bianchi 
et Lugosi [15, chapitre 5]. L'abondance de la littérature sur ce point montre 
que ce problème a suscité un grand intérêt dans la théorie algorithmique de 
l'apprentissage. 

On étudie dans cette partie le problème de trouver le plus court chemin entre 
deux points ; c'est un exemple représentatif de problème structuré, qui a retenu 
l'attention pour ses applications nombreuses. 

On considère un réseau représenté par un ensemble de nœuds reliés par des 
arcs, et on suppose que l'on doit envoyer un flux de paquets d'un nœud source 
vers un nœud de destination. A chaque pas de temps, un paquet est envoyé 
selon un parcours (à choisir) reliant la source à la destination. Chaque arc du 
réseau a un temps de parcours propre, qui dépend de la circulation locale ; et la 
durée totale que met le paquet pour parcourir tout le trajet est la somme des 
durées associées aux arcs formant ledit trajet. Ces durées peuvent changer 
de manière arbitraire à chaque pas de temps, et on cherche un moyen de 
déterminer les chemins de telle sorte que la somme des temps de parcours des 
paquets sur les chemins choisis ne soit pas tellement plus grande que sur le 
meilleur trajet du réseau. 

f Tt 

It It 

i f — i ! — * : — i t 

»• *è *> N I 

u 

u 
FlG 1. — Deux exemples de graphes orientés et acycliques, pour le problème du plus 
court chemin 

Naturellement, ce problème peut être formulé comme un problème de prédic
tion séquentielle dans lequel chaque trajet possible correspond à une action. 
Cependant, comme le nombre de chemins possibles est typiquement exponen
tiel en le nombre d'arcs, cela réclame des algorithmes dont la mise en œuvre est 
algorithmiquement rationnelle. Deux solutions d'inspirations très différentes 
ont été proposées. L'une d'entre elles se fonde sur la stratégie du «meilleur 
expert bruité», voir Kalai et Vempala [41], tandis que l'autre repose sur une 
implémentation efficace de la stratégie de prédiction par pondération expo
nentielle, voir, par exemple, Takimoto et Warmuth [56]. Chacune des deux 
solutions a ses avantages et peut être étendue dans différentes directions. 

On formalise le problème en considérant un graphe (fini), orienté et acy-
clique, défini par un ensemble V de sommets, et un ensemble d'arcs E = 
{e i , . . . ,e\E\}> Ainsi, chaque arc e G E est une paire ordonnée de sommets, 
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e = (^1,^2). Soient u et v deux sommets fixés dans V. Un chemin de u vers 
v est une suite e^\...,e^ d'arcs s'écrivant sous la forme e^) = {u,vi), 
e^) = (vj-i,v3) pour tout j = 2 , . . . , k - 1, et e(fc) = (1^-1,1;). On identifie 
chaque chemin à un vecteur binaire i G {0,1}'^' dont la j-ième composante 
vaut 1 si et seulement si l'arc e3- fait partie du dit chemin. Pour simplifier les 
choses, on suppose que tout arc de E est dans au moins un chemin de u vers 
v, et que chaque sommet de V est point d'arrivée (ou de départ) d'au moins 
un arc de E (voir la figure 1 pour des illustrations graphiques). 

A chaque tour t = 1 , . . . , n du jeu de prédiction, le pronostiqueur choisit un 
chemin It parmi tous les chemins possibles de u vers v. Une perte £e^ G [0,1] 
est alors assignée à chaque arc e G E. Formellement, on peut identifier le 
résultat Yt au vecteur de pertes £t G [0,1]'EI dont la j-ième composante est 
£ejtt. La perte subie par un chemin i au tour t est égale à la somme des pertes 
de chacun des arcs situés sur le chemin, c'est-à-dire que 

i{i,Yt) = i-tt. 

On s'autorise un léger abus de notations en écrivant e G i lorsque l'arc e G E 
appartient au chemin représenté par le vecteur binaire i. On observe alors que 
pout tout t = 1 , . . . , n et tout chemin i, 

i-£t = 2_^ ^e,t 
eei 

et que par conséquent, la perte cumulée de tout chemin i s'écrit comme la 
somme 

1 > ' . = £L«.« 
s = l e€i 

où Le,t = 5Zs=i ^e,s est la perte accumulée par l'arc e pendant les t premiers 
tours de jeu. Tout comme précédemment, le pronostiqueur peut recourir à des 
tirages aléatoires auxiliaires, et choisir It au hasard selon une probabilité pt 

sur l'ensemble des chemins de u vers v. On définit le regret comme la différence 

n n 

^ ^ , y , ) - m i n ^ £ ( i , r t ) 
t = l ! t=l 

dans laquelle le minimum est pris sur ledit ensemble de tous les chemins de u 
vers v. 

Par exemple, la stratégie de prédiction par pondération exponentielle, em
ployée sur cet ensemble, assure que le regret est borné par 

avec probabilité au moins 1 — ô, où M est le nombre total de chemins de u 
vers v dans le graphe et K est la longueur du plus long chemin. 
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On étudie dans cette partie la version «bandits manchots» du problème de 
trouver le plus court chemin entre deux points ; ici, on suppose - et cela est 
effectivement plus réaliste dans les applications - que le pronostiqueur n'a 
accès qu'aux pertes associées aux arcs qui sont sur le chemin qu'il a choisi. 
Plus précisément, après avoir choisi le chemin It au tour t, la valeur de la 
perte £ejt est portée à sa connaissance si et seulement si e G I*. 

Ce problème est bien une version des jeux de bandits manchots présentés dans 
la partie 4. Une application directe de (2) résulte en la borne suivante : avec 
probabilité au moins 1 — S, et avec les notations précédentes, 

£ £(It, Yt) - min £ *(i, Yt) < — ^/nMln(M/ô) + ^ ^ . 
t=i t=i 2 2 

Cependant, ce majorant sur le regret est inadmissible, parce que cet em
ploi direct d'une stratégie de prédiction par pondération exponentielle sur 
les pertes des chemins entraîne une dépendance de l'ordre de y/MlnM en 
le nombre M de chemins, ce qui est bien plus grand que la dépendance lo
garithmique, de l'ordre de \/lnM, correspondant au cas de la prédiction en 
information complète. Pour atteindre une borne qui ne croisse pas exponen-
tiellement en le nombre d'arcs du graphe, il est impératif d'utiliser la structure 
des dépendances entre les pertes des différentes actions (chemins). L'approche 
d'Awerbuch et Kleinberg [4] et de McMahan et Blum [46] a été d'étendre les 
techniques de prédiction du type « meilleur expert bruité » au cas des jeux de 
bandits manchots. Toutefois, les bornes qu'ils ont obtenues ne sont pas du 
bon ordre de grandeur, à savoir y/n, en le nombre n de tours de prédiction. 

Gyôrgy, Linder, Lugosi et Ottuckâk [29] proposent une variante soigneusement 
définie de la stratégie de prédiction pour les jeux de bandits manchots 
d'Auer, Cesa-Bianchi, Preund et Schapire [2] ; elle satisfait aux contraintes 
de performance requises ci-dessus. 

Dans ce qui suit, on note 11 l'ensemble de tous les chemins de u vers v dans 
le graphe acyclique (V, E). On considère les profits ge,t = 1 — £e,t, où e e E, 
et on note g£ le vecteur formé par l'ensemble des profits au tour t. 

On suppose que tous les chemins i G H sont de la même longueur, notée K > 0, 
afin de rendre aisée la conversion du problème de minimisation des pertes en 
un problème de maximisation des profits à travers l'égalité i • g* = K — i • £t. 

Un des traits essentiels de l'algorithme ci-dessous est que les profits sont 
estimés arc par arc et non pas chemin par chemin. Cette modification est la clé 
de l'amélioration de la borne sur le regret où le nombre \E\ d'arcs remplace le 
nombre M de chemins. En outre, les techniques de programmation dynamique, 
telles celles employées par Takimoto and Warmuth [56], conduisent à une 
implémentation efficace de l'algorithme. Un autre point important est qu'il 
faut s'assurer que chaque arc est visité suffisamment souvent. A cet effet, on 
introduit un ensemble C de chemins de recouvrement dont la caractéristique 
est que pour tout arc e E E, il existe un chemin i G C tel que e £ C. On 
remarque que l'on peut toujours trouver un tel ensemble de recouvrement, de 
taille \C\ ̂  \E\. 

29 



PREDICTION RANDOMISEE DE SUITES INDIVIDUELLES 

Stratégie pour trouver le plus court chemin 
dans un jeu de bandits manchots 

Paramètres : trois nombres réels /3 > 0, 0 < 77,7 < 1. 
Initialisation : we$ = 1 pour tout e e E; Wi?o = 1 pour tout i G 1Z; 

W0 = \K\. 

À chaque tour t = 1,2,..., 

(1) tirer un chemin It selon la probabilité pt définie par 

v w M - l J ^ ' f S + A *«6C' I 
(2) calculer la probabilité de choisir chacun des arcs e, 

y2 WM-I 
v - ' „ xi lâ | { iGC:eGi} | 

(3) estimer les profits 

-*=- sinon ; 

(4) mettre à jour les poids des arcs et ceux des chemins, 

we,t = Wej-ie119'^ 

eGi 

où g[t = Yleeî 9e,t-> e t déterminer la somme des poids associés aux 
chemins, 

i€7£ 

Au cours de la preuve, on fera usage des notations 

G,.„ = ;f>ft et Gln = J29i,t 
t = l É = l 

pour tout i G 1Z, 
n 

Gn = 22git,t, 
*=i 
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ainsi que 
n n 

Ge,n = Y, 9e,t et G'e>n = ^ 9e,t 

pour tout e e E. 

t= i É=I 

THÉORÈME 7. — Pour tout 5 G (0,1) et tout choix des paramètres (3, 7, n tel 
que 0 ^ 7 < 1/2, 0 ^ /3 ^ 1, r? > 0, et 277lf|C| ^ 7, le regret de la stratégie de 
prédiction définie ci-dessus est borné, avec probabilité au moins 1 — 5, par 

Ln - minL i j n < Knj + 2nnK2\C\ + — l n — + — -h n\E\0 . 
ien /3 ô rj 

En particulier, le choix de /3 = J ^ l n ^ i , 7 = 2nK\C\ et rj = J ^ S ^ 

implique que pour tout n ^ max < j ^ l n ^ , 4 | C | l n J V L 

L l i n ^ 2 ^ ï f ( V 4 ^ | C | l n J V + i / | £ ? | l n ^ Ln — min 

On ne donne ici que les grandes lignes de la preuve et on prie le lecteur 
intéressé par les détails de consulter [29]. On commence par le lemme suivant. 

Lemme 1. — Pour tous 5 G (0,1), 0 ^ /3 ̂  1 et e G E, on a 

ô 

P à E\ 
P 

En outre, pour tout i G 1Z, 

K \E\1 
Gi,n>G'i>n + ^ l n Ç 

P à 

Éléments de preuve. — La deuxième assertion découle de la première en 
considérant des réunions d'ensembles de probabilité au plus S/\E\. Pour 
démontrer la première inégalité, on fixe e G -E, et on remarque que l'inégalité 
de Markov entraîne que, pour tout u > 0, 

P[Ge,n > G'e,n + u] ^ e - ^ E e ^ - - ^ - ) . (3) 

Avec le choix de u = m(\E\/ô)/fi, il s'agit de montrer que Ee^G^n~G^^ ^ 1 
pour tout n. 
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À cet effet, on considère Zt = e^G^n~Ge^. La réécriture 

Zt = Zt-ie V ?e,t ) 

permet de voir facilement que EtZt ^ Zt-\ pour t ^ 2, où E t désigne 
l'espérance conditionnelle sachant I t _ i , . . . , I i ; en passant aux espérances, on 
a alors prouvé EZt ^ EZt-\. Un argument analogue montre EZ\ ^ 1, ce qui 
implique finalement EZn < 1, comme demandé. • 

Eléments de preuve pour le théorème 7. — La preuve commence, comme 
d'habitude, par la minoration et la majoration du log-rapport lnWn/Wo. On 
obtient la borne inférieure en écrivant simplement 

l n ^ = ln V " e ^ U - InJV ^ rj max G[ n - IniV (4) 

où l'on a utilisé que, par définition, Wi,n = evG'^n. 

Pour la borne supérieure, on note tout d'abord que la condition rj ^ oif |/»| 

implique que ng[t ^ 1 pour tous i et t, puisque 

^ , ^ 1 + p ^nK(l + p)\C\ ^ 

eGi eGi ^e>* ^ 

(où la deuxième inégalité découle de ce que qe^t ^ l/\C\ pour tout e). Par 
conséquent, l'inégalité ex < 1 + x + x2 pour tout x < 1 montre, après quelques 
calculs sans difficulté, que pour tout t ^ 1, 

i Wt n ^ , rj2 ^ / 2 

w t - i -L 7 ie-fc -L 7 iG<fc 

Pour majorer les sommes ci-dessus, on observe premièrement que 

5Z PM0M = XIPl'* H ^,i = X 0e,t 5Z ^ 
iG7£ iG?e eGi eeE iG^reGi 

= £^,tftft=0Itft + |£|/3. 
e G # 

Ensuite, il n'est pas plus difficile de voir que 

iG7£ eeE 

Par conséquent, 

^ = — < : (ffiut + \E\P) + — 2^3e,f 
Wt-1 1 - 7 1-7 elï 
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En additionnant ces inégalités selon t = 1 , . . . , n, il vient 

i W" <- * (n j . M**\ • V2K(l+ 13)^^, 

ln=T < : lG» + "l^l/3) + —: 2^G«.» 
W0 1 - 7 ^ ' 1 - 7 e 6E 

^ ( 1 + /3), 

•7 v ' ! ~ 7 

où la deuxième inégalité provient du fait que 5Z e e E G' e n < S i se G i , n -
La combinaison de cette borne supérieure avec la borne inférieure (4) entraîne 

< - 5 - (an + »|*|/ï) + ^ 1 M | C | ^ G U 

Gn > (1 - 7 - TJ#(1 + P)\C\) maxG;,n - 1—^lnAT - n\E\p. 
îen n 

Or, 1 - 7 - rjK(l + P)\C\ ^ 0 vu les conditions imposées sur les paramètres, 
de sorte que le lemme 1 implique qu'avec probabilité au moins 1 — S, 

( K \E\\ 1 - 7 
Gn > (l-7-vK(l + P)\C\)[maxGln - - l n ^ l̂nJV -

\ien /3 5/ n 

En se rappelant que Gn = Kn - Ln et G^n = Kn - L^n, on arrive à 

Ln ^ Kn (7 + r/(l + P)K\C\) + (1 - 7 - 1(1 + 0)K\C\) m i n L ^ 

K \E\ l - ' y 
+ ( 1 - 7 - 1 , ( 1 + p)K\C\) - l n ^ + ^lniV + n\E\p. 

p ô rj 

n\E\p. 

Cette dernière inégalité entraîne 

,2,,,, , K,JE\ , 1 - 7 , 
L„ - minLi „ < Kn-y + 77(1 + 0)nK2\C\ + — l n ^ + -lnJV + n\E\/3 

, 2 , . , . K^\E\ , lnAT 
< Kny + 2rinK2\C\ + — ln̂ —l- + + n\E\0 

/3 S V 

avec probabilité au moins 1 — 5. 

Le choix de 

/ 3 = . / — I i 3 et 7 = 2i/A-|C| 

a pour résultat, toujours avec probabilité au moins 1 - S, que 

,2.,,1 . l n A r . « . L i r i i P i i J ^ I Ln - minL i )n ^ 4r]nK2\C\ + + 2JnK\E\la^ , 
ien rj \j S 

dès lors que n > (K/\E\)ln(\E\/ô) (condition qui assure que /3 < 1). Enfin, il 
suffit de prendre 

V 
/ lniV 

4nX2 |C| 
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pour obtenir la deuxième assertion du théorème (et n ^ 41nJV|C| est requis 
pour garantir que 7 < 1/2). 

R e m e r c i e m e n t s : La plupart des résultats présentés dans cet article repo
sent sur des collaborations avec mes coauteurs Nicolô Cesa-Bianchi, Andrâs 
Gyôrgy, Tamâs Linder, Gyôrgy Ottucsâk, and Gilles Stoltz. Je suis reconnais
sant à Gilles Stoltz d'avoir t radui t en français cet article, et des remarques 
pertinentes qu'il a formulées au passage. 
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