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Sur les carrés dans certaines suites de Lucas

par MAURICE MIGNOTTE ET ATTILA PETHÖ

ARSTRACT - Let a be an integer ~ 3. If 03B1 = (a + ~a - 4)/2 and 03B2 =

(a - ~a- 4)/2, we consider the Lucas sequence un = (03B1n - 03B2n)/(03B1 - 03B2).
We prove that for a ~ 4, un is neither a square, nor a double or a triple
square, nor six times a square for n &#x3E; 3, except for a = 338 and n = 4.

RÉSUMÉ 2014 Soit a un entier &#x3E; 3. Pour a = (a + ~a2 - 4)/2 et 03B2 =

(a - ~a2-4) / 2, nous considérons la suite de Lucas un = (03B1n2014 03B2n)/(03B1201403B2).
Nous montrons que, pour a ~ 4, un n’est ni un carré, ni le double, ni le
triple d’un carré, ni six fois un carré pour n &#x3E; 3, sauf si a = 338 et n = 4.

1 Énoncé des résultats

Soient a et b deux entiers non nuls premiers entre eux. On suppose
A = a 2 - 4b &#x3E; 0 et on pose

Récemment, McDaniel et Ribenboim [1] ont étudié les carrés et les doubles
de carrés parmi les valeurs des suites u et v. Ils ont démontré des résultats
très précis qui impliquent en particulier l’énoncé suivant.

THÉORÈME A. Si a et b sont impairs et premiers entre eux et si un est un
carré ou le double d’un carré alors n  12.

Dans ce travail, nous ne considérons que le ca,s où b = 1, mais nous
supposons a quelconque et nous démontrons le résultat suivant.

THÉORÈME. ,S~oit a un entier &#x3E; 3, tel que A = a2 - 4 ne soit pas le carré
d’un entier. Nous posons a = (a + va2 - 4)/2 et 13 = (a - a2 - 4)/2, et
nous considérons la suite de Lucas un = u,,(a) = (an -,û’~)/(a - ~3). Alors,

Manuscrit reçu le 7 décembre 1992, version défin’itive le 14 septembre 1993.
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pour a &#x3E; 4, un n’est ni un carré, ni le double, ni le triple d’un carré, ni six
fois un carré pour n &#x3E; 3, sauf si a = 338 et n = 4.

2 Etude de certaines unités

Soit y un entier algébrique dont les conjugués sont 1 = Il, y2, ... , Id,
on pose M (1) = max{l, 

LEMME 1. Soit 1 un entier algébrique de degré d, alors le discriminant D
de l’ordre vérifie

Démonstration. En effet,

et la conclusion résulte de l’inégalité de Hadamard. CQFD

Les racines du polynôme X 2 - aX + 1 sont a et {3. On définit le nombre

algébrique complexe 9 = Les conjugués de 9 sont 8, -0, 01 =

~3~ et Le corps K - Q(O) est un corps quartique qui admet
exactement deux plongements réels. Le rang du groupe de ses unités est
donc égal à 2. On remarque que a et e = 1 -~- 8 sont des unités de K.

Montrons d’abord que pour a &#x3E; 4, a est une unité fondamentale de
l’ordre Z[a]. On a Discr Z[a] = a2 - 4, et si a = (.¡)k, (.¡) E Z[a], k &#x3E; 0, alors
Discr w2 ~-- w-2 ~ 2  a 2/k + a-2/k + 2 ; ce qui impose k = 1 pour
a&#x3E;4.

Notons z - x’ = x, z - xi et x Ho xi les plongements de l( dans C
qui envoient respectivement 0 sur -8, 91 et -B1. Si a = wk, w E R = 
k &#x3E; 2, alors ww’ est une unité de Z[a] et donc k = 2 ; mais, comme les
quatre conjugués de fl sont réels, ceci est impossible. Donc, en appliquant
le théorème 7.1, chapitre 5, de [2], on conclut que a appartient à un système
fondamental d’unités de R.

Nous allons montrer que (a, s) est un système fondamental d’unités de
R. D’après [2], chapitre 5, théorème 7.1, il suffit de montrer que l’équation
1 = ahwk n’a pas de solution w avec 0  h  k. Une telle relation

implique = ,a2 = a2h«(.¡)(.¡)’)k, avec = a-u. Donc uk = 2(h + 1),
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et u = 1 ou 2. Dans les deux cas, ceci conduit à ~~, .~ &#x3E; 2, où
E

Le lemme 1 permet de montrer que  2. D’où le résultat.

3. Réduction au cas d’un indice impair

Remarquons d’abord que si a est impair, alors un pair équivaut à n
divisible par 3, tandis que si a est pair, on a un * n mod 2.

LEMME 2. Soit p &#x3E; 5 un nombre premier. Alors, tout diviseur premier de
up est supérieur ou égal à p. De plus, si plup alors p divise A.

Dêmonstration. Supposons que q soit un nombre premier, q f A. Comme
Un = (an - ,~in)~(a - {3) et que 1, le fait que q divise un équivaut
à la condition c~2n - 1 mod q. Il en résulte que, pour p premier &#x3E; 5, si q
divise up alors q ne divise pas un pour 0  n  p.

Par ailleurs, le corps fini IFq(a) est égal à IFq lorsque (~) = +1 et à IFq2
lorsque () = -1. Dans le premier cas, si alors, comme 1

q

mod q, on a 1). Dans le second cas, on a aPa = {3a = 1

mod q et donc pl(q + 1). Donc, dans les deux cas q &#x3E; p.

Si alors p divise A (d’ailleurs, si plA, on a ~n mod p et
donc plup). CQ FD

On notera par Cl le carré d’un entier non nul et par wp(x) la valuation
p-adique de l’entier x .

LEMME 3. ,Soit m un entier dont le plus grand diviseur premier est q &#x3E; 3.

Si ou 2C ou 3D ou 6D, alors uq = 0 ou uq2 = D.

Démonstration. Soit m un entier dont le plus grand diviseur premier est
q &#x3E; 3 et tel que um = El ou 2E] ou 3CI ou 6E].

D’après la remarque qui précède le lemme 2, uq est impair. De plus
uqlum- Soit r un diviseur premier de uq, d’après le lemme 2, r &#x3E; q. La

preuve du lemme 2 montre que si alors Soit 8 = Sup-
posons que et posons n - qn’. Alors, si r { A, on a r &#x3E; q, et la

congruence
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où r t a’, montre que r8+1 )un si, et seulement si, On a donc wr( um) =
s, s pair. n s’ensuit que uq est un carré si q fi A.

Reste le cas où et où uq n’est pas un carré. Alors est impair,
aq * j3q mod qv"A et

donc Wq( Uq2) = 1 + wq(uq) est pair. Les autres diviseurs de uq2 sont

strictement supérieurs à q et l’argument précédent montre que u. 2 est un
carré. CQFD

LEMME 4. Soient a &#x3E; 3 et m = 283t avec s, t &#x3E; 0 et s + t &#x3E; 2. Il existe

alors un nombre premier p &#x3E; 5 tel que wp(um ) soit impair, excepté pour
a = 338, m - 4 et 62142 et pour a = 3 et m - 6, auquel cas
um = 122 .

Démonstration. Plus tard, nous démontrerons que l’assertion est vraie pour
m = 4, 6 et 9. Supposons qu’elle soit vraie pour toutes les paires (s, t) avec
2  s+t  S. Soient s et t tels que s -~- t = ,S’ et soit m = 2~3~. Si s &#x3E; 0, soit
m’ = m/2, sinon soit m’ = m/3. Dans le premier cas, um - umivmi, tandis
que um - um, (vm, -1 ) dans le second cas. Par hypothèse, il existe p premier
&#x3E; 3 avec impair. Comme (um,, = 1 ou 2 et (um,, vm, -1) = 1
ou 3, on a = et l’assertion est démontrée.

Considérons d’abord le cas m = 4. Notons que U4 = a(a2 - 2) et v4 -

Si u4 = D alors a(a2 - 2) = D. Si a est impair, (a, a2 - 2) = 1 et

a2 - 2 = 0, ce qui est impossible. Si a est pair alors a = 2x2, a2 - 2 = 2y2,
donc 2x 4_1 = ~ et Ljungreen [3] a montré que ceci implique (~ y) = (1,1)
ou (13,239). Donc a = 338. On a toujours v4 fl D, de plus v4(338) ~ 20,
donc D 2D pour s &#x3E; 2. On constate que wi13(u12(338)) =

= 1.

Si u4 = 2C, a doit être pair. Et on a a = El, a 2 - 2 = 20, soit a = 4X2
et 16x4 - 2 = 2y2 : impossible modulo 8.

Si u4 = 30 ou 6n alors 31a et a2 - 2 = 0 ou 2D. Il est clair que la

première relation est impossible, et la seconde est impossible modulo 9.
D’où le résultat pour m = 4.

Supposons maintenant que u9 = O, 20, 3D ou 6~. Il est facile de voir

que
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où le nombre v3 - 1 est toujours impair.
Si 31 a alors (u3, v3 - 1) = 1 et 3 t donc, si u9 = 0 alors u3 = D et si

u9 = 2D alors v32 - 1 1:1, ces deux cas sont donc impossibles.

Si a = 1 mod 3 alors (~cc3, v3 - 1) = 3 et ni 2, ni 3 ne divisent a3 - 3a + 1
et a3 - 3a + 1 = D est impossible modulo 3, il existe donc p premier &#x3E; 3
avec wp(a3 - 3a + 1) = impair.

Si a - -1 mod 3 alors (u3, V 3 2 _ 1) = 3 et ni 2 ni 3 ne divisent a3 - 3a -1.

Sia2-1=20 alors a = ak où ao = 1, a, = 3 et ak+2 = 6ak+1 - ak
pour k &#x3E; 0, ce qui impose a - 1 mod 4 lorsque a = -1 mod 3. Mais,
puisque a - 1 mod 4, on a (1) = al = (-1l = -1 : contra,diction.Cal 3 3 ) = -1 :

Si a2 - 1 = 6Q alors a = ak où ao = 1, a, = 5 et ak+2 = 10a+1 - ak
0, donc a - 1 mod 4 : contradiction déjà vue.

Si a2 - 1 = 3D alors a = ak où ao = 1, 2 et ak+2 = 

pour k &#x3E; 0, ainsi a - 2 mod 4 lorsque a m -1 mod 3. Donc a-l,a-i-1) = 1
1 = D, on a

ce qui impose  t3 + 1 et la seule solution est t = 1, ce qui correspond
à a = 2 et ug = 9 (cas exclu, puisque a &#x3E; 3).

Enfin, supposons que u6 = 0, 2n, 3D ou 6D. Notons que U6 = U3V3 et

Si U6 = 0 alors u3 = 2n et v3 = 2~. Donc a impair, a2 - 1 = 2~~,
a(a2 - 3) = 2y2. Ce qui donne a = 3Z2 et a2 - 3 = 6t2. D’où les conditions
9z4 - 1 = 2X2 et 9z4 - 3 = 6t2. On a la solution évidente z = 1, le
lemme 5 ci-dessous montre que c’est la seule. Ainsi, a = 3. On constate
que W7fUl2(3)1 = W17tUl8(3)1 = 1.

Si u6 = 2D alors u3v3 = 2D, avec D, donc v3 = D, u3 = 20 et
a impair. Comme v3 = a(a2 - 3) avec a impair, on a v3 - f2 mod 4, en
contradiction avec v3 = 0.

Restent les cas us = 3D ou 6n.

v3 = D est impossible. En effet, dans ce cas 3~3, ainsi 3 t a et donc
3 t v3. Donc (soit a = 2) : contradiction.

u3 = 0 est impossible.
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v3 = 20, u3 = 30 ou u3 = 60 ne peuvent avoir lieu que pour a = 2. En
effet 3 t a, et donc a2 - 3 = 0 ou 2C. La première équation donne a = 2,
la seconde est impossible modulo 3.

u3 = 2x2, v3 = 3CI ou 60. Alors a est impair et divisible par 3. Donc
s( 20133)=let=. On aboutit à l’équation y4 - 2x2 = 1 qui, d’après
Ljungreen [3], ne possède que la solution triviale y = 1. On constate que
W7fUl2(3)1 = 1 et que ul8 = us(vs - 1) = U6 x 103683, où 103683 =
3 x 17 x 19 x 107. Ce qui achève la démonstration, du lemme. CQFD

LEMME 5. Le système d’équations en nombres entiers positifs

n’a que da solution banade Z = 1.

Dérnonstration. Supposons X, Y et Z positifs. La première équation im-
plique (2Y)2 - 6Z2 = 2 et comme 2 = (2 + ~)2(5 - 2y’6), on en déduit
l’existence d’un entier s &#x3E; 0 tel que = (2~-~)(5~-2~)s. La se-
conde relation implique l’existence d’un entier positif t tel que =

(3 ~- 2V2)t. Donc

Il en résulte que la quantité

Une application de l’estimation de M. Waldschmidt [5] fournit la borne t 
1021. Ensuite, on procède comme Baker et Davenport en [4] : une première
application du lemme ci-dessous avec q = 337472905923410699064273181
conduit à la nouvelle borne t  30. En choisissant cette fois q = 264 on
trouve t  4. Puis on vérifie que la seule solution est t = 1, d’où Z = 1.
CQFD
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LEMME 6 (Baker-Davenport, [5]). Soit ’P = ~2 ~- a2, où les ai sont
entiers, 0  ai  B, et les ei réels, tel que Icpl  e- Àal, @ A &#x3E; 0. Soit

q un entier positif tel que  llq et e = Blq &#x3E; 0, alors

(où IIxll [ est la distance à l’entier le plus proche).

4 Démonstration du théorème

Supposons que le nombre un = soit le carré d’un entier x, alors

an+l = ayjSx2 + af3n. Lorque n est impair &#x3E; 5, n = 2m + 1 avec m &#x3E; 2,
et cette relation implique

donc 8x + f3m est une unité. D’où l’existence d’entiers u et v, v &#x3E; 0, tels
que

De ces relations, il vient

donc, compte tenu de la formule x2 = (an - ~in)/(a - /3),

Par ailleurs, il existe un entier k tel que

vérifie 4~32’"’’~ donc

Mais, en utilisalit les résultats de [6], on obtient la minoration

Il en résulte que v  V = 4,6 x 106. En développant log(e/t), on obtient
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On voit que pour v = k on a lAI 2:: 1~(2a), ce qui contredit la majoration
précédente de on a donc v &#x3E; k, ce qui implique v &#x3E; Jr(a - 2)/2. Donc
a  2 + 2v/1r  2,9106.

Pour a &#x3E; 800000, on a 1  v - k  3 et on vérifie rapidement (sur
ordinateur) que la majoration JAI  n’a pas lieu.

Un second calcul sur ordinateur montre que JAI &#x3E; a-3v-2 pour 16 
a  800000 et 0  v  V. Pour ces valeurs de a, il s’ensuit que l’on a

ce qui implique v  6, donc a  2 +  6 : contradiction.

Pour 4  a  16, on a 1~(2700v2) si 0  v  V. D’où

soit v  11, donc a  2 + 2v/x  10 et l’inégalité (*) donne m  10 ; une
vérification directe montre qu’il n’y a pas de solution.

Le théorème est alors une conséquence directe des lemmes 3 et 4.

Remarque : L’article [7] de Cusik contient le résultat suivant. Soit vn la
suite définie par les conditions v1 - 1, v2 - 2 = k et vn - kvn-i - Vn-2,
(c’est exactement notre suite un). Alors, pour k &#x3E; 2, la suite vn ne contient
jamais deux carrés consécutifs, excepté lorsque k est un carré, auquel cas
les seuls carrés consécutifs sont VI et v2. Ce résultat est une conséquence
immédiate de notre théorème.
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