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Groupe des unités pour des extensions diédrales

complexes de degré 10 sur Q

par OMAR KIHEL

RÉSUMÉ. Le but de cet article est de montrer qu’un ensemble
quelconque de quatre racines des polynômes quintiques p(x) ex-
hibés par H. Darmon forme sous certaines conditions un système
fondamental d’unités de la fermeture normale du corps Q(03B8) où
p(03B8) = 0.

ABSTRACT. The purpose of this paper is to show that any set
of four roots of the quintic polynomials exhibited by H. Darmon
forms under certain conditions a fundamental system of units for
the corresponding dihedral fields.

1. Introduction

L’étude des propriétés arithmétiques des corps de nombres est souvent
liée à la connaissance du groupe des unités de ces corps. Il est donc normal
de chercher à exhiber un système fondamental d’unités pour certain corps
de nombres ; toutefois, la détermination d’un tel système n’est pas tou-
jours facile. On se contente parfois d’un système indépendant. D. Shanks
a étudié dans [15] les corps cubiques simples où les unités apparaissent de
manière évidente en fonction d’une variable qui paramétrise ces corps. R.
Schoof et L. Washington ont étudié dans [16] une famille de polynômes
quintiques trouvés par Emma Lehmer et ont montré qu’un ensemble quel-
conque de quatre racines forme un système fondamental d’unités pour les
corps cycliques correspondants. À partir d’une observation faite par J. Con-
way (proposition 2.1), H. Darmon dans un travail non publié [6] a exhibé
une famille de polynômes de degré 5 dont les corps de décomposition sont
des extensions diédrales de degré 10 sur le corps de fonctions tels

que lorsqu’on spécialise en ,S’ _ -2 ou bien en S = -4 avec T entier positif,
les racines de ces polynômes sont des unités dans les extensions diédrales
correspondantes. Dans la première section de ce travail, on reconstruit la
famille de polynômes trouvés par H. Darmon. On montre dans la section 3
qu’en spécialisant en S = -2, les extensions diédrales sont non ramifiées
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sur leurs sous-corps quadratiques respectifs et en ajustant la méthode de
R. Schoof et L. Washington [16], on montre que pour T &#x3E; 385000, quatre
racines quelconques des polynômes de Darmon forment un système fonda-
mental d’unités pour ces extensions diédrales. Pour les petites valeurs de
T, on montre que l’indice ne peut prendre que les valeurs 1, 5,11 ou 16. On
exhibe ensuite un système fondamental d’unités pour les sous-corps quin-
tiques. Dans la dernière section, on spécialise en S = -4 avec T entier posi-
tif ; de la même manière qu’à la section 3, on montre que pour T &#x3E; 141590,
quatre racines quelconques des polynômes de Darmon forment un système
fondamental d’unités pour les corps diédraux correspendants, et on exhibe
également un système fondamental d’unités pour les sous-corps quintiques.

2. Polynômes de degré 5 et extensions diédrales

Passons à l’étude des polynômes de Darmon.

Proposition 2.1. Soit {Xi}iEN une suite quelconque satisfaisant la récur-
rence

Alors xi est périodique, de période 5.

Cette affirmation se vérifie par un calcul direct.
Soit

un polynôme de degré 5 dont les racines úJl, ... , w5 satisfont la récurrence
(1), les indices étant lus modulo 5. Posons

et

Le polynôme p(x) s’exprime en fonction de ,S’ et T. Si h est une expression
en fonction des wi, notons par [h] la somme des cinq expressions obtenues
à partir de h en permutant cycliquement les indices des cv2. Par exemple,
T = cv2~, et S = Avec cette notation, on a

ce qui entraîne
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Soient ~1, ... , U5 les fonctions symétriques élémentaires de Newton.
H. Darmon a montré que l’on a alors

Donc les racines du polynôme
- n L"’III.

de Darmon [6] satisfont la récurrence (1), quelles que soient les valeurs de
S et T. Ici S et T sont des polynômes invariants par l’action de Galois.
De plus, P(x) est le polynôme le plus général de cette sorte, dépendant des
deux paramètres S et T. Soit G le groupe de Galois du polynôme p(x)-
Comme le polynôme est de degré 5, alors l’ordre de G est un multiple
de 5. Montrons que G C D5, le groupe diédral d’ordre 10.
Commençons par un lemme.

Lemme 2.1. Soient F un corps et P(x) un polynôme irréductible à coef-
ficients dans F de degré p sur Q où p est premier. Si toutes les racines
de s’ezpriment d’une manière rationnelle en fonction de 2 racines
seulement, alors le groupe de Galois de P(x) est un sous-groupe résoluble
du groupe symétrique 8p.

Les 5 racines wl, ... , c~5 du polynôme s’expriment en fonction de wl
et cv2 (récurrence (1)). Alors le groupe de Galois de p(x) est un sous-groupe
résoluble du groupe S5. On sait qu’un sous-groupe résoluble de S5 est de
cardinalité au plus égale à 20. Soit J l’unique sous-groupe (à conjugaison
près) résoluble de S5 contenant 20 éléments. Alors J est engendré par a et
/3, où

et

Supposons que le groupe de Galois G est égal à J tout entier. Appliquant
l’élément ~3 à la relation w3 w5 = w4 + 1, nous avons alors W4 w5 - wl + 1.
Puisque w2 w5 - wl + 1, nous obtenons alors que w2 - W4. Ce qui donne
une contradiction. Ainsi G est un sous-groupe de D5.
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On montre par spécialisation que le groupe G est en fait D5 tout entier.
Il suffit de spécialiser par exemple en S = -2 et T = 1 pour trouver que
le groupe de Galois du polynôme p(x) obtenu est le goupe diédral D5 tout
entier. Le corps de décomposition L de p(x) est donc une extension diédrale
de degré dix sur le corps des fonctions Q(S,T). Le groupe de Galois G est
donc engendré par Q et p où

Appelons K le sous-corps de L fixé par le sous-groupe distingué ~I de
D5 d’ordre 5, et ki (i = 1, ... , 5), les cinq sous-corps de L de degré 5 sur
C~ (,5’, T) . Le corps quadratique K est engendré par l’élément

Un calcul fait sur ordinateur nous donne que

Un autre calcul nous permet d’ailleurs de constater que le discriminant de
p (x) est égal à

3. Groupe des unités quand _ -2

En prenant S = -2, le polynôme p(x) dont nous noterons les racines 01
(la racine réelle), 92, 03, 04, 05, devient

et le discriminant de

Remarque 3.1. Pour la suite de ce travail, on suppose que T est un en-
tier strictement positif et le corps L devient simplement une extension
algébrique diédrale L de degré 10 sur Q dont le sous-corps quadratique
imaginaire est désormais dénoté K, le sous-corps quintique réel est Ki et
les sous-corps quintiques complexes sont K2, K3, K4, K5. De plus, on sup-
pose que A(T) est libre de carrés. Il existe en fait une infinité de T pour
lesquels A(T) est libre de carrés.

Théorème 3.1. Les racines de p(x) engendrent un groupe d’unités de L
de rang 4.
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Preuve. (i) Montrons que pour tout i = 1, ... , 5, les unit£s 0j et 0j +1 sont
indépendantes. Il suffit de le démontrer pour 01 et 01 + 1.

Soit

avec a et b dans Z. Alors a = 0 si et seulement si b = 0.
Soit a ~ 0 ; appliquons a, puis ~4 à (2) ; après avoir multiplié, nous

avons alors

Elevons chaque membre de (2) (resp. (6)) à la puissance a (resp. b). Nous
obtenons alors 

-

comme 91 n’est pas racine de l’unité, ceci implique que a2 - ab - b2 = 0,
i.e. a = b = 0, d’où une contradiction.

(ii) Montrons maintenant que quatre racines quelconques de p(x) sont des
unités indépendantes. Le groupe de Galois agit sur ces unités en les permu-
tant ; il est donc suffisant de montrer que 82, ~3? 04 et 85 sont indépendantes.
Supposons qu’il existe quatre entiers a, b, c, d tels que

En appliquant la conjugaison complexe p à la relation (7), on obtient

Les relations (7) et (8) nous donnent

Vérifions que 02 B5 et 03 B4 sont deux unités indépendantes. Remarquons
que 03 04 = Bi 1 BZ 195 1 ; d’après (i), 01 et 02 05 = 01 + 1 sont des unités
indépendantes. Il s’ensuit que 02 05 et 03 04 sont deux unités indépendantes.
On déduit alors de (9) que
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En appliquant Q à la relation (7) et en utilisant le fait que 81 ~2 83 84 B5 = 1,
on déduit que

En refaisant le même raisonnement pour l’équation (11), on obtient le

système suivant

Les systèmes (10) et (11) nous donnent a = b = c = d = 0. 0

Lemme 3.1. Le discrimindnt = A2(T) pour tout i E {1, ... , 5}.
Preuve. Les cinq corps Kl, ... , K5 étant conjugués l’un de l’autre par des
éléments de H, alors = DK2/Q = DK3~Q = DK4~Q = De

plus divise le discriminant de qui est égal à A2(T), de sorte
que 02(T) = disc(p(x)) = a? disc(Ki) pour ai E Z. Tout premier divisant
0(T) se ramifie dans L et donc dans Ki et Kj (car KiKj = L) pour i =1 j ;
donc tout premier divisant A(T) divise DKi~Q et par suite = 02(T)
pour tout i E {l, ... , 5}, car 0(T) est libre de carrés. D

Théorème 3.2. L’extension L/K est non ramifiée.

Preuve. Supposons le contraire. Soit P un premier de K qui se ramifie dans
L, et soit p le premier de Q au-dessous de P, c’est-à dire p = pnz. Alors
p se ramifie dans L et donc dans tous les sous-corps Ki vu que L = Ki Kj
pour i ~ j. Donc p divise A(T), et par suite se ramifie dans K ; alors p se
ramifie complètement dans L :

Si on note par T(P’) le groupe d’inertie de P’ et par Gi(P’) son i-ème
groupe de ramification, on obtient alors T(P’)=Go(P’)=G. Les diviseurs
premiers de 10 ne se ramifient pas dans L ; en effet, 2 et 5 ne divisent pas
A(T), donc ne se ramifient dans aucun sous-corps de L. Comme 2 et 5 ne
se ramifient pas dans L, et que e = 10, alors p ~ 2, p # 5, eo = 10, de
sorte que est cyclique d’ordre eo = 10, ce qui donne une
contradiction car G = Go(P’) est diédral d’ordre 10. 0

Pour T &#x3E; 0, le nombre de plongements réels de L est égal à 0 ; donc le
groupe des unités de L sur Q est de rang 4.

Lemme 3.2. Si s E 01 alors NL/K(e) = ~1.

Preuve. Le corps quadratique imaginaire K est différent de C~(~) et de
Q( 3) et donc 0* /Q = D
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Il existe un H-homomorphisme a de 0* dans l’anneau de groupe R[H]
donné par

Le noyau de a est l’ensemble des racines de l’unité dans L , i.e. ~+1, -1~.
De plus est contenu dans l’idéal d’augmentation

V est un hyperplan dans il est donc de dimension réelle égale à 4. Enfin,

qui est un réseau dont le Z-rang est 4 dans V.

Lemme 3.3. 0* est un Z(H~-module.
Lemme 3.4. Il existe un isomorphisme d’anneaux entre Z[(5] et Z[H]/(N)
qui à Q associe (5, où N = 1-+Q-U2+Q3+Q4 E Z[H] représente la H-norme
et où (5 est une racine primitive cinquièrrae de l’unité.

Pour un espace vectoriel réel V et A C V, un réseau de rang maximal
dans V, on note dét(A) le volume de V/A.
Théorème 3.3. Soit V un espace vectoriel réel de dimension 4 muni d’un
produit scalaire. Soit A C V un réseau dont le Z-rang est 4 et H un

groupe d’ordre 5 qui agit isométriquement sur V. Supposons que N = I: T
TEH

annule V. Alors, il existe un vecteur x, qui engendre A comme H-module,
satisfaisant 

~ ~ 

Preuve. Voir le théorème 2.2 de [16]. 0

Corollaire 3.1. Il existe - E C~L une unité qui engendre °t/{::i::1} comme
H-module telle que

wr ,

où RL est le régulateur du corps L.

Preuve. On vient de voir que °L/ { + 1, -1} est isomorphe à un réseau A C
V dont le Z -rang est 4. On munit l’espace vectoriel V qui est annulé par la
H-norme du produit scalaire suivant : pour
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Ici H agit isométriquement sur V. D’après le théorème 3.3, il existe e e Or
tel que Il,-Il  On vérifie que dét(A) = v5RL car r + s = 5,
où r = 0 est le nombre de plongements réels et s = 5 le nombre de paires
de plongements complexes de L . Alors

Remarque 3.2. Soit e l’unité de L du corollaire 3.1. Alors ou bien Q(e) =
Ki pour un certain i ou bien Q(e) = L.

Théorème 3.4. Si Q(c) = Ki pour un i, alors RL &#x3E; 24B2 pour
un

Preuve. Soient el, ... , e5 les conjugués de e ; on ordonne les ej de telle sorte
que [ ~ ...  le51. Alors

Dans cette dernière inégalité on utilise le fait que

Par conséquent, 1 En utilisant l’inégalité

de Cauchy-Schwarz on obtient

D’après le corollaire 3.1, on aura

Théorème 3.5. Si Q(s) = L, alors I~ pour un 1
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Preuve. Rappelons que Ki est le sous-corps réel de degré 5 de L. Alors
= L. On sait que

Sans perte de généralité, on peut supposer

Il y a quatre cas à discuter. Discutons ici juste le cas où

et

Les autres cas se traitent de la même manière. Alors

où

Ainsi dans tous les cas, nous avons

Lemme 3.5. Les racines 82 de p(x) dans le corps des complexes vérifient :
1 ,.."..., 1 .. , ’B. ,.. 

fi
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Preuve. (a) On vérifie sur ordinateur que pour T &#x3E; 4,

Alors la racine réelle 01 de vérifie

. Par conséquent, 1

- r w _

(b) On utilise la récurrence B2B5 = 01 + 1, 92 et B5 étant des complexes
conjugués. On obtient que

ce qui entraîne

Donc

Ainsi

Théorème 3.6. Pour T &#x3E; 388000, les racines de P(x) engendrent un
groupe d’unités U tel que Pour T &#x3E; 86,

Preuve. La preuve se fait en trois étapes.
1. Soit R = R(02,03,04,05), alors U] = Les plongements (7 de
L dans C étant tous complexes, alors j J
- . A . _ _ ,- . - . - . - ¿ -

Par conséquent,

En utilisant le lemme 2.5 on obtient
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où [Dç [  0.2. On vérifie facilement que l’expression de droite prend sa
plus grande valeur lorsque Dç = -0.2. En utilisant les théorèmes 3.4 et 3.5,
on vérifie que [0* : U] = RL  5 pour T &#x3E; 388000. Donc iL  5.

2. Lf et sont tous deux des Z[(5]-modules. D’après le corol-
laire 3.1, on peut trouver E Vi qui engendre O£ /(+1) comme Z[(5]-
module. Soit 0 une racine de p(x) fixée, 0 E Vi, alors il existe a E Z[(5] tel
que 0 = ±a,-. Le groupe des unités engendré par les racines de p(x) vérifie
U £É Z[(5]0. Par conséquent

comme Z[(5]-modules. Donc

Alors si q est la plus grande puissance d’un premier qui divise iL (i.e.
Normz[(s]/z(a)) alors q - 0 ou 1 (mod 5). Puisque pour T &#x3E; 388000,
iL  5, alors iL = 1. On vérifie que pour T &#x3E; 86, iL  25 ; donc les seules
valeurs possibles de iL sont 1, 5, 11 et 16.
3. Montrons maintenant que iL ,~ 11. Supposons le contraire. D’après
le lemme 3.4, Z(H~/(N) en tant que H-modules. On sait que
Z[(5] est un module sur H et aussi sur le groupe diédral D5 = Q, p :

id, p2 = id et par = p &#x3E; . On sait que Q agit sur Z[(5] comme
multiplication par (5.

Déterminons l’action de p sur Z[(5]. Posons alors

On obtient que

et par suite

En continuant le même processus, on aura

Ainsi

Or on sait que p2 = id, de sorte que

Par conséquent u est une unité dans Z[(5] .
Nous avons
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donc

où I est l’idéal principal de Z[(5] engendré par a. De plus p opère aussi sur
l’idéal I et on a

Comme u est une unité dans Z[(5], on a aussi

Ainsi I = I. On sait que 11 se décompose complètement dans Z[(s] et on a

où Pi = ~2 et ~3 = ?~4. Alors ~Z = I pour un certain i E {1, 2, 3, 41 ce qui
est en contradiction avec I = ~. D

Corollaire 3.2. + 1} est un système fondamental d’unités de Ki,
pour tout i ~ {!,... 5~.
Preuve. Comme les Ki sont conjugués l’un de l’autre par des éléments de
H (le sous-groupe d’ordre 5 de D5), il suffit de faire la preuve pour KI (le
sous-corps réel de degré 5 de L). Rappelons que KI a quatre plongements
complexes et un plongement réel ; donc son groupe des unités est de rang
2. Comme o2 85 - 81 + 1 (voir (i) de la preuve du théorème 2.1), alors o1
et 01 + 1 sont indépendantes. Montrons maintenant qu’elles engendrent le
groupe des unités de Ki . Soit u une unité dans Ki , alors u est une unité
dans L , et par suite u = 8:4. Soit p la conjugaison complexe ;
donc u = p ( u ) = :f:8~1 On déduit alors que a3 = a4 et a2 = 0, et
ainsi u = (0, ~4)~. Comme par ailleurs 03 04 = (01 82 05)~~ = (01 (01 +
1 ) ) -1, le résultat découle immédiatement. D

Remarque 3.3. On a vérifié sur ordinateur avec PARI que pour les va-
leurs de T comprises entre 1 et 100, ~81, 81 +1} est un système fondamental
d’unités de K 1.

4. Groupe des unités quand ~S’ = -4

Prenons ,S’ = -4 ;le polynôme de Darmon dont les racines seront encore
dénotées 01, 02, 03, 04, 05, devient

et

On garde dans cette section les mêmes notations qu’à la section précedente.
On suppose T entier supérieur à 2 ; le corps quadratique K est alors ima-
ginaire et les racines de p(x) sont des unités dans L. On suppose toujours
que A(T) est libre de carrés. De la même manière qu’à la section 3, on
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montre que pour T &#x3E; 141590 quatre racines de p(x) prises au hasard sont
des unités indépendantes et forment un système fondamental d’unités de
L. Les théorèmes 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5 et les lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et
3.4 restent vrais et les preuves sont exactement les mêmes. Le lemme 3.5
devient

Lemme 4.1. Les racines BZ de p(x) dans C vérifient :

Preuve. (a) On vérifie que pour T &#x3E; 14,

Alors la racine réelle 01 de p (x ) vérifie : -1.02(T + 3)-’  01  1 (T +
3)-1, d’où le résultat. Pour (b) et (c) on fait exactement comme dans le
lemme 3.5. D

Théorème 4.1. Pour T &#x3E; 141590, les racines de p(x) engendrent un
groupe d’unités U tel que iL = ~C~L : {+1,-!}~] = 1. Pour T &#x3E; 50,
i = 1, 5, 11 ou 16.

Preuve. Elle est identique à celle du théorème 3.6. D

Corollaire 4.1. + 1} est un système fondamental d’unités de Ki,
pour i ~{!,..., 5}.
Preuve. Voir la preuve du corollaire 3.2. D
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