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Familles de fonctions L de formes

automorphes et applications

par PHILIPPE MICHEL

RÉSUMÉ. Une notion importante qui a émergé de la théorie analy-
tique des fonctions L ces dernières années, est celle de famille. Par
exemple les familles de fonctions L interviennent naturellement
dans le modèle probabiliste des matrices aléatoires de Katz/Sarnak
qui vise a prédire la répartition des zéros des fonctions L. L’ana
lyse des fonctions L en famille intervient également dans la réso-
lution (inconditionnelle) de divers problèmes ayant une significa-
tion arithmétique profonde, tel que le problème de montrer la
non-annulation de valeur spéciales de fonctions L ou encore celui
de borner non-trivialement ces valeurs (le problème de convexité).
Dans cet article, nous passons en revue les techniques analytiques
mises en jeu pour résoudre ces questions et décrivons plusieurs
applications de nature arithmétique.

ABSTRACT. One of the important concept that has emerged these
last years in the analytic theory of L functions, is the concept of
families. For instance, families of L functions occur naturally
in Katz/Sarnak’s probabilistic model of Random Matrices whose
goal is to predict the distribution of zeros of L functions. The

study of L functions within families occurs also in the (uncon-
ditional) resolution of several problems having some deep arith-
metical meaning: the question of non-vanishing of special values
of L functions or the problem of giving non-trivial upper bounds
for these special values (the subconvexity problem). In this pa-
per, we review the analytic method involved in solution of some
of these problems and give several applications.
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1. Introduction

L’étude des propriétés analytiques des fonctions L des formes automor-
phes dans la bande critique 1 est un sujet fascinant de l’arithmétique con-
temporaine qui mêle théorie analytique des nombres, formes automorphes
et géométrie arithmétique. Cet exposé aborde ces questions plutôt sous
l’angle de la théorie analytique des nombres, cependant on verra que loin
d’être des concurrentes, les différentes approches sont complémentaires et
s’éclairent l’une l’autre.
Une notion cruciale qui s’est dégagée ces dernières années, est celle de

f amill e de fonctions L. Du point de vue de la théorie analytique des nombres
"cla,ssique" , cette notion est très naturelle : certains des résultats les plus
fameux sur les fonctions L de caractères de Dirichlet (essentiellement la
seule famille qui a été étudiée jusqu’à il y a peu) sont des énoncés "en
moyenne" (par exemple les Théorèmes de Densité pour leurs zéros) qui
quelquefois sont une alternative (parfois plus) efficace à l’Hypothèse de
Riemann Généralisée. Dans le contexte des formes automorphes, la notion
de famille de fonctions L ne s’est vraiment révélée que tout récemment
avec les extraordinaires développements de la géométrie arithmétique, et
elle apporte bien plus qu’une simple généralisation des énoncés classiques
de la théorie analytique :

~ Elle apparaît naturellement dans plusieurs problèmes arithmétiques liés
aux courbes modulaires et à la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer
(question de non-annulation au point critique).

~ Elle sert à résoudre des problèmes de nature analytique, qui étaient
inaccessibles par les méthodes traditionnelles, pour les fonctions L
générales, et qui en corollaire fournissent des résultats non-triviaux en
géométrie arithmétique.

~ Elle est au coeur du modèle probabiliste des matrices aléatoires pour les
fonctions L de Katz-Sarnak [KaSa1] qui permet de décrire la structure
fine des zéros des fonctions L et peut-être de mieux comprendre leur
nature spectrale (voir aussi les survols [KaSa2, Mil]).

Dans cet exposé nous présenterons certains progrès récents qui ont été
réalisés à partir de cette notion. Nous irons pour cela des résultats quanti-
tatifs concernant la non-annulation de fonctions L au point critique, à des
majorations non-triviales pour ces fonctions sur la droite critique Res =

1/2. A chaque fois que ce sera possible nous tâcherons de donner cer-
taines des applications (ou quelquefois des interprétations) qui peuvent être
obtenues en combinant ces résultats avec d’autres techniques.

1 Dans la suite, nous normaliserons toutes les fonctions L de sorte que la bande critique est le
domaine complexe 0 ~ Res fi 1.
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2. Familles de fonctions L

2.1. Fonctions L de formes automorphes. On rappelle que pour une
normalisation convenable (si le caractère central est unitaire) la fonction L
d’une forme automorphe cuspidale f sur est une série de Dirichlet

qui admet une factorisation en produit eulérien

Pour chaque p, le facteur local Lp(f, s)-1 est un polynôme en p-s de degré
~ d (et de degré = d pour presque tout p)

où les nombres complexes a f,i (p) sont appelés les paramètres locaux de f
en p. Pour la place à l’infini, on a également un facteur local formé de
fonctions "Gamma" :

On sait alors [GoJ] que la fonction L complète A( f, s) = Loo(f, s)L(f, s)
admet un prolongement holomorphe à C (sauf si L( f, s) est la fonction ()
et qu’elle vérifie une équation fonctionnelle de la forme

où q f est un entier (appelé le conducteur de f), f désigne la contragrédiente
de f eut 6/ est un nombre complexe de module 1, (le "signe" de l’équation
fonctionnelle). Par la théorie de Rankin-Selberg [JS, JPPS], on sait égale-
ment que le produit eulérien L(f, s) converge absolument pour &#x3E; 1,
que s ) a tous ces zéros dans la bande critique 0  1 ; enfin la
méthode de Hadamard-de la Vallée-Poussin fournit une région sans zéros
"standard" de la forme
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où Q f est le conducteur analytique de f définit par

à un (éventuel) "zéro de Landau-Siegel" près : celui-ci serait contenu dans
le domaine (2.2), serait réel, simple et ne pourrait apparaître que si f est
autoduale. On pourra se reporter à [HL, HR] pour une étude du zéro de
Siegel pour les fonctions L de formes automorphes sur GLd pour d &#x3E; 2.

Dans cet exposé nous considérons certaines fonctions L liées aux formes
sur GLd avec d -- 1, 2. Pour d = 1 ce sont les fonctions L associées aux
caractères de Dirichlet

Pour d = 2, on considère les espaces suivants de formes automorphes
cuspidales. Elles sont classées suivant leur poids, un entier l~ &#x3E; 0, leur
niveau q &#x3E; 1 et leur nebentypus qui est un caractère de Dirichlet X (mod q)
vérifiant la condition de compatibilité x ( -1 ) = (20131)~ :

~ l’espace des formes holomorphes de poids k.
e pour = 0 ou 1, l’espace SA (q, X) des formes (de Maass) de poids k,

réelles analytiques, vecteur propre du Laplacien

de valeur propre ~ - (1/2 + ir)(1/2 - ir) &#x3E; 0, (la conjecture de
Ramanujan-Petersson prédit que = 0.)

(si le nebentypus X est le caractère trivial, on l’omettra de la notation).
Parmi ces formes on considère l’ensemble Skl (q, X) (resp. ~S’~ (q, ~) ) de celles
qui sont primitives (ie vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke
Tn, n &#x3E; 1, nouvelles et normalisées) ; ces formes primitives admettent
un développement de Fourier à l’infini de la forme :

~ pour f holomorphe

. pour f une forme de Maass de poids k - 0 ou 1, de valeur propre
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où Wa,fi(Y) est la fonction de Whittaker, désigne la valeur propre
du n-ième opérateur de Hecke Tn convenablement normalisé.

Remarque 2.1. Une forme primitive est bien définie à un scalaire près.
Dans la suite, nous adopterons la normalisation L2 en imposant que le
produit scalaire de Petersson de f , (1, I), vaut 1.

La fonction L de Hecke associée à une forme primitive f est la série

et son conducteur arithmétique vaut q.
Le troisième type de fonctions L que nous considérons est la famille des

fonctions L de Rankin-Selberg, L( f 0 g, s) où g est une forme automor-
phe sur GL2(AQ) fixée de conducteur D et nebentypus x’. Cette série de
Dirichlet peut être difficile à écrire explicitement en général, mais si q et D
sont premiers entre eux, elle a une expression simple

et son conducteur arithmétique vaut (qD)2.

Remarque 2.2. Récemment, Ramakrishnan [Ra] a montré (en accord avec
la philosophie de Langlands), que ce produit Eulérien de degré 4 est la fonc-
tion L d’une forme automorphe sur 

Remarque 2.3. Il n’est pas toujours nécessaire de se restreindre au cas
où g est cuspidale. Par exemple prenant

avec s) la série d’Eisenstein non-holomorphe pour le groupe modulaire,
on a formellement

ce qui permet quelquefois de considérer parallèlement le cas des fonctions
L de Hecke et celui des fonctions L de Rankin-Selberg.
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2.2. Familles. Dans la suite B?(q, X) désignera une base de Hecke de
S? (q, X) c’est-à-dire une base (orthonormée) formée de vecteurs propres
des opérateurs de Hecke Tn pour tout (n, q) = 1 (et éventuellement du
Laplacien) et qui contient l’ensemble des formes primitives 8f(q, x) .
On considère des familles de fonctions L de degré donné, in-

dexées par les élément des bases B?(q,X), qui dépendent d’un paramètre
Q représentant la taille des conducteurs analytiques : pour Q P et

f E on a log Q.
En degré 2, ce sont les familles de fonctions de Hecke :

pour 0 ~ K, ou bien

pour 0  A. En degré 4, on fixe une forme cuspidale g et on considère
les familles de fonctions L de Rankin-Selberg suivantes : 1

En pratique un des paramètres q, K ou A tendra vers +oo les autres restant
essentiellement fixés ou tout au moins très petits devant le paramètre prin-
cipal. Compte-tenu de la valeur du conducteur et celle des paramètres
locaux à l’infini de ces fonctions L, on trouve pour les différentes familles,
les équivalences suivantes :

et si on considère les formes de Maass

2.3. Moments de fonctions L. Étant donnée une famille .~(Q), les mé-
thodes analytiques qu’on va décrire reposent toutes sur l’évaluation des
moments des fonctions L( f , s) "tordus" par certains polynômes de Dirichlet
M(f, s ) . Ces moments sont définis par la donnée d’un entier L (qu’on écrit
sous la forme L = ~~~~ &#x3E; 1 pour un certain paramètre A &#x3E; 0 fixé), et
d’un vecteur de coefficients x = (x1, ... , XL) E CL avec lequel on forme le
polynôme de Dirichlet

ainsi le paramètre à mesure la longueur du mollifieur M( f, s) relativement
à la famille 
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Pour s cz C dans la bande critique (disons Res = 1/2), le moment

d’ordre 1 est la forme linéaire

et les moments d’ordre x (~ entier pair) sont définis par les formes quadra-
tiques

La méthode générale pour évaluer ces moments est la suivante : on com-
mence par représenter L( f , s) sous forme d’une série rapidement conver-
gente en utilisant l’équation fonctionnelle (2.1) ; on obtient alors

où pour Res = 1/2, VS(y) est une fonction à décroissance rapide quand
y &#x3E; 1. On a donc exprimé L( f, s) comme somme de deux séries (essentielle-
ment) finies de longueur « Reportant (2.9) dans on

développe cette expression et la multiplicativité des a f(n) permet d’inter-
vertir les sommations pour se ramener à des sommes de la forme

pour m, n « On évalue ces sommes grâce à diverses formules de
"traces" (cf. (5.1) pour un exemple) qui donnent lieu à une égalité du type

qu’on reporte dans l’expression cherchée. La contribution du terme ~m-~
fournit le Terme Diagonal du moment. En général il est le plus facile à
contrôler. La partie restante fournit le Terme Non-Diagonal. Bien entendu
plus x est grand, plus les variables m, n peuvent être grandes et moins
on a de contrôle sur le Terme Non-Diagonal de (2.10). En pratique, une
transition de phase se produit quand on calcule le moment critique d’ordre
~o donné par

c’est à ce point que la contribution provenant du Terme Non-Diagonal
cesse d’être trivialement2 négligeable devant le Terme Diagonal ; on verra

-’ "trivial" pouvant avoir un sens très relatif suivant les cas considérés
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dans la section 4. une autre raison expliquant pourquoi cette barrière est
naturelle.

Exemple 2.1. Quand A = 0, Ko vaut 4 pour les familles 
FIA,2A] (q, X) et 2 pour les familles uand K
ou bien A ~--~ +00. 

~ , ~ ’ (q~ X) ~’ q~

Nous décrirons dans la section 5, les techniques qui sont utilisées pour
contrôler les termes non-diagonaux dans ces cas critiques. Supposons cette
barrière franchie (on verra qu’elle l’est pour les famille décrites précédem-
ment) et que les moments sont alors convenablement évalués pour certains
ordres x. On dispose alors de deux types d’applications très différentes
suivant le choix que l’on fait du vecteur ~.

3. La méthode de mollification

La méthode de mollification a été inventée par Bohr et Landau au début
du 20ème siècle pour étudier ( et ses zéros ; elle a ensuite été développée
par Selberg [Se] et d’autres pour étudier les questions de non-annulation
de fonctions L notamment dans des familles. On doit à Iwaniec et Sarnak
d’avoir donné un nouvel élan à la méthode de mollification en la généralisant
aux familles de fonctions L de formes automorphes dans leur tentative
d’attaquer le problème du zéro de Landau-Siegel [ISl].

3.1. Le principe. Soit une famille ; si l’on veut des renseignements
sur le nombre de fonctions L de ~" ne s’annulant pas en un point déterminé
so, la méthode des moments peut fournir des éléments de réponse : en effet
l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne la minoration

qui ramène ce problème de comptage à celui de minimiser la forme quadra-
tique en x, M2 (7( Q) , £, so) sous la contrainte linéaire so) = 1.
Quand on est capable d’évaluer asymptotiquement les moments d’ordre 1
et 2 pour Q -t +oo, on peut montrer que ce problème de minimisation
admet une solution asymptotiquement optimale qu’on peut expliciter. Le
polynôme de Dirichlet M(f, s) solution de ce problème est appelé un "mol-
lifieur". On obtient alors un résultat de la forme

où c(A) est une fraction rationnelle du paramètre A qui s’annule en A = 0
et est strictement croissante. En particulier (3.1) est d’autant meilleur que
l’on peut prendre A (la longueur relative du mollifieur) grand. Comme le
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suggère le fait que c(0) = 0, le vecteur "trivial" definit par L = 1, xl - 1
est loin d’être optimal : on obtient dans ce cas la minoration plus faible

On voit donc que l’introduction d’un mollifieur permet de com-

penser en moyenne, l’influence non négligeable des quelques qui
sont très grands par rapport à la valeur moyenne.

Mentionnons également que cette méthode admet des variantes qui per-
mettent notamment de contrôler en moyenne dans une famille, le nombre et
la multiplicité des zéros des fonctions L situés sur le segment critique [0, 1]
et plus particulièrement particulier l’ordre d’annulation au point critique
s = 1/2 ([KMI , HM, KM VI, CS]). En particulier ces techniques ont permis
à Conrey et Soundararajan [CS] d’obtenir le résultat frappant suivant :

Théorème 1. Il existe une infinité (et même au moins 20% en un sens
convenable) de caractères de Dirichlet quadratiques primztifs x dont la fonc-
tion L, L(x, s) = En X(n)n-s ne s’annule pas sur le segment critique ~0,1J.
3.2. Mollification des fonctions L de Rsankin-Seïberg. Dans [KMV2,
KMV3, MV] la technique de mollification a été appliquée aux familles de
fonctions L de Rankin-Selberg pour 1~ &#x3E; 2, q premier, Xo le
caractère trivial et pour g de niveau D sans facteurs carrés. Un point
technique intéressant dans exemple est que le moment d’ordre Ko = 2 est
"critique" et qu’on doit donc faire face à des termes non-diagonaux.
Dans [KMV3] le calcul asymptotique des moments d’ordre 1 et 2 mollifiés

donnent le

Théorème 2. une ,forme primitives cuspidale holomorphe de niveau
D sans facteurs carrés et de nebentypus X’. il existe une constante positive
absolue c &#x3E; 0 telle que pour tout q premier suffisamment grand (en fonction
de g) on a l es minorations

e si g n’est pas autoduale ou si g est autoduale et ~’(-q) - 1

e si g est autoduale et X’ ( -q) _ - l, alors

Remarque 3.1. On peut noter que la preuve de ce résultat utilise pour
l’étape d’optimisation de la forme quadratique, l’existence d’une région
sans zéros convenable pour les convolutions de Rankin-Selberg L (g ~ g, s)
et L(g 0 F, s) et ainsi des résultats plutôt avancés de la théorie des formes
automorphes comme la modularité de la fonction L du carré symétrique
(due à Gelbart-Jacquet [GJ]) et la modularité de la fonction L de Rankin-
Selberg g, s ) due à Ramakrishnan [Ra].
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On peut aussi considérer le cas où g est une série d’Eisenstein [KMV2,
MV] : soit X un caractère de Dirichlet fixé, alors pour g = E~ une série
d’Eisenstein convenable on a s ) = s ) 2 . Bien que g soit alors
plus élémentaire qu’une forme cuspidale, l’obtention de formules asympto-
tiques pour le moment d’ordre 2 (qui est donc le moment d’ordre 4 des fonc-
tions L de Hecke des f tordues par X) s’avère être beaucoup plus complexe
que dans le cas cuspidal : cela tient au fait que des termes principaux non-
diagonaux supplémentaires liés au terme constant de cette série d’Eisenstein
Ex apparaissent et qu’ils sont plutôt délicats à évaluer. L’inégalité

permet alors d’obtenir, en choisissant des mollifieurs appropriés, des résul-
tats de non-annulation simultanée comme le

Théorème 3. Il existe une constante absolue c &#x3E; 0 telle que : pour Xi,
i = 1, 2, 3 trois caractères primitifs de conducteur Di sans facteurs carrés
et tels que Xl est encore primitif, et pour tout q premier, on a la minoration
quand q - 

3.3. Interprétations. Soit est une variété abélienne, la détermina-
tion du rang de tous les groupes de Mordell-Weil A(K) pour les extensions
finies de Q est équivalente à celle de la multiplicité dans de toutes

représentations complexes, continues, de dimension finie et irréductibles de
Gal(Q/Q). Si p est une telle représentation, (une variante de) la conjecture
de Birch-Swinnerton-Dyer prédit sa multiplicité mp dans [Ro] :

où p, s) est la fonction L du produit tensoriel de la représentation
galoisienne définie par le module de Tate de A, et (d’une réalisation Sadique
convenable) de p. Dans le cas particulier où A = A f est la variété abélienne
modulaire associée à une forme holomorphe f de poids 2 et quand p est
"modulaire" et est donc associée à une forme automorphe gp (ce qui est
maintenant connu pour de très nombreuses p de dimension 2) on a l’égalité

où f ff parcours l’orbite de f sous le groupe de Galois. Grâce aux travaux
de Gross-Zagier, Kolyvagin, Kato, Bertolini-Darmon, Zhang et d’autres, on
dispose à ce jour de nombreux résultats en direction de la conjecture (BSD-?)




