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Bréves communications

PROGRAMMATION ENTIERE NON LINEAIRE

par Michel GONDRAN (!)

Résumé. — On montre ici qu’une grande famille de programmes en nombres entiers &
fonction économique non linéaire et a contraintes linéaires se raméne a un probléme d’allo-

cation a une ressource qu’on peut résoudre par programmation dynamique (cf. Gomory [2}
pour le cas linéaire).

Considérons le programme entier non linéaire :

Min $(x) = cx 4+, @IL)]
(P) i€l

.\ sous les contraintes Ly(x) > 0 pour ieJ,xeZ"
ou

e les L,(x) sont des fonctions linéaires indépendantes a coefficients entiers,
ce qui entraine en particulier

(1) r= II UJ | <n
(I et J pouvant avoir une intersection non vide),

e ¢ = (¢) est 1 X n vecteur & composantes réelles,
e les ¢, sont des fonctions convexes.

REMARQUE. — La condition (1) sera toujours vérifiée dansle cas d’un programme
quadratique sans contraintes.

Faisons alors le changement de variable
§; = L(x) pouri€IUJ
c’est-a-dire

(¥)) s=Lx + L°

1) Electricité de France, Direction des Etudes et Recherches, service informatique et
mathématiques appliquées.
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cherchons alors, 4 quelles conditions sur les variables s, x est entier. Dans {4],
Smith donne la construction de deux matrices unimodulaires G (dimr X r)
et F (dimn X n) permettant d’obtenir la matrice de Smith de la matrice L par

€

GLF =

&

avec g; | £;44. Voir la construction dans [1].

De plus A = A(L) = | ¢, est le pged de la matrice L, c’est-a-dire le pged
i=1

de tous les r sous-déterminants de L.
En posant y = F~! x I’équation (2) devient aprés multiplication 3 gauche

par G
sly 1

3) Gis— L% =

8ryr
Comme F est unimodulaire, x entier équivaut 4 y entier et 1’équation (3)

s’écrit
0

Y ogs— D, gLl = : (dans G,)

i€fyJ i€eIuJ

0
e ol G, est le groupe somme directe des classes Z, (Z,, étant la classe rési-
duelle des entiers modulo ¢,),
e = sera 1’égalité dans G,.
En posant
Y, gLl=¢°

i€luJ
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le probléme (P) est équivalent au probléme
J Min ¢(s) = D @i(s) + D, X's;
i€l i€J
@

sous les contraintes s € Z", 5; > 0
i 0
Z gsi=¢g

i€IuJ

avec A; > 0 (condition de possibilité).

Remarque sur le probléme (Q) [3]
L’ordre du groupe G, est [] &, = A.
i=1

Soit 5; la valeur continue qui minimise ¢ (s;).
Dans le cas ot §; est entier et oW I N J = &
I1 existe une solution optimale s de (Q) tel que

Zs,-—{— Z |s,.—fsi| <A1

i€J i€l

Si r; est ordre du sous-groupe engendré par g* il existe alors une solution
optimale s de (Q) tel que

0<s;<r—1 pouri€J—1I
[5]—r < s; < [S]1+ 7 pouriel

La résolution du probléme (Q) par programmation dynamique [3] se fera
en moins de 3 |J| A + 2 |I| A? opérations.

On obtient x solution de (P) & partir d’une solution optimale s de (Q) en
résolvant 1’équation (2) (cf. [1]).

EXeEMPLE
Min ¢(x) = 3(x; + 2x, — 2x; — 4)*

(P + 5(2x; + 3x, + x3 — 17)% 4+ 7(3x; + 4x, + 2x3 — 25)*
avec x € Z°

Le changement de variable donne
Min ¢(s) = 3s? 4 552 + 7s2
©) o(s) 1 2 3
sous la contrainte s, +s5; =1 (mod.2)

D’ou s = (1, 0, 0) Ia solution de (Q).
On déduit alors la valeur de x,,, = (3, 3, 2)

&’opt =3
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