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COMMANDES GENERALISEES
A VALEURS DANS UN ESPACE COMPACT
THEOREMES D’EXISTENCE.

par Philippe MICHEL

Résumé. — On étudie les commandes généralisées dans le cas d’un espace de Banach
pour les états et d’un espace compact pour les commandes :@ définition, mise sous forme
désintégrée et condition d’identité des solutions avec celles qui correspondent aux commandes
mesurables (§ 1), existence et continuité de la solution par rapport a I’état initial, I’instant
initial, linstant final et la commande (§ 2), application a Iexistence de solutions de pro-
blémes d’optimalité (§ 3).

On fait hypothése que I’équation du mouvement est lipschitzienne, mais on n’impose
pas a la solution de rester bornée, ni par une restriction sur Uintervalle de temps que fait
A. Ghouila-Houri, ni par une limitation du champ des vitesses accessibles comme le fait

J. Warga, ni comme le font L. Cesari, E. J. McShane, L. C. Young, par une limitation
de la croissance a I’infini.

Note préliminaire. Pour une équation différentielle dans un espace de
Banach :

20 — gox, n,

nous dirons que X est solution sur un intervalle [a, b] si elle vérifie 1’équation
intégrale

X() = X(a) + J.tg(X(s), s) ds, pour a<t<b.

1l est équivalent de dire que X admet pour presque tout # de [a, b} une dérivée
égale a g(X(¢),?) (théoréme de Bochner, Yosida [1]).

1. On considére les données suivantes :

Un intervalle 7 de la droite numérique R,
un espace de Banach réel E,

un sous-ensemble ouvert O de E,

un espace compact U,
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38 PH. MICHEL

une application f définie et continue dans 0 X U X I et a valeurs dans E,
Péquation différentielle & paramétre de commande :

M X0 _ foxay, o), ».

NoTtAaTION. Nous désignerons respectivement les quotients par la relation
« égal presque partout par rapport a la mesure de Lebesgue sur I» de ’en-
semble des applications étagées de [ dans U : par Q° (commandes a paliers),
de I’ensemble des applications continues par morceaux de 7 dans U : par Q1
(commandes continues par morceaux), et de I’ensemble des applications mesu-
rables de I dans U : par Q2 (commandes mesurables).

Définition (A. Ghouila-Houri [2]). On appelle commande généralisée ou
commande toute mesure de Radon positive p. sur I X U qui se projette sur /
suivant la mesure de Lebesgue. On désignera par Q I’ensemble des commandes
généralisées. On peut plonger 02 dans Q en associant a toute commande mesu-
rable ¢t = v(¢) la mesure p, définie en_posant pour.toute fonction numérique g
a support compact dans 7 X U et continue

f g(t, u)y‘v (dt, du) = f g(t, U(t)) dr.
IxU I

Equation généralisée. Pour [a, b] C I et p € Q, on considérera 1’équation
suivante :

2 X(g) = X(ﬂ) + r SUX(), u, S (d_g du

pour @ < t < b, o X est continue de [g, b] dans 0.

Si p. est une commande de Q2, les solutions des équations (1) et (2) corres-
pondantes coincident.

Forme désintégrée des commandes.

Théoréme 1.1. On suppose que U est métrisable. Pour toute commande
de Q, il existe une application vaguement mesurable t— p, de I dans Pen-
semble des mesures positives sur U de norme 1 telle que ’on ait, pour toute
Jonction p. — iniégrable g a valeurs dans un espace de Banach

f o, e (d, du) = f dt f o(t, ey (d)

et cette application est unique a I’égalité presque partout prés.

Ce théoréme résulte immédiatement de la désintégration des mesures
(Bourbaki [7], § 3, théoréme 1) et du théoréme d’intégrations superposées
(Bourbaki [6], § 3, théoréme 1).
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COMMANDES GENERALISEES DANS UN ESPACE COMPACT 39

Corollaire. L’équation généralisée (2) est équivalente a la suivante :

dX(t)

@) f ), 4, Dize (dw)

presque partout dans [a, b} pour Papplication t — ., définie par la commande
dans le théoréme 1.1.

Théoréme 1.2. Si U est métrisable et si, pour tout élément (t, x) de I X 0,
f(x, U, t) est convexe, alors les ensembles de solutions associées aux commandes
généralisées et aux commandes mesurables sont identiques.

Soit X une solution de (2) sur [a, b] associée 2 une commande p de Q.
D’aprés le corollaire précédent, X est une primitive de la fonction mesurable

dX(t) f SX@, u, Oy, (du) ;

et en raison de ’hypothése de convexité, d:‘;gt) appartient a f(X(2), U, t).

Ainsi, la multi-application

rele bl ue U e, u = 42

est a valeurs dans les compacts non vides de U ; elle est mesurable (Castaing [1],
théoréme 4.7); elle admet donc une section mesurable ¢ — u(t) (Castaing [1],
théoréme 5.1) et X est solution de (1) sur [a, b] associée a la commande u(z)
de Q2.

Nous allons & présent introduire des hypothéses sur f de type lipschitzien
pour obtenir P’existence et ’unicité de la solution mais sans imposer a 1’en-
semble des états accessibles de rester borné. Donnons un exemple :

ExeMpLE 1.1. On considére ’équation suivante :
dx(z
O _ wa + 202,
ol x(t) est a valeurs dans R et u(z) a4 valeurs dans [— 1, 1] ; la solution
t
x(t) = tgf u(s) ds, qui s’annule pour ¢ = 7, ne reste pas bornée. Il est aisé
o
de vérifier que cette équation satisfait aux hypothéses qui vont suivre.

Topologie de I’espace des commandes : on munit I’espace Q de la topologie
vague des mesures de Radon sur I X U. Pour cette topologie, Q est un espace
compact.
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Nous ferons pour la totalité de cette étude, I’hypothése suivante : pour
tout intervalle compact 3 contenu dans I et tout sous-ensemble compact K de E
contenu dans 0, il existe une constante k et un nombre o« > 0 tels que 'on ait :

(a) pour tout t€ 3, ue U, x€K, et yeK,,
1.1) I7Cx, w, ©) —f(y, u, )| < K ||x— |

(b) f(x, u, t) est uniformément continue dans K, x U X J,
ou K, est I’ensemble des éléments de E dont la distance 4 K est inférieure ou
égdle 2 a.

REMARQUE 1.1. Dans le cas £ = R" K, est compact, et [’hypothése ()
résulte de la continuité de f ; si en outre, 0 est convexe, I’hypothése (a) équi-
vaut a D’existence, pour tout point (¢,, 4y, X,) de I X U X 0, d’un voisinage
ou I’inégalité (1.1) est vérifiée (f localement lipschitzienne par rapport a la
premiére variable). Dans le cas général (E est un espace de Banach), on exige
ces propriétés dans un voisinage des compacts; si 0 est convexe et si f est
continuement dérivable par rapport a-x, I’hypothése (a)-est satisfaite : fZ qui
est bornée sur tout compact convexe reste bornée dans un voisinage de ce
compact.

REMARQUE 1.2. Le fait d’étudier le probléme dans le cas ol 0 est un sous-
ensemble ouvert quelconque de E permet d’étendre nos résultats a3 un champ
plus vaste d’applications; car méme si f est définie dans £ X U X 1, il arrive
souvent qu’elle ne vérifie les hypothéses (a) et (b) que pour un sous-ensemble
de E, ainsi que le montre I’exemple trés simple suivant.

ExeMPLE 1.2. On considére I’équation suivante :

dJC(t) ot N11/2
—ar = u(®) |x(@®}*"2,

ou x(t) est a valeurs dans R et u(r) & valeurs dans un sous-ensemble compact
de R

la fonction f(x, u) = u |x|'/? vérifie les hypothéses considérées pour les
valeurs de x appartenant au complémentaire de {0 }.

Notation. Pour tout intervalle compact J de I, nous désignerons par $y
un ensemble de parties bornées fermées de E contenues dans 0 qui a les pro-
priétés suivantes :

— tout compact de E contenu dans O appartient 3 By,

— pour tout B € Py, il existe un nombre « > 0 tel que I’ensemble des
points de E a distance au plus « de B appartienne a By,

— pour tout B € By, f(x,u,t) vérifie les hypothéses (a) et (b) dans
B x U x J.
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COMMANDES GENERALISEES DANS UN ESPACE COMPACT 41

L’existence de $By résulte des hypothéses : pour tout compact K, il existe
un nombre « tel que f vérifie les hypothéses (a) et (b) dans K, X U X J ; si
on adjoint a K les ensembles Kj; pour 3 < «, et que I’on procéde ainsi pour
tout compact contenu dans 0, on obtient bien un ensemble JBy qui a les pro-
priétés désirées.

2. Existence et continuité de la solution

Proposition 2.1. L’ensemble Q° des commandes a paliers est partout dense
dans Pensemble Q des commandes généralisées.

De cette propriété pour I compact (A. Ghouila-Houri [2]), on déduit
aisément qu’elle est vraie dans le cas d’un intervalle I quelconque de la méme
maniére que dans (P. Michel [3], § 1, théoréme 1).

Proposition 2.2. Pour tout intervalle 3 contenu dans I, tout point a de J,
tout point x de 0, et toute commande généralisée . de Q, il existe au plus une
solution X de I’équation généralisée (2) sur 3, associée a la commande . et telle
que X(a) = x.

Soient X et Y deux telles solutions, et soit b un point de J supérieur a a;
nous allons montrer que X et Y coincident sur I’intervalle [a, b]. L’ensemble
B = X([a, b}) U Y([a, b]) est compact; il existe donc une constante k telle que
I’on ait, pour tout ¢ € [a, b), tout u € U, tout y € B et tout z € B,

uf(y’ u, t) -—-f(Z, u, t)" <k "J’-—Z" >

on a donc

[ — Yo < [ * X6 — YO ds < Mt —a,

ou M = max { |[X()— Y(t)| | t€la, 8] };
et par récurrence, on obtient, pour tout n > 1 et tout ¢ € [a, b],

lx@— ¥ < w2,

ce qui implique X(¢) = Y(¢) pour tout ¢ € [a, b]. On procéde de maniére ana-
logue pour un point b de J inférieur a a.

Proposition 2.3. Si J est un intervalle compact contenu dans I et B est un
ensemble de Sy, I'ensemble des solutions de I’équation (2) sur des intervalles
contenus dans 3 qui prennent leurs valeurs dans B est équicontinu.

Soit x, un point de B; la fonction continue f(x,, 4, ¢) est bornée sur 1’en-
semble compact { x, } X U X J ; en raison de ’hypothése (a), f est bornée
sur I’ensemble B X U X J par une constante M. On en déduit que si a et b
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sont deux points de J et X une solution sur [a, b] a valeurs dans B, on a la rela-
tion suivante :
| X(®) — X(@)| < M |b—a|.

Théoréme 2.1. Si J est un intervalle compact contenu dans I, B un ensemble
de Py, et h un nombre strictement positif, et si S désigne I’ensemble des solutions
de Péquation (2) définies sur J et & valeurs dans B, alors I’ensemble des couples
(u, v) d’éléments de Q qui vérifient, pour tout X € S et tout intervalle [a, b}
contenu dans 3, I'inégalité suivante :

22 ” ftapixu SXE), u, 8) « (w—v) (ds, du)|| < A,

est un entourage de la structure uniforme vague sur Q.

Si on désigne par B’ la boule unité du dual de E, I’inégalité (2.2) équivaut
a I’ensemble des inégalités définies par :

pour tout élément x’ de B’,
ftap1x0 <X, X, 1, 5) > ( — ) (ds, duw)| < h.

Montrons que I’ensemble JC des fonctions < x’, f(X(2), 4, t) >, pour tous
les éléments (x’, X) de B’ X S, est un sous-ensemble équicontinu de I’espace
des fonctions numériques continues dans J x U.

On a
| s - x' ”
i X 5J \X(!}, u, t) > - < eV} \X(S), U, S) > { < Hf(X(!), “y t) —f(X(S)a o, S)”

P R

Pour tout nombre ¢ > 0, f étant uniformément continue dans B X U X J,
1l existe des entourages V', de B, V, de U et V, de J tels que I’on ait, pour
(x1, x2) € V3, (uy, u;) €V €t (t,8,) €V,

1fGess w1, 1) —flo2s 13, 1)) < .

D’aprés la proposition 2.3, I’ensemble S est équicontinu; il existe donc un
entourage W de J tel que, pour (¢,, ;) € W, on ait : quel soit X € S,
(X(t,), X(2,)) € V;. Donc, pour (t,,%,) € V; N W et pour (uy,u,) € V,, on
aura, pour tout X € §,

”f(X(tl), uy, 1) —f(X(%2), us, tz)” < e

D’autre part, comme f reste bornée sur B X U X J, les fonctions de J&
sont a valeurs dans un sous-ensemble borné de R. Il en résulte que I’ensemble J€
est relativement compact pour la topologie de la convergence uniforme sur le
compact J X U (théoréme d’Ascoli).
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Le théoréme 2.1 résultera alors du lemme suivant :

Lemme 2.1. Si J est un intervalle compact, h un nombre strictement positif
et J& un sous-ensemble précompact de I’espace des fonctions numériques conti-
nues sur 3 X U muni de la topologie de la convergence uniforme, alors ensemble
des couples (u., v) d’éléments de Q qui vérifient, pour toute fonction g de X et
tout intervalle [a, b] contenu dans 3, Pinégalité suivante :

LD eapixu 8t w) + (. —v) (dt, du)| < b,

est un entourage de la structure uniforme vague sur Q.

Soit M la borne supérieure des valeurs absolues des fonctions g de JC.
On a alors, pour toute fonction g de JE, tout intervalle [a, 5] C J et tout élé-
ment p de Q.

(L2) [tapyxu lg(t, u)l cp(dy,duy) s M Ib — al-

On choisit une suite finie croissante de points a; de J, i = 1, ..., p, tels que
PPensemble des intervalles [a;, a,,,] recouvre J et que chacun d’entre eux soit

de longueur inférieure ou égale a —h— - Pour chacun des couples (7, j), ’ensemble

M
des couples (u, v) qui vérifient, pour toute fonction g de JC, I'inégalité :
h
(L3) ”[az,a;]xug(t: u) ¢ ((“' - V) (dt’ du)l < '2"

est un entourage de la structure uniforme dans les parties précompactes qui
coincide avec la structure uniforme simple sur Q. Il en est de méme pour ’in-
tersection obtenue en donnant a i et j toutes les valeurs tellesque 1 < 7 < j < p.
Il suffit alors de montrer que cette intersection est contenue dans 1’ensemble
des couples (p, v) qui vérifient (1) pour tout intervalle [a, b] contenu dans J
et toute fonction g de JC.

Soient [a, b) C J et deux points a; et a; tels que

On a D'inégalité suivante :
|fta1x0 8(t: #) » (w—») (dt, du)]
< |ftai,ann 8t 1) « (0 — v) (A1, A1) + fiaxv |8(E W] + 1 (d2, du)
+ Jtaam1xv |8 W]« v (d2, du) + [0 01 |20t ©)] - 1 (d2, du)

+ .[[a;,b]X U lg(t’ u) v (dta du)a
n° R-1, 1972,




44 PH. MICHEL

d’aprés (L2) chacun des quatre derniers termes est inférieur a g, et, a 'aide
de (L3), on obtient bien I’inégalité (L1).

Notation. On désignera par & I’espace des fonctions continues définies
sur les intervalles compacts contenus dans / et & valeurs dans 0.

On munit & de la distance D définie par :
pour X définie dans [a, b] et Y définie dans [a’, 5],

DX, Y) = |a—a'| + |b—b'| + max,e; | X() — Y|,

ol X est le prolongement de X & I obtenu en posant X(f) = X(a) pour ¢ < a
et X(¢) = X(b) pour ¢ > b.

Si J est un intervalle fermé contenu dans I et 4 un ensemble fermé de E
contenu dans 0, le sous-ensemble de & composé des fonctions définies dans des

intervalles contenus dans J et a valeurs dans 4 est métrique complet pour la
distance D.

En particulier, dans le cas ou 7 est un intervalle fermé de R et ol1 O est E
tout entier, & est métrique complet.

Soient 3 un intervalle compact contenu dans I, o un nombre positif et B un
ensemble de Py tels que I'ensemble B, des éléments de E dont la distance & B
est inférieure ou égale a o appartienne @ $y.

On désigne par |3| la longueur de intervalle J, par N la borne supérieure
de " f(x, u, t)“ sur I’ensemble B X U X J et par k une constante telle que I’on
ait, pour tout r € J, u € U et (x, x,) € B, X B,

”f(xl‘ U, t) ——f(xlb u, t)!! <k “xl - x2” .

Théoréme 2.2. On considére les données ci-dessus : 3, B, «, N, k. Et on sup-
pose qu’un nombre h > 0, des intervalles [a, b] et [c, d] contenus dans 3, des
points x et y de 0, une commande . de Q et une fonction continue Z de [a, b]
dans B vérifient les relations :

@3 la—e| < h[b—d| <h|x—y] <h
‘ et V 4 E [Q, b]i “x - Z(t) + ![a,r]fo(Z(s): U, S)P- (dss du)” < h-

Alors, 1° si on a h < _ZN_:——Ze_kIJI’ Péquation (2) admet une solution X
sur [c, d] associée @ la commande y. et telle que X(c) =y ;

€

2° si de plus, pour un nombre donnée>0,0ona h < 5 >
@N +2) el 2N + 4

alors on a la relation D(X, Z) < .
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On suppose que [a, b], [c, 4], x, y, w et Z vérifient les hypothéses de 1’énoncé
pour i > 0. On pose, pour tout (s, ) € J X J tel que s < ¢,

e(s, ) = Jusnxu AZ(), 4, 7) - . (dr, du):

on alors pour tout ¢ € [c, d],
Iy —Z®) + elc, 0] < @V + ks
en effet, on a :
sia<t<b|y—Z+ et <|y—x|
+ [|x — Z(@®) + e(a, )] + |e(a, ),

sit<aly—Z@© + e, ) < |y—=x| + [|x—2@)| + |lelc. D]
si t>b,|ly—Z(t) + elc, || < |y —2Z®) + ele, b)|| + ||e®, B

.
3

et pour tout s < ¢, |le(s, )| < N(t—5).

On considére alors la suite de fonctions définies sur [c, d] en posant, pour
tout t € [c, d] :

Xo(H) = Z(),
Xn+ 1(t) =Yy + I[c,t] XUf(Xn(S)r u, S)p' (dS, du) 5
nous avons vu que [|X;(t) — Xo()|| < @N + 2)k;

x ~ k3|

b : . é
supposons que 1’on ait : 4 N2 e

, et que pour 1 < p < n, ’on ait

, kPl e—ey Tt
1%, — X100 < @N + Dh=—p =57

on aura alors || X,(1) — X,(9)|| < @N + ke ™9 < «.

Ainsi, X,(?) est 4 valeurs dans B, et on peut écrire :

t o et
soit encore
”Xn+1(t)°“Xn(t)" < (2N+ z)hlc_n%T—i:X,

Il en résulte que X, est une suite de Cauchy de ’espace des fonctions con-
tinues sur [¢, d] a valeurs dans B, et qu’elle admet une limite X qui vérifie, pour
tout ¢ € [c, d],

| X(®) — Z()| < @N + 2)h el

n° R-1, 1972.
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On aura en outre, pour tout ¢ € [c, d],

[ e 1 ol FCXC), 1, 8) — FX(S), 1, )] (ds, du)|
< [k1x0—x0] as

On en déduit que ’intégrale sur [c, t] X U de f(X(s), u, s) est la limite de
celle de f(X,(s), u, s) et que X est solution de 1’équation (2) associée a la com-
mande p. et telle que X(¢) =y ;

(2N + 2)
N +2)e"’ 12N + 4

2N + 2) ¥l .
QN +2) e 4 2N 4’

si on a de plus 2N + 2)h <

» On aura, pour tout

tele, dl, | X — Z@)|| <

on démontre aisément, comme dans la_premiére partie_de la_démonstration,
qu’il en résulte que I’on a :

D(X, Z) < max,ec.q || X(0) — Z(@t)|| + 2N + 2)h + 2h,

et donc que I’on a D(X, Z) < «.

De I’ensemble des théorémes 2.1 et 2.2 résultent de nombreuses propriétés.

Existence locale des solutions de 1’équation (2).

Corollaire 2.1. Pour tout nombre ¢ > 0, il existe un nombre_h > 0 tel_que
quels que soient a € 3, x € B, . € Q et [c, d] contenu dans I et dans [a — h, a + k]
il existe une solution X de I’equation (2) sur [c, d}, associée a la commande .
telle que X(c) = x ; et en outre, celle-ci est a valeurs dans la boule de centre x
et de rayon €.

Il suffit d’appliquer le théoréme 2.2 aux données suivantes : b =a et
y = x = Z(a).

Continuité de la solution par rapport a Pinstant initial, Pinstant final,
Pétat initial et ]a commande.

Notation. On désigne par L 1’ensemble des couples (@, b) € I X I tels que
a < b, par G l'ensemble des éléments (a, b, x, ) de L X 0 X Q tels qu’il
existe une solution de ’équation (2) X sur [a, b], associ€e a la commande p. et
telle que X(a) = x ; enfin, on désigne par H ’application qui fait correspondre
cette solution a I’élément (a, b, x, p) de G.

Corollaire 2.2. L’ensemble G est un ouvert de L X 0 X Q et la fonction H
est continue de G dans &.
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Soit (a, b, x, ) un point de G et X son image par H, et soit J un voisinage
compact de [a, b] dans 1. L’ensemble B = X([a, b]) est un compact contenu
dans 0; il existe donc un nombre « > 0 tel que ’ensemble B, des éléments
de E dont la distance a B est inférieure ou égale 3 « appartienne a JB;. On peut
alors appliquer le théoréme 2.2 aux données suivantes : B, J, [a, b], x = X(a),
Z=X;

pour tout € > 0, il existe un nombre 2 > 0 tel que,siona :
lb—d| < hla—e| < h Jx—y] < h
V 1 €la, B, [ fra,x0 X, u, ) — W) (ds, dw)]| < b,

alors (¢, d, y,v) est un point de G dont I’image Y par H vérifie la relation
DX, Y)< e

Dr’aprés le théoréme 2.1, la condition sur v équivaut a 1’appartenance a
un voisinage de w, ce qui prouve que G contient un voisinage de (a, b, x, 1)
et que, pour tout £ > 0, il existe un tel voisinage dont I’image par H est con-
tenue dans la boule de centre X et de rayon .

Densité de I’ensemble des solutions originelles dans 1’ensemble des solu-
tions de Péquation généralisée

Corollaire 2.3. L’ensemble des solutions de I’équation (1) pour les commandes
a paliers de Q° est partout dense dans I’ensemble des solutions de I’équation (2)
pour les commandes généralisées de Q. Plus précisément, pour tout élément
(a,b,x) de L X 0, I’ensemble des solutions X sur [a, b] telles que X(a) = x
correspondant aux commandes p. de Q° (telles que (a, b, x, w) € G) est partout
dense dans celui qui correspond aux commandes . de Q (telles que (a, b, x, )
€ G) pour la topologie de la convergence uniforme sur [a, b].

En effet, si (a, b, x, u) est un élément de G, il existe un voisinage ¥V de p.
tel que I’ensemble {(a, b, x) } X V soit contenu dans G; et d’aprés la pro-
position 2.1, tout voisinage W de w rencontre Q°; aimsi, la trace sur G de
I’ensemble {(a, b, x) } X Q° est partout dense dans celle de I’ensemble
{(a,b,x) } X Q, et il en est de méme de leurs images par la fonction con-
tinue H.

Nous allons encore préciser d’autres propriétés de la fonction H; pour la
notion et les propriétés des applications propres, nous nous référons 2
N. Bourbaki ([1]).

Théoréme 2.3. L’application H de G dans & est une application propre,
-et par conséquent, I’'image par H de tout fermé de G est un fermé de & et ’image
réciproque par H de tout compact de & est un compact de G.

D’aprés le théoréme 1 de Bourbaki ([1]), il suffit de montrer que si F est
un ultrafiltre sur G et si X € & est un point limite de la base d’ultrafiltre H(F),
4l existe un point limite de ¥ dans G dont I’image est X.

n° R-1, 1972.






