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R.AXR.O.
(7* année, avril 1973, R-l, p. 23-33)

DEUX ALGORITHMES
DE PROGRAMMATION MATHEMATIQUE (*)

par M. COURTIIXOT (2)

Résumé. — Cet exposé présente deux algorithmes permettant de ramener un programme
mathématique de maximisation d'une fonction numérique concave ou quasi concave dans un
convexe C de Rn à une suite de programmes linéaires enchaînés de format constant (abandon
d'une contrainte, remplacée par une autre à chaque étape).

Au point I est établi un théorème général de convergence valable en particulier pour ces
deux algorithmes. Ce théorème est voisin de celui de E. Polack [1] mais utilise une procédure
lexicographique.

— Le premier algorithme s'adresse à des programmes où la fonction à optimiser est
linéaire (on peut toujours se ramener à ce cas) et où le convexe C est défini par des inégali-
tés numériques différentiables sur la frontière de C. La concavité ou la semi-concavité des
fonctions n'est pas exigée. La méthode de Kelley [2] rentre dans ce type d'algorithme, mais
suppose que le convexe C est défini à l'aide de fonctions numériques concaves. Elle impose
aussi une suite de programmes linéaires de format croissant.

— Le deuxième algorithme s'adresse à des programmes où la fonction à optimiser et où
les contraintes sont concaves. La méthode proposée peut être considérée comme duale de
celle de G. B. Dantzig [3], mais ne nécessite pas, comme cette dernière, une suite de pro-
grammes linéaires de format croissant, mais constant, la convergence est assurée sans faire
l'hypothèse de non dégénérescence des programmes linéaires.

1. THEOREME DE CONVERGENCE

1.1. Ordre lexicographique

— Soit y = (yx ... yn) ç iÊ". y est dit lexicographiquement positif si la pre-
mière composante non nulle de y est positive ou si toutes ses composantes sont
nulles. On notera : y L o.

— La relation binaire sur Rn : yxRy2 oy% —y2 L 0 est un ordre total
noté j i Lj2.

— Soit 1 = (lt .„/„) un ra-uple de formes linéaires indépendantes sur if.
/ peut donc être considéré comme un automorphisme de i£".

(1) Communication présentée à l'European Meeting of the Econometrie Society,
Budapest, Sept. 72.

(2) Université Paris Sud.
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2 4 M. COURTILLOT

La relation binaire :

x1Rx2 o l(x{) — l(x2) L 0

est un ordre total sur Rn que l'on appellera ordre associé à / et que l'on notera :
|

Si / est bien spécifié, on notera :xx «|> x2.

La relation stricte xx > x 2 est définie par :

* i 5J5= x2 et Xi ^ x 2 .

1*2* Théorème de convergence

— Soit B = { JC | || x || < 4̂, ̂ 4 > 0 } une boule fermée de centre 0 et de
rayon A définie par une norme quelconque sur Rn.

— Soit x € B un élément appelé point distingué dans B.

— Soit ï|* l'ordre associé à / = (/ t... /„).

Hypothèse : Pour tout x € B tel que x > à, il existe

a) une boule fermée i?(;c, TJ) ce centre x et de rayon vj > 0,

b) un vecteur s(x) > 0,

c) une application fx de ̂ (x, 77) dans B

tels que :

V3; € i?(x, 7)) : y ~fx(y) ^ e(x) et fx(y) ^ x.

Théorème : Dans les conditions de l'hypothèse la suite (x0, x± ... xî ...)
où xi+1 =fxi(xi) est telle que :

a) ou bien elle est finie et son dernier élément est le point distingué x,

b) ou bien elle est infinie, elle admet alors une limite qui est x.

Démonstration :

à) Supposons la suite finie et soit xp son dernier élément.

On a, d'après l'hypothèse

x0 > xx > ... > xp $|* x

Xp # x => xp > x. Donc d'après l'hypothèse, il existe xp+1 = fxp(xp) tel
que JCP+1 s|> x, ce qui contredit le fait que xp est le dernier élément de la suite
finie.

b) Si la suite est infinie, elle admet dans B compact une valeur d'adhérence 3c.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DEUX ALGORITHMES DE PROGRAMMATION MATHEMATIQUE 2 5

bx) Si x^ x, soit B(x, rj), t{x)yf , les items considérés dans l'hypothèse et
soit (xk)k € i^une sous-suite convergent en x et contenue dans B(x, 7)).

Considérons xm, élément de cette sous-suite.

Il existe xra+1 = fe{xm) tel que xm — xm+l s|s e(x).

Soit xn, n € K un suivant de xm dans la sous-suite (xk) k € K

xm — xn-=xm — xm+1 + xm+2 + ... + xB-i — xn ̂  (n — m)s(3c)

et xn S|s x

Par suite V n, m€K,n > m: xm—(n — m)z{x) 5|* JC„ S^ x ce qui est
contradictoire avec le fait que la suite (xk) appartenant à B(x, 7)) est bornée.

La suite décroissante (xu x2 .») admet donc une seule valeur d'adhérence je
qui est dans B compact sa limite.

b2) Si je = x, la suite (JC1S x2 .») décroissante admet JC pour limite.

Corrolaire : Le théorème précédent s'étend à la relation d'ordre «|; inverse
de la relation ^ .

2. APPLICATION
A LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE

2*1. Maximum lexicographique d'un programme

— Soit le programme

(1) Max(f(x)\g(x)>0)

où ƒ est une fonction numérique définie sur Rn.

g une application de Rn dans Rm à composantes gh i = 1 ... m définie
sur Rn.

Le programme (1) est équivalent au programme :

(2) M a x ( z | g ( x ) > 0 , /(x) — z 2* 0

en ce sens que si (Je, z) est solution optimale de (2), Je est solution optimale de (1)
et que réciproquement si x est solution optimale de (1) : (je, z) ou z = f {x)
est solution optimale de (2).

On supposera alors en toute généralité que ƒ est linéaire dans (1) et on
écrira (1) sous la forme

(3)

— Soit l2 ... /„, n — 1 formes linéaires sur Rn telles que Tendomorphisme
/ = (/t ... /„) soit inversible.

n° avril 1973, R-l.



2 6 M. COURTILLOT

Dans ces conditions, soit C = {x \ g(x) ^ 0 } et Ll9 L2,..., Lk9...? Ln

plans de Rn considéré comme espace affine sur lui-même et définis par :

(H*)|*€cn(rU

On suppose que les maxima intervenant dans cette définition sont finis».
n

L'indépendance linéaire de formes /t ... /„ entraîne que l'intersection Ç\ L^

se réduit à un seul élément x qui appartient à C d'après la définition des
variétés Lk9 k = 1 ... n.

Cet élément je sera appelé maximum lexicographique de / dans C, — ou
solution optimale du programme

(4) Max(/(x)| JC€C)

qui sera appelé programme lexicographique.

2.2* Méthode de résolution du programme lexicographique

Max(/(x) |s(x)»0)

Hypothèse H : On suppose que

a) C — { x | g(x) > 0 } est un convexe borné fermé non vide de Rn.

b) On connaît a priori un polyèdre convexe fermé borné P de Rn conte-
nant C.

c) VJC* € P — C et tel que je* %> je. on peut construire un plan de sépara-
tion semi-strict de JC* et de C (c'est-à-dire un plan

7c = { x | h(x) + a == 0 } tel que A(x*) + a < 0 et V x € C : h(x) + a > 0.

Dans ces conditions, soit 3c et x les maxima lexicographiques de / dans F
et C respectivement. Deux cas exclusifs sont possibles :

— ou bien 3c € C et alors 3c == x,

— ou bien 3c $ C et alors 3c > x.

Dans cette éventualité, il existe un plan de séparation semi-strict de x
et C fermé. Soit H le demi-espace fermé par le plan de séparation et conte-
nant C, le polyèdre convexe fermé borné P' = P H H contient C sans con-
tenir 3c, et il existe une boule fermée B(x, 73) de centre x et de rayon y\ > 0
qui ne rencontre pas P'.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Soit x' le maximum lexicographique de / dans P\ x' n'appartient pas à
B(x, 73), il existe donc s(x) tel que : Vj> c B(x, 7]) : y — x' > e(x) > 0 et en
posant

on voit que l'hypothèse relative au théorème de convergence est vérifiée.

Par conséquent, à partir d'un polyèdre Po convexe fermé borné contenant
C et x0 tel que l(x0) = max (/(*) | x € Po, x0 > x) on construit une suite :

(XQ, XI, ..., xk ...)

où l(xk) = max I l(x) | xeP0 H

Ht = demi espace fermé par un plan de séparation semi strict de xt-x

et de C.

Cette'suite est soit finie et son dernier élément est je, soit infinie et sa limite
est x.

2.3. Discussion de l'hypothèse H et remarques pratiques

2.3.1. Convexité de C

Une condition suffisante pour que C = {x | g(x) ^ 0 } soit un convexe
de Rn est que g soit à composantes concaves ou semi-concaves.

2.3.2. C est borné

On peut toujours, en pratique, se ramener au cas où C est borné en ajou-
tant au besoin les contraintes | xt\ < A V; : 1 ... n, A > 0.

2.3.3. C est non vide

Si C est défini par des contraintes concaves ou quasi concaves, on peut
toujours ramener le problème Max (/X(JC) | x € C) à un problème équivalent
dans un convexe C dont on connaît un point intérieur.

En effet, soit le problème :

(Max dtix) | JC € C) , C = { x \ g£(x) ^ 0 i = 1 ... m }

gt concaves ou quasi-concaves.

Soit xQ € Rn et / " = { i | gi(x0) ^ 0 }. Alors 11" | = p < n et il existe
Rp tel

n° avril 1973, R-l.



28 M. COURTILLOT

Soit z = (x, y)<=Rn X Rp = Rn+P et g l'explication de Rn+P dans Rm+P

définie par :

gt(z) =s g;(;c) pour i € 7+ complémentaire de I" dans { 1 ... m }

gfc) = S;(*) + y* Pour î € ƒ"

) = >;i pour/€ƒ""

jp est à composantes concaves ou quasi-concaves, donc C= {z | g(z) > 0 }
est convexe. L'intérieure C de C n'est pas vide puisqu'il contient z0 = (xo»Jo)-

Le convexe C est canoniquement identique au convexe

Soit maintenant : /^(z) == ^(JC) — A 5] ƒ*» A scalaire, /̂  est une forme
i€J

linéaire dans Rn+P. Il est clair qu'il existe un scalaire positif A suffisamment
grand tel que :

si z = (x, y) est solution optimale de Max (7A(z) | z € C), alors x est solution
optimale de Max (^(JC) | X € C) si et seulement si y = 0.

2.3.4. Choix du polyèdre Po

Si / = (/!-../*.../,), le polyèdre P 0 = { x | ( / 1 + ... + Ü M ^ f l p ,
4(JC) ^ ak, /: == î ... n } où ak est un majorant de lk(C) et fl0 un minorant de
(/x + ... + /„)(C)5 contient C et est fermé borné.

JC0 = l~x(au a2 ... an) est solution optimale du programme

Max(/(x)|x€P0).

2.3.5. Plan de séparation de x* et de C
Soit x * € P — Cetx€Cintérieur de C.
Soit [x, i ] = C fl [x*, je], 3c est point frontière de C et soit / C (1,..., m)

l'ensemble des indices i tels que gfâ) = 0.

Si gf est dérivable en x:n^~ \x\—z(x — x)=0}fieIj est un

plan de séparation semi strict de x* et de C
II est facile de montrer que si gt est concave, alors pour tout

^(x-y) = 0

est un plan de séparation semi strict de x* et de C (en particulier n^ qui ne
nécessite pas la connaissance de x € C).

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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2.3*6. Rédaction du problème posé à une suite de programmes linéaires
enchaînés de format constant

L'élément xk de la suite (x0, xx... xk ...) convergeant vers x s'obtient par
résolution du programme linéaire :

(Tft : Max(/(x) | x ePk = Pk-X n Hk)

enchaîné sur le programme $k_x :Max(/(x) | jt€Pfc-i).

L'algorithme de résolution dual s'impose donc car on ajoute une
contrainte à chaque étape.

Ceci conduit à une suite de programmes linéaires de formats croissants
ce qui peut être rédibitoire du point de vue pratique. On va voir que l'on peut
travailler sur une suite (fl*£) de programmes linéaires de format constant. En
effet, la solution de $k-u xk-t élément de Rn appartient à au plus n plans-
frontière linéairement indépendants des demi-espaces HXH2 ... Hk-i succes-
sivement introduits. Soit Ik^1 l'ensemble des indices de tels plans, on a alors :

avec fi
Si Hk est le demi-espace fermé par le plan de séparation, choisi à l'étape k

entre xk-x et C, xk tel que : l{xk) = max (/(*) | x € Pk-X fl Hk) appartient à
au plus n plans-frontière des demi-espaces linéairement indépendants

Soit /jfeC/fc-1U{Âr} l'ensemble des indices de tels plans. On a

l(xk) = max(/(*) \xÇPQ9 P'k = Po 0 ( Q HA

\lk\ < n,k€lk et

la suite des programmes P'k : Max (/(JC) | x e Pk) a donc un nombre de
contraintes égal à 2« + \{n + 1 contraintes relatives au polyèdre Po, et n
contraintes relatives aux demi-espaces Hh i €4) et s'enchaînent entre eux de
façon naturelle par remplacement d'une contrainte par une autre à chaque
itération; elle est donc plus économique que la méthode de Kelley (2).

REMARQUE. — Sur le plan pratique, il semble qu'il y ait intérêt à utiliser
les plans de séparation TC- définis au paragraphe 2.3.5 de préférence aux
plans 7Uy, y 6 ]x9 x*], car ils sont « plus proches » du convexe C.

n° avril 1973, R-l.



30 M. COURTILLOT

3. DEUXIEME METHODE DE RESOLUTION
D'UN PROGRAMME CONVEXE

3.1. Rappel de résultats classiques

Le programme

(1) Max(/(;c)|g(x)>0)

est un programme convexe si ƒ est une fonction numérique concave définie
sur Rn et si g est une application de Rn dans Rm à composantes concaves :
gt ...gn définies dans Rn.

Si l'intérieur du convexe C—{x\ g(x) S? 0 } relativement à la variété
linéaire engendrée par C n'est pas vide, les propositions suivantes sont équi-
valentes :

a) x est solution optimale du programme (1).

b) Le Lagrangien L(x, u) =f(x) + ug(x) possède un point-selle (je, u)
dans Rn x U où U = { u \ u S* 0 } C Rm, et alors L (5c, M) = /(3c).

c) max min L(x, u) = min max L(x, u) = L(x, û) =f(x)
x€Rn uCÜ u€V x€Rn

II est clair par ailleurs que :

(2) min(w0 | u> 0, uo€R,f(x) + ug(x) ^ u0 VArÇ^")

= min max(/(x) + ug(x)) = f(x).
u>0 x€Rn

3.2. Nouvelle formulation du problème 1

La méthode présentée ici est différente de celle de G. B. Dantzig (3). Elle
est en quelque sorte duale.

Elle a l'avantage de ne nécessiter qu'une suite de programme linéaires
enchaînés de format constant alors que la méthode présentée par G. B. Dantzig
conduit à une suite de programme linéaires de format croissant à chaque
étape.

La relation (2) permet de ramener le problème (1) au problème (3).

(3) Min (M0 | (M, W0) € D)

où D = {(u9Uo)\u>0,Uo€R,Ax) + ug(x)ç u0, V x €R" } C iT+ 1 .

On suppose que D est contenu dans un polyèdre convexe compact DQ de
Rm+1 et que D^0 (voir paragraphe 2.3).

Revue Française d9Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DEUX ALGORITHMES DE PROGRAMMATION MATHEMATIQUE 31

Méthode de résolution du problème (3).

Soit lt ... lm+x, m + l formes linéaires indépendantes dans Rm+1 et on
suppose que : (4) lx(u, u0) = w0. On pose / = (/x ... / m + 1 ) .

Si (w, M0) assure le minimum lexicographique de / dans D, il est clair que
c'est aussi une solution optimale de (3).

On considère donc le problème :

<5) Mm(l(u,uo)\(u,uo)eD).

A toute suite (xt ... xk) de k éléments de F? associons le problème

<6) Min(/(«, M0) | («, «o) € Do n A(A)= Z)(ft))

où

= { (II, «o) | u > 0 , u0 € iî,/(x,) + Mg(xz) < «03 V, € (1 ... k) }

est un polyèdre convexe compact de fi!"*1 contenant D9 et par suite
si (ûk, ûOk) est la solution optimale du programme linéaire (6)

(8) (uk, ûOk) < (5, û0) solution de (5).

Deux éventualités exclusives sont possibles :

Éventualité 1 : Pour tout x € Rn : f(x) + M*£(;C) ^ wOfc ce qui est équi-
valent à :

(9) max (f(x) + Ukg(x)) ̂  ûOk.

x€Rn

Éventualité 2 : II existe xk+1 dans Rn tel que :

(10) /(**+i) + ûkg(xk+1) > ûOk.

3 3 . Discussion de l'éventualité 1

Proposition : Dans l'éventualité 1 : (5&) ûOk) est solution optimale du
problème (5).

Démonstration : D'après (9) (uki ûOk) € A donc :

(w*, wOfc) ^ (w, w0)-

Ceci entraîne d'après (8) :

(H) (w*, wOfc) = (w, 50).

n» avril 1973, R-î.
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Considérons maintenant le programme linéaire

(12) Max

dual du programme linéaire :

(13) Min («o I u > 0 , f(xt) + ug(Xî) < w0 , ƒ = 1.... jfc).

Soit (Xf) une solution optimale de (12) et

(14) xk=t M,.

Proposition : Dans l'éventualité (1), xk défini par (14) est solution opti-
male du problème (1).

Démonstration : D'après (12), (14) et par suite de la concavité de g

entraîne g(xk) ^ 0 donc xk € C.

D'après (12), (14) et par suite de la concavité de ƒ

05) "o* = I

D'après (11) et (15) : max (ƒ(*) | JC € C) = w0 = «ojt^ f&k) e t comme

Sfc € C : f(xk) = max (ƒ(*) | * € C).

3.4. Discussion de l'éventualité 2

L'éventualité 2 conditionnée par la vérification de la relation (10) montre
que (ûk9 ûok) $ DQc + 1) polyèdre construit à partir de la suite

(xu x2 ... xk) U {xk+1}.

Comme D C D ( k + 1 ) C Z)(fc)

(16) (S*, ûOk) < (jûk+l9 Mofc+i) < (5, 50)«

Proposition : Si l'éventualité (1) n'a pas lieu pour k fini :

a) la suite (Uk, wOft W a pour limite (Ü, wo)3

ô) /(xfc) a pour limite max (f(x) | x G C). De plus, la suite (icfc)fc€JV appar-
tient à C.

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DEUX ALGORITHMES DE PROGRAMMATION MATHEMATIQUE 3 3

Démonstration :

a) D'après (10) et la définition (3) de D, il est clair que :

{(«> «o) |/l**+i) + ««(**+1) = «o }

est un plan de séparation semi-strict de (ûk, ûQk) et de D (convexe).

Il existe donc une boule fermée B((ûk, ûok), t)) de centre (uk> ûok) et de
rayon ?] > 0 ne rencontrant pas Dfc+1. Donc (Sfc5 u0&+1) assurant le minimum
lexicographique de / dans Dk+l n'appartient [pas à B((jûk, 5Ofc), •*}) et il existe

tel que :

V (5, w0) € B((ûk, ûok)9 73) : (w, u0) — (%+ 1 , ûOk+1) S — £

La suite (w&> %fc)ik € i\T* est contenue dans Do compact. Donc l'hypothèse
de théorème de convergence du point (1) est vérifiée et cette suite converge
vers faSo).

Reprenant mutatis mutandis ce qui a été vu au paragraphe 2.3.6, on ne
retiendra dans les polyèdres D{k) que les demi-espaces dont les plans ferme-
tures correspondent aux plans de séparation linéairement indépendant
contenant (ûk, ûOk). Ces demi-espaces sont en nombre m + 1 au plus, ce qui
conduit à des programmes linéaires (6) enchaînés de format constant.

b) II est clair que xk = 2 J \xt appartient à C car

De plus, d'après (15) : ûok ^ f(xk) < f(x) = 50.

La suite /(xfc) majorant la suite ûOk strictement croissante, ayant même
limite qu'elle, et étant majorée par cette limite n'est pas décroissante et converge
vers f(5c) = max (ƒ(*)) x € C).
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