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ESTIMATIONS D’ERREUR
POUR DES ELEMENTS FINIS DROITS
PRESQUE DEGENERES

par Pierre JAMET (1)

Communiqué par P.-A. RAVIART

Résumé. — On met en évidence une propriété qui est vérifiée par certains des éléments finis les
plus couramment utilisés et qui permet d’améliorer l'estimation classique de I'erreur d’interpolation
dans les espaces de Sobolev W™?. Cette nouvelle estimation n’interdit pas aux éléments d’étre presque
dégénérés (presque «plats»).

1) Introduction

Lorsqu’on utilise une méthode d’éléments finis pour résoudre un probléme
d’équations aux dérivées partielles dans un domaine de R”, la premiére étape
est la discrétisation du domaine considéré, couramment appelée triangulation
méme lorsque les éléments utilisés ne sont pas des triangles. Cette discrétisa-
tion doit satisfaire certaine$ conditions qui assurent une estimration d’erreur
satisfaisante; appelées conditions de régularité par Cidrlet et Raviart [5]-
et conditions d’uniformité par Strang [10], elles sont obtenues en £tudiant
I’erreur d’interpolation relative a chaque élénrent.

Différents auteurs ont étudié ’erreur d’interpolation correspondant a
divers types d’éléments finis et ont déduit des conditions de régularité pour la
triangulation (Zlamal [14], Bramble et Zlamal [4], Strang [10], Strang et
Fix [11]); les résultats sous leur forme la plus générale sont donnés dans Ciarlet

-€t Raviart [S] [6]. Le cas le plus simple est celui des éléments « droits»,
c?est-a-gifre d’éléments qui sont les images par une transformation affine E
d’un méme élément, appelé-élément de référence. Dans ce cas, Ciarlet et
Raviart [5] établissent une estimation de la forme :

(1.1) lu = Tu||,, px = O /o™,

ou u est une fonction suffisamment réguli¢re, ITu son interpolée dans 1'élé-

(1) Centre d’Etudes de Limeil, Villeneuve Saint-Georges, France.
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44 P. JAMET

ment K, || - {,,,. 1a norme dans I'espace de Sobolev W™?(K), h le diamétre
de K, p le maximum du diamétre des sphéres contenues dans K et k un entier
qui dépend de ’espace des polyndmes utilisés pour l'interpolation. De I’esti-
mation (1.1), on déduit :

(1.2) lu — Mul,, , = O(A*1"m),

st 'on fait ’hypothése que tous les éléments K de la triangulation satisfont
une condition de la forme :

(1.3)

>l

=>a >0,

ou o est une constante arbitraire.

La condition (1.3) entraine que les éléments K ne doivent pas étre trop
plats; en particulier, dans le cas d’éléments triangulaires, les angles des triangles
ne doivent pas étre trop petits.

Dans cet article, nous allons montrer que pour certains des éléments
finis les plus utilisés en pratique, la condition (1.3) peut étre affaiblie. Nous
établirons une estimation de la forme :

(1.4) |u = Tl x = O(* 1"/ (cos B)™),

. . . T T .
ou 0 est un certain angle compris entre 0 et 5> qui ne peut approcher 5 que si

toutes les arétes de K sont presque paralléles & un méme hyperplan de R”
De (1.4), on déduit (1.2) sous la condition :

(1.5) 0 <0, <

(SR

Cette condition est plus faible que (1.3). Elle n’interdit pas aux éléments
d’étre presque plats. Ainsi, dans le cas d’¢léments triangulaires, 0 est égal a la
moitié du plus grand angle des triangles; par exemple, pour un triangle isocéle

. \ o . .. T T
qui posséde un angle arbitrairement petit et deux angles voisins de 7-on ab ~—
et la condition (1.5) est satisfaite. Une estimation identique a (1.4) a été établie

par Synge [12], dans le cas particulier de I'interpolation linéaire sur un triangle
aveck =1, m=1letp = oo (})

Pour les éléments « courbes », c’est-a-dire déduits d’'un méme élément de
référence au moyen d’une transformation F non affine, il est aussi possible
d’affaiblir les conditions de régularité données par Strang et Fix [11] et

(1) L’auteur remercie le Professeur Gilbert Strang pour avoir attiré son attention sur ce résul-
tat de Synge.
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ELEMENTS FINIS DROITS PRESQUE DEGENERES 45

Ciarlet et Raviart [6]. Ainsi, pour certains éléments quadrilatéraux, on peut
laisser les quadrilatéres dégénérer en triangles soit avec un c6té dont la lon-
gueur tend vers z€ro, soit avec un angle qui tend vers w. L’étude de ces éléments
sera abordée dans un prochain article.

Nous allons commencer par préciser quelques notations (qui sont identiques
a celles utilisées par Ciarlet et Raviart [5]). Puis, dans la deuxiéme partie nous
démontrerons des résultats généraux relatifs & un opérateur linéaire IT possé-
dant certaines propriétés; la propriété essentielle est celle qui est formulée
dans ’hypothése H.2; bien qu’elle soit satisfaite par les éléments finis les plus
courants, il semble qu’elle ait été jusqu’a présent inapergue. Le résultat prin-
cipal est énoncé dans le théoréme 2.2; le théoréme 2.3 en est une variante.
Dans la trosiéme partie, nous appliquerons ces résultats aux opérateurs d’inter-
polation correspondant a divers exemples d’é¢léments finis.

Notations :

Il = norme Euclidienne d’un vecteur & de R”".

(€, &;) = produit scalaire de deux vecteurs &, et &, de R".

Pour toute fonction u suffisamment réguliére définie dans un domaine
QcR":

Du = dérivée de Fréchet d’ordre 1.

D™y = dérivée de Fréchet d’ordre m,

D™ - (§,, &, ...y &) = dérivée partielle d’ordre m relativement a m
vecteurs §,, ..., &,

D™u(x) - (&;, &5, .-, &,,) = valeur au point x € Q de la dérivée ci-dessus,
ID™u(x) = Max {|D"u(x) - (&, &z -n &5 IE] = 1,1 < s <m ).
lull, o = norme de u dans I7(Q).

1/p
Ul p0 = [D7u] 0 = (J | D™u(x)||? dx) est une semi-norme pour l’es-
Q

pace de Sobolev W™?(Q), 1 < p < oo.
i/p

m
[ pa = (Z [D'ul|? o) est une norme équivalente a la norme usuelle
1=0

de W™P(Q). Dans le cas p = o0, ces deux derniéres définitions doivent étre
modifiées de la fagon habituelle.

£(X, Y) désigne ’ensemble des applications linéaires continues d’un espace
normé X dans un espace normé Y.

P, désigne I’ensemble des polyndmes de n variables de degré < k.
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46 P. JAMET

2) Résultats généraux

Soit Q un domaine borné de R” et soit Q un domaine « équivalent » quel-
conque, c’est-a-dire qu’il existe une transformation affine inversible F telle
que :

(2.1) Q=FQ)={xeR";x = F(), e Q}.
On peut écrire la transformation F sous la forme : F(£) = BX + b, ou B est

une matrice inversible d’ordre » et b est un n-vecteur. On a alors le résultat
suivant (lemme 2 de Ciarlet et Raviart [5]) :

(2.2) IBIl < h/p, ou:
h = diamétre de Q, p = sup { diamétre des sphéres contenues dans Q 1, et
| B = norme de la matrice B induite par la norme vectorielle euclidienne.

A toute fonction u définie sur Q, on fait correspondre de fagon biunivoque
une fonction # définie sur Q, au moyen de la relation canonique :

(%) = ul(x), ou x = BxX + b.

Si ue W"?(Q), pour [ entier >0 et 1 < p < oo, alors € W"?(Q) et 'on a
(formule (4.15) de Ciarlet et Raviart [5]) :
(2.3) la|, .5 < 1Bl |det B|7'7 |u], .0
Les estimations (2.2) et (2.3) seront utilisées ultérieurement.

Soient maintenant k, /, m trois entiers positifs (') et considérons un opé-
rateur I1e C(W*P(Q), W™P(Q)), avec | < p < oo, qui satisfait les deux hypo-
théses suivantes :

(H.1) ITu = u, pour tout u € P,.

(H.2) Ilexiste unensemble { &, )7_, de vecteurs non nécessairement distincts,
tel que :

D™u - (&4, ..., §,) = Opour toute fonction u telle que D™u - (§,, ..., §,) = 0.

Nous supposerons que les vecteurs & sont unitaires, ce qui n’est évidem-
ment pas une restriction.

A Topérateur I, il correspond un opérateur « équivalent » ﬁeL‘(W"”(fl),
wmr(Q)) défini au moyen de la relation canonique : TTa(%) = Tlu(x).

Si IT satisfait les propriétés H.1 et H.2, alors 11 satisfait des propriétés ana-
logues avec les vecteurs & remplacés par Es = B7E,.

Nous allons commencer par démontrer quelques lemmes préliminaires.
Dans tout ce qui suit nous supposerons que le domaine Q a la « propriété du

(1) La plupart de nos résultats sont triviaux dans le cas ou ces entiers sont nuls. Nous excluons
donc ce cas sans intérét.
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ELEMENTS FINIS DROITS PRESQUE DEGENERES 47

cone » (c.f. Courant et Hilbert [7], Agmon [2], Lions [8]), ce qui est une
propriété trés générale qui sera toujours vérifiée dans les exemples pratiques.
D’autre part, toutes les démonstrations seront faites en supposant p fini; le
cas p = oo est toujours plus simple, mais nécessite quelques modifications.

Lemme 2.1

Soient Q un domaine borné de R” ayant la propriété du cone et € un vecteur
unité arbitraire. Pour tout v € W*?(Q), / = 1, il existe une fonction u € W>?(Q),
telle que Du - (£) = vet [lull,, o < C [vll,,q o C est une constante qui ne
dépend que de Q et /.

Démonstration. — Nous allons démontrer : |u|,,o < C [vl,,o pour
0 < r < L Pour plus de simplicité, nous considérerons seulement le cas par-
ticulier : r = 1, n = 2, et p < o0. L’extension de la démonstration au cas
général est immédiate et présente seulement des complications de notations.

Nous choisissons des coordonnées rectangulaires x, et x, de sorte que
I’axe relatif & x, soit parall¢le au vecteur £ et que Q soit contenu dans le carré
G = {(x,x;);0 <x; <h0<x, <h},ouhestlediamétre de Q. D’apres
Lions [8] et grice a la propriété du cone satisfaite par le domaine Q, on peut
étendre la définition de v a tout I’espace R? au moyen d’un opérateur de
prolongement qui est continu de W"?(Q) dans W"?(R?). Désignant la fonction
prolongée par la méme notation v, on a alors :

“U“ l,p,G g llU” I,p,‘RZ < Cl “U“ l,p,ﬂ’

ou la constante C, ne dépend que de Q, / et p. Il en résulte qu’il est suffisant
de démontrer le lemme 2.1 pour le domaine carré G au lieu de Q.

Soit v une fonction arbitraire dans C®(G) et soit :

u(x,, x,) =j (s, x,) ds.
0

La fonction u satisfait : Du - (§) = fj; = v. Donc :
1

ou |

| = Pelhe < Ioluse

pr.G

ou v
6_)62()(1’ xZ) = JL) 55(—(5, XZ) ds.

2
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48 P. JAMET

D’ou, en appliquant I’inégalité de Holder :

h h p i/p
?u (x1, x3) | < _31()(1’ X)) | dx, < k' «iv_(xp xp) | dxy )
X, o | 0%2 o | 0%,
1 1 L1
avec— + — = 1. On en déduit :
p q
h p p
f |ﬁu—(x1,x2) dx, < k¥ v i
o lﬁx2 0x, G
et, par conséquent, en intégrant par rapport a x, :
ou v
| il 2] <hple
(2 5) | axz Ipr {axz .G ”U“l,p,G

De (2.4) et (2.5), nous déduisons :
[ty po < V2Max {11} o] e

Cette inégalité s’étend par densité a toute fonction v € W"?(G), ce qui achéve
la démonstration. -

Lemme 2.2

Soit Q un domaine borné de R” ayant la propriété du cone. Soient / et m
deux entiers positifs et | & }7_, un ensemble de vecteurs unités qui ne sont
pas nécessairement distincts. Pour tout v e W"P(Q), il existe une fonction

ue Whr(Q) telle que :
(2.6) D™u- (&, .. &) =0 et |ull,,q<Clol,q
ou C’ est une constante qui dépend seulement de Q, m et /.

Démonstration. — Par récurrence en utilisant le lemme 2.1. D’aprés le
lemme 2.1, il existe u, € W"P(Q) tel que Du, - (§,) = vet [u,, o < Clvl,, 0
Puis. il existe u, € W"?(Q) tel que Du, - (§,) = u, et |u,l, 0 < C
Cette fonction u, satisfait :

D?uy - (§,,8,) = Duy - (&) = v et “uznl,p'g < C? “U“LI,,Q-

En continuant ainsi de proche en proche, on obtient une fonction u = u, qui
satisfait les conditions du lemme 2.2 avec C' = C™, ou C est la constante du
lemme 2.1. O

Uy I Lp,Q

Lemme 2.3

Soit TTe C(WP(Q), W™P(Q)) un opérateur qui satisfait les hypothéses H.1
et H.2. Alors, il existe un opérateur unique Q € L(W"?(Q), I7(Q)) tel que :

(2.7) D'Iu - (&, ..., &) = Q(D™u - (&, .-, E))s

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS DROITS PRESQUE DEGENERES 49

pour tout ue W'*m?(Q) De plus, cet operateur satisfait

(2 8) Qv = v, pour toutve P, _,,

Demonstration — Considerons les espaces survants

S Lp, &, &)= {uueW?Q),Dwu (&, ,E.)eW?rQ)}
So(Lp, Q& &) = {ufue WPQ), D" (&, ,&,) =0}

SGLp, QL L&) =5Lp Q& ,&)S:(Lp QE, ,E&,), muns

de 1a norme de W' P(Q) pour les deux premuers et de la norme quotient pour le
troisieme

Il resulte du lemme 2 2 que la relation (2 6) definit une apphcation biuni-
voque continue de W'P(Q) dans S(,p,Q,&,, ,&,) Soit v quelconque
dans W'P(Q) et soit u son 1mage dans S(/, p, Q, &,, ,E&,) Il resulte de I’hy-
pothese H 2 que 'operareur IT fait correspondre a # un element unique de
S(m, p, Q,&,, ,E,) et par consequent D"ITu (§,, ,¢&,) est determine de
fagon unique dans I7(Q) La correspondance v — D™Iu (§,, ,§&,) = Qv
definit un operateur hineaire continu de W*'?(Q) dans 7°(Q) qui satisfait la
propriete (2 7) L’unicite de cet operateur est immediate Finalement, (2 8)
resulte de ’hypothese H1 O

Maintenant, nous allons utiliser le lemme 2 3 pour demontrer le theoreme
suivant qui est a comparer avec le theoreme 5 de Ciarlet et Raviart [5]

Theoréme 2.1

Supposons k > m et soit [1e C(W**P ™?(Q)), W™P(Q)) un operateur qui
satisfait les hypotheses H 1 et H 2 Alors, pour tout u e W**1 7(Q), on a

29) HDm” (€1, &) — D"u (€, "t:m)Hpn < CHrLom |“|k+1 rQ

ou C est une constante qut ne depend que de Q,I1, &, m et p (c’est-a-dire que C
est le méme pour tous les domaines Q equivalents et tous les operateurs IT
equivalents)

Demonstration — En appliquant le lemme 2 3 ci-dessus et le lemme 7 de
Ciarlet et Raviart [5] (extension du lemme de Bramble et Hilbert [3]) dans

le domaine de reference Q, on obtient

210) [pma &, .&)—-Dpmma €, &,
= 17 = O =)
s C |1 - Q“ 'Dm"? (al’ > ém)'k-ﬁ-l mpﬁ’

E)
[oN
a
=
»
=
9>
=
|
S

ou / designe I'mjection canonique de W**1! ™p(

n°® mars 1976



50 P. JAMET
désigne la norme de I'opérateur [ — O dans (W< ~m2(Q), I7(Q)) et C est
une constante. Mais, pour toute fonction w définie dans €, on a :
Dm(R) - €y, oons B) = D"W(x) €y n Bp)y VX EQ.
D’ou, en prenant w = u — Ilu :
211) [D"a - €y s &) — DI Ey, - 600 “
= |det B|"YP | D™u - (&4, ..., €,) — D™ (€, .., )00
et aussi, en appliquant (2.3) a la fonction D™u - (§,, ..., §,,) :
(2.12) |Dmi2 o (PP &m)lk+1—m,p,fl
< ”B“k+l_m }det B|_1/p |Dmu : (&1’ tees am)lk-*-l—m,p,ﬂ'
D’ou, en regroupant (2.10), (2.11) et (2.12) et en appliquant (2.2) :
”Dm E.al! ees ém) D™lu - (gl, ey ‘-.:m)l'pﬂ
\ C hI - Qh ||B|k+1 " le &15 (s} ém)lk*‘l—m,p,ﬁ
< CUF = O (Y ulysy pas
ce qui achéve la démonstration du théoréme. [J

Nous allons maintenant considérer un ensemble E, = { e, }7_, de n vec-
teurs unités linéairement indépendants. Soit £ un vecteur unité quelconque
de R". On peut écrire :

(2.14) =Y ae,

Soit6,0 < 6, < %, I’angle du vecteur £ avec la droite supportant le vecteur e,
et soit :
(2.15) 8(E,) = Max min { 0, }

geR" eseEn

Lemme 2.4

Pour tout vecteur unité £ eR", on a :
(2.16) Z loty| <

L’égalité a lieu pour les vecteurs £ tels que 8, = 6 pour tout s.

o5 avee 0 = O(E).

n
Démonstration. — Cherchons le maximum de ¢(o,..,%,) = Y o, sous
s=1
la contrainte :

g = (z aen 3 ) By t) = 1
s=1

r=1

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS DROITS PRESQUE DEGENERES 51

En un point ot le maximum est réalisé, il existe un multiplicateur de Lagrange
(A, ) tel que :

Agrad ¢ + p grad ¢ = 0, c'est-a-dire :

A 0(p 6\11 =0, pour s=12,..,n
0 oy _ * ou 0 est I’
Or, =let— . 2(€, e) = 2 cos 6%, ou 6 est 'angle des deux vecteurs &
et e, on a:0< 6* n;0¥estégalaBouanm — 9 ) Donc, en un maximum
de @, on doit avoir : (&, S) =cos 0 =7 — 1< Y <1, Yindépendant de s.

D’autre part, le maximum de ¢ est nécessairement positif puisque le signe de ¢
change lorsque 'on change & en — &; or, en multipliant scalairement (2.14)
par &, on obtient :

n

1= Y of&e) = 790y - %)

s=1
ce qui entraine que Y doit étre positif. On peut donc poser : Y = cos 6* avec
0 < 6* < % On a alors : 0% = @*pours = 1,2, ...,net :
i 1
2.17
@.17) ; ~ cos 8%

Le maximum absolu de la fonction ¢ correspond au plus grand angle 6* tel
qu’il existe un vecteur & pour lequel 6% = 0* pour tout s; cet angle est donné
par :
0* = Max min 0%,
3 s
La conclusion du théoréme résulte de ce que, pour tous les vecteurs &, on peut

écrire : § = Z aXe¥, avec ef = + e, af = 4+ a, > 0 et par conséquent :
s=1

Y oa¥ = Z |oe,]. Donc, le maximum de Z |or | est égal au maximum de Z ok
s=1 s—1
pour tous les ensembles de vecteurs e* = -i_— e, s =1,2,..,n Ce maximum
est donné par (2.17) avec I’angle 6* remplacé par I’angle 8 défini par (2.15) qui
est indépendant de 'orientation des vecteurs e; ou e}.

Théoréme 2.2

Soit E, une base de R" et soit [Te £L(W**1~™P(Q), W™P(Q)), avec k > m,
un opérateur qui satisfait les hypothéses H.1 et H.2 pour tout ensemble de
vecteurs [ & ™, € (E,)". Alors, pour tout ue W**7(Q), on a :
k+1-m

h
@S Crre

(2.18) fu — ), ,. (cos O)" v 1,p,0

n° mars 1976.



52 P. JAMET

ou C est une constante qui ne dépend que de Q. 1, k,m,pet ou 8 = B(E,) est
un angle qui ne dépend que de ’ensemble E, et qui est défini par (2.15).
Démonstration

Posons E, = { e, ...,e,} et supposons que les vecteurs e,, ..., e, sont
unitaires. Soit { €, }™, un ensemble de m vecteurs unités arbitraires. On peut
n

d
écrire : €, = z o, . Posons d’autre part : w = u — [Tu. On a:

D™w (€, oy &) = ) ng Oy g5 oo Oy, DWW - (e, -ons € )
e
D’ou :
R D Y 1V [N R RN

< (z |cx1’s\> (z ]cxm,s|>l Max D™ (es o e,)l
s=1 s=1 S StheaSmgn

------

3 hk+1—m
T

d’apres le lemme 2.4 et le théoréme 2.1. Comme les vecteurs g, sont arbitraires,
on obtient (2.18). [

Nous allons maintenant démontrer une variante du théoréme 2.2 : nous
allons affaiblir ’hypotheése de continuité de ’opérateur n, mais en contrepartie
nous devrons supposer davantage de régularité sur la fonction u.

Nous utiliserons le lemme suivant qui est une variante du lemme 7 de
Ciarlet-Raviart [5] et qui se démontre de la méme maniére :

Lemme 2.5

Soit Q un ouvert borné de R” avec une frontiére continue. Soient
l1<p< oo et k, I, m des entiers > 0 avec k +7/ =2k + 1 = m. Soit
ITe (W LP(Q), WmP(Q)) tel que : ITu = u pour tout u € P,. Alors il existe
une constante C qui dépend de n, k, £, p et Q telle que, pour tout ue W**-?(Q) :

1

(2.19) lu = Tl 0 < CIL =TI 3, [ulissp0n

ou / est 'opérateur identité et [/ — IT|| désigne la norme de 'opérateur 7 —I1
dans £(W**EP(Q), W™P(Q)).

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS DROITS PRESQUE DEGENERES 53

Théoréme 2.3

Soit T € L(W*~m*+1.p(Q), W™P(Q)), avec / > 1, un opérateur qui satisfait
les hypothéses du théoréme 2.2. Alors, pour tout ue W**17(Q), on a :

l hk+l— -1

2.20 u — Iu sC—— 17|

(2.20) | m,p,Q (cos 0)" Z lufies s + D,
Démonstration. — Analogue a celle du théoréme 2.2. L’opérateur Q du

lemme 2.3 est maintenant continu de W**“?(Q) dans I*(Q). Au stade de la
formule (2.12) de la démonstration du théoréme 2.1, on applique le lemme 2.5
et tout le reste est sans changement.

3) Applications

Nous allons considérer successivement plusieurs exemples d’éléments finis
qui satisfont les conditions d’applications des théorémes 2.2 et 2.3, ainsi qu’un
contre-exemple.

EXEMPLE 1

Soit K un n-simplexe non dégénéré de sommets A4, 4, ..., A, et
désignons par A, A,, ..., A,,, les coordonnées barycentriques correspon-
dantes. Soit £ un entier positif et soit £ I’ensemble des points de K dont chaque
coordonnée A, est égale 4 un multiple entier de 1/k. Nous considérons I'opé-
rateur ITqui fait correspondre a toute fonction u continue sur K le polyndome
de degré < k qui interpole la fonction u aux points de . (Pour I’existence et
I'unicité de ce polyndme, voir Nicolaides [9].)

Soit Ey un ensemble de n(n + 1)/2 vecteurs unités dirigés dans la direction
des arétes et orientés dans un sens arbitraire, et soit £, un sous-ensemble
quelconque de E,, qui forme une base de R". Nous allons montrer que I’opéra-
teurIT satisfait I’hypothése H.2 pour tout ensemble de vecteurs { & } ™ | € (E,)".

Posons £, = { e, }!_, et utilisons cette base pour définir un systéme de

coordonnées (yl, ..., ¥,) & partir d’'une origine quelconque. Pour toute fonc-
tion u, on peut alors écrire : D™u - (§,, ..., §,) = 0"u, ou o = (o, ..., &)

n
est un multi-indice avec |o| = ) o, =m, o, > O et
i=1

aal aan

cu = — o ——
Gy (dy,)

u.

Lemme 3.1

Si u est une fonction telle que d*u = 0, alors u peut s’écrire sous la forme :

f!]_

(3.1) u= z 0000

n° mars 1976.
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OU ¥' = (Vs s ¥, 15 Vy415 > Va) €t les ) (y)) sont des fonctions arbitraires
de y..
J

Démonstration. — Elémentaire, par intégrations successives. [J

Supposons maintenant que l'on ait choisi 'origine des coordonnées en
un sommet du #-simplexe K et que ’on ait choisi 'orientation des vecteurs e,
de telle sorte que K soit contenu dans la région : y, > 0 pour tout j. Désignons
par A, la longueur de l'aréte de K paralléle au vecteur e, et soit z, = y /h.
Relativement aux nouvelles coordonnées z,, le n-simplexe K est situé dans
Phypercube : 0 <z, <1, j=1,2,..,n Considérons une suite de poly-
némes g, , définis par :

doult) =1
(3.2) ot 1
g.(t) = 1 <t — E)’ pour s=1,2, ..,k

1=0

Ces polynomes étant linéairement indépendants, tout polyndéme d’une seule
variable de degré < k peut s’exprimer au moyen d’une combinaison linéaire
des g, ;. On peut donc écrire (3.1) sous la forme :

(33) u = Z Z )gjs )
;S sS
ou les g, ; sont des fonctions arbitraires de z; = y)/h,.

Lemme 3.2

Soit # une fonction de la forme :

(3.4) u=q.,lz)9,,z), 0<s<k
Alors, I'lu est de la forme :
(3.5) IMu = q&’k(zj)gj‘,a(zj’),

ou g¥(z)) est le polynéme de degré < (k — s) par rapport aux variables
Zys s 2y 15 Zy4 15 o0 2 QUi Interpole la fonction g, aux poimnts de X situés
dans 'hyperplan z, = s/k.

Démonstration :

Il suffit de vérifier que les fonctions (3.4) et (3.5) prennent les mémes
valeurs en tous les points de X. Or, dans chacun des hyperplans z, = i/k,
avec 0 < i< s — 1, on a: u =Ilu = 0. Considérons maintenant un point
P € X situé dans un hyperplan z, = i/k avec s < i < k; la projection P’ de
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ce point sur I’hyperplan z; = s/k parallélement au vecteur e; appartient aussi
a Z; donc, par définition de g, on a :

gh(P) = gi(P) = g;(P") = g;(P),
et par conséquent, [Tu(P) = u(P). O

Des lemmes 3.1 et 3.2, on déduit immédiatement :

Corollaire 3.1. Soit o un multi-indice < 0 arbitraire. Si # est une fonction
telle que 6°u = 0, alors son interpolée Iu satisfait : 6°ITu= 0.

Nous pouvons maintenant appliquer les théorémes 2.2 et 2.3. En utilisant
le théoréme d’immersion de Sobolev, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 3.1

Soit IT’opérateur d’interpolation considéré ci-dessus et soit £, un ensemble
de vecteurs dirigés selon les N arétes du n-simplexe K. Alors :

i) Sik +1 — m > nfp(ousik +1 — m = 0sip = o), ’estimation (2.18)
est satisfaite pour toute fonction u € W**?(Q), avec 8 = min { 6(E,) }.
En< En

ii) Si [ est le plus petit entier positif tel que k& + | — m > n/p, 'estima-
tion (2.20) est satisfaite pour toute fonction u e W**"?(Q).

REMARQUE :

L’estimation (2.18) (ou (2.20)) montre que I’approximation est bonne
pourvu que ’angle 0 ne soit pas trop voisin de n/2, c’est-a-dire que les direc-
tions des arétes ne soient pas toutes trop voisines d’'un méme hyperplan. Par
contre, il n’y a aucune restriction sur I’aplatissement du n-simplexe K, c’est-a-
dire sur le rapport 4/p, ou p est le diamétre de ’hypersphére inscrite dans K.

Dans le cas particulier # = 2, le théoréme 3.1 donne
0 =%Max{a,n —a} < Max { o/2, /3 },

ou a est le plus grand angle du triangle K. (Un raisonnement particulier montre
d’ailleurs qu’on peut prendre aussi © = «/2). Dans I'application de la méthode
des éléments finis, il faut donc imposer que tous les angles o; de tous les triangles
de la triangulation satisfassent une condition de la forme :

(3.6) 6 SY<T™

ou v est un angle fixé. La condition (3.6) est moins restrictive que la condition
de Zlamal [14] qui est de la forme :

(3.7) 0<B<a,

n°® mars 1976.






