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R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
(vol. 11, n°2, 1977, p. 159 à 180)

INTERPOLATION HARMONIQUE (1)

par Patrick RABIER(2)

Communiqué par P, G. CIARLET

Résumé. — Nous étudions l'interpolation aux points d'un ensemble S de R2, des fonctions
harmoniques par des polynômes harmoniques de degré convenablement fixé.

Si K désigne une partie compacte de R2 contenant 2, une estimation de l'approximation
en fonction de paramètres géométriques de K (diamètre, « largeur ») et de Vensemble S est
donnée lorsque K est convexe puis dans un cas plus général.

I. NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

Au cours des développements ultérieurs, nous aurons constamment à uti-
liser diverses conséquences de l'identification de R2 et de C. Afin d'éviter les
confusions nous adopterons les conventions ci-après. Désignons par x l'appli-
cation :

x : (x, y) G R2 -^ x (x, y) = x + iy e C,

qui réalise Tisomorphisme (R-linéaire) entre R2 et C, Soit E une partie de R2

et F un ensemble quelconque. Si ƒ est une fonction de E dans F, nous note-
rons :

ï*f = fOT-i-.i(E)^F. (1.1)

Réciproquement, si ƒ est une fonction de x (E) dans F, nous noterons :

x* ƒ = ƒ ox :E-*F. (1.2)

Si Q est un ouvert de R2, J^ (Q) désignera l'espace vectoriel réel des fonctions
harmoniques dans Q. Soit a = (a l s a2)e N x N un multi-entier. On pose :

|ot| = <x1 + a2 (longueur de a). (1.3)

Soient alors v s J^(Q)et a = (a l 5ot2)eN x N; on suppose que |a| > l.Nous

allons mettre en évidence une écriture « canonique » de Dav où D*v = ——'• .
dxai 5ya2

f1) Manuscrit reçu le 14 novembre 1975.
(2) Analyse Numérique, Université Pierre et Marie Curie.
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160 P. RABIER

De façon précise :

i , . foc* et ou pairs entraîne Dav - eD^v, s = '+ 1, p = (lal 0). . .
a pair : < . r v i (1.4)

[oLt et a2 impairs entraîne Dav = eD^v, e = ± 1, p = (|a| — 1,1).

|a| impair :

ax pair et a2 impair entraîne D*v — eDpu, s = ± 1, p = (|a| — 1,1). ( ,

ax impair et a2 pair entraîne D0!; = sDpu, s = ± 1, P = (|ot|,0).

C'est évident pour |a| = 1. Pour |a| > 2, cela découle du fait que v est harmo-
nique, donc aussi Dyv pour tout y = (yi9 y2) e N x N.

Il y a donc deux dérivations « canoniques » de longueur donnée n pour
n > 0 (et une seule pour n = 0). Pour n e N, nous désignerons par An l'en-
semble des multi-entiers « canoniques » de longueur k < n. L'ensemble An

possède 2n H- 1 éléments, c'est-à-dire :

An= { (0, 0) } u { (k9 0), (k - 1, 1); 1 < k < n }.

Considérons maintenant une fonction ƒ à valeurs réelles, de classe ^°° sur
l'ouvert Q et un entier m positif ou nul. Alors, pour tout point (x, y) de Q,
Dmf(x, y) appartient à i?m(R2, R) où ifm(R2, R) désigne l'espace vectoriel
de dimension 2m sur R des applications m-linéaires de R2 dans R.

Compte tenu que Dmƒ (x, y) est symétrique, la norme induite par la norme
euclidienne (c'est-à-dire lorsque i?m(R2

5 R) est identifié à R2™) de Dmf(x, y)
est donnée par :

Pour les questions relatives au calcul différentiel, on pourra consulter [1].
Puisque dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont

équivalentes, si [Z)m/ (x, y)J désigne la norme :

Sup \Dmf(x,y).(^---,Ul
IKill = . - = HU!l = i

il existe deux constantes Cx et C2 ne dépendant que de m telles que :

Cx \\Dmf(x,y)\\ < [ZT/(x,y)J < C2 \\D
mf(x,y)\\. (1.7)

Le lemme suivant sera souvent utilisé par la suite :
LEMME 1 .1 : Soient U une fonction analytique de la variable z — x + iy dans

l'ouvert x(Cl) et m un entier supérieur ou égal à 1. On a :

= |Dm(T*Re U)(x,y)\\,
V2 m " ]

où ||. || désigne la norme de =5fm(R2, R) induite par la norme euclidienne.

R.A.l.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



INTERPOLATION HARMONIQUE 161

Démonstration :
Posons Re U = u. Grâce à (1.6) nous avons :

C o m m e la f o n c t i o n x * « est h a r m o n i q u e , o n t i r e d e ( 1 . 4 ) e t ( 1 . 5 ) q u e

dmx*u

dxm~kdyk

dmx*u ,

dxm'kdyk

D'où l'identité :

dmx*u

dxm~l ôy

dmx*u

dxm

y)

si

si k est impair,

k est pair.

Mais on a
k pair

= 2 m l et donc :

Par ailleurs, si F est une fonctioiî holomorphe dans l'ouvert x (Q), on remarque
èx*V

que V' (z) = —-z— (x, y) puisque ta dérivée de F ne dépend pas de la direction.

Écrivons V = Re V + i Im V; alors : x* V = x* Re F + ix* lm K
Par suite :

T/ l / , 3 x * R e F / , 3x* Im F ,

II découle des équations de Cauchy-Riemann que :

Re \ dx* Re F H2

"̂ "(x> y )J *
vol. 11, n°2, 1977



162 P. RABIER

Choisissons V = t / ^"^ . Puisque T*(Re ^ " " ^ ( x , y) = — (x,j;),ona
ôxm l

En se reportant à (1.8), on achève la démonstration.
L'outil nécessaire à l'étude précédente se trouve dans [2].
Supposons que l'ouvert Q est simplement connexe et prenons U fonction

holomorphe dans x(Q). Fixons Ç E C et considérons la fonction de la variable
zex(Q) :

F(z) = U(z) + l/'(z)(Ç - z) + ; . . + - ^ P (Ç - z)\

On vérifie sans difficulté que :

F{z) =

Si Ç e T (Q), F(Ç) est bien défini et l'on a :

où l'intégrale du second membre est une intégrale curviligne qui peut être
calculée le long de tout chemin de x(Q) d'origine z et d'extrémité Ç. L'identité
précédente s'écrit aussi :

= U(z)+ U'(z%-z)+ . . .

La formule ci-dessus est valable pour tout z et tout Ç dans x (Q) ; nous aurons à
l'utiliser à plusieurs reprises et chaque fois que nous emploierons le terme
« Formule de Taylor » c'est de la formule (1.9) qu'il s'agira.

Signalons également le lemme ([5], chapitre V, paragraphe 4) :
LEMME 2 . 1 : Soient S)1et £iï2 deux ouverts bornés simplement connexes de C, de
frontières respectives ci1 et <$2- ®n suppose que ^ \ et < 2̂ sont deux courbes
fermées simples de Jordan. Soit aussi <I> une représentation conforme de ^ x

sur £^2. Alors, O se prolonge en un homéomorphisme (encore noté <D>) de 3)x u c€1

sur @)2 u ^ 2 (de sorte que $ 1 ^ est un homéomorphisme de ^ l sur <$2).

Il est fondamental pour la suite d'établir une inégalité de Markov en deux
dimensions. Nous exposerons ici le point de vue de [6] mais on trouvera
dans [4] une étude de ce sujet par une méthode différente.

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



INTERPOLATION HARMONIQUE 163

Soit ^ u n e partie compacte convexe de R2, d'intérieur non vide ; soit toe dK
et u un vecteur unitaire. On considère l'hyperplan normal à u passant par t0 :

JT. = { t e R 2 / ( t - t o , u ) = 0 } ,

où (,) désigne le produit scalaire usuel de R2. On dira que Jfu est un hyperplan
d'appui de Ken tQ s'il ne contient pas de point intérieur à K. Alors, en changeant
éventuellement u en — w, on peut supposer que (t — /0, u) < 0 lorsque t par-
court K9 auquel cas u est appelé vecteur normal extérieur à K en t0.

Nous citerons les deux résultats suivants sans démonstration (cf. [6]) :
— Si t0 e dK, il existe au moins un hyperplan d'appui de K en t0.
— Pour chaque direction u, il existe exactement deux hyperplans d'appui

de K, l'un ayant le vecteur normal extérieur u et l'autre le vecteur normal
extérieur — u.

Ils sont séparés par la distance du > 0.
On pose alors :

X(K) = Inf du, (1.10)
II «il = i

où ||. || est la norme euclidienne de R2, la quantité h(K) est appelée « largeur
de K » ; nos hypothèses sur K font que X (K) > 0.

Si ƒ G ̂ (K) (pour la définition de «""(A"), on pourra consulter [4]) et
si m e N, on pose :

où ||Z)m ƒ (x, ƒ )|| est donnée par (1.6). Le résultat important de [6] est :
LEMME 3 . 1 : Soit p un polynôme réel défini sur R2 de degré inférieur ou égal

à i e N . On a alors :

| | |

Nous en déduisons :
COROLLAIRE 1 . 1 : Soit p un polynôme de la variable complexe z = x + iy,

de degré k e N. Alors :

Démonstration :

On applique le Lemme 1 . 1 :

\p'(z)\=\\D(z*Rcp)(x,y)\\.

vol. 11, n" 2, 1977



164 P. RABIER

Comme x* Re p est un polynôme réel défini sur R2 de degré inférieur ou égal
à k, le Lemme 3.1 fournit pour (x, y) e K :

\\D{%* Re p)(x9 y)\\ < |x* Re p\UaOwK < ^ K * Re p\0>OD,K.

Puisque :
|x*Rep|0>0O^ = Sup |x*Rep(x, j;)| < Sup \p(z)\.

(x,y)<=K zex(K)

on conclut que :
A }A

Sup \p(z)\.
Z€X(K)

Le membre de droite étant indépendant de z e x (K), on déduit le Corol-
laire 1.1.

COROLLAIRE 2.2 : Sous les mêmes hypothèses, on a :

VO < m < K Sup |p<m>(z)| < ^ Sup \p(z)\.

Démonstration : Immédiate avec le Corollaire 1.1.
Pour terminer, signalons que l'énoncé d'une propriété d'une fonction ƒ

sous-entendra toujours que cette propriété est vérifiée comme fonction de
variables réelles si ƒ est définie sur un sous-ensemble de R2 et comme fonction
de variable complexe si ƒ est définie sur un sous-ensemble de C. Par exemple,
si Q est un ouvert de R2, « ƒ analytique sur x (Q) » signifie que ƒ est une fonc-
tion holomorphe de la variable complexe z = x + iy alors que « ƒ analytique
sur Q » signifierait que ƒ est analytique par rapport aux variables réelles x
et y,

II. INTERPOLATION DE LAGRANGE

Soit K une partie compacte convexe de R2, d'intérieur non vide K et soient
par ailleurs TV points de K(N > 1) notés :

On pose :

Si la fonction x est définie comme dans le paragraphe I, il est commode
d'écrire :

<Zj - T(XJ, ys) = Xj + iyj ; 1 < . / < N.

R.A.LR.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



INTERPOLATION HARMONIQUE 165

Pour tout / = 1, . . . , N, il existe un et un seul polynôme à valeurs complexes
px de degré inférieur ou égal à N — 1 tel que :

/>,(«,) = SU, (2.1)

où 8y désigne le symbole de Kronecker. Ce polynôme est d'ailleurs donné par
la formule explicite :

n (* - */)
n ( )

Soit alors P e tPN~x> °ù ^ A T I désigne l'espace vectoriel complexe des poly-
nômes sur C de degré inférieur pu égal à N — 1. Le polynôme P s'écrit alors de
manière unique :

P(z) = £ P(ai)pi(2).
i = l

En effet, le polynôme P(z) = ^ P(al)p/(z). à N zéros distincts (les at pour

/ = 1, . . . , N)9 comme il appartient à ^ _ l 5 il est identiquement nul.
o o

Puisque K est convexe, il en va de même de K et donc de x (K) qui est Tinté-
o

rieur de x(K). Soit (7 une fonction holomorphe dans t(K), continue sur x(K).
o

Fixons z ex (K). Pour Ç e x (ÜT ), on écrit :

La fonction M(z^) est continue sur l'ensemble i(K) x x(A )̂ puisque la
formule (2.3) équivaut à

TJO(Z\

®(z,Q=u(Q~ z^LM^-zy, (2.4)
7

Maintenant, on définit le polynôme l / e ̂ jv-i P a r •

Ü(z) = £ C/
1=1

d'où Ton tire :

En faisant C, = at dans (2.3), on obtient :

&«(*) = f f fi1 i ^ M (a| _ 2)/ + m{Zi flj)^(z). (2.5)
i = l \ j = O i ! /

vol H, n° 2, 1977



166 P. RABIER

Nous allons voir qu'en fait, on a une expression plus simple de la formule (2.5);
précisément :

LEMME 1 .2: Pour 0 < m < N — 1, on a :

Démonstration : Si Ton reprend la formule (2.5), il s'agit de démontrer que :

(=1 \j

Le membre de gauche s'écrit :
N-l JJU)(Z\ N

. Z —— E fa - z)jp{r\z)-
j=0 J- 1=1

Nous allons donc démontrer que :

VO < j0 < N - 1, X («/ " ^ P l M ) W = ™! 8J o B .
/ = i

Supposons d'abord que m = 0.
Pour /0 = 0, il découle de la définition de px que l'on a :

AT

Pour ;0 > 0, nous raisonnerons par récurrence; soit U(z) = zio. Comme la
condition Ue ^>

N_1 entraîne U = U et @(z, Q = 0 (par les formules (2.3)
ou (2.4)), on a par la formule (2.5) :

N /N-l

^ ( , y)Pl(z) = E i (flj zyP((z).
0 J ' J j = Q J • 1=1

On utilise alors le fait que UU) (z) = 0 pour / > j0 et l'hypothèse de récurrence
selon laquelle j < j0 entraîne :

J; (a, - zyPl(z) = bJi0.
On aboutit alors à :

U(z) = U(z)+ ^ M J (flf _ zybpj(z).
JO' 1=1

De cette formule, et puisque UUo)(z) = j0 !, on conclut que :

Z (at - zY°Pl(z) = 0,
/ = i

ce qui achève la démonstration dans le cas où m = 0.

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



INTERPOLATION HARMONIQUE 167

Étudions maintenant le cas m = N — 1. En prenant successivement

7o = 0, . . . , i V - 2 et U(z) = zi°9

un raisonnement analogue au précédent montre que ;

VO < j0 < N - 2, £ (at - zy°p\N~V(z) = 0.

Ensuite, en prenant pour fonction U(z) le polynôme ziV"1,on trouve que :

I ( a , - z r - ' p T 1 ^ ) s f * - 1 ) 1 .
1=1

ce qui fournit le résultat annoncé pour m = N — 1.
Enfin, lorsque 0 < m < N — 1,1a démonstration se fait en trois étapes,

chacune d'elles se résolvant par une méthode identique à celle développée
dans les deux cas particuliers précédents :

N

£ (a, - zY°rtm)(z) = 0 pour 0 < j0 < m,
z = i

t (a, - zTv{r\z) = ml,
1=1

N

X (at - z)jop{(n){z) ~ 0 pour m. < j0 < N - 1.

REMARQUE 1.2 : Le Lemme 1.2 est une adaptation au cas complexe d'un
résultat pour les fonctions de variables réelles qui est donné dans [3].

o

LEMME 2 . 2 : Sous les hypothèses précédentes (Ufonction analytique dans x (K),
continue sur x(K)) et en supposant de plus que |C/(JV)(£)| est borné dans x(K)9

on a la majoration :

pour tout z ex (K) et tout C,ex (K).
o o o

Démonstration : Prenons z ex {K) et Ç G T (K). L'ouvert x (it) est convexe et
la formule de Taylor (1.9) s'applique :

o ^

Posons ^(/) = z + r(Ç — z). L'intégrale du second membre s'écrit alors :

£̂0

vol. i l , n ° 2 , 1977



168 P. RABIER

Donc :

\®{Z, 0| < J ' {\~^'y \UW(Z + t(Ç " Z))\ % ~ 2\" dt,

ce qui entraîne :

o o

établissant le résultat pour z ex (K) et Ç 6 x (K) en vertu de Fégalité :

Jo (jv-i)! dt=W:

Puisque x(K) est un ensemble convexe fermé d'intérieur non vide, on a
l'identité :

la continuité (à z fixé dans T (K)) de la fonction : Ç -» M (z, Ç) sur rensemble t (£)
o o

permet de prolonger l'inégalité obtenue pour z ex (K), Ç G T (i^). Ceci achève
la démonstration.

Maintenant définissons :
h{K) = diamètre de K {= Sup \z - Ç|), (2.6)

Z€T(K),Ç6T(IC)

5(S) = Inf|a, - a;.|.

Nous pouvons alors énoncer :

THÉORÈME 1.2: Soft 1/ wne fonction analytique dans x (K), continue sur x (K\

telle que \Um{£)\ est borné dans x{K). Pour 0 < m < N — 1, il existe une
constante A ne dépendant que de m et de N telle que :

Sup \(U^ - ÜM)(z)\ < A ^ ^ ^ W Sup |t/(J¥

Démonstration : Le Lemme 1.2 donne pour z G T ( I ) :

|l/W(2) - U^(Z)\ < f 1^(2,^)^(2)1.
/ = 1

Puis, par le Lemme 2.2 on obtient la majoration de \âi(z9 ax)\ :

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
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Utilisant le fait que \z — at\ < h{K\ on a :

Le Corollaire 2.1 fournit :

Enfin, des formules (2.2) et (2.7), on tire :

ce qui entraîne :

s

[5(1)]*-1 ««
On prend alors la borne supérieure sur x (A) du membre de gauche, ce qui
conduit à la majoration annoncée.

REMARQUE 2.2 : Dans le cas où N = 1, la seule valeur admissible de m
est m = 0. Il faut alors comprendre l'inégalité ci-dessus comme étant :

Suç \U(z) - U(z)\ < h(K) Sup \U'(%
zex(K) Çex(K)

Nous allons donner une autre version du Théorème 1.2 qui ne fait pas
intervenir la largeur X (K) de la partie K.

o

THÉORÈME 2 . 2 : Soit U une fonction analytique dans x (K), continue sur x (K),
telle \U(N)(^)\ est borné dans x(K). Pour 0 < m < N - 1, il existe une cons-
tante A' ne dépendant que de m et de N telle que :

Suç \(U^ - t/<™))(2)| < i ' [ * W f - g ^ Suç

Démonstration ; Repartons de l'inégalité (cf. démonstration du Théo-
rème 1.2) :

T 5
• Çex(K) zex(K)

Puisque K a pour diamètre h (K), il existe une boule fermée B de rayon h (K) qui
contient K et Ton a par suite :

Sup |pi»>(z)| < Sup
zex{K) zet(B)

vol. 11, n°2, 1977



170 P. RABIER

La boule B a pour diamètre h(B) = 2h(K). Le Corollaire 2.1 donne alors :

Sup |p<-)(Z)|
 (f~2r Sup \Pl(z)\.

{B) [k(B)Ym zez(B)

On voit sur la définition que si B est une boule :

d'où l'on tire :

Sup lp'(z)i-
zex(B)

Finalement, puisque la formule (2.2) donne le polynôme/^ sous forme explicite,
on majore le second membre de l'inégalité précédente par :

Sup

On conclut alors comme dans le Théorème 1.2.
Du Théorème 1.2 et du Théorème 2.2, nous allons déduire deux corollaires.

Signalons avant tout que nous utiliserons désormais la notation (1.6).
o

COROLLAIRE 1.2: Soit U une fonction analytique dans T (K), continue sur x (K).
telle que \Um{Ç)\ est borné dans x{K).

Pour 0 < m < N — 1, il existe une constante B ne dépendant que de m et
de N telle que :
Sup, ||(Dm(x* Re U) - £>m(t* Re Ü))(x, y)\\

(x,y)eK
\\D"(xm Re UUs, t)\.

Démonstration : Le Lemme 1.1 donne d'une part :

-jL= Sup, [|D»(T* Re U)(s, t)\\ = Suç
/ 2 ( ) X ^ i C )

et d'autre part, pour 1 < m < N - 1 :

1 Supo |(i>m(T* Re U) - Dm(T* Re U))(x9 y)\\ = Suç

L'inégalité est donc prouvée par l'intermédiaire du Théorème 1.2 lorsque
1 < m < JV — 1. Lorsque m = 0, on a simplement :

Supo |(x* Re U » T* Re Ü)(x9 y)\ < Suç |l/(z) - U{z%
{x,y)ek zet(K)

et le résultat en découle.

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



INTERPOLATION HARMONIQUE 17 !

COROLLAIRE 2.2 : Soit U une fonction analytique dans T(K), continue sur

i(K) telle que\UN (Ç)| est borné dansx{K).
Pour 0 < m < N — 1, il existe une constante B' ne dépendant que de m et

de N telle que :

Supo ||(Dm(x* Re U) - Z)m(x* Re U))(x, y)\\
(x,y)ek

[5 ( S ) / (s,t)eK
R e

Démonstration : Identique à celle du Corollaire 1.2 mais en utilisant le
Théorème 2.2 au lieu du Théorème 1.2.

Nous allons maintenant énoncer le théorème important de ce paragraphe :

THÉORÈME 3 . 2 : Supposons que dK est une courbe fermée simple de Jordan.
Soit u une fonction harmonique dans K, continue sur K et telle que \\DNu(s, t)\\

0

est borné dans K. Il existe alors un polynôme harmonique ïï de degré inférieur ou
égal à iV — 1, entièrement caractérisé par la donnée de u et vérifiant :

u{xj9 yj) = u{xj9yj) pour 1 < j < N.

De plus, pour 0 < m < N — 1 :

/ / existe une constante B (la même que dans le Corollaire 1.2) telle que :

Sup \\Dm(u - u){x9y)\ < B l > r o 3 [ * ( * ) ] S u p \\Dmu(s, t)\\.

// existe une constante B' (la même que dans le Corollaire 2.2) telle que :

Sup | > || t ] [ * ( ^ - i J|
[5(2:)]^ {s,t)eK

Démonstration : Nous allons d'abord prouver qu'il existe une fonction U,
analytique dans x (K), continue sur x (K), telle que u = x* Re U et telle que
11/^' (^)| est borné dans x (K). Si Ton a trouvé une fonction U vérifiant les trois
premières conditions, la quatrième est automatiquement satisfaite puisque par
hypothèse la quantité \\DNu(s, t)\\ est bornée dans Kzt il suffit donc d'appliquer
le Lemme 1.1.

Si K est le disque-unité fermé D, l'existence de la fonction U est une consé-
quence de la formule de Poisson (cf par exemple [2]). Soit alors O une repré-
sentation conforme de x (D) sur x (K). Le Lemme 2.1 affirme que <ï> se prolonge
en homéomorphisme de x (D) sur x (K). Par suite la fonction :
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est harmonique et se prolonge en fonction continue sur D. Il existe donc une
fonction V analytique dans T (£>), continue sur x (D) telle que :

X*((X#M)O$) = T* Re V,

l'égalité précédente étant valable sur D. Définissons alors :

o

La fonction U est alors analytique dans x (K), continue sur x (K) et :
x* Re U = x* (Re(KoO)"1) = Re(FoO~1)OT - (Re V)oQ>~1ox.

D'après (2.8) :

Re V = (T* U) O O,

donc :

T* Re U = (x^w)ox = u o x~x o x = u.

Cette égalité, valable dans K, achève de prouver notre assertion.
Maintenant, on pose :

u = £ u(ai)Pl9
(2.9)

u = x* Re Ü.

Alors, u(xj, yj) = u(xp ys) pour 1 < j < N.
En effet :

N N

Re Ü = Xi ^ (̂ /(flj)pj) = X R e ^fa) R e Pi - I m ^ ( f l / ) I m Pi-

La condition :

Pi (aj) = 8ij P° u r 1 < ./ < JV ; 1 < / < TV,

entraîne :

'Re pj^.) = 5y pour l < j < N ; 1 < l < N,
Im p ,^ ) = 0 pour 1 < j < iV; 1 < / < AT.

Il s'ensuit que Re 0{aj) = Re U{a}) pour 1 < j < N et comme a} — x (xj5 ^ )
par définition, la formule (1.2) donne :

u{xp yj) = u{xp y^ pour 1 < j < N.

Montrons que le polynôme ü est entièrement déterminé par la fonction u.
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Soit V une fonction analytique dans T (K\ telle que x* Re V = w. Il est
bien connu (cf. [2]) que la fonction V — U est alors une constante imaginaire
pure, de sorte que l'on peut écrire :

V= U + ip, peR.

Ceci implique que V est une fonction continue sur x (K) et l'on peut donc définir
le polynôme :

Î = X

Puisque :
N

I Pi = l,

on a :

V = Ü + ip,

d'où l'on conclut que x* Re V = x* Re U = ïï. Le polynôme ü ne dépend
effectivement que de la fonction harmonique w.

Enfin, les deux inégalités du Théorème 3.2 sont des conséquences immédiates
des résultats ci-dessus et des Corollaires 1.2 et 2.2. Ceci achève la démons-
tration.

On posera :
Définition : Le polynôme ü est appelé «polynôme d'interpolation de Lagrange

de u aux points de S ».
REMARQUE 3.2 : Si l'on s'intéresse au cas où K et Z <= K varient de façon à

ce que h (K) tende vers 0, on voit que la quantité \ ' intervient de façon
5(L)

fondamentale dans l'évaluation de l'erreur.
En vue d'obtenir une « bonne » approximation, on souhaite que ce rapport

reste borné indépendamment de Ket de Z. Outre les contraintes sur la géomé-
trie de K, il en est une sur celle de S que l'on peut facilement mettre en évidence
pour que cette condition soit réalisée. Puisque 2 <= K, on a l'inégalité :

h{L) < h(K).

Le rapport ---ne sera borné que si le rapport /l'est aussi. Des définitions
5(Z) 5(2)

de h (E) et de 5 (£), il découle facilement que cette dernière condition équivaut
à :

vol. l l , n ° 2 , 1977



174 P. RABIER

où C est une constante indépendante de S et où /, /, /', ƒ vérifient les conditions :

' l < / < N; 1 < j < N;j ^ l,
1 < /' < N; 1 < ƒ < AT;/ ^ /'.

Lorsque Â  = 2 (enveloppe convexe de £), onaA(I) = h (S) et la condition
précédente est à la fois nécessaire et suffisante pour que l'on ait une « bonne »
approximation.

REMARQUE 4.2 : Le calcul pratique du polynôme d'interpolation de Lagrange
de u aux points de S, ü, n'est pas immédiat à partir de la fonction u. En effet, il

o

faut connaître U{al){\ < l < N) pour une fonction U analytique dans t(K),
continue sur x (K) et telle que u — x* Re U. Nous allons voir comment (au
moins du point de vue théorique) nous pouvons procéder en évitant toutefois
de calculer la fonction U.

o o

Choisissons (xOî j;0) 6 K. Désignons par U la fonction analytique dans x (K),
continue sur x (K) dont la partie imaginaire est nulle en a0 = x (x0, yQ) et telle
que u = x* Re U. Posons :

v = x* Im U\

des équations de Cauchy-Riemann, on tire que pour tout élément h = (hl9 h2)
o

de R et tout point (x, y) de K :
Dv(x, y). (hl9 h2) = Du(x9 y). (h2, - h,), (2.10)

L'ensemble K étant convexe, on sait que pour (x, y) dans K, on a :

s r 1

v(x vi = I 1
Jo

Par la formule (2.10), on obtient :

(2.11)

La formule (2.11) est encore valable pour (x, y) dans K. En effet, on a déjà

remarqué que K = K et pour (x, y) e K on a :
£(xo> J'o) + (ï — £ ) ( ^ J ^ ) e ^ pour 0 < E < I.

Par le changement de variable 5 = on obtient :
1 - e

1 - e

Du(x0 + t(x - xo% y0 + t(y - y0)) . (y - y0 , x 0 - x) dt
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f
Jo

- | Du(x0 + s(l - e)(x - xo),yo

-e)(xo-x))ds.

Grâce à la formule (2.11), on reconnaît au membre de droite l'expression de
v(x0 + (1 — z)x,y0 + (1 — &)y). La continuité de U entraînant celle de v>
on a :

- i

UniUni Du(x0 + t(x - x0), y0 + t(y - y0)) • (y - J>o> *o ~ x) dt = ü(x>

Ainsi :

• (y - y<» xo - xi)àt=
Jo

pour 1 < / < N.
On connaît alors U{al) et Ton peut calculer les polynômes U tt u par la

formule (2.9).

REMARQUE 5.2: Les résultats des Corollaires 1.2 et 2.2 ainsi que du
Théorème 3.2 ont été donnés avec la norme (1.6). Ils restent évidemment
valables si l'on emploie n'importe quelle norme équivalente, en particulier
celle qui intervient dans (1.7).

III. INTERPOLATION DE LAGRANGE SUR DES ENSEMBLES NON CONVEXES

Nous nous proposons ici d'étendre certains résultats du paragraphe II à
des cas plus généraux. Les données sont les suivantes :

- un ouvert borné simplement connexe de R2, Q, dont la frontière est une
courbe fermée simple de Jordan ;

— un ouvert borné convexe de R2, O0.
Soit cp un ̂ -difféomorphisme de Q sur Qo tel qu'il existe deux constantes

positives Mx (cp, Q, Qo) et M_ t (cp, Q, Qo) vérifiant :

Sup [Dq>(x, y)] < M^cp, Q, Qo); Sup [Dcp-^o* J^o)] < Af .Jcp, Q, Qo),
(x,y)efi (jco,yo)e^o

(3.1)

avec les notations du paragraphe /. Nous conviendrons de désigner par
£$(Q, Qo) l'ensemble des ^-difféomorphismes de Q sur Qo qui vérifient les
conditions (3.1).
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On définit alors l'application

y : (z, t, Ç) e x(Q) x [0, 1] x T(O) - y(z, t, Ç)

- {%<p){z))~\ 6 T ( Q ) (3.2)

On en déduit :

(3.3)

Y (z, t9z) = z pour tout t e [0, 1 ].

De plus, l'application partielle t -> y(z, t, Q est continûment différentiable
dans [0, 1] à z et Ç fixés dans x (Q) et :

], (3.4)

où YÏ désigne la dérivée partielle —.

Soit U une fonction analytique dans l'ouvert T (Q). La formule de Taylor (1.9)
peut s'écrire :

= U(z) + E/'(z)(Ç - z) + . . • + - ^ (C - z)-

J
f» O)" t/<"+t>(Y(z , t, Q) Y ; (z , t, o A ( 3 . 5 )

0

Supposons la fonction U continue sur x(Çl) et j(/"+1}-(£)j borné sur z(Qy
Nous allons chercher une majoration du module de :

Jo
<"+ 1»(y(z, t, Q)Y,(z, t, 0 &-f

o

Comme Ç = y(z, 1,Ç), le théorème des accroissements finis fournit :

|ç - y(z, t, Q| = |Y(z, I , g - Y(Z, t, o | < (i - t) sup |Y;(z, 5, ç)|,
[ 0 l )

si bien que :

Sup M z- s '(n + 1)! sp,i]

De l'identité (3.4) on déduit

(z,0 < i y 0/ / Hx,q>(0 - x,9(z) "+I Sup C/("+1)(Ç).
(n 4- 1) ! £ST(il)
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Définissons (cf [1]) la distance sur Q, dQy par :

da(ix>y% (*'>/)) = borne inférieure des longueurs des lignes brisées
contenues dans Q et joignant (x, y) à (x\ y'). (3.6)

Alors (cf [1], proposition 3.4.1) :

d'où

Sup |t/<"+1>£)|. (3.7)

Supposons maintenant qu'il existe une constante C(Cï) telle que :

da{(x>yï {*',?)) * C(Q) \\(x,y) - (x\y%

pour tout (x, y) e O, tout (x\ y') G Q. L'inégalité (3.7) s'écrit alors :

|«(z,Ç)|

Sup |t/<B+1)(y||Ç - z\n+x, (3.8)
€ ( O )

cette inégalité étant valable pour z e x (fi) et .Ç e x (O) ; d'après la formule (3.5),
l'application Ç -> # (z, Ç) est continue sur t (Q) à z fixé dans x (Q) et par suite, la
formule (3.8) est encore valable pour z e % (Q) et Ç e x (O). Désignons par #
l'ensemble des ouverts convexes de R2.

Posons :

M (fi) = Inf Inf M1(<p, fi, fioJM.^cp, fi, fi0).

L'inégalité (3.8) s'écrit :

|a(*. 01 < ( M ( n )
(^7?)f ) ) & lu("+1)fê)l lç - zl"+'• <3 •9)

Enfin, pour tout M > 1 et tout C ^ 1, définissons la famille # ' (M, C) d'ou-
verts de R2 par : O appartient à #" (M, C) si et seulement si :

— O est simplement connexe ;
—' dQest une courbe fermée simple de Jordan ;
- Af(fi) < M , C(Q) < C.
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Alors :

LEMME 1 .3 : Soient Q e &(M9 C) et U une fonction analytique dans x(Q),
continue sur x(Q). On suppose que |t/(" + 1)(^)| est borné dans x(Q). Pour tout
z e x (Q) et pour tout C e x (Q), on a :

I*MI* T~i^rS u p l ^
(n + 1)!

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de l'inégalité (3.9).
Choisissons maintenant N points de R2 :

(xj9 yj) .l<j<N,

formant un ensemble Z et soit Q un ouvert de la famille 1F(M9 C) tel que

Avec les notations du paragraphe II, A(Q) désignera le diamètre de O et
8 (S) la quantité

où <2;. = x (*,., >';) = jCj- + iy} pour l < j < N. ^

Soit {ƒ une fonction analytique dans x(H), continue sur x(Q). On définit le
polynôme Ü par :

N

Ü = Y, u(ai)Pi o ù Pi e s t donné par (2.2). (3.11)

THÉORÈME 1 .3 : Soient Q e F (M, C) et U une fonction analytique dans x (Q),
continue sur x (Q), telle que \U(N)(^)\ est borné dans x (Q). PourO < m < N - 1,

constante A ne dépendant que de m, N, M et C telle que :

Sup |(U<«> - U<»>)(z)| < , 4 [ A ( 5 ) ] " - g f f i ^ Sup

Démonstration : On remarque que puisque l'ouvert Q est borné, il est contenu
dans une boule de rayon h(Q). La démonstration s'effectue alors comme celle
du Théorème 2.2. les résultats nécessaires à l'établissement de ce dernier se
généralisent sans difficulté (sauf le Lemme 2.2 dont l'analogue est ici
le Lemme 1.3) au cas qui nous intéresse ici.
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COROLLAIRE 1 .3 : Soit Q e SF (M, C) et U une fonction analytique dans x (Q),
continue sur T (Q), telle que \U^}(^)\ est borné dans x(Q). Pour 0 < m < N — 1,
il existe une constante B ne dépendant que de m, N, M et C telle que :

Sup ||(Dm(x* Re U) - Dm(x* Re ||

^ S - l Sup
Démonstration : identique à celle du Corollaire 2.2.
REMARQUE 1 .3 : Jusqu'à présent, l'hypothèse selon laquelle ÔQ est une courbe

fermée simple de Jordan n'est pas intervenue. Nous allons pleinement l'utiliser
dans le Théorème 2.3.

THÉORÈME 2 . 3 : Supposons que l'ouvert Q appartient à $F (M, C) et soit u une
fonction harmonique dans Q, continue sur Q et telle que \\DNu(s, t)\\ est borné
dans Q.

// existe alors un polynôme harmonique ü de degré inférieur ou égal à N — 1,
entièrement caractérisé par la seule donnée de u et vérifiant

u(xj9 yj) = u(xj, y}) pour 1 < ƒ < N.

Par ailleurs, pour 0 < m < N — 1, il existe une constante B (la même que dans
le Corollaire 1.3) telle que :

Sup ||D> - S)(x,30|| < * [ M Ô ) f " - S ^ Sup

Démonstration : Le polynôme ü est donné comme étant la partie réelle du
polynôme U défini par la formule (3.11) où U est une fonction analytique
dans x(Q), telle que x*Re U = u. La démonstration se poursuit comme dans
le Théorème 3.2.

REMARQUE 2.3 : Le Théorème 1.3 ainsi que le Corollaire 1.3 sont des géné-
ralisations du Théorème 2.2 et du Corollaire 2.2 respectivement. Le Théo-
rème 1.2 et le Corollaire 1.2 faisant intervenir la largeur X (K) de la partie
convexe K de R2, nous ne pouvons pas obtenir de généralisation de ceux-ci,
faute d'avoir une définition de la largeur d'une partie non convexe de R2.
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