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HOMOGÉNÉISATION DES ÉQUATIONS
DE LA DIFFUSION STATIONNAIRE

DANS LES DOMAINES CYLINDRIQUES APLATIS (*)

par D. CAILLERIE (*)

Communiqué par J. L. LIONS

Résumé. — Nous étudions un problème de passages à la limite à deux petits paramètres dans les
équations aux dérivées partielles de la diffusion stationnaire dans un domaine cylindrique de M3.
Vun des petits paramètres e est Vépaisseur du domaine, Vautre s est Fordre de grandeur de la période
des coefficients des équations. Nous constatons que les deux passages à la limite e -• 0 et s -> 0
ne commutent pas. Nous étudions ensuite le passage à la limite e ->• 0 et s -> 0 avec e = Xe ; enfin,
en faisant tendre X vers V infini (resp. vers zéro) nous retrouvons le résultat des passages à la limite
successifs (e -> 0 puis e -> 0) (resp. (e -> 0 puis e -*• 0)).

Summary. — We study a problem of convergence of solutions of the stationnary heat équations
in a cylïndrical domain ofU3. There are two small parameters, one ofthem e is the thickness of the
domain, the other, e is the size of the period of the coefficients of the équations. We establish that the
two processes e -• 0 and e -> 0 do not commute. Then we study the process e -> 0 and s -> 0 when
e = Xe ; lastly when X goes to infinity (resp. to zero) we find again the result of the process (e -> 0
the £ -> 0) (resp. (e -+ 0 puis e -> 0)).

1. INTRODUCTION

On étudie un problème de diffusion stationnaire dans un corps cylindrique
d'épaisseur 2 e petite, et de structure périodique dans son plan, la période
petite, étant de l'ordre de £. On se propose d'étudier le comportement limite
des solutions de ce problème quand e et e tendent vers zéro.

L'analogue de ce problème en élasticité est l'homogénéisation des plaques
périodiques. Les équations des plaques en flexion peuvent être obtenues
par un développement asymptotique, en fonction de l'épaisseur de la plaque,
des équations de l'élasticité tridimensionnelle [4] ; quand on recherche le
comportement asymptotique d'une plaque élastique à structure périodique [5],
on suppose donc que l'épaisseur de la plaque est très petite devant la taille des

(*) Manuscrit reçu en juillet 1980.
(l) Laboratoire de Mécanique Théorique, Université P. et M.-Curie, Paris.
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296 D. CAILLERIE

cellules qui la composent. On peut se demander quel est le comportement
de cette plaque quand les cellules sont plus grandes ou du même ordre que
l'épaisseur.

L'objet de cet article est de traiter ces cas pour un problème de diffusion
stationnaire. Il fait apparaître un comportement limite qui dépend en général
du rapport e/e quand e et s tendent vers 0. Le premier cas envisagé est celui où
l'épaisseur est beaucoup plus petite que 8, on fait donc tendre e vers zéro puis 8,
on étudie ensuite le cas inverse par les passages à la limite successifs e -• 0
puis e —• 0. Dans les deux cas, le problème limite obtenu est un problème de
diffusion stationnaire bidimensionnel, mais les deux passages à la limite
e -> 0 et e -> 0 ne commutent pas, en effet les deux processus donnent des
matrices de diffusion bidimensionnelles différentes. On étudie en troisième lieu
une situation intermédiaire où e et e tendent vers zéro simultanément (e = Xe,
X fixé), la matrice de diffusion bidimensionnelle obtenue dépend de X et elle
est différente des deux précédentes. Enfin, on fait varier X, quand X tend vers
l'infini (resp. zéro) le problème limite obtenu est le même que lors du passage
à la limite e -> 0 puis s - • 0 (resp. e -> 0 puis e -> 0).

Après avoir précisé le problème au § 2, on établit au § 3 des estimations à
priori qui à l'aide des études des limites de flux faites au § 4 permettent d'effec-
tuer les différents passages à la limite. Ceux-ci sont exposés au § 5 pour le
processus e -> 0 puis 8 -> 0, au § 6 pour le processus e -» 0 puis e -> 0 et au
§ 8 pour les passages à la limite simultanés 8 -> 0 et e -> 0 avec 8 = Xe, dans
ce dernier paragraphe on étudie aussi les limites X -• oo et X -• 0. Le § 7 est
consacré à un problème bidimensionnel donc plus simple, qui permet de mettre
en évidence la différence des matrices de diffusion bidimensionnelle trouvées
aux §§ 5 et 6.

Les méthodes utilisées sont les méthodes de l'homogénéisation exposées
dans [1] et des méthodes mises au point pour d'autres problèmes [6], [2].

Les principaux résultats qui avaient été annoncés dans un précédent article
[3] sont donnés par les théorèmes 5.1,6.2, 8.1 et 8.2.

2 variables zu z2

3 = © x ]— e, e[ variables xu x2, x3
3 = co x ] - 1, 1[ variables zu z2, z3
2 = ]0, Yr[x] 0, Y2[ variables yl9 y2

R3 = Y x ]— 1, 1[ variables yu y2, y3

Vz G Q.
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Matrices utilisées

Nom

aVjiz)

aUy)

h»(y)

Pij{z)

PÏM)

Dimension

3 x 3

3 x 3

3 x 3

3 x 3

3 x 3

2 x 2

2 x 2

2 x 2

2 x 2

2 x 2

3 x 3

3 x 3

2 x 2

2 x 2

D
d

U2

U2

Dmain
éfîniti

x ] -

a

Q

a.

x ] -

a

u2

co

CÙ

a

a
Ü)

(0

H Propriétés Definitie

1.11

1.1[

Périodique en ylt y2 de période ^ .
Voir(2.U(2.2)

Périodique en zlt z2 de période 8 Y x

Périodique en zls z2 de période s Y
Voir (3.3)

Périodique en xu x2 de période 8 Y >
Voir (2.3)

Voir (8.1)

Périodique en yu y2 de période <&

Périodique en zls z2 de période e Y x

Périodique en y ly y2 de période Y

- r b
Périodique de période sY

C^(ZUZ2) = CJ^A)= f1 «pC
\£ ' V J-i

Indépendante de z^ z2

homogénéisée de cjp. Voir (5.3)

Indépendante de zlt z2
homogénéisée de àiy Voir (6.4)

Indépendante de zu z2. Voir (6.5)

Indépendante de zlt z2

r1 / \

Indépendante de zu z2. Voir (8.10)

>ns

x]-l , 1[.

<]-«.4-

] - i , i [
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Espaces fonctionnels

V0(Q) = {veHl(n)\v\ro = 0

W(Y) =LeH1(Y) \v \ya = o =

D CAILLERIE

a = 1, 2 et = O

= o = v\y^JtK a = 1,2 et (v

Limites de fonctions

u*£ limite faible dans V0(Q) de uez quand e -> O

u*e limite faible dans F0(Q) de we£ quand s -> O

u*x limite faible dans F0(Q) de uez quand e -> O et s -> O avec 8 = X,e

M*1 limite faible dans Ho(œ)de w*e quand e -> O

y""2 limite faible dans 7 0 (Q) de u*e quand e -»• 0.

2. ÉNONCÉ DU PROBLÈME

On considère dans M2 un domaine borné co de frontière y régulière et dans
[R3 le domaine

" . = l x: | (x,, x2)eœ, | x 3 | < e}

e nombre positif donné.

On définit F'f = { x | (xa, x2) e œ, x3 - ± e }

re° = { x | ( x 1 , x 2 ) e y , | x 3 | < e} .

«3 normale extérieure
sur Fe

+ u F ~

On considère dans Qe le problème suivant

Trouver üee tel que : SfE = àf; ~^-

of' + 7 = 0 dans Qe àf n3 = g sur Te
+ u Te"

g = g+ (resp. g~) sur T̂ + (resp. T~)

uez = 0 sur T° .

R A I R O Analyse numerique/Numencal Analysis
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Le problème^étudié est celui de la propagation stationnaire de la chaleur
dans le domaine Qe ; la fonction f représente l'apport de chaleur en volume,
les fonctions g+ et — g~ représentent les flux de chaleur sur les faces F*
et T~, la température uez est maintenue nulle sur le bord latéral F°. Les coef-
ficients âe

tj forment la matrice de conductivité.
On suppose que ƒ (resp. g+, g~) est donnée et appartient à LCO(QJ

(resp. L2(CÙ)).

Les coefficients â^ sont périodiques en (xu x2) la période étant de Tordre de £.
De façon plus précise, on considère dans IR2 le rectangle Y = (]0, Yx[ x ] 0, Y2[)
et dans R3 le domaine f - ( 7 x ] - l , l [ ) ; o n appelle<&± = {j; | (yu y2)e Y,
)>3 = ± 1} ; on se donne sur M2 x (]— 1,1[) des fonctions atJ(y) i, j = 1, 2, 3
périodique de période ty telles que :

a) VU' = 1 , 2 , 3 aiJ\yeL*>(&) (2.1)

b) 3m > 0 tel que V(wj, w2, w3) e Uz

mWj Wj ̂  atJ(y) w, w7 pp en y. (2.2)

On définit alors ^ (x ) par

î;(xu X2, X3) = ^ a,,(^-, Ç , ̂  i, ; = 1, 2, 3 . (2.3)

On se propose de chercher la limite de uez quand e et £ tendent vers 0, sépa-
rément ou simultanément (on posera alors s = Xe, X réel fixé).

3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET ESTIMATION A PRIORI

3.1. Formulation variationnelle

On dilate le domaine Qe en un domaine Q de 1R3 indépendant de e. On pose :

2a = xa a = 1, 2 23 = —

e

uet{zXJ 22î z3) = £e£(z l5 z2, ez3)

f(z^z2,z3) =f(zuz2iez3) (3.1)

af̂ ZjL, 22, z3) = eaf (2j, z2, ez3) i = 1, 2, 3

On définit cftJ i, j == 1, 2, 3 par :

a^z) = a^) (3.2)

vol 15, no 4, 1981
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et ~àfj U j = 1, X 3 par

D. CAILLERIE

oc, P - 1, 2

a = 1,2

a = 1,2

1 / x \
Remarque 3.1 : On a aâf (xls x2, x3) = - ûy xl9 x2, - j J.
Dans cette dilatation Te

+ (resp. Tt", T°) devient T+ (resp. T",
Dans Q le problème posé (noté P) est :
Trouver uez vérifiant :

cse3 — fif+(resp. — g~) sur F+(resp. F")

ue£ = 0 sur F0 .

Soit

La formulation vanationneiie du problème P s'écrit :
Trouver uez e V0(Q) tel que :

fod z + [ c j + v d T + [ g - v
Jr- Jr

(3.3)

(3.4)

(3.5)

3 . 2 . Étude de la matrice ae
tJ

Soit w € [R3, on pose ^ = (Wu W2, W3) = (wl9 w2, —j et on a

W | <Ç wJ = Wt al} WJ.

Et d'après l'hypothèse (2.2) on a :

R A I R O Analyse numénque/Numencal Analysis
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Dans la suite e sera fixe ou tendra vers 0, donc 1/e est minoré par 1 si e est
inférieur à 1 et on a :

m{w\ + wj + wj) ^ wtaf} Wj. (3.6)

La forme bilinéaire intervenant dans (3.5) est coercive. Donc diaprés le
théorème de Lax Milgram le problème (P) admet une solution unique.

3.3. Estimations à priori

Dans (3.5) on prend v = uez et on a, compte tenu de (3.6) :

m t 8uet 2 duei

C(\\g+

Le premier membre de l'inégalité est proportionnel au carré d'une norme
équivalente à celle de Vo donc :

l | H - | k < n > < C . (3.7)

Ici et dans la suite, C désigne différentes constantes indépendantes de e
et de e.

V0{Q) est un espace de Hubert et wee est borné dans F0(Q), on peut donc
énoncer le lemme suivant :

LEMME 3 . 1 : Quand e ou z tendent vers 0, on peut extraire une sous-suite de
uez (toujours notée ue£) qui converge vers w* dans V0(Q) faible.

Remarque 3.2 : L'unicité de la limite w* (qui sera démontrée par la suite)
permet de dire que toute la suite uez tend vers w*. •

Remarque 3 . 3 : D'après (3.7) les différentes limites faibles u* vérifient :

Notation : La

X réel fixé.

Ces notations
exemple). •

II
limite w* est

u*£ quand

u*e quand

a**" quand

u*\

notée

e -

8 -

e

seront adoptées

-> Os

et i

pour

^ C

fixe

fixe

les

0 avec 8 = Xe

limites d'autres quantités par

vol. 15, no 4, 1981



302 D. CAILLERIE

Du remplacement de v par ue£ dans (3.5) et de (3.7), on a aussi :

duee due£

dz3
C. (3.8)

Donc quand e tend vers 0, duee/dz3 tend vers 0 dans L2(Q) fort d'où le lemme :

LEMME 3 . 2 : Les limites u*e et u*x vérifient :

~"

On peut identifier u*£ et w*A à des fonctions de H ^œ).

4. ÉTUDE DES CONTRAINTES ET DES MOYENNES DES CONTRAINTES

On a d'après (3.4)

LEMME 4 . 1 : Quand e ou e tendent vers 0, /es o f restent bornées dans L2(Q),
on peut donc en extraire des sous-suites (notées af) qui convergent vers of,
i = 1, 2, 3 <fa/u L2(Q) faible.

Démonstration : On a en utilisant (2.1), (3.8)

Pour a3
L on a le même résultat. •

LEMME 4.2 : 'La moyenne de o*1 : t£x = | o*1 dz3 a = 1, 2 vé

L
Démonstration : Dans (3.5) on prend v indépendant de z3 qu'on identifie

à une fonction de HQ((Ù) on a :

e\ jvdz+
Jn

+ +g~)vda>= f a f ^ - d Q .
Jn a

R.A.l.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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En passant à la limite e -> 0 avec e = Xe et en tenant compte de l'indépen-
dance de v vis-à-vis de z3 on a le lemme 4.2. •

LEMME4.3 : La limite af£ est nulle.

Démonstration : Soit <p une fonction de ®(fi). Dans (3.5) on prend

r
V = (p(2i, Z2, ,

Jo
, s) ds

Jo
on a :

el fvdz=\ ^f~dz + -[ af cp dz .
Jn Jn « Jn

En faisant tendre e vers 0 (e fixé) après avoir multiplié l'expression précé-
dente par e on obtient :

f
0 = a f cp dz

Jn

donc a f = 0. •

5. HOMOGÉNÉISATION D'UN CORPS INFINIMENT MINCE

Dans ce paragraphe, on commence par approcher le corps tridimensionnel
par un corps tridimensionnel, on fait donc tendre e vers 0 ; puis on homogénéise
ce corps bidimensionnel en faisant tendre e vers 0.

5.1. Détermination de w*e

En utilisant (4.1), (3.3) et (3.2) on peut écrire

On reporte cette expression dans (3.5) où v est pris indépendant de z3,
il vient :

f 17 <3<f™\duet dv a£
a3 dv~\ . f r ,

Jn LV 3̂3 / dH dz* «33 dzj Jn

+ f (9+ + g~)vdat. (5.1)

vol. 15, ri» 4, 1981



304 D. CAILLERIE

On pose :

' 3 3
et ca,= \ b^dz3 (5.2)

- 1

Étude des b^ et caP

Les au{y) appartiennent à U°{®/) dont les a^ appartiennent à LX(1R3), a\
ié ( l i d (0 0 1) d (22)) d l b

— — t j \ s f —xr K \ / —ij ir sr — v r*

est minoré par m (pour le voir prendre w = (0, 0, 1) dans (2.2)) donc les
a, p = 1, 2 et les al3/a\3 a = 1, 2 appartiennent à L °°(!R3).

Soit (u2, u2) e M2 on prend dans (2.2) w = ( uu u2i — wa ) et on a :
V «33 /

r (Q> Y I
m{u\ + u\) ^ m \u \ + u\ + M 3 - u J h g W/ alV ŵ  = wa baP up .

L \a33 / J

\ 3

Par intégration en y3 on obtient

V(tix, «2) e R2

et donc aussi
m(uj + M!

On vient de voir que les fc£p et les alJa\3 appartiennent à LX(IR3), on sait que
dueE/dzp et af converge dans L2(Q) faible vers 5w*/5zp et 0 respectivement on
peut donc passer à la limite e -> 0 dans (5. i), on a :

Comme w*e et v sont indépendants de z3 on a

f ôw*£ ôf f + _
1 ôzR ôz^

L'étude des 4p montre que le premier membre de l'égalité précédente est
une forme bilinéaire coercive dans HQ(CO) et par application du théorème de
Lax Milgram on obtient le théorème 5.1.

THÉORÈME 5 . 1 : Quand e tend vers 0, uez tend dans V0{Q) faible vers w*e

qui est indépendante de z3 et qui, identifiée à une fonction de HQ((Ù) est Vunique
solution du problème suivant :

R. A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Anaiysis
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Trouver u e HQ{(Ù) tel que :

5.2. Homogénéisation

Les coefficients c£p sont périodiques de période e 7. On homogénéise en
faisant tendre e vers 0, on utilise les méthodes exposées dans [1].

On définit des fonctions %y (y = 1, 2) solutions uniques des problèmes
suivants :

Trouver Xy (l = 1, 2) e W(Y) = { v sHl(Y) I v \ym = 0 = » U a = U

r i
et v dy = 0 >

JY J

telles que :

On définit ensuite des coefficients da$ (a, P = 1, 2) par :

y- ( 5 - 3 )

La matrice (daP) est définie positive.
On a alors le théorème 5.2.

THÉORÈME 5.2 : Quand 8 rend vers 0, w*£ tend dans HQ{<&) faible vers u*1

solution unique du problème.
Trouver u e Ho(co) tel que :

6. APPROXIMATION BIDIMENSIONNELLE D'UN DOMAINE HOMOGÉNÉISÉ

II s'agit d'homogénéiser un domaine tridimensionnel de structure pério-
dique en zx, z2, les coefficients aV} dépendant de z3> pour mener à bien ce pro-
cessus, on utilise la méthode exposée pages 71 et suivantes de [1] ; pour que
celle-ci soit applicable, il faut que les coefficients atj aient une régularité sup-
plémentaire, on suppose donc :

fly 6 C °([ - 1, 1] ; L^(U2)) U = 1, 2, 3 (6.1)

vol. 15,110 4,1981



306 D. CAILLERIE

ou al} constants par morceaux en z3 c'est-à-dire

3ak k = l,...N tels que ax=— 1 aN = l ak<ak+1 V/c=l,..., N

(6.2)

et atJ indépendants de z3 dans ]ah ak+1[.
On définit des fonctions <pk (/c = 1, 2, 3) de z3 et de yl5 y2 qui sont les solu-

tions des trois problèmes.
Trouver cpk G W{Y) k = 1, 2, 3 telles que

(6.3)

(6.4)

Les ptJ vérifient :

3m' eU+ tel que Vw = (wl9 w2, w3) G [R3

m' w, wt ^ p : j wt Wj p.p. en z3 .

Remarque 6.1 : En fait, il faut définir les coefficients/>f, homogénéisés des âf,,
mais il est facile de voir que ces coefficients W, se déduisent des pt] par :

On définit des coefficients ptJ dépendant de z3 par :

1 f / 3q>A

Pli Pl2

PlZ
Pli Pl2 —

C

P31 ^32

\ e e
P33

e2 I

(6.5)

II existe entre ptJ et /?fy la même relation qu'entre les a]} et les a™. •

Remarque 6 . 2 : Avec l'hypothèse que les al} appartiennent à L^(U2 x ] — 1,1[)
plus générale que les hypothèses (6.1) ou (6.2) on voit, en prenant dans (6.3)
que :

$fdyiiy2*C fc-1.2,3
P=l,2 Jy

R A I R O Analyse numénque/Numencal Analysis
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d'où on déduit que

X f fe J dy^C k = 1, 2, 3

et que pu e Lœ(] - 1, 1[).

THÉORÈME 6.1 : Quand e tend vers 0, uet tend dans V0{Q) faible vers w*c qui
est Vunique solution du problème :

Trouver u*e V0(Q) tel que

^ ~ ^ d z = e >dz + g+ i ;dr+ ff"i;dr VÜ e F0(Q).
Jn özi dz' Jn Jr+ Jr~

6.2. Problème limite bidimensionnel

Au point de vue de la dépendance en e, on se trouve dans la situation du
§ 5. U les pe

tj remplaçant les 5fj. On a donc le théorème 6.2.

THÉORÈME 6.2 : Quand e tend vers 0, u*e tend dans VQ{Q) faible vers u*2

qui est indépendante de z3 et qui, identifiée à une fonction de Ho(co), est Vunique
solution du problème :

Trouver u*2 e HQ{(Û) tel que :

ou

Si on compare les théorèmes 6.2 et 5.2, on voit que w*1 et u*2 sont solu-
tions de deux problèmes semblables mais avec des coefficients d^ d'une
part et q^ d'autre part qui n'ont pas la même expression.

7. PROBLÈME A DEUX DIMENSIONS

On montre dans ce paragraphe que les coefficients <4p e* <?ap s o n t effecti-
vement différents.

On étudie pour cela un problème à deux dimensions où on suppose que
les coefficients ne dépendent pas de la variable z2.

1 r+

jio _̂ _' Ü > _ _ _
1TI M " Jxr

vol. 15,n°4, 1981
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O n s e d o n n e d o n c u n e m a t r i c e c a r r é e 2 x 2 ^ 4 = 1 ll 2 1 ) n e d é p e n -

dant que de yx, périodique de période ]0, Yx[ et vérifiant des conditions ana-
logues à (2.1), (2.2).

7.1. Détermination des coefficients d{

On a en transposant les résultats du § 5 :

1

1 f1 iy,

7 .2. Détermination de q,

Les équations définissant les fonctions cpfc sont faciles à intégrer, on a

Ce qui donne pour les coefficients pa$ :

1
Pu =

J
0 «11 /VJ 0 «11

a 2 \ ' i ' 1 1 ^ " 1

o a n /VJo

o x ' a n

Le coefficient (jj vaut :

P12P2I;
= 2( Pu -

^22

R.A.l.R.O. Analyse numérique/Numencal Analysis
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7.3. Exemple

Soit h une fonction définie sur M et positive, périodique de période ]0, YJ.

Soit (A,, |a, v) un élément de U3 tel que la matrice I ) soit définie posi-

tive.
On prend pour matrice (a0) :

D'après les résultats du § 7.1, on a :

î r î

2 f c U - -

j (*Yi

On a posé H = ( —
^ JO

i ryi

On pose Jf = ^ - /z rfs.
r i Jo

D'après le § 7.2, on a :

1 Çïl l v2\ v 2 / 1 ÇYl 1 \ " x

X

d'où

- O A H ^ V 2 H 2 \ _ ^ . „ A v 2 H

= 2XH,
\[iJf + v2(H -

vol. 15, no 4, 1981



310 D. CAILLERIE

8. LES COEFFICIENTS e ET e SONT DU MÊME ORDRE

8*1. Détermination de u*x

On pose s = Xe X réel positif non nul fixé. Mais on gardera la notation e
pour simplifier.

Rappel des résultats des §§ 3 et 4.

uez - w*x dans V0(Q) faible lemme (3.1)

u*x est indépendante de z3 et identifiable à un élément de HQ((Ù)

<rf -» crf dans L2(Q) faible a = 1, 2 lemme (4.1)

et
1*1 /% »

<j*xdz3 vérifie r«*âT'
J - i Jo> a

lemme (4.2).

Comme précédemment on introduit des fonctions tests Çp P = 1, 2.
On définit d'abord une matrice ajj par :

«22 «23

X2 X

«31 «32

X X

(8.1)

et l'espace

= 1 , 2 et f ü ^ = o

les fonctions Çp sont alors définies comme solutions des problèmes :
Trouver Çfc eW{®/) tel que :
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Ces deux problèmes admettent chacun une solution unique vérifiant ;

T - Û } . ^ = _ tój dans ®l (8.3)

et «13§^ = ûp3 sur '3/+u<3/-. (8.3)

Remarque 8.1 : La formulation variationnelle (8.2) est donc vérifiée pour
toute fonction v|/ de H\%/) dont les traces sur les faces latérales opposées
de Ou sont égales. •

Les fonctions Q sont égales sur les faces latérales opposées de ^ , on les
prolonge donc par périodicité à M2 x ] — 1, 1[, on définit :

Zf(y) = y , - t&y) dans U2 x ]- 1,

dans Q

D'après (8.3), Z\ vérifie :

= 0 dans Q (8.5)

= o sur r + u T . (8.6)

On multiplie (8,5) par <pwee où (p est indépendante de z3 et cp
on intègre par parties en tenant compte de (8.6) et on obtient :

r g«3zjaçp , _
Jn 5^ 5z-

D'autre part, en prenant dans (3.5), v = cpZp on obtient :

f ^ ^ r ^Ê^dz = e f fto>z$dz + { g(<?z;)dr. (8.8)
Jn OZJ czi Jn J r - u r

On soustrait membre à membre (8.7) de (8.8) :

vol 15, no 4» 1981



312 D. CAILLERIE

D'après (4.1), (3.2) et (3.3) et l'indépendance en z3 de (p on a

uez -=— =

r + u r

On passe à la limite en utilisant les lemmes (3.1), (4.1) (rappelés au début
de ce paragraphe) et le lemme suivant dont la démonstration est élémentaire.

LEMME 8 . 1 : Soit \|z une fonction de Lf^(U2 x ]— 1, 1[) périodique en yu y2

de période W alors v|/e(z1; z2, z3) = ̂ (zje, zjz, z3) converge dans L2(Q) faible
vers

1
mes Y u y» ƒ3) dyi dy'i •

On a alors :

n Ozy

ou

( 8-9 )

Comme 9, zp et w*̂  sont indépendants de z3, on a :

OU

ay,^-Xa3^\dy. (8.10)

D'après le lemme (4.2) (rappelé au début de ce paragraphe), on a :

cp d(D = V(p
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donc

Coercivité de

En reprenant la démonstration faite dans [1] pages 31-35, dans le cas où
bij — m htj on voit que :

2 mw^ wp ^ sap wa wp V(wl7 w2) e R2

la constante m étant la même que dans (2.2).
En réunissant le lemme (4.2) et la relation (8.11), on obtient le théorème :

THÉORÈME 8 . 1 : Quand e et e tendent vers 0 tels que £ = Xe (X e U+ - { 0})
uez converge dans V0{Q) faible vers w*x qui est indépendante de z3 et qui, iden-
tifiée à une fonction de HQ((Ù) est Vunique solution du problème :

Trouver u*x e #o(œ) tel que :

Jtû

d(ù I ^ + ~ ) d (8.12)

8.2. Limites de w*x quand X est infiniment grand ou petit

L'étude du § 8.1 correspond au point de vue des grandeurs respectives de
e et s à un cas intermédiaire entre les cas étudiés aux §§ 5 et 6.

La matrice (s^) dépend de X, et par conséquent u*x dépend aussi de X.
Dans ce paragraphe, on étudie les limites de u*x quand X tend vers l'infini

ou vers zéro.
D'après la remarque 3.3, on sait que w*x est bornée dans V0(Q) et donc

dans HQ(Q) puisque u*x est indépendante de z3. On peut donc extraire une
sous-suite (notée u*x) qui converge faiblement dans HQ((Ù) vers u** (resp. w*°)
quand X -> oo (resp. X -> 0). Ce résultat peut aussi être déduit de la propriété
de coercivité de (s£p). La matrice (s£p) est indépendante de zl5 z2, donc si (s£p)
tend vers (s^) (resp. s£p) définie positive quand X -> oo (resp. À, -> 0) alors
la limite faible de u*1 est la solution unique du problème 8.12 où (s£p) est
remplacée par ŝ > (resp. s°p).

Il faut donc étudier les limites de s£p quand X tend vers l'infini ou zéro,
pour cela il faut étudier les fonctions Q.

8.2.1. Estimations à priori pour Ç_Y

(£ vérifie la relation (8.2) qui en fonction de (8.1) s'écrit :
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Dans (8.13) on prend \|/ = Çy et on obtient :

c. (8.14)

On étudie séparément les deux limites X -» oo et À, -> 0.

8.2.2. Détermination des s^ a, (3 = 1, 2

D'après (8.13), on voit que le problème est analogue à celui du § 5.1.
De (8.14) on déduit que Ç£ est bornée dans W {& ) qui est un espace de Hubert

et donc qu'on peut extraire une sous-suite (notée J£) qui converge dans Wf<$f)
faible vers Xr

Cette convergence implique que d^lldyi converge dans L2(y) faible vers
Sly/ôyi i = 1, 2, 3.

On déduit de plus que d%f/dy3 = 0 et que %y peut être identifiée à une fonc-
tion de W( Y).

Par analogie avec la fonction a f de (4.1) on définit :

*3Wr
(8.15)

On démontre facilement grâce à (8.1), (8.14) et aux propriétés des ay que
xy reste borné dans L2{&) quand X varie et donc que T£ converge (au moins
une sous-suite) vers x'y dans L2(®/) faible quand X tend vers l'infini.

En prenant dans (8.13)

r
^ — 9 ( 3 ^ 3̂2» 5) ^ où 9 e 3}{®f)

Jo
/ f \
I d'après la remarque 8.1, ceci est possible bien que \|/ dy ne soit pas nulle ,
V Jy /
on obtient :
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On passe à la limite X -> oo dans cette relation et on obtient :

f f
Xy cp dy =

J# J

fy cp dy = aY3 cp dy c'est-à-dire x'y = ÛY3 .

On prend ensuite dans (8.13) \|/ indépendante de j / 3 et telle que
en utilisant (8.15) on a :

- 1 -r*- dy 4- —- xY -~ dy — a $j—

On fait tendre X vers l'infini et en utilisant la notation (5.2), on a :

Or xÇ et \|; sont indépendantes de j ; 3 donc :

On sait d'après le § 5.1 que ce problème admet une solution unique dans W(Y)
qui est %v on déduit donc que toute la suite Q converge vers xy dans
faible.

On étudie ensuite les limites des s£p.
On a :

1

En utilisant (8.15), ceci devient :

donc

~c* wjdyi dy2 =

Les limites s^ des s£p quand X tend vers l'infini, sont égales aux coeffi-
cients d^ définissant (5.3), ceci pour a, (3 = 1, 2.
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8.2.3. Détermination des s°p

Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, on utilise les espaces suivants :

Hp(Y) = { VeH1{Y) \ v est égale sur les bords opposés de y } muni de
la norme H\Y).

L 2 ( ] - 1, lliH^Y)) muni de la norme

qui en fait un espace de Hubert.
r rl ~|i/2

L 2 ( ] - 1, 1[; W(Y)) muni de la norme \\v ||^(y) rfy3 qui est équi-
U-i J

valente à la norme dans L 2 ( ] - 1, 1[;HX(Y)).
L2Q- l l[;Hx(Y)) muni de la norme dans L 2 ( ] - 1, l [ ; i f ^Y)).

f r1 i
K(]- 1, 1[) = J « e ^ f l - 1,1[) udy3 = 0 i muni de la norme

[f,(fH"
On a le lemme suivant qu'on établit par les techniques habituelles.

L E M M E 8 . 2 : Les jonctions ^ G 0 ( ! ^) qui sont égales sur les faces opposées

de 9 sont denses dans L2{]- 1, l[;

On se place dans les conditions du § 6, c'est-à-dire qu'on suppose vérifiée
l'une des conditions (6.1) ou (6.2).

On fait tendre X vers 0 et on cherche à déterminer les s£p (a, P = 1, 2).
L'estimation (8.14) reste valable. On en déduit que À,Ç£ reste bornée dans

Wi®j) quand X tend vers 0, on peut donc en extraire une sous-suite (notée 7dQ)
qui converge dans W^Sf) faible vers 0y.

De (8.14), on déduit aussi :

^ 1 = 0 a - 1 , 2 .

On peut donc identifier 0T à une fonction de z3 appartenant à V(] - 1,1[).
La fonction Q appartient à W\{&); elle appartient donc à
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Comme dans Wi^f) la norme H1^) est équivalente à la norme

[1EL EL A
dyt dyi

 y

on voit que d'après (8.14), {£ est borné dans L 2 ( ] - 1, 1[; Hp(Y)\ cet espace
étant un espace de Hubert, on peut extraire une sous-suite (notée '0 qui
converge dans L2(]~ 1, l[;Hp(Y)) faible vers 3>r

Remarque 8 . 2 : L'existence des fonctions 0Y et <DY ne permet pas de définir

une limite pour Ç*s mais permet de connaître les limites de -~- a = 1, 2 et

ôC
de X p-^et donc les limites des (sfc^. II est en effet facile de démontrer que

- 1 tend vers -jr1 (oc, y = 1,2) dans L2(<$/) faible et que X-^1 tend vers

•r-* y = 1, 2 dans L 2 (^) faible. •

Dans (8.13), on prend \|/ appartenant à ^°°(^) égale sur les faces latérales
opposées de ®j (ce qui est possible d'après la remarque 8,1), puis on fait tendre
X vers zéro, on a :

^ ^ ^ y + J / ^ ^ i y = J ^ ^ y - (8*17)
Comme «°°(^) est dense dans L2{]- 1, U Î H ^ Y ) ) , la relation (8.17) est

vraie quelle que soit v|/ e L2(]- 1, 1[, H 1 p(Y))>
Dans (8.13), on prend ensuite \|/ = cp indépendante de j ^ , >;2 c'est-à-dire

(peVQ— 1, 1[) et, après avoir divisé par À, on fait tendre X vers 0 :

(8.18)

En ajoutant (8.17) et (8.18) membre à membre, on a (8.19) en posant :

Ü ÔCJ>Y ^ ô9 7 ÔVJA # 7 d<p se T aq,
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p | i + ay3 | 0 dy V(fc q>) 6 L2(] - 1 , 1 [ ; ̂ ( Y)) x K(] - 1 ,

(8.19)

A est une forme bilinéaire sur L 2 ( ] - l9l[;Hj;(Y)) x K(] — 1, IQ mais
elle n'est pas coercive sur cet espace, par contre elle est coercive sur

£ - L 2 ( ] ~ ï,l[;W(Y))x K( ] - 1,1[).

Et d'après le théorème de Lax-Milgram, il existe une solution unique au
problème :

Trouver (Q>F
V 0Y) e E tel que :

J ^ ^ + a y 3 ^ d y V(x|/, cp) e £ . (8.20)

Remarque 8.3 : II est facile de voir que les autres solutions de (8.19) sont
de la forme : (<l>y + h, 0y) où h est une fonction de y3 seul appartenant à

Il n'y a donc pas unicité de la limite faible dans L 2 ( ] - 1, 1[; Hj;[Y)) de Çy

et on ne peut pas dire que toute la suite Çy converge vers Oy quand X tend
vers zéro. Par contre il y a unicité de ia limite faible dans L2(W) de oÇydy^
(a = 1, 2) vers d^/dy^ (a = 1, 2) et là on peut affirmer que toute la suite
dQ/dya converge quand X tend vers zéro.

D'après la remarque 6.2, on voit que les <pk (fc = 1, 2, 3) appartiennent
à L^Q- 1, 1[; W(Y)). D'après (6.3), on voit qu'elles vérifient ;

D'autre part, toujours d'après la remarque 6.2, on voit qu'il existe des
fonctions vy e V{\- 1, 1[) y = 1, 2 telles que

II est alors facile de vérifier que

(d);,eY) = ( ( p ï - | ^ c p 3 ^ Y ) Y = 1,2.
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On a le résultat :

dA _ p _ Eli d^l d a n s L W faible («, y = 1, 2)

Eli dans L2(^) faible y = 1, 2 .

On en déduit donc que :

Les limites s«p des 5 p̂ quand X tend vers 0 sont égales aux <jaP définis en (6.5),
ceci pour (a, (3) = 1, 2.

On peut alors énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME 8.2 : Quand X tend vers F infini {resp. zéro) «*x converge dans

tf'olco) faible vers u*1 (resp. w*2) limite de uez dans le passage à la limite {e -> 0,

puis 8 -> 0) (resp. (s -> 0 puis e -> 0)).
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