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UNE JUSTIFICATION DE MODELES
DE PLAQUES VISCOPLASTIQUES (*)

par D. BrancHAarD (}) et J. C. PauMiER (?)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On justifie mathématiquement des modéles de plaques viscoplastiques bidimensionnels
a partir d'un modéle tridimensionnel de type NORTON-HOFF posé sur un ouvert ® x ]— &, g[.
La méthode utilisée est celle des développements asymptotiques suivant le paramétre €. Avec diverses
hypothéses sur les forces appliquées, on obtient successivement deux modéles en membrane et un
modele en flexion. Enfin, un résultat de convergence forte de la solution du probléme tridimensionnel
vers celle du probléme limite est donné sous des hypothéses de régularité et de monotonie du potentiel
souvent vérifices en pratique.

Abstract. — Starting with a three-dimensional Norton-Hoff model over an open set @ x ]— &, €],
we give a mathematical justification of bidimensional viscoplastic plate models. We use the asymptotic
expansion method with the parameter €. We obtain two membrane models and a flexion model accord-
ing to the various assumptions on the applied loads. Finally a convergence result of the three dimen-
sional solution to the bidimensional solution is proved under regularity and monotonicity assumptions
on the potential.

1. INTRODUCTION

L’objet de cette étude est la justification mathématique de modéles de
comportement viscoplastiques bidimensionnels a4 partir de modéles tridi-
mensionnels de type Norton-Hoff. Plus précisément, nous considérons la loi
de Norton-Hoff généralisée introduite par Friad et Frémond et décrite dans
la thése de Friaa [8], qui associe & tout critére de plasticité parfaite (caracté-
risée par un convexe des contraintes C) une loi de comportement viscoplasti-
que. Dans certains cas particuliers cette loi décrit la déformation visqueuse
de matériaux trés divers (Pacier 4 haute température, les sols gelés, les glaciers,
certains types de verre, etc.).

(*) Regu en septembre 1983.

(*) Service de mathématiques, Laboratoire central des Ponts et Chaussées, 58, bld Leféebvre,
75732 Paris Cedex 15.

(%) Laboratoire de mathématiques, Faculté des Sciences de Rouen, 76130 Mont Saint Aignan.
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378 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Pour des raisons géométriques ou des raisons d’économie de calcul, on
préfére traiter les problémes d’écoulement associés en utilisant des modéles
plans obtenus & partir d’hypothéses a priori sur la forme de la solution des
problémes tridimensionnels. Notre but est de justifier certains de ces modeles
en se¢ débarrassant de ces hypothéses. Pour cela, nous utilisons la méthode
mise au point par Ciarlet et Destuynder [3], [4] pour les modéles de plaques
en élasticité linéaire (petits déplacements) ou non linéaire (grands déplace-
ments). Il s’agit d’'une méthode de développement asymptotique (le paramétre
de développement étant I'épaisseur de la structure suivant la direction x,)
de la solution d’'un probléme tridimensionnel posé sous forme variationnelle
mixte (contraintes-vitesses). Le probléme limite que nous obtenons est un
« probléme bidimensionnel » dans le sens ou, dans la plupart des cas, les
inconnues peuvent se calculer en résolvant un probléme posé sur un ouvert
du plan (x,, x,).

Dans la section 2, nous décrivons le modéle tridimensionnel de plaque
viscoplastique choisi en donnant les équations aux dérivées partielles décri-
vant I’équilibre de la structure sous I'action des forces extérieures et la loi de
comportement en tout point de la structure. Le cadre fonctionnel et la formu-
lation variationnelle du probléme ainsi posé sont décrits a la section 3. Dans la
section 4, nous faisons apparaitre explicitement le paramétre g ('épaisseur
de la plaque étant 2 ¢) dans les équations pour appliquer la méthode des
développements asymptotiques a la section 5 et obtenir ainsi le « probléme
limite ». Ce probiéme 2 °, étudié a la section 6, est en fait un modéle de « plaque
viscoplastique », les composantes v;5(u) du tenseur des vitesses de déforma-
tions ¢étant nulles et celles. o,5. du tenseur des contraintes ne I'étant pas.
A la section 7, nous étudions le modé¢le ainsi obtenu lorsque le convexe des
contraintes C est la boule unité et 4 la section 8, grice a certaines hypothéses
sur les forces appliquées, nous retrouvons un modéle bien connu de vitesses
de déformations planes pour lequel les inconnues ne dépendent pas de x, et
la vitesse u; est nulle. Dans les sections 9 et 10 nous montrons comment
obtenir un modele de membrane et un modeéle en flexion pour les plaques
viscoplastiques. Un résultat de convergence de la solution du probléme tri-
dimensionnel vers la solution du probléme limite est donné a la section 11
si certaines hypothéses de régularité et de monotonie du pseudo-potentiel
sont vérifiées. Enfin dans la section 12, nous montrons comment, a partir du
probléme limite 22° posé sur I'ouvert de référence, on peut retrouver la signi-
fication physique de la solution de ce probléme sur I'ouvert donné a la sec-
tion 2.

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODELES DE PLAQUES VISCOPLASTIQUES 379

2. POSITION DU PROBLEME D’ECOULEMENT VISCOPLASTIQUE

Soit ® un ouvert régulier de R? dont la frontiére y est partitionnée en deux
sous-ensembles v, et v,, v, €tant de mesure non nulle.
Pour ¢ > 0, on définit alors (voir fig. 1) :

Q =wx]-¢g + ¢,
I'i=ox{+¢}, N'"=ox{—-¢},
F€='y>(]—8,+8[,

I'if =v, x]—¢, + ¢,
TS =7, x |- & + ¢,

et n = (n,, ny, n;) note la normale extérieure & la frontiére 0Q° de 'ouvert
QE

L’ouvert Q° est occupé par un matériau viscoplastique de Norton-Hoff
généralisé. On cherche les équilibres quasi statiques de ce corps lorsqu’il est
soumis aux forces suivantes :

— des forces volumiques, de densité (f7) (*) dans Q°,
— des forces surfaciques de densité (g5) sur I'%, U I'®. et (A7) sur I'S.

En ce qui concerne les conditions aux limites sur les champs de vitesses
v = (v;)) admissibles, nous supposerons que :

- £
vy =0 sur I7Y,
_ &

v, =0 sur TI%,

v, indépendant de x, sur I'{ .

X
3
I‘E
_______ - + —
,.ﬁ_— - .
-~ €
—_— ~
e - o __P
- & - — 1 — I ‘e
4 — ) R i
X e —Y
2 I ——
———
Xl
Figure 1.

(*) Les indices latins varient de 1 & 3 tandis que les indices grecs varient de 1 a 2. Par ailleurs
on utilisera la convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés.
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380 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Ces conditions aux limites ont été introduites par Ciarlet [2], pour 'obten-
tion des équations de Von Karman.

Notons S, I'espace euclidien des tenseurs d’ordre 2 sur R”, n = 2 ou 3,
muni du produit scalaire 6.1 = o;; 1;; et de la norme associée | o | = (c.0)'/2

A tout point x* e Q% on associe un sous-ensemble convexe fermé C(x°)
de S, et on note g%(x*, .) la fonction de jauge de ce convexe définie sur S,
par :

g(x%0) =inf{p > 0;0epnCx}.

La lo1 de comportement de Norton-Hoff généralisée reliant en tout point
x* € Q% le tenseur des vitesses de déformations y(v) (x%) au tenseur des contraintes
o(x®) est définie par :

Y(v) (x) € 06 (x", 5(x%)),
ou 6¢q(xe, o(xF)) désigne le sous-différentiel au point o(x®) de l'application
convexe ¢ (x*, .) définie sur S; par :

(x5 8) = A g(x", 9],
g étant un réel fixé, g > 1, et A une constante, A > 0.

Le probléme consiste alors & trouver un champ de contraintes o(x®) et un
champ de vitesses u(x®) définis sur Q° et vérifiant :

9,5,(x°) + fi(x*) =0, dans Q°, 2.1
[ Oup(x%) ny dxy = [ h(x®) dx§ sur T7%, 2.2)
0;3(x%) = £ gi(x*) sur T%, 2.3

u(x?) =0 sur.T§,
u,(x*) indépendant de x5, } 2.4

sur I'%,
uy(x¥) =0,

1) (x°) € 0 ,(x°, o(x*)) dans Q°. 2.5

3. FORMULATION VARIATIONNELLE

Soit le réel p défini par % +-=1

1
q

On introduit les espaces :
Ve={v=(v)e(W"P(Q))> v=0sur %, vy =0etr,indépendante de x5 sur I },
D® = (L)),

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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1/p
muni de la norme | d|p: = <j | d(x®) |P dxs> et
QE
St = (L‘l(Q‘));‘ R

l/q
muni de la norme | ¢ |gc = (j | o(x) |2 dx‘) X
Q-E

Remarquons que les espaces S° et D® sont mis en dualité par le crochet
(s« », défini sur S® x D® par :
(o,d), = f o(x®).d(x®) dx* .
QE

De plus, si ve V¢ on a :

1 (v, Ov;
== (— 1+ —L)eD"
() = 5 <ax§ + ax§>e ,

et, griace a 'inégalité de Korn généralisée, 'espace V* est un espace de Banach
lorsqu’il est muni de la norme :

o], = | y(v)
(puisque mes (') > 0, voir [8] et [9]).
En ce qui concerne les forces appliquées, on suppose que
fe (L)),
ge(Lyre uTI=))3, 3.1D
he (LYT%)) .

D¢

Dans toute la suite, on suppose que pour tout x®eQ° le convexe C(x*)
vérifie les hypothéses habituelles [8] :

(H1) { 11 existe r > 0, indépendant de x°® et de ¢ tel que

B0,r) ={ceS,;,|o|l<r}cCkx).

Pour tout c e S 3> lapplication x* — g(x°, o) est mesurable de Q°
(H2) dans R*

En utilisant ’hypothése (H1) et une propriété de convexité il vient que
Vx*eQ®, Vo,eS; et o0,€8;,
. 1 } (3.2)
|90, 0)) — 9(x, ;) | < S 1oy — oy .

vol. 18, n© 4, 1984



382 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

La famille d’application o — g(x%, ©), x* € ¢, est donc en particulier équi-
continue et, avec I’hypothése (H2), on en déduit que, pour tout c € S la

fonction x* — g(x*, o(x*)) est mesurable (voir [7]). On définit alors la fonction
convexe F, de S* dans R™ par :

F(o) = é J b (%, 5(x)) dxt, (3.3)
e

et on note 0F (o) le sous-différentiel de I'application F, au point ¢ pour la
dualité ¢ ., . > (voir [7]).
Une formulation variationnelle mixte du probléme (2.1)-(2.5) est (voir

[81, [12]) :

Probleme 2° : Trouver (4, 6) e V* x S° tels que :

€
1

VUGVE, <G:’Y(U)>5=J‘ f;svi+f

giv; + j Ko, 3.4
r{urs r

v(u) e OF o). 3.5

Pour P'existence d’une solution au probléme 2%, on trouvera la démonstra-

tion du théoréme suivant dans Fria [8] :

{(dépendant éventuellement de e), tel que C{(x*) = B{Q, R)

THEOREME 3.1 : Sous les hypothéses (H1), (H2) et (3.1), et s'il existe R > 0
DR, 4%, pour q
x* e QF, le probleme P* admet au moins une solution.

4. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL SUR L’OUVERT DE REFERENCE Q
On définit Pouvert Q de R* par Q = @ x ]— 1, + 1[, et on note

' =yx]-1,+ 1],
To =7 x]1-1 + 1[,
I =y, x]-1+1[,
' =ox{+1}.

A tout point x = (x;, x,, x3)€Q nous associons le point
x® = (x;, X,, x3) € Q°

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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et nous introduisons les espaces :

W, = {ve W'P(Q), v = 0 sur I'y, et v indépendant de x, sur I'; },
{ve W' Q),v =0sur T},

= W2 x W,,

= (L),

§ = (LQy.

3

S

Les espaces V, D et S sont respectivement munis de normes :

loly = |v®) |p,

1/p

dly =q |d(x)|pdx) ,
o

1/q

|5 =<J|s(x)|‘1dx) .

Comme S¢ et D*, les espaces S et D sont mis en dualité par le crochet < ., . >
défini par :

{o,d) = J o(x).d(x) dx .

On associe a tout couple (1, v) € S° x V&, le couple (15, v*) e S x V défini
par les relations suivantes :

Top(X) = T(xY) ., Toa(0) = &7 1,5(x7), Th(0) = &7 15,5(x), (4.1)
i) = v (x%), V5(x) = evy(x%). 4.2)

En ce qui concerne les forces appliquées nous supposerons que les densités
de forces f7, g° et A vérifient :

LG =10, f3(x) = efs(x) (4.3)
gix") = eg,(0), g50) = €% g;(»), () = h,(») (4.4

ou (f) e (LYQ), (g9) e (LY, v T ), (h)e(LYT,))* sont indépendants
de e.

Pour des justifications sur les changements de fonctions (4.1)-(4.4) nous
renvoyons a Ciarlet [2] et Ciarlet-Destuynder [3], [4], Destuynder [6] et indi-
quons juste que pour tout (t,v)e S® x V® on a :

(Ty() ) =<5 709 ). 4.5

vol 18, n° 4, 1984



384 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Les formules (4.1) nous conduisent a introduire pour tout ¢ > 0 'appli-
cation Q° de S; dans S, définie par :

(Qs s)p[s = SuB

(QE S)a3 = €543 4.6
(QE s)3u = 8s3u ( ‘ )
(QE s)33 = 82 S33 -

Les relations (4.1) s’écrivent donc pour € > 0 :
VoeS, o) = Q°c'(x). “4.7)

Au sujet de la dépendance en x* du convexe C(xf), nous supposerons, bien
que cette hypothése ne soit certainement pas optimale, que le convexe C(x%)
est indépendant de la coordonnée x5. Pour tout £ > 0 et tout point x*e QF,
nous supposerons donc que, en notant x° = (x,, x,, 0) :

C(x®) = C(x°). 4.8)

D’un point de vue mécanique, cette hypothése signifie que les caractéristi-
ques mécaniques du matériau occupant le volume Q° sont constantes dans
la direction x3, ce qui n’est pas tres génant, notre but étant d’obtenir un modele
bidimensionnel.

Pour tout &€ = 0 et x € Q, on associe aiors au convexe C(x°) de S5 le convexe
fermé C*(x) de S;, image réciproque de C(x®) par 'application Q° :

C) = (@9 * 6. 4.9)
Pour € > 0, la fonction de jauge g*(x, .) du convexe C*(x) définie sur S,
par :

g(x,0) =inf{ p > 0, c e pC*(x) },
qui d’apres (4.8)-(4.9) vérifie bien sir :
g°(x, 6) = g(x*, Q° o) = g(x° Q° 5). (4.10)

Remarquons que g°(x, s) ne dépend pas des composantes s;; et 55, (1 < i < 3)
de s e S,. De plus, si nous définissons, pour x € Q, le convexe C°(x) de S, par

CoN) =C°(N) N {s€8;,855 =55, =0,1 <i<3}, 4.11)
et si nous notons §°(x, T) la fonction de jauge de C(x), il est clair que :

9°(x, 1) = 3°(x, Q° 7).

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Nous pouvons alors énoncer le

THEOREME 4.1 : Pour € > 0, soit (c5,u5)e S x V auquel on fait corres-
pondre (o, u) € S¢ x V¢ obtenu a 'aide des formules (4.1)-(4.2). Alors (o, u)
est solution du probléme P* si et seulement si (c°, u°) vérifie les équations :

YveV, JGE.Y(U)dx:JﬁUi+J huva+J‘ g:v;, (4.12)
Q Q Ty r-ours

Y(’) € 0F ;(c%), (4.13)

ou la fonction F} de S dans R™ est définie par :
1
Fi(r) = - J D(x, 1(x)) dx,
9 Q

avec, pour tout x € Q et pour se S :
D:(x, 5) = A g°(x, 9)]?.

Démonstration : L’obtention de (4.12) repose sur un calcul simple. Pour
(4.13) on écrit I’équation (3.5) sous la forme :

viest, (v <3 [ ot - L J [9(<%, o(x)]2.
Q¢ Q¢

Compte tenu de (4.10), nous obtenons que le second membre de cette
inéquation s’écrit :

. L [g°Cs (9] — ¢ L [9°Ce o],

tandis quavec (4.5) le premier membre s’écrit :

e {1 — o5 v() ).

Par conséquent, il vient que :
. 1 R 1 oy o<t
VreS, <t-ohy@) <Ej g%, N — aj [, ST,
Q Q

ce qui est la définition de (4.3).

vol. 18, n° 4, 1984



386 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

5. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE FORMEL DE LA SOLUTION

Suivant la méthode des développements asymptotiques (dont l'idée est
développée dans Lions [11] et des applications dans Ciarlet-Destuynder [3}, ...)
nous considérons € comme un petit paramétre et nous cherchons a priori
(c®, u°) sous la forme d’'un développement :

(o u°) = (6° u°) + (o, u') + €2(c?, u?) + - R

Remarque 5.1 : L’existence du développement (5. 1) est justifiée par exemple
dans le cas de I¢lasticité linéaire (voir Destuynder [6]) pour une plaque encastrée
et pour d’autres conditions aux limites (voir Blanchard [1]), ainsi que pour
les problémes de valeur propre (voir Ciarlet-Kesavan [5]). Cependant dans
notre cas comme dans le cas de I'élasticité non linéaire (voir Ciarlet [2] ainsi
que Paumier [13]) le probléme reste ouvert.

Nous définissons le « probléme limite » 2° de la fagon suivante :

Probléeme 2° : Trouver (c° u%) e S x V tel que :

Joo.y(v)=j ﬁvi+J havu+J g:v;, YweV, (5.2
Q Q ry ryurl'-

Y(u°) € OF )(c%), (5.3)

o la fonction F? de S dans R* est définie par :

F(@) =% f [4°Cx, T(x))]*, (5.4
Q

et vérifie :

Fom) = X j [3°Gx, Q° <()]".
4 Jo

Remarque 5.2 : Le probléme 2° n’est autre que le probléme #£° lorsque
I'on remplace formellement ¢ par 0 dans (4.12)-(4.13). Cependant cette
démarche peut étre justifiée car, si on est en droit de s’attendre a une conver-
gence de (cf, u°) vers (c° u°) (lorsque &€ — 0), méme dans un espace plus
grand que S x V (voir Destuynder [6] dans le cas de I’élasticité), alors néces-
sairement (c°, u%) est solution du probleéme 7° défini ci-dessus.

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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6. ETUDE DU PROBLEME 2°

On va d’abord exploiter la relation (5.3) que I'on pourrait qualifier de
« loi de comportement limite ». Puisque la fonction 1+ g°(x, T) ne dépend
pas des composantes 1,3, T, €t T35 de T€ S5, il est clair que (5.3) implique :

Y@’ =0, 1<i<3. 6.1)

On retrouve ici une relation classique en élasticité pour les déplacements
dans les modeles de plaques. Remarquons, comme cest le cas en ¢€lasticité
(voir Ciarlet [2] et Ciarlet-Destuynder [3]), que cette relation est ici une consé-
quence de la méthode des développements asymptotiques. En élasticité,
les déplacements qui vérifient (6. 1) sont appelés « déplacements de Kirchhoff-
Love », et par similitude nous dirons que (6. 1) implique que %° est une « vitesse
de Kirchhoff-Love ».

Si nous définissons les espaces :

V,={ve W' (), v=0sury,},
Vi = W5H(e),
Vi = {0 = (0, — X3 0,03, 03); W) e V2, v5€ V3 },
la relation (6.1) montre que :
eV, 6.2
et on notera
W =ud — x30uy, 1<a<2, 6.3)
ou W) e V2
Introduisons aussi les espaces :
Dy, ={deD;d;=0,1<i<3},

Skr ={85€8;8,=0,1<i<3}.

I1 est clair que si v e Vi, alors y(v) € Dy, et que Sy, et Dy, sont en dualité
par (... ) entre S et D.
Le probleme 2° est donc équivalent a trouver (c°, u®) € S x Vy, tel que

YoeV, (Go,y(u))=J fivi+f
0

T

h:x va + J' gi Ui (64)
1 r-ours,

Y(®) € OF2(Q° 6°). 6.5

vol. 18, n° 4, 1984



388 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Dans la relation (6.5), Q° o° note par extension I'élément de Sg; de compo-
santes (0,4(x), 0, 0) et on a remplacé, dans I'équation (5.3), ¢° par Q° c°
puisque F ;’(s) ne dépend pas de s,; et s;5. Le sous-différentiel dans (6.5)
est donc pris au sens de la dualité entre Sy, et Dy;.

THEOREME 6.1 : Sous les hypothéses du théoréme 3.1, il existe un élément
(Q° 0% u®) e Sy, x Vi, tel que

Voe Vi, <Q°0%y(@) ) ZJ fi”i"‘j
Q

T

huva+ j givi9 (66)
1 ryur-

Y(°) € OF(Q° ©°). 6.7)

Si Q° 6° e (W29(Q))? le probléeme P° admet la solution (% u®)e S x Vi, ou
les composantes 2y de o° sont données par les formules :

Ous = — f (Op0ap + f2) — 9o (6.8)
-1
63; = — J (0,00, + f3).— 95 6.9)
-1
ouonaposéqg; = g,;r_€ LY w).

Démonstration : On procéde en deux étapes :

Etape | (détermination du G° o° et u®).
En restreignant 'équation (5.2) a des champs de vitesses dans V,, nous
voyons que si (o, u®) € S x V,, est solution du probléme 2°:

(Q°c%u’) e Sk X Vke

vérifie les relations (6.6)-(6.7). Pour montrer que ce probléme a une solution,
on rappelle que V,, est un espace de Banach pour la norme de I'espace V
et que

FoQ° % =2 f [°C5, Q° c°Ca)]* dx,
Q

ou §°(x, ) est la fonction de jauge du convexe C°(x) défini par (4.11). Le
convexe C°(x) vérifie de plus les propriétés

B0, S, = C%%) = BO,R)nS,.

R.AILR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Enfin 'application

vr—»invii—J havu+J g; v;
o T r-urs

est une forme linéaire et continue sur V,;. On peut donc, comme pour le
théoréme 3.1 appliquer a nouveau le résultat de Friaa [8] et affirmer que le
probléme (6.6)-(6.7) admet au moins une solution dans I'espace Sg; x Vi,.
On explicite maintenant '’équation (6 . 6) car ce sera utile pour la suite :

+1 +1
V(Eu)e V%a Jv (J\ cgﬁ) 6«95 = J (J‘ j“ + g“_ +g:>2“ +
© -1 (] -1
+1
-
Y1 -1

+1 +1
YoyeVy, —J(j X3 US;;)augUa = “j(J‘ X3 fo +g:—gu_>auv3+
© -1 (] -1
+1
+J<J f3+g§+g§>va~
(") -1

En appliquant la formule de Green on voit (021,) € Sy, Vvérifie, au moins
formellement, les équations suivantes :

+1 +1
—J aacgﬁzf f,+g; +g5 dans o, (6.10)
-1 -1
+1 +1
j n‘,c;’a:j h, sur vy,, 6.11)
-1 -1

+1 +1 +1
—J X; aaﬁcfﬂ =J fs +97 + 95 +J X3 0o fo + 095 — 0,9, .
-1

-1 -1

6.12)

Etape 2 (calcul de 6%, 1 < i < 3).
On calcule maintenant of, 1 < i< 3, a partir de Q°c° = (o3, 0,0)
déterminé a I'étape 1, de fagon A vérifier ’équation (6.4). On découple d’abord
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cette équation sous la forme :

V(Ua) € Wt2 ) J‘ O-SB aﬁva + J‘ GCu3 a3ua = J f:z Uu + J gu Uy +
Q Q Q r-urls

+1
+J <f hu>vm, 6.13)
Y1 -1
Vose W, J o093 0,03 + J 033 0305 = J fyvs + J gz vs. (6.14)
o Q n rsuT-

Si la solution (o) de (6.6)-(6.7) vérifie :
0°c° = (635) e (W1Q))?, 6.15)

en utilisant la formule de Green et 'équation (6. 11) on voit que (6. 13) équivaut
aux problémes aux limites :

0300 = — 0goy — f, dans Q, 6.16)

6 =g, sur T, 6.17)

6 =—g, sur T_. (6.18)

Puisque (6.15) montre que 956, € LYQ) on peut définir la trace de o2,

dans L', uT_) (équations (6.17)-(6.18)). Il suffit alors de vérifier que
I'unique solution de (6.16)-(6.18) est

X3
oy = — J (55'329 +f) — g, dans Q,
-1
puisque la relation de compatibilité

+1
_f (ommp+f)—gm—gul dans ©

est donnée par (6.10). Remarquons que 62, ¢ W'4Q). En procédant de méme
nous voyons que (6.14) est équivalent aux problémes aux limites :

0,633 = — 0,00, — f; dans Q, (6.19)
o33 =95 sur [, (6.20)
633 =—g; sur T'_. 6.21)
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La seule solution de (6.19)(6.21) est
o), = — j @005 + f;) —g; dans Q
-1
puisque la condition de compatibilité

+1
- J (0,00s +f3) — 95 =g; dans ©

-1

est vérifiée d’apres (6.12) et (6.10).

7. MODELE OBTENU DANS UN CAS DIFFERENTIABLE

Dans cette section nous supposerons que la fonction F (o) définie en (3.3)
est Gateau-différentiable. Pour fixer les idées, nous supposerons que C(x%)
est donné par :

Cx®) ={seS;;|s| <1}, VxeQF, 7.1

mais le contenu de la section s’étend au cas ou F 4(0‘) est différentiable sauf
le résultat d’unicité (Théoréme 7.1), qui provient de la forme particuliére du
convexe C(x®) donnée en (7.1). La fonction de jauge de ce convexe est tout
simplement :

g(x;,0) =|oc|, Vx*eQ, Voes,.

Les hypothéses du théoréme 3.1 sont donc vérifiées.
Le probléme tridimensionnel sur Q° s’écrit :
Trouver (o, #)e S® x V*tel que

Vte St J y(u).r=f &|0|“_Zc.t, (7.2
o a4

Yve VE, j o'y(v)=j j}avi+J~ g?vi+J hiv,. (7.3)
Q¢ ot r{urs ri

On sait, d’aprés le théoréme 3.1, que ce probléeme admet au moins une
solution. En fait on peut démontrer, par un argument de stricte convexité,
qu'elle est unique.

Le probléme 2°¢, équivalent a (7.2)«(7.3), posé sur l'ouvert Q s'écrit ici :
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Trouver (c®, u)e § x V tel que :

Vies, Jy(u‘)-r=f %|Q‘c‘|"‘2Q‘c‘-Q5’c, (7.4)
Q Q

YveV, J ca-y(v):Jﬁvlﬁ-J ngl+f h, v, . 7.5
Q Q Ty vI'- Ty

Le probléme limite s’écrit donc :

Probléme 2° : Trouver (c°% u®)e S x Vi, tel que

vees, jy(u°)-r=j5|Q°c° 472 6% T, (7.6
Q Qq

YveV, JG°'Y(U)=JJ’,U.+J‘ g,v,+j hyv,.  (7.7)
Q Q T+ul- Ty

D’aprés le théoréme 6.1, le probléme #° admet au moms une solution
(0% u®)eS x Vi, (si 0°c®e(W?4Q))?). Nous pouvons donner ici une
démonstration directe de I'existence et de I'unicité d’une solution au probléme
20,

THEOREME 7.1 : Le probléme (2°), (7.6)-(7.7), admet une solution unique
(towjours st Q° c® e (W*9(Q))2).

Démonstration : Les équations (6.6)-(6.7) s’écrivent dans ce cas :

A _
Vte Sk, J Yup @) Top = J —é| 0°6° 1972 005 Ty (7.8)
Q Q

Vve Ky, , j cfﬁyaa(v)=J‘f,vl+‘[ g,v,+J hyv,. (1.9
Q Q ) QFERVD T,
La relation (7.8) montre que :

Yup@®) = 7—(; 1 Q% 6° 72 63y (7.10)

qui peut étre inversée en :

1_
avec k = (5) p.
q

ogp = k| 7 [P72 v,u°) . 7.11)
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En reportant g donnée en (7.11) dans I'équation (7.9) on voit que u°
apparait comme I'unique point ou la fonctionnelle

J(U)=EJ|Y(U)IP—in"i_J givi_f h, v,,
Q Q r.url- -1,

(strictement convexe continue et coercive) est minimum sur 'espace de Banach
V k- 11 suffit, pour terminer la démonstration, de calculer GSB par (7.11), puis
ofy (I < i < 3) avec les formules (6.8) et (6.9) si 62 € W>4Q).

8. MODELE OBTENU EN DEFORMATIONS PLANES

On donne ici un cas particulier important puisqu’il conduit & un modéle
de plaque viscoplastique en (vitesses de) déformations planes (équations (8. 5)-
(8.6)).
On note 7,(x° ) la fonction d’appui du convexe C°(x°) (voir (4.8) et (4.11))
définie sur S, par :

To(x°, 1) = sup { (5,1 ), 56 C%x% } ®.1
et F * la fonction (duale de F, ,f) définie sur Dy, par
| =
FXd) = 7 At-e L [®o(x°, d(x))]? dx . 8.2

Enfin, on note @, la fonction définie sur (L%w)); par

P 5) = él. j [3°(x°, s(x®)]2 dx°, (8.3)

o

et par @} sa fonction duale égale sur (L7(w)); & :

o) = j;xj [#o(x2, d(x*)]? dx® . (8.4

(0]

Probléme ° : Trouver (m°, u°) e (LY))* x V2 tel que

+1
V(v)eV?, Jm2ﬂ7a3(2)=j(f f,+g;+g:>va+
[ ® -1

+J (f ha>vu. 8.5
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