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L'ADDITION PARALLELE D'OPERATEURS
INTERPRETEE COMME INF-CONVOLUTION
DE FORMES QUADRATIQUES CONVEXES (*)

par M.-L. Mazure (1)

Communiqué par P J LAURENT

Résumé — Erant donné deux circuits en paralléle, de résistances représentées par les matrices
semi-définies positives A et B respectivement, la résistance équivalente est exprimée par ce que I’on
appelle la somme paralléle des opérateurs A et B On interpréte cette opération comme [’ inf-convo-
lution des formes quadratiques associées a A et B (principe variationnel sous-jacent) Les propriétés
de Paddition paralléle sont alors déduites de celles de I'inf-convolution de fonctions convexes

Abstract — Guwven two parallels circuits with resistance determuned by semi-definite positive
matrices A, B, the equivalent resistance of the circuit 1s expressedin terms of A and B by the so-called
parallel sum of the operators A and B We nterpret this operation as the inf-convolution of the qua-
dractic forms associated to A and B The properties of the parallel sum are then deduced from those
of the inf-convolution of convex functions

I. MODELE PHYSIQUE SOUS-JACENT

Un circuit électrique de résistance r, traversé par un courant i, obéit a la
loi Ohm v = ri ou v est la tension mesurée entre les points @ et @ du
circuit :

4

O] ®

r est un nombre réel strictement positif, ou, si 'on admet les courts-circuits,
un réel positif ou nul.

(*) Regu en juillet 1985
(*) Laboratowre d’Analyse Numérique, Universit¢é Paul-Sabatier, 118, Route de Narbonne,
31062 Toulouse Cedex

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numernique 0399-0516/86/03/497/19/$ 3 90
Mathematical Modelling and Numerical Analysis © AFCET Gauthier-Villars



498 M.-L. MAZURE
Deux résistances r, et r, peuvent étre ajoutées :
1) En série,

r 1
7 r; 2 N

—_—W—— W

Dans ce cas, la résistance équivalente a 'ensemble est r = r, + r,.

2) En paraliéle.

r
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Yyvyy
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— —
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Le courant i se partage en i, (a travers r,) et i, (4 travers r,) suivant la loi
de Kirchhoff : i = i, + i,.
Si r est la résistance équivalente a 'ensemble et v la tension entre les points
@ et @, la loi ’Ohm nous donne :
v=ri=1r(i, + i) =r i, =r,i,
ce qui permet d’écrire, dans le cas ou r, et r, sont strictement positifs, la loi

d’addition des résistances en paralléle :

~ |-

1 1 s 1 -
= — + —, Cest-a-dire r = (r; 1 +
ry

rz 1)~ ! que nous noterons r, /7,.

Sir; (our,)estnul, il est clair que r = 0, que nous noterons encore r, /r, =0.
Nous avons ainsi obtenu « ’addition paralléle » de scalaires positifs ou nuls.
Généralisons en considérant maintenant un réseau électrique d’ordre n,
c’est-a-dire un ensemble de n couples « entrée-sortie » que nous représentons
de la maniére suivante :

_->—__.® ®- —
_z___.@ @k —

=

=l o . A
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ADDITION PARALLELE D’OPERATEURS 499

Si 'on mesure la tension v, entre « 'entrée » @ et la « sortie » @ (pour
k = 1,..,, n), le courant correspondant étant i, un tel réseau obéit encore
a la loi Ohm généralisée que nous écrirons :

Uy
V = AI ou, maintenant, la « tension » sécrit V = | . |, le « courant »
v'l
Iy
I =| - |etou 4, résistance généralisée du réseau, est une matrice symétrique

Iy
semi-définie positive (généralisation naturelle d’'un nombre réel positif ou nul).

Plus schématiquement, nous symboliserons le réseau ci-dessus par :

Ici encore, nous pouvons ajouter deux réseaux d’ordre » de résistances
généralisées A, et A, soit :

1) En série.
I
A
A, A, résistance équivalente 4, + A4,
soit

2) En paralléle.

— Ay

I=1,+1,
b1,

A,

Si A, et 4, sont inversibles (C’est-a-dire ici définies positives) un calcul
analogue au cas scalaire montre que la matrice résistance équivalente a I'en-
semble, est 4 = (4, + 4, 1)1

vol 20, n° 3, 1986



500 M.-L. MAZURE

Dans le cas non inversible, nous prouverons que, lorsque 4, I, = 4, I, ce
terme ne dépend que de I = I, + I,. Plus précisément 4, I, = 4, I, =
(A4, 7A4,)(I) ou A, /A, est une matrice symétrique semi-définie positive.

Cette « somme paralléle de A, et A, » est une généralisation de la formule
(A ' + A, 1) ! et représente la matrice résistance équivalente & I'ensemble
des deux réseaux en parall¢le.

De plus, nous noterons que le partage d'un courant 7 — qui obgit & la loi de
Kirchhoff I = I, + I, — se fait de fagon a minimiser la puissance (principe de
Maxwell).

Remarque : Dans I'exposé du modele physique, nous avons considéré des
réseaux ne comportant que des résistances. Dans ce cas général (résistance +
inductance + capacité) le terme de « résistance généralisée » serait & remplacer
par « impédance généralisée », la matrice 4 étant alors hermitienne semi-
définie positive.

Les résultats obtenus dans le cas complexe seraient identiques. Nous nous
sommes limités ici au cas réel par souci de simplicité; pour toute la suite de
Pexposé, nous nous placerons dans I'espace vectoriel R” — que nous noterons
X — muni du produit scalaire usuel <., . ).

II. QUELQUES OUTILS DE L’ANALYSE LINEAIRE ET DE L’ANALYSE CONVEXE
I1.1. Propriétés de base de I’inf-convolution en analyse convexe (voir [6] et [7])

Etant donné deux fonctionsfetg de X = R"dans R =]— oo, + o]
linf-convolution de f et g est la fonction f Vg : X — R définie, pour tout x de X
par:

fVgx) = Inf {f(x;)+ g(x;)}.

Xy ,X3 €X
Xytxa3=x

L’opération d’inf-convolution est :

— commutative : f Vg = g Vf

— associative : (f Vg) Vi = f V(g Vh)

— positivement homogéne : pour tout a > 0 (of) V(ag) = a)f Vg)
— monotone : f = g=f Vh > g Vh

Deplusdom (f Vg) = dom f + dom g(oudom f = { x € X/f(x) < + 0 })
et f Vg est convexe dés que fet g le sont.

D’autre part, 4 toute fonction f : X — R, non identiquement égalea + oo, on
associe sa fonction conjuguée f* : X — R définie pour tout x* de X par :

fHx*) = Su}r(){<X*,X> - f®)}.
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ADDITION PARALLELE D’OPERATEURS 501

L’opération d’inf-convolution peut étre considérée comme duale dela somme,
en ce sens que, sifet g sont deux fonctions de X dans R non identiquement
égalesa + o0 :

1) ona toujours (f Vg)* = f* + g*
2) sous certaines hypothéses (¢f. par exemple théoréme 6.5.8 de [6])
(f + 9)* =1* Vg*.

IL.2. Pseudo-inverse d’un opérateur symétrique

La notion de pseudo-inverse d'un opérateur 4 de X est une généralisation de
la notion d’inverse au cas ou 'opérateur 4 n’est pas bijectif (voir [6], pp. 202-207).
Dans le cas qui nous intéresse, cest-a-dire lorsque 'opérateur 4 est symétrique,
X se décompose en somme directe orthogonale : X = Im 4 @ Ker 4, et la
restriction A/Im 4 de 'opérateur 4 a son image, est un automorphisme de
Im A, donc inversible. Désignant par P la projection orthogonale de X sur le
sous-espace Im 4, on obtient le schéma suivant qui permet de définir le pseudo-
inverse A+ de l'opérateur 4 :

(A/ImA)~!
X L > [mA / > ImA (-—-—> X
A+

A est un opérateur symétrique de X ayant méme image et méme noyau que 4
et vérifiant les propriétés suivantes (qui d'ailleurs caractérisent 4 ™) :

AAT =AY A =P
AT AAT =47

De plus, (4*)* = A et A n'est autre que I'inverse 4 ~ ! lorsque A4 est bijectif.

I1.3. Conjuguée d’'une forme quadratique (resp. partiellement quadratique)
convexe

Un opérateur symétrique A de X est dit semi-défini positif- lorsque
{ Ax, x ) = 0 pour tout x de X, ou, de facon équivalente, lorsque la forme
quadratique associée f:X — R, définie par f(x) = 1/2 ( Ax, x ), est une
fonction convexe.

Lorsque A4, symétrique semi-défini positif (s.s.d.p.), est inversible, on vérifie
facilement que pour un x* donné de X, la fonction concave qui a x associe
{x* x) — 1/2{ Ax, x ) atteint son maximum pour x = 4 ' x*. On en
déduit que :

Vx*e X f*(x*) =%<A"1x*,x*>.

vol. 20, n° 3, 1986



502 M.-L. MAZURE

Dans le cas général, la conjuguée d’une forme quadratique convexe est donnée
par (voir [8], p. 108) :

TaEOREME 11.3.1 : Soit A un opérateur s.s.dp. et f(x) = 1/2{ Ax, x ).
Alors :

Fro) = %(A*x*,x*) si x*e¢Im A

+o0 si x*¢ImA.

Exemple 1 : Prenons pour A4 la projection orthogonale sur un sous-espace
vectoriel Hde X. Alors Aestss.dp, A" = AetIm A = H Donc:

1
fHx*) =42
+o00 si x*¢ H.

| x*||> si x*eH

Exemple 2 : Prenons pour A4 un opérateur s.s.d.p. de rang 1. Im 4 étant
une droite vectorielle, 4/Im A4 est une homothétie de rapport o > 0. Donc :

Fro%) —21—a||x* |12 si x*eImA
X =

400 si x¥¢ImA.

Remarquons que, lorsque 4 est s.s.d.p., il en est de méme de son pseudo-inverse,
donc la conjuguée d’une forme quadratique convexe est un exemple de ce que
nous appellerons « forme partiellement quadratique convexe » selon la
définition suivante :

DEFINITION 11.3.2 : Nous dirons qiiune fonction h = X — R est une forme
partiellement quadratique convexe (*) s'il existe un opérateur A, s.s.dp. et un
sous-espace vectoriel H de X tels que :

1
={(Ax, x> s1 x€eH
h(x) = 2¢

4+ st x¢H.

(*) Les_formes partiellement quadratiques convexes sur R” sont exactement les fonctions
h R" - R pour lesquelles le graphe du sous-différentiel 9 est un sous-espace vectoriel de R" x R”
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ADDITION PARALLELE D’OPERATEURS 503
La conjuguée d’'une telle fonction est donnée par :

THEOREME 11.3.3 : Soit A un opérateur s.s.d.p., H un sous-espace vectoriel
de X et h la forme partiellement quadratique convexe définie par :

1 .
hGx) = E(Ax,x) si xeH

+o0 si x¢H.
Alors -
1
—{(mAm)* x*, x*> si x*elmAd + H*
prary = 4 7 <A >
+ oo ailleurs .

ou T est la projection orthogonale sur H et H* le sous-espace orthogonal é H.
Exemple : Prenons :

1 2

3 x| si xeH

h(x) =
+o0 si x¢H.

On obtient :
h¥(x*) = %( nx* x*) Vx*eX,

résultat déja vu (exemple 1 du théoréme I1.3.1).

Preuve du théoréme : S1 f est la forme quadratique associée & 4, nous pou-
vons écrire & = f + Yy ou Yy est la fonction indicatrice de H (qui vaut 0 sur
H et + oo ailleurs).

Les fonctions f et Y sont convexes, 'une partout finie et continue, autre
finie en 0 et semi-continue inférieurement, donc (voir [6], théoréme 6.5.8) :

h* = (f +¥)* = f* Vg = f* V..

En particulier, dom #* = dom f* +dom iz = Im 4 + H* (cf. théoréme 2.3.1)
donc:Vx*¢ImA + H* h*(x*) = +o0.
Considérons maintenant un élément x* de dom 4* :

*(x*) = Inf{ f*(»*);y*elmdetx* — y*e H'}
= IM{%(A*y*,y*);y*eImAetx* —y*eHl}.

vol 20, n° 3, 1986



504 M.-L. MAZURE

Premier cas : Supposons Im 4 < H,
Alors H* < Ker A. Le seul élément y* qui vérifie a la fois y*eIm A4 et
x* — y* e H* est la projection Px* de x* sur Im 4. Nous en déduisons que :

I*(x*) =%<A+Px*,Px*> =—;—<A+x*,x*>

car :
x* — Px*eKerd* =(ImA47")*.

Cas général : 11 suffit de se ramener au cas ci-dessus en remarquant que 'on
peut écrire :

h(x) %(nAnx,x) si xeH
X) =

4+ si x¢H

ou maintenant 'opérateur nA4n est s.s.d.p. et vérifie Im (n4rn) = H. Le résultat
précédent prouve que :

Vx*elm A4 + H+ h*(x*) = %((nAn)+ x*, x*

formule qui englobe le cas Im 4 = H, car alors ndn = 4. O

III. ADDITION PARALLELE D’OPERATEURS S.S.D.P. : INTERPRETATION DU
POINT DE VUE ANALYSE CONVEXE

Soient A4 et B deux opérateurs s.s.d.p. de X :

) = 5<Ax x> et g0 =2 Br x>

les formes quadratiques associées.
Etudions I'inf-convolution de f et g en un point x de X :

FVgE) = Inf {f(x) + ()} = Inf {xr) + gx — 1)}

X1,X2€X

xyt+x2=x
Une condition suffisante pour avoir ’exactitude de cette inf-convolution en x
(c’est-a-dire pour que I'Inf ci-dessus soit atteint) est I’existence d’'un point x,
de X tel que 9f(x,) N dg(x — x;) # & (voir [6] proposition 6.6.3). Or, ici,
f et g sont différentiables de gradient 4 et B resp. (car 4 et B sont symétriques),

M? AN Modéhsation mathematique et Analyse numérique
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ADDITION PARALLELE D’OPERATEURS 505

en sorte que df (x,) = { Ax, } et 6g(x — x;) = { B(x — x,) }. Donc la condi-
tion f (x,) N dg(x — x,) # & sera réalisée si et seulement si :

Ax, = B(x — x;) ouencore (4 + B)x, = Bx(x).

S’il existe un élément x, vérifiant (x), nous pourrons alors écrire :
FVg(x) = f(xy) + g(x — xy)
= %(Axl,xl) +%(B(x — X)), X — Xy >
1 1
=§<(A + B)x, — Bx, x; > +§<B(x— X)), x )
Cest-a-dire :
£ V() = 5 < Axyy x>
Or Im B < Im A4 + Im B. D’autre part, 4 et B étant s.s.d.p.,
Im(A+B)=ImA +ImB.
Donc I’élément Bx est dans Im (4 + B), ce qui implique (cf. I1.2) :
(4+ B)(4 + B)* Bx = Bx.

Par conséquent, 'élément x, = (4 + B)* Bx vérifie la relation (), donc
réalise I’exactitude de I'inf-convolution en x, et le calcul qui précéde prouve
que :

ng(x)=%<A(A + B Bx,x) VxeX

L’inf-convolution f Vg est donc la forme quadratique associée a I'opérateur
A(4 + B)* B que nous appellerons « somme paralléle de A et B» et noterons
« A/ B».

Remarques :

1) L'opérateur 4,/ B généralise (4! + B~ ')~ ! puisque, dans le cas o0 4
et B sont inversibles. 4 /B = AA+ B) ' B=(A4"'+B )L

2) 11 est clair que le principe de Maxwell de minimisation de la puissance
(cf. I) est une manifestation de Pinf-convolution des formes quadratiques.

vol 20, n° 3, 1986



506 M.-L. MAZURE

En effet, si nous reprenons les notations utilisées pour un réseau électrique
d’ordre », la puissance est représentée par le produit scalaire { V, I ) c’est-a-dire
par la forme quadratique { AL I).

Les propriétés qui vont suivre sont celles de I'addition paralléle obtenues
en utilisant, d'une maniére systématique, les propriétés de I'inf-convolution
rappelées en II. 1. Elles ont été obtenues d’'une maniere algébrique par Ander-
son, Duffin et Trapp (voir [1], [2] et [4] par ex.).

TuforeEME II1.1 : Si A et B sont deux opérateurs s.s.d.p., alors A/ B est un
opérateur s.s.d.p. De plus :

(i) pour tout x de X, et tous x,, x, tels que x; + x, = x :
Xy +x, =x{A/Bx,x) < {Ax,x; ) + {(Bx,,x, )
(i1) pour tout x de X, il existe toujours x,, x, dans X tels que :
X;+x,=x et (A/Bx,x) = Ax;,x; ) + { Bxy, X, )
(iii) pour tous x,, x, de X, I'égalité :
CA/B(x, + x3), X3 + X, 0 = (CAxy, X1 ) +{Bxy, x5
est réalisée si et seulement si Ax, = Bx, auquel cas :
Ax, = Bx, = A/B(x; + x;).

Preuve : Le point x; = (4 + B)* Bx réalisant I'exactitude de I'inf-convo-
lution en x, on sait (voir [6], théoréme 6. 6. 5) que df Vg(x) = df(x,) N dg(x — x,)
Cest-a-dire Jf Vg(x) = { Ax, }. Donc, puisque Ax, est par définition égal a
Ay Bx, f Vg(x) = { A/ Bx}.

Par conséquent, x - A,/ Bx étant le gradient d'une forme quadratique,
Popérateur 4,/B est nécessairement symétrique : c'est 'unique opérateur
symétrique définissant la forme quadratique f Vg.

Le fait que A4,/ B soit semi-défini positif résulte de la convexité de f Vg
(cf. II).

D’autre part, le (i) résulte de la définition de I'inf-convolution de f et g,
le (ii) traduit le fait que cette inf-convolution est exacte en tout point x. Enfin,
Pégalité { A/B(x; + x;), x; + x,) = {Ax;, x; ) + {Bx,, x, ) du (iii)
signifie que le couple (x,, x,) réalise I'’exactitude de I'inf-convolution. Cette
égalité sera donc vérifiée si et seulement si Jf(x,) N dg(x,) # & Cest-a-dire
Ax, = Bx,. Dans ce cas, on aura df Vg(x; + x,) = df(x,) n dg(x,). A/B
étant symétrique of Vg(x, + x,) = { A/B(x, + x,) }, donc la relation
of Vg(x; + x;) = 0f(x,) N 0g(x,) sécrit : A/B(x, + x,) = Ax, = Bx,. 0O
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ADDITION PARALLELE D’OPERATEURS 507

Remarque : Lorsque deux réseaux de résistance généralisée 4 et B sont
montés en paralléle, le courant Ise partageen = I, + I,,avec 41, = BI,=V
(voir I). Le théoréme précédent prouve que :

1) Le partage se fait effectivement de fagon & minimiser la puissance.
2) A/ B est la résistance généralisée équivalente aux deux- réseaux en
paralléle puisque 41, = BI, = A,/ BIL

Conséquences immédiates du théoréme TI1.1.

Rappelons que 'ensemble des opérateurs s.s.d.p. de X est muni de la relation
d’ordre 4 = B si et seulement si, par définition, 4 — B est s.d.p., Cest-a-dire
{Ax,x ) = { Bx, x ) pour tout x. Le théoréme III.1 permet d’obtenir de
fagon immeédiate les inégalités :

1) A/B < Aavec égalité si et seulement si 4 = 0.

2) Ay/B < 1/4(A + B) avec égalité si et seulement si 4 = B.

En particulier 4,74 = 1/2 A. Plus généralement on peut montrer par
récurrence que :

JA=ApAy .. pd =24
~——— n

n fois

COROLLAIRE II1.2 : Soient A,/ B deux opérateurs s.s.d.p. et x un point de X.
Si Ax = ax et Bx = bx (a, b = 0) alors :

A/ Bx = (a/b) x.
Preuve : Lorsque a = b = 0, le (i) du théoréme III.1 montre que
CAyBx, x> =0

donc, 4/B étant ss.d.p., 4/Bx =0 = (ay/b) x.
Supposons a et  non-tous deux nuls-
A(bx) = B(ax) = abx, donc d’apres (iii) : 4,/ B(ax + bx) = abx ou encore

ab x =(ayb) x. O

puisquea + b # 0, 4/ Bx = PRy

CoROLLAIRE I11.3 : Soit S, le céne convexe des opérateurs symétriques
définis positifs sur R" et ¢ : S, x R" — R Papplication définie par :

OA4,x) = A"  x,x) pourtout (4,x)<S, x R".

Alors & est convexe en tant que fonction du couple (A4, x).

vol. 20, n° 3, 1986
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Preuve : 11 est clair que ¢ est positivement homogene, donc il suffit de
vérifier sa sous-additivité.

(A + Ay x; +x,) = (A + A4) 1 + x,), % + %)
= (AT 747 (% + X3), % + x5
AT X, x> + (A5 x,,x, > daprésIILL1.
donc :
O(A4y + 43, x5 + x3) < §(44, x,) + §(4,, X3) C.QF.D.

Remarque : On pourrait penser étendre le corollaire II1.3 au c6ne convexe
S, des opérateurs s.s.d.p. de R" en remplagant I'inverse 4! par le pseudo-
inverse 4 * ; mais le résultat ne subsiste pas, I'application ainsi obtenue n’étant
plus sous-additive.

Observons enfin que, lorsque 4 et B sont deux opérateurs symétriques
(et seulement dans ce cas), nous avons I’équivalence :

A=BeVxeX (Ax,x)={(Bx,x).

Donc, la somme parallele de deux opérateurs s.s.d.p. étant s.s.d.p., toutes les
égalités (ou inégalités) montrées sur les opérateurs pourront I'étre en raison-
nant sur les formes quadratiques associées.

THEOREME 111.4 : L’addition paralléle d opérateurs s.s.dp. est commutative,
associative et compatible avec [’ordre.

Preuve : Ceci découle de la commutativité, I’associativité et la monotonie
de I'inf-convolution (cf. IT. 1).

En effet si f, g, 4 sont les formes quadratiques associées a trois opérateurs
s.s.d.p., 4, B, C respectivement, onsait que f Vg =g Vfet(f Vg) Vh= f V(g Vh)
ce qui se traduit par 4 /B = ByAet(4,/B)/C = A/ (ByC).

D’autre part, si f>g, alors f Vh>g Vhdonc 4> Bimplique 4 7C>B7C.

THEOREME II1.5 : Soient A et B deux opérateurs s.s.d.p. Alors :
ImA/B=ImANnImB.
Preuve : Désignons par f et g les formes quadratiques associées. Nous

avons vu au (I1.3) que :

FHx%) = %(A“Lx*,x*)x*eImA

+00 si x*¢Im4A.
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En particulier dom f* = Im 4. De méme, dom g* = Im B et, puisque 4,/ B
est Popérateur s.s.d.p. associé a la forme quadratique Vg,

dom(f Vg)* =Im A4,/B.

Or, par ailleurs, (f Vg)* = f* + g*, ce qui prouve que :
dom (f Vg)* = dom f* n dom g*

d’ou le résultat annoncé. O
Le Théoréme III. 5 prouve en particulier que la formule :

AyB=(A4"1+B H!

du cas inversible ne peut €tre étendue au cas non inversible sous la forme
Ay/B= (A" + B")".
La « bonne » extension est la suivante :

TutOREME II1.6 : Si A et B sont deux opérateurs s.s.d.p., alors :
A/B = (n(4* + BY)n)*
ou T est la projection orthogonale sur Im A N Im B.

Preuve : f Vg étant une fonction convexe continue partout finie est égale
a sa biconjuguée (f Vg)** = (f* + g¥*
Or:

1 :
(f* + g% (x*) = (AT + B x*x*) si x*elmAnImB

+00 si x*¢ImAnImB.

f Vg est donc la conjuguée-de la forme partiellement quadratique convexe
ci-dessus. Il suffit alors d’appliquer le théoréme 11.3.3. O

THEOREME 1I1.7 : Soit (H), <;<, une famille finie de sous-espaces vectoriels
de X et (P), <<, les projections orthogonales correspondantes.
La projection P sur (\ H; est donnée par :

i=1

~

P=r g P =r(P/P,../P).

i=1
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Preuve : Notons f, (resp. f) la forme quadratique associée & P, (resp. P).
Nous savons (cf. I1.3) que :

) = % | x* > si x*eH,
+o0 si x*¢ H,
et:
%le* 1> s x*en H,
fHe%) =

+o0 si x*¢ H, .

L’égalité annoncée est équivalente a I'égalité des formes quadratiques
-1— fet :i f,, ou encore, chacune de ces fonetions coincidant avec sa bicon-
juguée, a I'égalité de leurs conjuguées.
Or, pour tout x* :
1=r

%nx*n2 si x*e N H,
=1

(VA) o = 3 s -

1=1 1=1

1=r
+oo si x*¢ N H,
=1

= rf*(x*) =% f*(rx*) = G f>* (x™) C.QF.D.

THEOREME 111.8 : Soient A, B, C trois opérateurs s.s.dp., tels que AC = CA
et BC = CB. Alors :

AC/BC =(Ay/B) C.

Preuve : Remarquons d’abord quun opérateur quelconque qui commute
avec un opérateur symétrique, commute aussi avec son pseudo-inverse. En
conséquence, C commutant avec 4 et B, commute avec (4 + B)*, donc
aussi avec 4/ B.

D’autre part, C étant s.s.d.p., il existe un opérateur s.s.d.p., noté C*/? tel que
Cl? C'2 = C et C'? commute avec tout opérateur commutant avec C,
en particulier avec 4, B et 4,/ B.

Soit x un point de X. Le théoréme III. 1 nous donne Iexistence de points x;,
X, tels que :

CAC/BCx, x ) = { ACxy, x> + { BCx,,x, ). 4))
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Ces points vérifient :

Xy + X, =X
ACx, = BCx,.

Légalité ACx, = BCx, peut s’écrire CY2[C'? Ax,] = C'*[C*? Bx,). La
restriction de C!/? & son image étant injective, ceci implique :
CY2 Ax, = C'/2 Bx,.
Nous avons par conséquent :
ACY? x, = BCY? x,
{ C'2x, + C'?x, = C'*x

ce qui prouve, toujours grace au théoréme III.1, que :
(AYZB(CHY x), CH2xy = CA(CHY? x,),CH? x, > + { B(C*? x,),C*? x, )
C'/? commutant avec 4, B et 4,/ B, cette égalité devient :

{(A/B)Cx,x ) = (CACx4,x, ) + { BCx,,x, ). 2

11 suffit alors de comparer (1) et (2) pour conclure. O

Remarque : L'hypothése AC = CA est indispensable pour que I'opérateur
AC soit symétrique. Plus généralement on a le résultat suivant :

THEOREME 1I1.9 : Soient A et B deux opérateurs s.s.dp. et Z un opérateur
quelconque. Alors :
TZ(4/B)Z < (TZAZ)/(*ZBZ)

avec égalité lorsque Z est inversible.

Preuve : Pour A par exemple, on a :
—21-<TZAZx, Xy = %(AZx, Zx ) = f(Zx).

1l s’agit donc de comparer :

fVg(Zx)=Inf {f(y) +9(y;)} et . Inf {f(Zx,) + 9(Zx,) }.

yity2=2Zx 2+ X2=x
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Or il est clair que :
{f(y) +9()/yy +y, =2Zx} contient { f(Zx,) + g(Zx,)/x; + x, =x}

avec égalité dés que Z est inversible, d’ou le résultat. O

THEOREME II1.10 : Soit (4,),<,<, une famille d opérateurs s.s.d.p.

1<)<q

Alors :

14

= J=aq @
// Z Al] 2 Z // Al} N
J=1 1=1

Preuve : Nous avons a monter la relation suivante :

I=q 1=q =g J=a
( A11>//< Z AZ’)//”.//< APJ) > Z (All//AZJ// "'//Aw)
=1 =1 =1 J=1

J= J

oy, de fagon équivalente et avec des notations évidentes :

(§)o(En)e-(55)- Senvi w0

Cette inégalité est une propriété de I'inf-convolution qui s’obtient sans diffi-
culté en remarquant que si x = x; + - + X, alors :

PEACAE WA WACE

J

q

™Mo

LA + Sy + = + Syo)] > 3. (1, V8, ¥ V) (9. ©

1

J

COROLLAIRE II1.11 : Si A4,, 4,, ..., A, sont s.s.d.p., alors :
Ay + Ay + - + A, =2 r(A /A0 /A,) .
Preuve :
1
Sy o A) = Sy o 4)

= (A + A+ A) S Ay + Ay + = + A) ) H(A, +
+ A+ +4)

= A, /A, 7 /A,) dapresle théoréme 1I1.10. O
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CorOLLAIRE II1.12 : L’addition paralléle est une application concave de
S, x S, dans S,

Preuve : Soit s : §, x S, — §, définie par \(4, B) = A/B.
V¥ est positivement homogene car I'inf-convolution ’est. Donc pour montrer

la concavité de V, il suffit de vérifier qu'elle est suradditive, c'est-a-dire que,
pour tous 4,, 4,, B, B, de S, :

V(A; + Ay, By + B,) = V(4,, By) + V(4,, B,)

ou encore (4, + A4,)/(B, + B,) > Al//'B1 + A, /B, ce qui résulte du
théoréme I11.7. O
Interprétons ce résultat d'un point de vue physique (voir [5]).

A, A,
BI BZ
Figure 1.
A, Ay
B, B,
Figure 2.

La matrice résistance équivalente au systéme est (4, + 4,)/(B, + B,)
dans le cas de la figure 1, et 4, /B, + A4,/ B, dans le cas de la figure 2.

La sous-additivité de la fonction  nous dit que la puissance est moindre
dans la deuxiéme configuration.
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