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INTERPOLATION DE LAGRANGE
PAR DES SPLINES QUADRATIQUES

SUR UN QUADRILATÈRE DE U2 (*)

par F. ZEDEK (l)

Communiqué par P J LAURENT

Résumé — Le but de ce travail est la résolution d'un problème d'interpolation de Lagrange
par des splines quadratiques sur une triangulation r d'un quadrilatère Q de R2 Des résultats
concernant des estimations de la norme de l'opérateur et de l'erreur d'interpolation sont donnés
dans le cas où Q est un carré

Abstract — Lagrange interpolation by quadratic splines on a quadrilatéral domain of
M2 The aim ofthis paper is to solve a Lagrange interpolation problem by quadratic splines on a
tnangular partition r of a quadrilatéral Q in M.2 Some results concerning the norm of the
interpolation operator and error estimâtes are given in the case when Q is a square

1. INTRODUCTION

Pour des raisons pratiques et théoriques, les surfaces polynômiales par
morceaux sont largement utilisées dans les constructions géométriques
assistées par ordinateur. Les plus simples sont les surfaces splines quadrati-
ques C} (fonctions polynômiales par morceaux de degré 2 et de classe
C1).

Étant donné un quadrilatère Q de R2 ; on le munit de la triangulation
r suivante :

Q est une réunion de quadrilatères emboîtés (appelés macro-quadrilatè-
res) subdivisés en micro-quadrilatères, chacun d'eux étant à son tour
subdivisé en quatre triangles par le tracé de ses diagonales. Les points
d'interpolation sont les sommets des macro-quadrilatères, les milieux des
segments déterminés par r sur leurs frontières et quelques points choisis
convenablement à l'intérieur du quadrilatère central (cf. fig. 1, 3 et 4) ;

(*) Reçu pour publication le 28 janvier 1991
C1) Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres-Artois, Laboratoire d'Analyse

Numérique et d'Optimisation, Bât M3, 59655 Villeneuve d'Ascq, Cedex
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576 F ZEDEK

Au paragraphe 2, on rappelle quelques résultats sur la représentation
locale des splines quadratiques à une et deux variables dans la base de
Bernstein et sur l'interpolation à une variable.

Au paragraphe 3, on explicite le calcul de l'interpolant en construisant sa
représentation associée à chaque triangle de r. Dans [8] G. Heindl traite
également un problème d'interpolation par des splines quadratiques
C \ mais en faisant une interpolation d'Hermite aux sommets d'une
triangulation donnée. Dans la plupart des cas, le problème est traité
localement, mais dans ce travail, l'algorithme proposé traite le problème
globalement.

Au paragraphe 4, on donne un encadrement de la norme de l'opérateur
d'interpolation.

Au paragraphe 5, on étudie le cas particulier où Q est un carré de
IR2 muni d'une triangulation régulière (cf. fig. 5). Il faut remarquer que dans
le cas d'un domaine rectangulaire, on peut construire une base de l'espace
des splines quadratiques au moyen de Z?-splines (cf. Chui et Wang [2]) mais
que ceci n'est pas possible dans le cas d'un domaine plus général comme
celui que nous étudions dans cet article. On précise les résultats sur la norme
de l'opérateur, on donne une majoration de l'erreur d'interpolation ainsi
que des exemples numériques.

Figure 1. — Triangulation r de Q et points d'interpolation. On a 3 macro-quadrilatères emboîtés
04,1?, C,I>,), # = 1,2,3.
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SPLINES QUADRATIQUES DANS U2 577

2. RAPPELS SUR LES SPLINES QUADRATIQUES

2.1. Interpolation de Lagrange à une variable

Soit / = [a, b] un intervalle de R et A — {a = t0 < tx < • • * < tN = b}
une subdivision de I et 11 = [tt, tl + J pour f = 0, ..., iV — 1. Soit :
'<? = '<>; ',* = (', + ' , - i ) / 2 0* = 1, » . , # ) et tf+1 = *„. Pour
z = 0, ..., i V - 1 on désigne par P2{I z) l'ensemble des polynômes de degré
inférieur ou égal à 2 définis sur It et par P2{I) l'ensemble des fonctions
s de classe Cl telles que s 11\ appartienne à P2(It )• Le problème
d'interpolation est le suivant : étant donné une fonction ƒ définie sur
ƒ, on pose f{t*) = ft (i = 0, ..., N + 1 ) et on cherche s e P\(I) tel que

Considérons alors la base de Bernstein :

<f>j(O= Ç)tJ{l-tf-J (ƒ = 0 , 1 , 2 ) .

2 / ' - 'i \Sur/,, s s'écrit: s(O = £ ft2(+J^ — .
j = 0 \ f ' + 1 ll I

Les coefficients Z?2l + ; (/ = 0, ..., TV - 1 et j = 0, 1, 2) sont appelés B-
coefficients de s.

LEMME 1 : Les B-coefficients d'indices pairs sont solutions du système
suivant :

b2N _4 + 6 b2N _2 = 4 / ^ . x + 4 / N - fN + i

d'où Von déduit : b2l +i = 2 ft + 1 - (b2l + b2l + 2V2 powr 0 ^ i ^ N — 1,
avec bQ = fQ et b2N =fN + ï.

Preuve : voir [9] et [12].

LEMME 2 : Soit f e C ([a, b]) vérifiant \\f\\ = s u p \f ( x ) | ^ 1 ; a / o r s

les B-coefficients de son interpolant spline vérifient : \bo\ =s 1 ; \b2N \ ^ 1 ;
1^1 ^ 3 , 5 ; \b2N_x\ ^ 3 , 5 ; \b2l\ ^ 2 (i = 1, . . . , N - 1 ) ef |& 2 | + 1 | ^ 4
(i = 1, . . . , N - 2 ) .

Preuve : D 'après le développement de 5 dans la base de Bernstein on a :

s(tt) = b2l pour / = 0, ..., N

or b0 = f0 et b2N = fN + j ( lemme 1)

d'où | 6 0 | ^ 1 et | ô 2 W | ^ 1 .
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578 F ZEDEK

D'au t re part \\s\\ ^ 2 (cf [9]) donc \b2l\ ^2 pour i = 1, ..., Af - 1 et

| * 2 , + i | * 2 | | / | | + ( | & 2 l | + \b2l+2\V2 (i = 0, .... TV - 1)

d'où: | ^ | ^3,5; I ^ . J ^3,5

e t | ^ 2 i + i | ^ ^ P o u r * = 1» "-> N - 2 .

2.2. Coordonnées barycentriques et base de Bernstein dans un triangle de T.

Pour T G r , on note P2(T) l'ensemble des polynômes à 2 variables, de
degré total au plus égal à 2, définis sur T, et P2(Q ) l'ensemble des fonctions
s eCl(Q) telles que s \ T G P2(T) pour tout T G T (splines quadratiques).

Soit Tx le triangle A l A2 A3 et A = (Als A2, A3) les coordonnées barycen-
triques dans 7*! d e l e R 2 .

Le. les solutions d e : X = A 1 A 1 + A2A2- |-A3Â3
1 = A^-f-A2-f-A3

et {<£j(A )}j < 6 = {AJ\ A2, A3, 2 Aj A2, 2 A2 A3, 2 Aj A3} la base de

Bernstein de P2(T^). (Ces fonctions vérifient: 0 ; ( A ) ^ O et

X * , (A) = 1). (Voir [4, 12]).
i = i

Soit PÏ G P2(TX). Écrivons pl dans cène base

Px(X)=Pl(X)= Ya^M). (1)
; = 1

En désignant par At (4 ^ i =s= 6) les milieux des côtés de Tx (cf. fig. 2), on
vérifie aisément que :

X= £ At ^ ( À ) . (2)

DÉFINITION 1 : Les coefficients at (i = 1, ..., 6) sont appelés B-coefficients
de px. L'ensemble des points Ât = (An at) e R3 est appelé B-réseau de
pv Le graphe de px sur Tx est appelé triangle quadratique.

Les égalités (1) et (2) précédentes signifient que le point (X, P X(X))
appartient à l'enveloppe convexe du /?-réseau.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SPLINES QUADRATIQUES DANS U2

2.3. Raccordement Cl de 2 triangles quadratiques

Soit T2 le triangle AlA2AÓ> de r ayant A x A 2 comme côté commun avec
T1 et soient al et a/ (1 *= z *£ 6) les B-coefficients respectifs dep : e P2(T1) et

Figure 2. — Raccordement C1 de 2 triangles quadratiques.

THÉORÈME 1 : Si A3 = A { A 1 + A 2 A 2 + A 3 A 3 ) /^
pl et p2 le long de AXA2 se traduit par :

1) a[ = ax ; a^ = a2 et a^ ^ a4 pour la continuité C °.

raccordement de

5 = A i ÛE4 + A 2 a 2 + A 32 ) 4 = A i a i

vol. 26, n° 5, 1992
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580 F. ZEDEK

COROLLAIRE 1 : Si de plus A l t A3 et A3 sont alignés, avec
A3'Al = k.A3Al alors la continuité C l se traduit par :

(1 + k)ax = a'6 + k.a6

(1 4- k) a4 = a'5 + k.a5 .

Preuve : Voir [4, 12].

Remarques :
a) A5 et A5 étant les milieux respectifs de A2A3 et AXA3 on pose

A/ = (A/, Û/) (z = 5 ; 6) ; le théorème 1 signifie que d'une part A l9

A6, A4 et Ag et d'autre part A4, A5, A2, et A5 sont coplanaires.

&) Dans la suite de l'exposé le 5-réseau d'un polynôme est projeté sur le
plan de base : sur les figures, on écrit les B-coefficients à la place des
projections des points du B-réseau.

3. INTERPOLATION PAR DES SPLINES QUADRATIQUES SUR Q

3.1. Description de T et choix des points d'interpolation

Soit Q un quadrilatère de U2 ; I, n et n' des entiers naturels fixés. Pour la
triangulation r, on procède ainsi : en partant du bord de Q on trace des
quadrilatères emboîtés, appelés macro-quadrilatères et notés Qt

(J = 17 0/ / ) : Qx est le quadrilatère central et Qf coïncide avec Q (cf.fig. 1
où / = 3). Les régions (öAÖi- i ) O = 2, ..., /) sont des couronnes de
micro-quadrilatères. A l'intérieur de Qx les segments Ex F\ (/ =
1, ..., n ~ 1) et GlHl (i = 1, ..., n' — 1) déterminent n' rangées de
n micro-quadrilatère s chacune (cf. fig. 1, 3, 4). Dans la région (Ô2\ôi) o n

trace tous les micro-quadrilatères ayant chacun deux sommets sur la
frontière de Qx (i.e. un côté commun avec un micro-quadrilatère de
Qi) ; et dont les deux autres sommets se trouvent sur la frontière de

02
La même construction se répète dans (Q\Ql^\) (i == 3, ..., /) ; chaque

micro-quadrilatère est subdivisé en 4 triangles par ses diagonales.
Pour i = 1, ..., ƒ les points d'interpolation choisis sur la frontière de

Qt sont ses sommets et les milieux des segments déterminés par r (cf fig. 1).
A l'intérieur de Qx ce sont les milieux des côtés des micro-quadrilatères
ayant comme supports Et Ft (i — 1, ..., n — 1) et un point au milieu de l'un
des côtés portés par les segments Gt H't (i = 1, ..., n' — 1) (cf. fig$. 1, 3 et
4).
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THÉORÈME 2 : Étant donné une f onction f définie sur Q, il existe une spline
unique s e P\(Q) interpolant f aux points choisis.

Preuve : La démonstration se fait en explicitant les B-coefficients de
s sur chaque triangle T inclu dans Q.

Ce calcul se fait sur chacun des macro-quadrilatères emboîtés en partant
de 01-

3.2. Interpolation sur le quadrilatère central

Figure 3. — Représentation des points d'interpolation et des 2?-coefficients sur C?i
(cas où n = 4 ; if = 3).

Les sommets des triangles sont représentés par des lettres majuscules et
les B -coefficients par des lettres minuscules. Pour la clarté de la figure on ne
nomme que certains ^-coefficients, les autres sont soit confondus avec les
points d'interpolation (.), soit représentés par des petits points (.).

ALGORITHME : L'application du lemme 1 aux côtés de Qi9 à Et Ft

(i = 1, ..., w — l) et aux côtés des micro-quadrilatères, ayant comme supports
GtHt (i = 1, ..., n' — 1) et contenant un point d'interpolation (sur la
figure 3, UlU2 et V3H2) donne les B-coefficients correspondant à ces
segments, donc en particulier bl (i = 1, ..., 12).

Le calcul des autres B -coefficients nécessite le lemme suivant :

LEMME 3 :

a) Le calcul des B-coefficients sur la frontière d'un micro-quadrilatère
détermine de manière unique la spline sur ce dernier.

b) Si de plus, ces B-coefficients sont majorés par une constante K, alors la
norme uniforme de la spline est majorée par K sur ce micro-quadrilatère.

Preuve : a) Considérons un micro-quadrilatère dont tous les #-coeffi-
cients de la frontière sont connus par exemple E1E2U2U1.

vol. 26, n° 5, 1992



582 F. ZEDEK

Pour déterminer la spline sur ce micro-quadrilatère il suffit de déterminer
son expression sur chacun des triangles inclus dans ce dernier. Ce qui
revient à déterminer les B-coefficients dt (i = 5, ..., 8) et o2 (cf. 2.2).

Posons :

O2E1 _ Jr O2E2 jt

o2u2~
 2 o2ux~

 2'
D'après le corollaire 1 on a :

d6= (68 + *2.ft10)/(l +*2)
d7= (bio+k2.bl2)/(l +k2)

o2 = (d5 + £2 . d7)/(l + *2) = (d6 + *£ . d8)/(l + k2) .

è) Les formules précédentes montrent que les B -coefficients internes
sont majorés par K ; ainsi en utilisant les propriétés de la base de Bernstein
sur chacun des triangles, on en déduit immédiatement le résultat.

Pour déterminer les ^-coefficients appartenant à la frontière de chacun
des micro-quadrilatères, il reste à calculer ceux qui correspondent à
Gt Ht (/ = 1, ..., n' — 1) et qui ne coïncident pas avec un point d'interpola-
tion. On explicite le calcul de 613, les autres B -coefficients sont obtenus de
manière analogue.

O1E1
Posons Ox = A t Ex + A2 O2 + A3 Ul et — = k{.

°\ Gi

D'après le théorème 1 on a :

d^ = A j b§ + A 2 d% + A 3 bj .

D'après le corollaire 1 on a :
bl3= ( ( l + * i ) d 3 - * 6 ) / * i -

Les autres ^-coefficients sont obtenus à l'aide du lemme 3 ; ce qui
détermine complètement les ^-coefficients dans Qv

3.3. Interpolation sur Qs (2 ̂  i ^ I )

Les ^-coefficients correspondant aux côtés de tous les macro-quadrilatè-
res Qt s'obtiennent par application du lemme 1. Pour la méthode de calcul
des autres 5-coefficients, on se limite à la région (Ô2\ôi)> le calcul étant
semblable dans (Q (\G, - i ) 0* = 3, ..., I).

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numénque
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A2

Figure 4. — Représentation de quelques #-coefficients sur Q2.

Dans le micro-quadrilatère WlW2ElAl les ̂ -coefficients bt (i = 3, 4, 5)
sont calculés précédemment (interpolation sur <2i), les bl (i = 14, 15, 16)
sont obtenus par application du lemme 1 à A2B2.

O3 = Z* !^ !

D'après le théorème 1 on a :

Pour calculer le reste des 5-coefficients dans Wx W2ElA1 on reprend le
calcul fait dans A1E1UlGl.

En faisant le même raisonnement dans tous les autres micro-quadrilatères
de (Ô2\ôi) on détermine complètement les /?-coefficients dans Q2.

L'existence et l'unicité des /^-coefficients sur Qt pour tout i (i = 1, . . . , / )
entraîne celles de s sur Q tout entier. Ce qui achève la démonstration du
théorème 2.

vol 26, n° 5, 1992



584 F ZEDEK

COROLLAIRE 2 : Si T détermine N x segments sur deux côtés opposés de
Q et N 2 segments sur les deux autres côtés, alors la dimension de
P\(Q)est:

No= (Nl + 2

Preuve : C'est une conséquence immédiate du théorème 2. La spline
s est déterminée par interpolation de Lagrange avec
No= (N1 + 2) (N2 + 2) - 1 points d'interpolation.

4. NORME DE L'OPÉRATEUR D'INTERPOLATION

DÉFINITION 2 :

a) On appelle IT l'opérateur qui à ƒ associe son interpolant IT(f)
appartenant à P\(Q).

b) iV0 étant la dimension de P\(Q ), on appelle {Lk} 1^k^N les fonctions
de base de Lagrange i.e. telles que Lk(Xj) = ôkj,oùles {Xj}{^ ^N sont les

points d'interpolation et 8k le symbole de Kronecker. On note

ANQ(X) = Y, | ^* (^ ) |> ^ G Q* la fonction de Lebesgue associée.
k= i

P o u r t o u t e f o n c t i o n f d é f i n i e s u r Q , o n n o t e : \\f\\n— s u p \ f ( X ) \ .

LEÎVÎIVÎE 4 : En posant :

\\n\\ =sup
et M N J L = SUP

XeQ

on a alors :

Preuve :

\\n\\ = sup || 77/1| = sup
II ^ V £= f*\

N0

^ suP x IM*)| = KJL-
XeQ j t . i U
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D'autre part, pour u n l o e Q tel que ANQ(X0) =
g définie sur Q par :

g(Xk) = signe Lk(X0) (pour k = 1, ..., AT 0)

\9(X)\ « s i

On obtient :
N0

585

et une fonction

sup sup
/llXeQ

N0

= \\n\\

d'où l'égalité.
Soit r un entier naturel fixé. Sur chaque triangle T de Q on considère les

points Xrir2(T) de coordonnées barycentriques

A ! = r{/r O^r^r

A 2 — r2/r pour
A 3 = l — At — A2 0 ^ r2 =̂  r — rx .

Appelons Er(T) l'ensemble de ces points et xr ~ V)E>r{T). Pour tout
Ts r

T e r , on a : C a r d £ r ( r ) = ( r + 1) (r + 2)/2.

T H É O R È M E 3 : Pour fc=l, ..., N o ^? Ter, on désigne par
{af(T)9 i = 1 ... 6} /es B-coefficients de Lk sur T.

En posant :

M = SUP

N°

m r ^ | | 7 7 | | ^ M .

Preuve : La minoration étant évidente car | | /7| | = ||^ivo|L (lemme 4), il

suffit de démontrer la majoration.
Soit Ter et X e T de coordonnées barycentriques A = (A1? A2, A3)

relativement à T.

vol. 26, n9 5, 1992



586 F. ZEDEK

Écrivons Lk dans la base de Bernstein de T :

Lk(X)= Jaf(T)^f(A) d>où
i - 1

£ \Lk(X)\ ^ £ <f>t(A) sup £ \a
fc= 1 i = l l s i « 6 j t = i

6

or V <f>t(\) — 1 (cf. 2.2) d'où en passant aux sup :
i = i

N0 N0

sup sup £ \Lk(X)\ ^ sup sup £
T E T X e r j t = i 7 E T 1 s=i =s6 *= i

Ainsi

5. NORME ET ERREUR D'INTERPOLATION DANS LE CAS OU Q EST UN CARRÉ

Soit AT un entier naturel impair, Q est alors formé de N2 micro-carrés tous
identiques au carré central Q1 (cf. fig. 5). Pour plus de commodité dans la
suite, on choisit QN comme nouvelle notation de Q ; (les côtés de
Q étant subdivisés en N segments égaux) et 77̂  l'opérateur d'interpolation
associé. De la même manière on appelle Qn (1 =s= n^N, n impair) les
différents macro-carrés inclus dans QN : leurs côtés étant subdivisés en
n segments égaux. (Q 1 étant le micro-carré central).

5.1. Majoiaîion de | |^v| |

THÉORÈME 4 :

a) HU! || = 3
b) || nN || ^ 2 N - 1 pour N impair, N ^ 3.

Preuve : a) Soit ƒ fonction définie sur Q1 telle que | | / | |ö i ^ 1 ; appelons
ft (1 ^ i'^ 8) les valeurs de ƒ aux points confondus avec bt (1 =s i ^ 8) (cf.
fig, 5) ; d'après le lemme 1 on a ;

bt= ft (i impair)

d'où | & , | * s l et b, = 2ft - (bl_l + bl + l)/2(i pair)

d'où \bt\ ^ 3 (&9 = ôO.

Ainsi d'après le lemme 3

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SPLINES QUADRATIQUES DANS M2 587

Montrons que cette norme est égale à 3.
Soit ƒ une fonction définie sur Q1 vérifiant fl = — l (/ impair) et

ƒ, = 1 (i pair). On a alors

bt = — 1 (z impair)
bx = 3 ( /pair) .

En utilisant le corollaire 1, on obtient les autres £-coefficients de
l'interpolant s dans Q1.

L'expression de l'interpolant dans chacun des triangles de Q1 est donc

b A2, A3) = - A ^ - A | + 3 À3
2+3(Al A2 + Aj A3 + A2 A3)

d'où

s(0, 0, 1) = 3 .

Par conséquent :

fr) Pour les majorations dans les autres micro-carrés, vu la symétrie de la
figure, et d'après le lemme 3, il suffit de majorer les ^-coefficients sur les
bords de BlB[C'{C1 (fig. 5) ; l'algorithme du paragraphe III donne :

m3 = 2b3-b2 d'où |w3 | ^2\b3\ + \b2\ ^ 5 . (1)

Les majorants des ^-coefficients sur les bords de Qn (3 ^ n ^ N, n impair )
sont donnés par le lemme 2 d'où en particulier

On obtient des majorations analogues pour m 3 et m\. Les plus grands
majorants se trouvent donc sur les axes (Xt Yt). (i = 1, ..., 4). Vu la
symétrie de la figure, il suffit de considérer (XlYl) par exemple. Les B-
coefficients de cet axe vérifient
mn — 2 mm_l — mn_2 {n =2= 5, n impair; voir algorithme) or \mn_l\ ^2
(lemme 2) d'où

K l ^ 4 + \mn_2\ . (2)

On déduit alors de (1) et (2)

\mn\ ^ 2 n — 1 (pour n s= 3, n impair )

et d'après le lemme 3 on conclut :

vol 26, n° 5, 1992
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1

35

2

4

m6

35

1 4

Figure 5. — Représentation de quelques majorants des ^-coefficients dans Q5.

5.2. Erreur d'interpolation

Pour (JC, y) e R2 on note Du f (x, y) = - ^ ; ƒ(*, y).

THÉORÈME 5 : N étant le nombre de segments égaux déterminés par r sur
les côtés de QN = [a, bf, on pose h = 1/N et QN = [a - h/2, b + h/2]2. Si
f eC \QN ) alors

Wf-n

2V3

c2

31
27 '

= max

31 , ,
= — ; M3 - max12 =3

sup \Dkl f {Xx) - Dkî f {X2)\ .
\\Xl~X2\\^h

Xl,X2eQN
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Preuve : Supposons pour simplifier que QN est centré à l'origine. Soit
ƒ E C 3(QN). Notons Cl} les micro-carrés de côté h inclus dans QN, centrés
en Ol} = (Ï A, jh) avec - (N - 1 )/2 ̂  i, j ^ (N - 1 )/2 ; et C y les carrés
centrés en O l} et de côtés 2 A. Dans [12] P. Sablonnière définit le quasi-
interpolant :

(où A/ est le laplacien de ƒ et My la Z?-spline quadratique centrée en
Otj) et montre que

où
M3(OlJ)= max | D w / ( O y ) |

* + / = 3

et

co^= max sup \Dklf(X1)-D
kîf(X2)\

k l 3 | | ^ X | | h

d'où en posant

âXN= max sup

M3= max | |D a / |U ; c{ = ̂  et c5 = g .

On a:

11̂ 2 / - / llfi" * kl ^ 3 + ̂ 2 "3,*) • * 3 - CD

D'autre part S2f étant une spline quadratique alors IJN(S2f) = S2F d'où

nN{f)-f = nN(f) - nN(s2f) + s2f-f

d'où | |77 W / - / | | G „^(1 + | |Ü„ | | ) | |S 2 / - / | |Q„. (2)

Le théorème 4 donne

\\nN\\^2N-l Le. H/Ztfll 3S2//1- 1 . (3)
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Les égalités (1) , (2) et (3) donnent

avec cl = 2c[ (i = 1 , 2)

N].h

6 RESULTATS NUMERIQUES

6-1. Opérateur d'interpolation ITN

Les résultats numériques suivants représentent la variation de mt et
M en fonction de N Les valeurs de mr sont calculées avec r ~ 10 (c/
théorème 3) on a ainsi 66 points dans chaque triangle

TV

mr

M

1

3

3

3

3

5

98

5

4

8

84

14

7

6

11

31

13

9

7

14

76

07

11

9

16

23

99

13

10

19

69

91

15

12

22

15

84

17

13

25

61

76

19

]S

28

07

68

30.

28.

26.

24

22.

20.

18

16

14

12

10

8

6

4

2

H 1- H 1 1 1 \ 1- H ! 1 1 1 h-
1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 N

Figure 6. — Variation de mr et M en fonction de N.
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D'après le théorème 3, la norme de l'opérateur se trouve dans la partie
hachurée du plan, limitée par les droites Dx et D2, i e
0 73N + 1 16 «s II 77AM 1 47 7V + 09

6.2. Erreur d'interpolation et ordre de convergence

Appelons eN l'erreur d'interpolation sur QN Dans les exemples suivants
on prend QN = [- 0 5, 0 5]2 et eN = sup j ƒ (X ) - nN ƒ (X ) | avec r = 10

On désigne par a l'ordre de convergence calculé de la manière suivante
a = Ln (eN/eN )/Ln (N 'IN ) où 7V' = 2AT + 1

Les tableaux suivants représentent la variation de eN et a en fonction de

N

1

3

5

7

9

11

13

15

17

19

ƒ(*, y) = Ln (2 + je + y)

eN

9 33 x 10"3

4 77 x 10 4

1 15 x 10 4

4 35 x 10 5

2 08 x 10-5

1 15 x 10-5

7 x 10 6

46 x 10 6

3 1 x 10 6

2 3 x IQ"6

4 77 x 10-4

4 35 x 10-5
1 15 x 10-5
4 6 x IQ-6

2 3 x 10 6
1 3 x 10-6
8 x 10-7

5 x 10-7

4 x 10-7

3 x 10 7

a

27
2 82
2 91
2 96
2 97
2 97
2 99
3 00
3 00
3 00

N

1
3
5
7
9
11
13
15
17
19

f(x, y) = x2y

eN

2 95 x 10-2

1 09 x 10 3

2 36 x 10 4

8 61 x 10-5
4 05 x IQ-5

2 26 x 10 5

1 34 x 10 5

8 7 x 10-6
6 x 10-6
4 5 x IQ"6

eN

1 09 x 10-3

8 61 x lu"5

2 26 x 10 5

8 7 x 10-6
4 5 x IQ"6

2 4 x 10-6
1 5 x 10-6
10 x 10 6

7 x 10 7

5 x 10"7

OÙ

3 00
2 99
2 99
3 01
2 99
3 00
3 00
2 99
3 00
2 99
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N

1
3
5
7
9

11
13
15
17
19

/(x, y) = sin(77(x + y))

eN

5.22 x 10-2

1.69 x 10-2
2.95 x 10-3
8.97 x 10~4

3.9 x 10-4
2.03 x 10-4
1.19 x lu"4

7.62 x 10-5
5.17 x 10-5
3.66 x IQ"5

€N

1.69 x lO-2

8.97 x lO-4

2.03 x lO-4

7.62 x lO-5

3.66 x lO-5

2.04 x lO-5

1.25 x lO-5

8.2 x 10-6

5.7 x 10-6

4.1 x 10-6

et

1.07
3.46
3.39
3.25
3.16
3.11
3.10
3.05
3.07
3.04

N

1
3
5
7
9

11
13
15
17
19

f(x,y) = 1/(1.1 +x + v)

eN

2.63
1.02

5 x lO-i
2.85 x lO-i
1.85 x ÎO-1

1.27 x 10-1

9.06 x lu"2

6.65 x IQ"2

5.05 x lO-2

3.92 x 10-2

eN

1.02
2.85 x 10-1

1.27 x 10-1

6.65 x lO-2

3.92 x 10-2

2.51 x lO-2

1.69 x lO-2

1.19 x lO-2

8.66 x lO-3

6.49 x lO-3

a

0.86
1.49
1.73
1.92
2.07
2.19
2.30
2.36
2.44
2.50

7. CONCLUSION GÉNÉRALE

La simplicité de l'algorithme est un point important de ce travail. En effet
sur les côtés des macro-quadrilatères le calcul des B -coefficients se fait
uniquement par interpolation à une variable (résolution d'un système
tridiagonal).

Les B -coefficients se trouvant à l'intérieur de chaque micro-quadrilatère
sont calculés à l'aide d'opérations élémentaires.

Notons que ce calcul se généralise naturellement au cas où les points
d'interpolation ne coïncident pas forcément avec les milieux des segments
portés par la frontière des macro-quadrilatères, mais se trouvent à une
distance inférieure à (\fl — l)/2 de ces derniers [3].

Il est à remarquer que dans le cas où Q est un carré, les résultats
numériques donnent une meilleure majoration de la norme de l'opérateur
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d'interpolation ( || IIN || ^ 1,47 N + 0,9 au lieu de || IIN || ^ 2 N - 1) ;
d'autre part ils semblent indiquer que Terreur d'interpolation serait en
O(h3). Le tracé très voisin des courbes de niveau de quelques fonctions et
de leurs interpolants laisse penser que l'erreur est suffisamment faible en
pratique [15].
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