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SUR UN ALGORITHME EN VOLUMES FINIS NON STRUCTURÉS POUR LA SIMULATION DES FLAMMES
TURBULENTES EN CHIMIE INFINIMENT RAPIDE (*)

C. SCHMIDT-LAINE 0) , A. BEN TAIB (2)

Résumé — Nous présentons dans ce travail une méthode de résolution du système de Navier-Stokes couplé au modèle k~epsilon, pour
la turbulence, et MIL, pour la combustion turbulente Cette méthode utilise une approximation décentrée pour les flux convectifs de type
volumes finis et une approximation en éléments finis P1 pour les termes de diffusion Pour les termes sources chimiques et de turbulence,
nous utilisons une imphcitation en tenant compte de leurs signes Ualgorithme généré est très robuste Des résultats des expériences
numériques sur des cas académiques sont présentés © Elsevier, Pans

Abstract — We present hère a numencal algonthm based on a non structured fimte element volume method The algonthm résolves the
Navier-Stokes équations coupled to the K-epsilon model, for the turbulence modelhng, and the MIL model, for the turbulent combustion
modelhng We approximate the convection terms by upwind schemes We use a PI fimte element for the approximation of the diffusion and
the source terms A semt implicit robust algorithme has been obtained Some numencal illustrations are presented in the last paragraphe.
© Elsevier, Pans

1, INTRODUCTION

La modélisation des phénomènes de combustion turbulente représente un intérêt capital pour la conception de
brûleurs et de moteurs à combustion interne. Avec les progrès remarquables qu'ont connu les domaines de
l'analyse numérique et de l'informatique, les physiciens et ingénieurs peuvent envisager la simulation directe de
ces phénomènes dans des configurations simples et par suite disposent de précieuses informations pour traiter les
cas complexes.

La plupart des modèles de turbulence utilisés dans l'industrie reposent sur une approche statistique et sur
l'hypothèse de transport par gradient pour la fermeture du système. Le plus répandu parmi eux est le modèle
d'énergie-dissipation ^-epsilon.

Du fait de la forte non linéarité des fonctions taux de réaction (type Arrhénius), la fermeture « complète » du
système décrivant un écoulement réactif dans un milieu turbulent, nécessite la modélisation de l'interaction entre
la chimie et la turbulence. Cette modélisation peut se faire de différentes manières. Pour notre part, nous utilisons
le Modèle Intermittent Lagrangien (MIL) développé par Borghi [BO]. Le système obtenu est constitué des
équations de Navier-Stokes moyennes couplées aux modèles &-epsilon pour la turbulence et MIL de la combustion
turbulente. Le modèle fc-epsilon donne des résultats satisfaisants pour les applications à caractère industriel. Mais
son instabilité impose des nombres de CFL trop petits et par suite une convergence très lente.

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour surmonter ce handicap en utilisant des méthodes de discrétisation
différentes [GEY], ou en implicitant les termes de production et de dissipation de l'énergie cinétique k et de son
taux de dissipation e, ou encore en proposant des variantes plus stables du modèle ^-epsilon telle que k — 6 ou
6-q> [MO].

Il est bien connu que l'utilisation des schémas TVD (à variation totale décroissante) supprime, sinon atténue,
les oscillations « parasites » dans les solutions des équations de Navier-Stokes. Leur extension au modèle
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A:-epsilon a amélioré le calcul pour des tests aussi complexes que l'écoulement transsonique derrière des obstacles
[CH]. D'autre part, les schémas TVD ont été utilisés avec succès pour la simulation des flammes laminaires dans
des configurations complexes en utilisant des formulations élément-volume finis avec des maillages non structurés
[BL] [AB]. Dans ce travail, nous utilisons les schémas TVD pour traiter des écoulements qui sont à la fois
turbulents et réactifs. Ces schémas sont utilisés dans le cadre d'une méthode de volumes-éléments finis avec des
maillages non structurés. On applique ces schémas au système formé par les équations de Navier-Stokes couplées
aux modèles fc-epsilon de Launder-Sharma pour la turbulence et le modèle MIL, développé par Borghi [BO], pour
la combustion turbulente. Un traitement spécial est réservé aux termes sources chimiques et de turbulence. Le
schéma, ainsi obtenu, s'est avéré très robuste et bien adapté pour la simulation des flammes turbulentes dans des
configurations complexes.

2. POSITION DU PROBLÈME

On notera dorénavant par Q un domaine polygonal de frontière F. On se place ici dans le cadre d'une réaction
unique globale avec une chimie infiniment rapide, l'échelle du temps chimique est supposée plus petite que toutes
les échelles du temps de turbulence [ABT]. On se propose de résoudre le système (1), constitué des équations de
Navier-Stokes couplées aux modèles ^-epsilon et MIL, suivant :

dpu (pu® u) = grad (p) + div ( T )

dt ( y») II2 - c,2 p f V*

où p désigne la masse volumique du mélange, u — ( u v u2) étant la vitesse, E désigne l'énergie totale, p est la
pression, y est la fraction massique du combustible dans le mélange, k (respectivement s) représente l'énergie
cinétique de turbulence (respectivement le taux de dissipation de k). y/ et y/" désignent respectivement un scalaire
inerte ne participant pas à la réaction et sa variance statistique. Le tenseur de contraintes est donné par :

(2)

Re (respectivement Rt-~

turbulent).

F est donnée par : F -

") désigne le nombre de Reynolds (respectivement le nombre de Reynolds

XjdxJ
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Le taux de production de l'énergie cinétique turbulente k est donné par :

683

P = ̂  (grad (u) + grad' (u) - | d i v (u) l)-^pkl^ : grad (u)

I étant la matrice identité. Les nombres de Schnüdt, Sc et Sct, et de Prandt, Pr et Prp sont considérés constants
et cu, c€l, ce2 sont des constantes, fi est Tenthalpie de formation de l'espèce y.

Le taux moyen de réaction œ est donné par :

œ = — y (3)

II représente la somme des taux de réaction « instantanés » sur toutes les échelles de temps et toutes les
particules présentes dans le mélange, y/s est la valeur du scalaire inerte à la stoechiométrie.

T représente le temps d'échange dont la fonction densité de probabilité (pdf) est donnée par :

sinon

et %t désignent les échelles de temps extrémales en turbulence (l'échelle de Kolmogorov et l'échelle intégrale)

l /2

où v désigne la viscosité laminaire du fluide.
La pdf du scalaire inerte P , qui représente la répartition du combustible dans le mélange, a une forme présumée

et dépend de la moyenne y/ et de la variance y/" du scalaire inerte [BG].

A.

Figure 1

Figure 3

/ts

Figure 2

• >

Figure 4

Les quatre figures représentent les différents cas que peut prendre la pdf P^ suivant la position des particules de
combustible dans le mélange. Ainsi, la. figure (I) correspond au cas où le scalaire inerte est loin des limites avec
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des fluctuations faibles. Les figures (2) et (3) représentent le cas où y/ est près de Tune des limites avec fortes
fluctuations. La dernière figure correspond au cas où y/ est loin des limites avec des fortes fluctuations. Dans
chacun des cas précédents, les paramètres a, b et c sont déterminés en résolvant le système linéaire suivant :

v O

f'
(pP

Jo ¥

(4)

qui relie les différents moments de la pdf P^ au scalaire inerte et sa variance.
On écrit alors le système (1) sous la forme :

dw , dF(w) , dG(w) dH(w) t dD(w) , „

où w désigne le vecteur dont les composantes sont les variables du système (1). F(w) (respectivement
G(w)) représente le vecteur flux de convection dans la direction longitudinale (respectivement transversale) du
plan. H(w) (respectivement D(w)) représente le vecteur flux de diffusion dans la direction longitudinale
(respectivement transversale). S(w) désigne le vecteur terme source.

Pour les conditions aux limites, on distingue quatre types de frontières :

où / ^ représente l'entrée du domaine. Foul, Fw et Faxe désignent respectivement la sortie, la paroi solide et l'axe
de symétrie du domaine.

Sur Fm9 on impose des conditions de Dirichlet sur la fraction massique y, l'énergie cinétique k, le taux de

dissipation e, la vitesse w, le scalaire inerte y/ et la variance du scalaire inerte y/".
Sur la paroi Fw, on impose des conditions de glissement sur la vitesse et des conditions de Neumann homogène

sur la température (paroi adiabatique). On déduit les valeurs de l'énergie totale et la pression par :

E = cvpT et p = (y-l) E (6)

cv étant la chaleur spécifique à volume constant et y le rapport des chaleurs spécifiques.
On impose des conditions de Dirichlet homogènes sur l'énergie cfnétique et le taux de dissipation et des

conditions de Neumann homogènes sur le scalaire inerte et sa variance.
Sur Fout, on impose une condition sur la pression. Sur F^, on impose des conditions de Neumann homogènes

sur toutes les variables scalaires et une condition de Dirichlet homogène sur la composante de la vitesse normale
à l'axe.

3. ALGORITHME DE RÉSOLUTION

3.1. Formulation faible et approximation spatiale

On considère une triangulation Th du domaine Q. On note par Eh l'ensemble des cellules Cz, construites à partir
des éléments de Th, en joignant leurs centres de gravité GI aux milieux de leurs côtés.

On considère l'espace des approximations Vh défini par :

Vh = {w<E [L2( Q ) ] 9 ; w| Q = constante, VC, e Sh] .
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SIMULATION DE FLAMMES TURBULENTES 685

Figure 5. — Cellule de contrôle.

Pour l'approximation du problème (5), nous utilisons une formulation éléments-volumes finis [ABT]. Ainsi, on
utilise la méthode de volumes finis pour approcher les flux de convection. Une interpolation en éléments finis P1

est utilisée pour le calcul des termes de diffusion et des termes sources. La formulation faible obtenue s'écrit :

a i r e ( C t ) - ^ + ^ (F(w) nx+G(w) ny) da + \ (F(w) nx + G(w) ny)
jeV(i)JdC,ndCj JdC^T

(7)

pour toute cellule Cl appartenant à Eh

où (<pi)l désigne la base des éléments finis Pv V(i) étant l'ensemble des indices des voisins du nœud ar

Dans ce qui suit, nous donnons d'abord les approximations des flux convectifs internes. Ensuite, nous
présentons l'approximation des flux de diffusion. Enfin, nous traitons les conditions aux limites et les termes
sources.

3.1.1. Calcul des flux convectifs

On distingue deux types de flux convectifs. Ceux dits internes qui représentent les flux de convection calculés
aux frontières communes à deux cellules et les flux traduisant les échanges entre le domaine Q et le milieu
extérieur. On écrit donc :

F(w,n)ûa= ^ F(w,n)da+\ F(w,n)da
JdC, j e v(i) JdCv JdC^r

(8)

où F(w, n) = F(w) nx + G{w) ny. n=(nx, ny) est la normale au bord dCt de la cellule Ct • v(i) désigne
l'ensemble des indices des nœuds voisins au nœud at. F— dQ représente la frontière du domaine Q. 3Cl}

représente l'interface entre les deux cellules Cx et C} • dCtj = dCt n dCj= [Gl y, ItJ] u [/y, G2 y ] .

On peut décomposer le vecteur flux de convection en deux « sous-vecteurs ». Le premier, qu'on notera

F^w, ntj ), correspond au champ aérodynamique. Le deuxième, qu'on notera F2{ w, ntJ ), est composé des flux de
convection des variables de turbulence k et £, ainsi que celui des variables « de combustion » F, y/ et y/".
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Figure 6. — Interface entre deux cellules internes.

Pour évaluer le flux « global » de convection, on peut adopter trois stratégies :

• La première consiste à calculer le flux de convection Fx( w, ntj) correspondant aux variables aérodynamiques
(la masse volumique, la quantité de mouvement et l'énergie interne) avec les outils numériques habituellement

utilisés pour le système d'Euler [ARM], puis approcher le flux F2(w, ntj) en utilisant, par exemple, un schéma
décentré où le champ aérodynamique est considéré comme donné. On approche le flux en utilisant, par exemple,
la fonction du flux numérique de Roe.

*d
(9)

où A( w, n{.) est la jacobienne du flux Fx( w, nt.) évaluée en une moyenne w, dite la moyenne de Roe (ici w désigne
le champ aérodynamique).

L'atout de cette approche est sa simplicité. En effet, on peut toujours l'adopter chaque fois qu'on veut introduire
une équation supplémentaire dans un code (comme c'est souvent le cas lorsqu'on veut traiter des modèles
chimiques faisant intervenir plusieurs espèces). Son principal handicap est qu'elle viole le principe de maximum
(elle ne garantit pas la positivité des fractions massiques ni celle de l'énergie cinétique et de son taux de
dissipation). Ceci peut être très contrariant quand on sait que les termes sources de chacune des équations,
présentent de fortes non linéarités. Le non-respect du maximum est dû au « décalage » dans la résolution des deux
sous-systèmes correspondant aux champs aérodynamiques et à ceux de turbulence et de la chimie [BL].

• La deuxième façon de faire est de résoudre les deux sous-systèmes en même temps. Cette résolution peut
se faire en étendant les schémas numériques « classiques », qu'on utilise pour le système d'Euler, au système
complet [AB]. Ces extensions peuvent se faire en adoptant les mêmes constructions que celles des flux numériques
de Roe, Osher... Cette approche ne vérifie pas, non plus, le principe de maximum. Mais en pratique, les valeurs
obtenues par cette méthode s'écartent peu, contrairement à la première approche, du domaine de validité
(l'intervalle [0, 1] pour les fractions massiques et U5+ pour les variables turbulentes). Cela dit, elle reste très
coûteuse en temps calcul et très peu pratique.

• La troisième approche réunit les avantages des deux méthodes précédentes. En effet, elle reste très simple
à implanter dans des codes déjà existants. De plus, elle vérifie le principe du maximum discret tout en consommant
un temps calcul raisonnable [BL]. Cette méthode repose sur le fait que le terme de convection pour les variables
turbulentes et les fractions massiques est le produit de ces variables par le terme convectif de l'équation de
conservation de la masse volumique.

Ainsi, on déduira les composantes du flux numérique pour les variables turbulentes et chimiques en utilisant
un décentrage suivant le signe de la composante du flux numérique correspondant à l'équation de conservation
de la masse volumique.
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SIMULATION DE FLAMMES TURBULENTES 687

Nous utilisons la fonction de flux numérique de Roe, avec la correction d'Hartern, pour calculer le flux
convectif « aérodynamique ». Pour les variables de turbulence (k et s) et de chimie (Y, y/ et y/" ), nous appliquons
le décentrage suivant :

®k
2(wl,wjJlj) = <l>\(wl,wjJlj)(aijw

k
l + (l-aij)w>;) (10)

où &\(wl9 w, n ) est la première composante du flux numérique <PX{ wt, wj9 ni} ) qui correspond au flux de la masse
volumique.

où â

v * | ( W l , W j , « t f ) ) + i (11)

l si a 5= 0

^*(wi> wf %) désigne la Même composante du flux ^ ;(w i 5 wJt ntj), pour l = 1,2. wk est la fc-ième composante
du vecteur w • (k = 5,..., 9) .

L'utilisation du flux numérique de Roe, pour le calcul des flux internes, conduit à des schémas du premier ordre.
Leur extension aux ordres supérieurs est possible en utilisant la technique MUSCL (Monotone Upwind Scheme
of Conservation Laws) introduite par Van Leer [VL] et étendue au cas des éléments finis par Fezoui [FZ].

3.1.2. Calcul des flux visqueux
Pour l'approximation des flux visqueux, on utilise une interpolation linéaire en élément fini type Pv On écrit

alors :

où H( T) et D( T) sont obtenus par interpolation en éléments finis P1 des termes diffusifs, suivant les deux
directions de l'espace, sur chaque triangle T élément de Th. Chacune de leurs composantes Ht( T) et Dt{ T) s'écrit :

H(T\=D(T\=0;

H{T) ( 1

vol 32, n° 6, 1998



688 C. SCHMIDT-LAINE, A. BEN TAÏB

où u(T) et v(T) désignent les composantes de la vitesse moyenne sur le triangle T:

ke T

uk et vk étant les valeurs de deux composantes de la vitesse au sommet k du triangle T. Les composantes du tenseur
de contraintes sont approchées sur chaque triangle par :

d(pk dcp^

xy

(<pi)l désigne la base des éléments finis Pv associée à la triangulation Th.

3.1.3. Traitement des conditions aux limites

La formulation en éléments finis des flux de diffusion permet de prendre en compte, d'une manière naturelle,
les conditions aux limites de type Dirichlet ou de Neumann homogènes. C'est le cas des conditions à la paroi
Fw et sur l'axe de symétrie Faxe.

3.1.3.1. Traitement des frontières amont et aval
H est bien connu que le nombre de conditions à imposer aux entrées et sorties du domaine de calcul dépend

du signe des valeurs propres de la jacobienne des flux de convection. De manière plus précise, si on considère
par exemple le système d'Euler dans le cas bidimensionnel :

dw
dt dx

t dG(w)
1 T — U

dy
(13)

où

I pu

pu+p
puv

u j

et G(w) =

pv
puv

pv2

VE
+P

La jacobienne A(w,n) de flux F(w,n) :

possède quatre valeurs propres réelles :

Àl = Â2 = u - n ; À3 = u ' n + c \\ n \\ e t kA — u • n — c

n = (nx, n ) étant la normale aux frontières Fm et Fom. c désigne la vitesse du son et

(14)

désigne la norme
euclidienne dans
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( II "* "*ll \
< 1 I, les valeurs propres A,, A9 et À- sont négatives à

" 1 1 /(
f i n /

l'entrée et correspondent à une information qui vient de l'extérieur. La valeur propre A4 est négative à la sortie
et correspond à une information qui vient de l'extérieur. On impose alors trois conditions à l'entrée et une seule
à la sortie. Ces conditions peuvent porter sur les variables du système, sur les flux qu'elles génèrent ou encore
sur des combinaisons de ces variables (caractéristiques, par exemple). Les conditions sur les flux sont de plus
compatibles avec la formulation en volumes finis.

Pour l'évaluation des flux convectifs aux entrées et sorties du domaine Q, on utilise des techniques de
décentrage. Ainsi, pour un nœud ai situé sur les frontières amont ou aval, on connaît la solution wr On se donne
de plus un champ w^ représentatif de l'écoulement à l'extérieur du domaine Q. On résout alors un problème de
Riemann avec les données wi et WTO en utilisant la fonction du flux numérique &sw de Steger-Warming [SW]. Cette
fonction repose sur la décomposition de flux en parties négative et positive. Elle utilise, pour cela, le signe des
valeurs propres et elle s'écrit :

0lw(wî> w~> n)=A+(wtJ n) w. + A"(wM, n) w„ (15)

ou encore

avec A+(w, n) et A~(w, n) représentent les parties positive et négative de la jacobienne A(w, n) du flux

F( w, n ).
Elles s'expriment en fonction des parties positives et négatives de la diagonale de la jacobienne. On a :

A+(w, n) = P~\wi n) A+(w, n) P(w, n)

A"(w, n) = P~\w, n) A'{w9 n) P(w, n)

où A — A^ — A'^ est la diagonale de la jacobienne A

+ (A | f . . . , ; i ; ) et ^l" (A

avec X\ =max (Ai9 0) (resp. A" =max (-A-, 0 ) ) désigne la partie positive (respectivement négative) de la
valeur propre Xi donnée par (14).

Ainsi pour calculer les flux externes, nous appliquons la formule (15) pour les composantes du champ
aérodynamique. Nous utilisons le décentrage défini par les relations (10) et (11) pour les autres variables (en
remplaçant w. par w^ et <P* et &k

sw .). On écrit alors :

où 0k
sw 2(

wi> woo' n) désigne la Â;-ième composante de la fonction du flux de Steger-Warming.

3.1.4. Calcul des termes sources

On distingue deux types de composantes du vecteur source
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• Celles dont l'expression comporte des dérivées et pour lesquelles on utilise une interpolation en éléments
finis Pv C'est le cas des termes sources de production de l'énergie cinétique de turbulence et de la variance du
scalaire inerte.

• Celles ne comportant pas de dérivées dans leurs expressions. On utilise, pour l'approximation de ces termes,
une formule de quadrature d'ordre zéro. C'est le cas des termes sources chimique et de dissipation.

Ainsi, on approche le terme P de production de l'énergie cinétique turbulente par :

J JeJ e % ? r
où OjjLT), o^iT) et <yyy{T) désignent les composantes du tenseur des contraintes et sont données par

La production de la variance du scalaire inerte est approchée par :

Pour l'approximation des termes source chimique et de dissipation, nous utilisons la formule suivante :

où S0 désigne les termes source chimique pco et fipco dans les équations de la fraction massique y et de l'énergie

totale E ainsi que les termes de dissipation pe et Cg2p~r y/" dans les équations du taux de dissipation et de la
variance du scalaire inerte.

De plus pour approcher les termes correctifs supplémentaires dus aux bas nombres de Reynolds dans l'équation
de l'énergie cinétique, on procède comme suit :

f f ̂ 2
T,ieT

4. MÉTHODE DE RÉSOLUTION

Par souci de simplicité, nous présentons le schéma en écrivant le système des équations semi-discrétisées sous
la forme suivante :

^ = A(w) + S(w) (16)

avec A(w) = A1(w) +A2(w), où Aj(w) représente les flux non visqueux. A2(w) désigne les flux de diffusion.
S(w) représente les termes sources.
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