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/ MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
M tMOI)EI.ISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol 32, n° 6, 1998, p 681 a 697)

SUR UN ALGORITHME EN VOLUMES FINIS NON STRUCTURES POUR LA SIMULATION DES FLAMMES
TURBULENTES EN CHIMIE INFINIMENT RAPIDE (*)

C. ScueMIDT-LAINE (1), A. BEN TAIB (?)

Résumé — Nous présentons dans ce travail une méthode de résolution du systéeme de Navier-Stokes couplé au modéle k-epsilon, pour
la turbulence, et MIL, pour la combustion turbulente Cette méthode utilise une approximation décentrée pour les flux convectifs de type
volumes finis et une approximation en éléments finis P, pour les termes de diffusion Pour les termes sources chuimiques et de turbulence,
nous utilisons une imphcitation en tenant compte de leurs signes L’algonithme généré est trées robuste Des résultats des expériences
numériques sur des cas académiques sont présentés © Elsevier, Pars

Abstract — We present here a numerical algorithm based on a non structured finite element volume method The algorithm resolves the
Navier-Stokes equations coupled to the K-epsilon model, for the turbulence modelling, and the MIL model, for the turbulent combustion
modelling We approximate the convection terms by upwind schemes We use a Pl fimite element for the approximation of the diffusion and
the source terms A senu implicit robust algorithme has been obtained Some numerical illustrations are presented in the last paragraphe.
© Elsevier, Parts

1. INTRODUCTION

La modélisation des phénomeénes de combustion turbulente représente un intérét capital pour la conception de
briileurs et de moteurs a combustion interne. Avec les progrés remarquables qu’ont connu les domaines de
I’analyse numérique et de I’informatique, les physiciens et ingénieurs peuvent envisager la simulation directe de
ces phénomenes dans des configurations simples et par suite disposent de précieuses informations pour traiter les
cas complexes.

La plupart des modeles de turbulence utilisés dans 1’industric reposent sur une approche statistique et sur
I’hypothése de transport par gradient pour la fermeture du systéeme. Le plus répandu parmi eux est le modele
d’énergie-dissipation k-epsilon.

Du fait de la forte non linéarité des fonctions taux de réaction (type Arrhénius), la fermeture « compléte » du
systeme décrivant un écoulement réactif dans un milieu turbulent, nécessite la modélisation de 1’interaction entre
la chimue et la turbulence. Cette modélisation peut se faire de différentes manieres. Pour notre part, nous utilisons
le Modele Intermittent Lagrangien (MIL) développé par Borghi [BO]. Le systéme obtenu est constitué des
équations de Navier-Stokes moyennes couplées aux modeles k-epsilon pour la turbulence et MIL de la combustion
turbulente. Le modele k-epsilon donne des résultats satisfaisants pour les applications & caractére industriel. Mais
son instabilit€ impose des nombres de CFL trop petits et par suite une convergence tres lente.

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour surmonter ce handicap en utilisant des méthodes de discrétisation
différentes [GEY], ou en implicitant les termes de production et de dissipation de 1’énergie cinétique k et de son
taux de dissipation €, ou encore en proposant des variantes plus stables du modele k-epsilon telle que k — 6 ou
-9 [MO]

Il est bien connu que I’utilisation des schémas TVD (a variation totale décroissante) supprime, sinon atténue,
les oscillations « parasites » dans les solutions des équations de Navier-Stokes. Leur extension au modegle
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k-epsilon a amélioré le calcul pour des tests aussi complexes que I’écoulement transsonique derriére des obstacles
[CH). D’autre part, les schémas TVD ont été utilisé€s avec succes pour la simulation des flammes laminaires dans
des configurations complexes en utilisant des formulations élément-volume finis avec des maillages non structurés
[BL] [AB]. Dans ce travail, nous utilisons les schémas TVD pour traiter des écoulements qui sont a la fois
turbulents et réactifs. Ces schémas sont utilisés dans le cadre d’une méthode de volumes-éléments finis avec des
maillages non structurés. On applique ces schémas au systéme formé par les équations de Navier-Stokes couplées
aux modeles k-epsilon de Launder-Sharma pour la turbulence et le modele MIL, développé par Borghi [BO], pour
la combustion turbulente. Un traitement spécial est réservé aux termes sources chimiques et de turbulence. Le
schéma, ainsi obtenu, s’est avéré tres robuste et bien adapté pour la simulation des flammes turbulentes dans des
configurations complexes.

2. POSITION DU PROBLEME

On notera dorénavant par £2 un domaine polygonal de frontiére I'. On se place ici dans le cadre d’une réaction
unique globale avec une chimie infiniment rapide, I’échelle du temps chimique est supposée plus petite que toutes
les échelles du temps de turbulence [ABT]. On se propose de résoudre le syst¢me (1), constitué des équations de
Navier-Stokes couplées aux modeles k-epsilon et MIL, suivant :

r%g-{-div (pit)=0

QgTL_‘)+div (pﬁ@ﬁ):grad (p)+div(13r)
%+div((E+p)E)=div((Eeyl—,;+g%,7t)grad(e))+div(ﬁ- %)+ﬁpw
Qﬂ+div(py17)=div (-ﬁé+%sct)grad (y))—

(
QLk+d1v (pki) = dlv((-—e+ﬁ)grad (k))+P—p(e+é "grad(\/lz)"z)
(

R
1 £
—g—+d1v (psu) div <E+R,ak) grad(g))+%(C51P—f2 C,pe)+F

W . o s 1 1
5 +d1v(pc//u)—d1v((ReSC+SCIRet)grad(y/))

”

Yo v div (py”it) = div (m grad (y”) ) + -2 | grad (") |7 = cpp p & p”
ot Rtag R, 927 k

ol p désigne la masse volumique du mélange, U= (u,, u,) étant la vitesse, E désigne 1’énergie totale, p est la
pression, y est la fraction massique du combustible dans le mélange, k (respectivement &) représente 1’énergie
cinétique de turbulence (respectivement le taux de dissipation de k). i et w” désignent respectivement un scalaire
inerte ne participant pas a la réaction et sa variance statistique. Le tenseur de contraintes est donné par :

%:—%(kar( ] R)dlv(u)) (Re )(grad(u)+grad (7)) 2)

Re (respectivement R,= 5-) désigne le nombre de Reynolds (respectivement le nombre de Reynolds

u

turbulent).

. ) . ) azu‘ 2
est donnée par: F -FR;_/’ 5%, 9%, ) -
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Le taux de production de 1’énergie cinétique turbulente & est donné par :
P= (R%(grad () +grad' (%) —%div (5)1) —%pk]) s grad (&)
t

I étant la matrice identité. Les nombres de Schmidt, Sc et Sc,, et de Prandt, Pr et Pr,, sont considérés constants
et ¢, C,;, C,, sont des constantes, f est I’enthalpie de formation de I’espece y.
Le taux moyen de réaction « est donné par :

~P (1) -y, [ - P (%)
w=-y Z d‘r+y01_w PW(@) p dtdd . 3)
Tk SV

Tl

1l représente la somme des taux de réaction « instantanés » sur toutes les échelles de temps et toutes les
particules présentes dans le mélange, g est la valeur du scalaire inerte a la stoechiométrie.

7 représente le temps d’échange dont la fonction densité de probabilité (pdf) est donnée par :

1 -7
exp pour 7 = T,
PT(‘L')= =T T T
0 sinon

7, et 7, désignent les échelles de temps extrémales en turbulence (I’échelle de Kolmogorov et 1’échelle intégrale) :

ou v désigne la viscosité laminaire du fluide.

La pdf du scalaire inerte P, , qui représente la répartition du combustible dans le mélange, a une forme présumée
et dépend de la moyenne y et de la variance y” du scalaire inerte [BG].

N b Nb
c a c
N
> ?
Figure 1 Figure 2
N : b; T
c a b c
N
> ?
Figure 3 Figure 4

Les quatre figures représentent les différents cas que peut prendre la pdf P, suivant la position des particules de
combustible dans le mélange. Ainsi, 1a figure (1) correspond au cas ol le scalaire inerte est loin des limites avec
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des fluctuations faibles. Les figures (2) et (3) représentent le cas ol y est prés de 'une des limites avec fortes
fluctuations. La derniére figure correspond au cas ol i est loin des limites avec des fortes fluctuations. Dans
chacun des cas précédents, les parameétres a, b et ¢ sont déterminés en résolvant le systéme linéaire suivant :

(
fo P(¢)dp=1

1
{ fo PP ($) dp=y @

1
f (w—9Y P, (p)dp=y"
0

\

qui relie les différents moments de la pdf P, au scalaire inerte et sa variance.
On écrit alors le systeme (1) sous la forme :

Fi aG H D
% : §:)+ a(yW)=a a(xW)+a a(yW)+S(W) )

ol w désigne le vecteur dont les composantes sont les variables du systeéme (1). F(w) (respectivement
G(w)) représente le vecteur flux de convection dans la direction longitudinale (respectivement transversale) du
plan. H(w) (respectivement D(w)) représente le vecteur flux de diffusion dans la direction longitudinale
(respectivement transversale). S(w) désigne le vecteur terme source.
Pour les conditions aux limites, on distingue quatre types de frontiéres :
r=r,ovr,  or,ur,,

out

ou I', représente I’entrée du domaine. I,
de symétrie du domaine.

Sur I', on impose des conditions de Dirichlet sur la fraction massique y, I’énergie cinétique k, le taux de

I’ et I',  désignent respectivement la sortie, la paroi solide et I’axe

dissipation ¢, la vitesse %, le scalaire inerte y et la variance du scalaire inerte y”.
Sur la paroi I, on impose des conditions de glissement sur la vitesse et des conditions de Neumann homogéne
sur la température (paroi adiabatique). On déduit les valeurs de 1’énergie totale et la pression par :

E=c,pT et p=(y—-1)E 6)

c, étant la chaleur spécifique a volume constant et y le rapport des chaleurs spécifiques.

On impose des conditions de Dirichlet homogenes sur 1’énergie cinétique et le taux de dissipation et des
conditions de Neumann homogenes sur le scalaire inerte et sa variance.
Sur I', , on impose une condition sur la pression. Sur I',_, on impose des conditions de Neumann homogénes
sur toutes les variables scalaires et une condition de Dirichlet homogeéne sur la composante de la vitesse normale
a I’axe.

3. ALGORITHME DE RESOLUTION

3.1. Formulation faible et approximation spatiale

On considére une triangulation 7, du domaine £2. On note par X, I’ensemble des cellules C,, construites & partir
des éléments de T, en joignant leurs centres de gravité G, aux milieux de leurs cotés.
On considére ’espace des approximations V), défini par :

v,={we [LX(2)]°; w|c =constante, VC, € Z,}.
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Figure 5. — Cellule de contrdle.

Pour 1’approximation du probléme (5), nous utilisons une formulation éléments-volumes finis [ABT]. Ainsi, on
utilise la méthode de volumes finis pour approcher les flux de convection. Une interpolation en éléments finis P,
est utilisée pour le calcul des termes de diffusion et des termes sources. La formulation faible obtenue s’écrit :

d
aire (C) 2+ LCMC (F(w)n + G(w)ny)da+J. (F(w) n,+G(w) n)

Je V(1) ac,nr

99, ag,
= 2 J.J‘T(H(W)E+D(w)5;)dxdy+fqu(w)dxdy @)

T.1eT

pour toute cellule C, appartenant a X,
ol (g@,), désigne la base des ¢éléments finis P;. V(i) étant I’ensemble des indices des voisins du nceud a,.

Dans ce qui suit, nous donnons d’abord les approximations des flux convectifs internes. Ensuite, nous

présentons 1’approximation des flux de diffusion. Enfin, nous traitons les conditions aux limites et les termes
sources.

3.1.1. Calcul des flux convectifs

On distingue deux types de flux convectifs. Ceux dits internes qui représentent les flux de convection calculés
aux frontiéres communes a deux cellules et les flux traduisant les échanges entre le domaine Q et le milieu
extérieur. On écrit donc :

f F(w,n)do= Ef F(w,ﬁ)da+f F(w,n) do 8
ac ac,

" J€ v(1) C, NI

ol F(w,h))=F(w)nx+G(w)ny. r7=(nx, n,) est la normale au bord 9C, de la cellule C, - v(i) désigne
I'ensemble des indices des nceuds voisins au nceud a,. I'=90Q représente la frontiere du domaine Q. 4C,
représente I’interface entre les deux cellules C, et C,-9C, =dC, N aC =[G, I 1U][],G, ]

On peut décomposer le vecteur flux de convection en deux « sous-vecteurs ». Le premier, qu’on notera

Fi(w, r_z),} ), correspond au champ aérodynamique. Le deuxiéme, qu’on notera F,(w, r_z),] ), est composé des flux de
convection des variables de turbulence k et ¢, ainsi que celui des variables « de combustion » Y, v et y”.
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ai Tij aj

G 1,3

Figure 6. — Interface entre deux cellules internes.

Pour évaluer le flux « global » de convection, on peut adopter trois stratégies :

3N - IS . > . 2 N
e La premitre consiste a calculer le flux de convection F,(w, nij) correspondant aux variables aérodynamiques
(la masse volumique, la quantité de mouvement et 1’énergie interne) avec les outils numériques habituellement

utilisés pour le systtme d’Euler [ARM], puis approcher le flux F,(w, ﬁi}.) en utilisant, par exemple, un schéma
décentré ou le champ aérodynamique est considéré comme donné. On approche le flux en utilisant, par exemple,
la fonction du flux numérique de Roe.

@, (w, W, 7,) =f Fy(w, ;) do =% (F,(w, ) + Fy(w, 7)) = 5 |AGB, 2)| (w,=w,) ©

ac,

ou A(W, h)ij) est la jacobienne du flux F,(w, r’z)ij) évaluée en une moyenne w, dite la moyenne de Roe (ici w désigne
le champ aérodynamique).

L’atout de cette approche est sa simplicité. En effet, on peut toujours 1’adopter chaque fois qu’on veut introduire
une équation supplémentaire dans un code (comme c’est souvent le cas lorsqu’on veut traiter des modeles
chimiques faisant intervenir plusieurs especes). Son principal handicap est qu’elle viole le principe de maximum
(elle ne garantit pas la positivité des fractions massiques ni celle de ’énergie cinétique et de son taux de
dissipation). Ceci peut étre trés contrariant quand on sait que les termes sources de chacune des équations,
présentent de fortes non linéarités. Le non-respect du maximum est di au « décalage » dans la résolution des deux
sous-systemes correspondant aux champs aérodynamiques et & ceux de turbulence et de la chimie [BL].

e La deuxieme fagon de faire est de résoudre les deux sous-systtmes en méme temps. Cette résolution peut
se faire en étendant les schémas numériques « classiques », qu’on utilise pour le systeme d’Euler, au systéme
complet [AB]. Ces extensions peuvent se faire en adoptant les mémes constructions que celles des flux numériques
de Roe, Osher... Cette approche ne vérifie pas, non plus, le principe de maximum. Mais en pratique, les valeurs
obtenues par cette méthode s’écartent peu, contrairement a la premiére approche, du domaine de validité
(I’intervalle [0, 1] pour les fractions massiques et R* pour les variables turbulentes). Cela dit, elle reste trés
cofiteuse en temps calcul et trés peu pratique.

e La troisitme approche réunit les avantages des deux méthodes précédentes. En effet, elle reste trés simple
a implanter dans des codes déja existants. De plus, elle vérifie le principe du maximum discret tout en consommant
un temps calcul raisonnable [BL]. Cette méthode repose sur le fait que le terme de convection pour les variables
turbulentes et les fractions massiques est le produit de ces variables par le terme convectif de 1’équation de
conservation de la masse volumique.

Ainsi, on déduira les composantes du flux numérique pour les variables turbulentes et chimiques en utilisant
un décentrage suivant le signe de la composante du flux numérique correspondant a 1’équation de conservation
de la masse volumique.
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Nous utilisons la fonction de flux numérique de Roe, avec la correction d’Hartern, pour calculer le flux
convectif « aérodynamique ». Pour les variables de turbulence (k et ¢) et de chimie (¥, y et y” ), nous appliquons
le décentrage suivant :

Qg(wl,w,r—;l):<Di(wl,w,r_z),)(a, wf+(1—al)wk) (10)
ou @ (w W, n ) est la premiére composante du flux numérique @,(w,, w n ) qui correspond au flux de la masse
Volurmque

_1 > 1
imgn(di (wl,wj,ny))+§ (1

) 1 siaz=0
ob sign (a) = —1 sinon

dif( W, W, h)y) désigne la k-itme composante du flux @(w, w, ﬁu ), pour I=1,2. wF est la k-ieme composante
du vecteur w-(k=5,..,9).

L’utilisation du flux numérique de Roe, pour le calcul des flux internes, conduit a des schémas du premier ordre.
Leur extension aux ordres supérieurs est possible en utilisant la technique MUSCL (Monotone Upwind Scheme
of Conservation Laws) introduite par Van Leer [VL] et étendue au cas des éléments finis par Fezoui [FZ].

3.1.2. Calcul des flux visqueux

Pour 1’approximation des flux visqueux, on utilise une interpolation linéaire en élément fini type P,. On écrit
alors :

T
> ”T(H(w) L+ D(w )—)dxdy— 2 alre(T)(H(T) +D(T) ay) (12)

ot H(T) et D(T) sont obtenus par interpolation en éléments finis P, des termes diffusifs, suivant les deux
directions de I’espace, sur chaque triangle 7 élément de T,. Chacune de leurs composantes H (T') et D (T') s’écrit :

H(T),=D(T),=0; H(T),=7,(T); H(T);=D(T),=1,(T);

0
H(T),=u(T) 7, (T) +(T) TW(T)+(F;YE - Pr) S o, o

d
Re) Zas
leT

(1 1 9, L 2
H(T)7~(ReSc+R,Sc,)lEETY’ax’ H(T)y = (ReSc R,SCt)zeer"""

_(_1 1 » 9
H(T)9_(ReSc+R,Sc,)IEZTW1 ax

H(T)5=( Rok)zklax H(T)g= (

leT

a
D(T), =, (T): D(T), =u(T) 7 T) + W) 7, () + (g + RPr)ETek s

D(T)Sz(éwLR‘lak)zk,%—l; D(T)6=( ;@1—)2 '3y

leT

(1 99, (1 1 99,
D(T)7_(ReSc RSC)E 13y’ D(T)s—(ReSc+RtSc,)leETW’ dy

(1 1 » 9
D(T)‘—’_(ReSc_*'RtSct)2 Vi gy

leT

vol 32, n® 6, 1998



688 C. SCHMIDT-LAINE, A. BEN TAIB

ol u(T) et v(T) désignent les composantes de la vitesse moyenne sur le triangle T :

u(T)=%k§:Tuk v(T):%kETvk

u, et v, étant les valeurs de deux composantes de la vitesse au sommet k du triangle 7. Les composantes du tenseur
de contraintes sont approchées sur chaque triangle par :

2 Px 0P\ 2
TM(T)=§(—+ )2 2uk ax vay‘ —’9-1627‘/7[]([

ke T

2(1 ,1
Tyy(T)=§(R_ ﬁ)z 2uk6y k6x> 92%

ke T

a‘/’k 99
D=5 (re*7) 3, (% %5

ke T

(¢,), désigne la base des éléments finis P, associée 2 la triangulation 7).

3.1.3. Traitement des conditions aux limites

La formulation en éléments finis des flux de diffusion permet de prendre en compte, d’une maniére naturelle,
les conditions aux limites de type Dirichlet ou de Neumann homogenes. C’est le cas des conditions a la paroi
I et sur I’axe de symétrie I,

3.1.3.1. Traitement des fronti€res amont et aval

11 est bien connu que le nombre de conditions & imposer aux entrées et sorties du domaine de calcul dépend
du signe des valeurs propres de la jacobienne des flux de convection. De maniére plus précise, si on considere
par exemple le systeme d’Euler dans le cas bidimensionnel :

a_w+6F(w)+8G(w)

ot ox dy =0 (13)
ou
p pu pv
pu pi +p puv
w=| o | F(w)= puv et G(w)= oV +p
E (E+p)u (E+p)v

La jacobienne A(w, n) de flux F(w,n):

F(w,n)=F(w)n+G(w)n,

possede quatre valeurs propres réelles :

> > > > > > > >
M=Ay=u-n; My=u-n+clnl| et A,=u -n-c|n| 14)
n= (n,n ) étant la normale aux frontieres I, et I' . ¢ désigne la vitesse du son et | Il désigne la norme

euchdlenne dans R%
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Si on considere un écoulement subsonique <1}, les valeurs propres 4,, A, et 1, sont négatives a

I’entrée et correspondent a une information qui vient de ’extérieur. La valeur propre 4, est négative a la sortie
et correspond 2 une information qui vient de I’extérieur. On impose alors trois conditions a 1’entrée et une seule
a la sortie. Ces conditions peuvent porter sur les variables du systéme, sur les flux qu’elles générent ou encore
sur des combinaisons de ces variables (caractéristiques, par exemple). Les conditions sur les flux sont de plus
compatibles avec la formulation en volumes finis.

Pour I’évaluation des flux convectifs aux entrées et sorties du domaine €2, on utilise des techniques de
décentrage. Ainsi, pour un nceud g; situé sur les frontiéres amont ou aval, on connait la solution w,. On se donne
de plus un champ w_ représentatif de 1’écoulement a 1’extérieur du domaine 2. On résout alors un probléme de
Riemann avec les données w; et w_, en utilisant la fonction du flux numérique @, de Steger-Warming [SW]. Cette
fonction repose sur la décomposition de flux en parties négative et positive. Elle utilise, pour cela, le signe des
valeurs propres et elle s’écrit :

Qislw( W, W, r_;) =A+(wi, Z) w,+A (w,, r—z)) w,, (15)

ou encore
2 > > _ >
D (wyw_,n)=A(w,n)w,+A (w,n)w,_

avec A*(w,n) et A" (w, n) représentent les parties positive et négative de la jacobienne A(w, n) du flux
F(w, n ).
Elles s’expriment en fonction des parties positives et négatives de la diagonale de la jacobienne. On a:

A (w,n) =P "(w, 1) A (w,7) P(w, 1)

A" (w,n)=P '(w,n) A (w,7) P(w, 1)

ol A=A"—A", est la diagonale de la jacobienne A
AT =diag (4], ... 4, ) et A =diag (4], .., 4;)

avec A; =max (4,0) (resp. 4; =max (- 4,0)) désigne la partie positive (respectivement négative) de la
valeur propre A, donnée par (14).

Ainsi pour calculer les flux externes, nous appliquons la formule (15) pour les composantes du champ
aérodynamique. Nous utilisons le décentrage défini par les relations (10) et (11) pour les autres variables (en
remplacant w; par w_ et (15]'.‘ et @ ). On écrit alors :

W, J

k > 1 > k k
d).vw,Z( wi’ Wees n) = ¢:»v, l(wi’ W n) (azwoe wi + ( 1 - asw ) WN)

i, o0

ou & 2w, w, 1) désigne la k-iéme composante de la fonction du flux de Steger-Warming.

sw,

sw 1

Q=5

sign ( 95;“,,1(“’0 w_, 1)) +%.

3.1.4. Calcul des termes sources

On distingue deux types de composantes du vecteur source S(w) :
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