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REMARQUES SUR LES PROPRIETES METRIQUES DES ENSEMBLES ORDONNES

Jean-Pierre BARTHELEMY*

INTRODUCTION

C’est un problème usuel en Analyse des Données que de comparer les individus

d’un tableau de données selon leurs "réponses" aux caractères.

A côté des méthodes statistiques (C2 1 , ~6~) on peut songer à des mé-

thodes ordinales imaginons les individus écrits en ligne et les ca-

ractères en colonne, il est très fréquent qu’une ligne d’un tableau puisse

s’interpréter comme un élément d’un ensemble ordonné.

Cet ordre se lit parfois directement : c’est le cas lorsque les cases

du tableau sont des éléments d’un ensemble ordonné F ( ~0, 11, ou [0, 1~

par exemple), s’il y a p caractères, une colonne est un élément de F p.

Il arrive aussi que l’ordre ne se lise pas directement, il en est ainsi

des "partages multicritères" : -

On doit partager une quantité formée de n unités selon différents critères

cl,...,c . Les critères jouent le rôle de caractère, les individus sont les
p

entiers  n . Le tableau de données peut se construire en écrivant, dans la

case correspondant à la ième ligne et la jême colonne, le nombre de fois que

l’entier i intervient dans le partage relatif à c.. Il sera, dans ce cas,
J

judicieux de se placer dans l’ensemble (ordonné) de tous les partages de n

*Ecole Nationale Supérieure de Chronométrie et Micromécanique,
25030 Besançon Cedex.
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(plutôt que dans 

.Quoiqu’il en soit, la méthode consiste à plonger l’ensemble des lignes du

tableau dans un ensemble ordonné E et de comparer celles-ci en tant qu’élé-

ments de E. Il est donc nécessaire, dans cette optique, d’étudier les métri-

ques qu’on peut déduire d’une relation d’ordre. C’est ce que nous nous propo-

sons (à la suite de Boorman et Oliver C 4 ~, Haskins et Gudder E 12

Monjardet [14 ] ) de faire ici.

Notons enfin, qu’en général, le choix de l’ensemble E n’est que rare-

ment arbitraire et dépend de la nature du tableau (ainsi pour un tableau de

préférences multicritères E sera un ensemble de préordres ou d’ordres).

1. PROPRIETES METRIQUES DES ENSEMBLES ORDONNES

Tous les ensembles ordonnés de ce texte sont supposés finis. Signalons toute-

fois que les résultats que l’on obtient s’étendent (moyennant quelques pré-

cautions et restrictions) aux ensembles ordonnés de longueur localement finie.

1.1. La notion de valuation

Il s’agit d’une extension, pratiquement immédiate, aux ensembles ordonnés

quelconques de quelques remarques de Bordes ( [5 ] ) concernant les demi-

treillis.

Soit E un ensemble ordonné, pour x 6 E, on note (x)~ l’ensemble des

majorants de x et (x) l’ensemble de ses minorants.

Considérons une application strictement croissante E -~ R .

Lorsque E possède un plus petit élément, on pose :

On dira que v est une valuation inférieure lorsque, pour tout x, y, z avec

x  z, y ~ z :
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Lorsque E possède un plus grand élément, on pose :

On dira que v est une valuation supérieure lorsque, pour tout x, y, t avec .

Lorsque E possède un plus grand élément et un plus petit élément, on pose :

On dira que v est une valuation lorsque pour tout x, y :

Lorsqu’ils sont définis, d" , d + et d sont des indices de distance.

PROPOSITION 1- : -. Lorsque E possède un plus petit élément, les trois asser-

tions ci-dessous sont équivalentes :

(i) d- est une distance.

(ii) Pour tout x, y, z E E avec x ~ y,

(iii) v est une valuation inférieure.’

Preuve : Seule mérite d’être démontrée l’implication (iii) entraîne (i).

w (x,z) ). L’inégalité que l’on vient d’obtenir n’est autre que l’inégalité
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Dualement, on obtient :

PROPOSITION 1+ : : Lors ue E possède un lus rand élément, les trois asser-

tions ci-dessous sont équivalentes :

(i) d + est une distance.

(ii) Pour tout x, y, z e E avec x  y :

(iii) v est une valuation supérieure.

Des deux propositions, on déduit :

PROPOSITION 1 : Lorsque E possède un plus grand eut un plus petit élément,

les quatre assertions ci-dessous sont équivalentes :

(i) d est une distance.

(ii) v est une valuation inférieure et une valuation supérieure.

(iii) v est une valuation.

1.2. Exemple : valuations logarithmiques et exponentielles.

PROPOSITION 2 : (1) Si E possède un plus grand élément et si v est une va-

luation supérieure strictement positive Log v est une valuation supérieure

( avec (Log v) (x) = Log ( v(x) ).

(2) Si E possède un plus petit élément et si v est une valua-

tion inférieure, ev est une valuation inféri.éure ( avec .

Preuve : Tout d’abord, il est clair, par monotonie, que : 
’

1.1 - , -- ,

(1) Il suffit de montrer que

négatif pour z  x, z  y. Puisque v est une valuation supérieure,

, donc :
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Le résultat découle immédiatement du fait que, pour

pour x  z , y 5 z. Puisque v est une valuation inférieure :

On trouve une quantité de la forme 1 + qui est posi-

tive pour 0 ~ a  1, 0  ~ 4 1. D’où le résultat.

Ainsi, si E est l’ensemble des parties d’un ensemble fini X et si

v (A) = 1 A 1, on retrouve des quantités bien connues en théorie de l’infor-

mation :

Les distances correspondantes valent :

- Pour

- Pour

- Pour

1.3. Caractérisation des métriques définies par une valuation dans un demi-

treillis.

On dit qu’une application q = E respecte l’intermédiarité lors-

que pour tout x, y, z E E avec
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On suppose que E est un inf-demi-treillis, soit q une application

E x on pose v(x) = q (O,x) pour x 6 E (0 étant le plus petit élé-

ment de E).

PROPOSITION 3 : v est une valuation inférieure et q est l’écart défini par

v (i.e. q = d ) si et seulement si q vérifie les trois conditions ci-dessous :

(i) q respecte l’intermédiarité et q (x, y) ~ 0 pour x # y.

pour tout x, y, z e E avec x  y .

, pour tout x, y E E.

Preuve : Tout d’abord, il est clair que si v est une valuation inférieure et

si q = d , q vérifie les conditions (i), (ii) et (iii) .

Réciproquement, montrons d’abord que si q vérifie (i) et (ii) , v est

une valuation inférieure.

q respectant l’intermédiarité q (0, 0) = 0 et comme, d’après (ii)

q (x, y) &#x3E; 0 pour x  y . Or, dans ce cas, ( x  y ) : q (0, x) + q (x, y) =

q (0, y) , c’est-à-dire v (x)  v (y) : v est strictement croissante.

Par ailleurs, pour x, y, z 6 E, avec x 4 y :

Or, d’après (ii) cette quantité est négative ; la condition (ii) de la pro-

position 1- est vérifiée : v est une valuation inférieure.

Il resterait à vérifier l’égalité

Mais celle-ci découle immédiatement de la condition (iii) .

-Supposons maintenant que E est un sup. demi-treillis. Si q est une ap-

plication E x E -~ on posera v (x) = q (x, 1) (où 1 désigne le plus

grand élément de E).

La proposition 3 se dualise en :

PROPOSITION 3+ : v est une valuation supérieure et d est la distance définie
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par v si et seulement si q vérifie les trois conditions ci-dessous :

(i) q respecte ltintermédiarité.

Enfin :

PROPOSITION 3 : Si E est un treillis et si q est une application E x E - 1R -

v (avec soit v (x) = q (0, x), soit v (x) = q (x, 1)) est une valuation si et

seulement si q vérifie les conditions (i), (ii)-, (iii)-, (ii)+ et (iii) .

1.4. Interprétation d’une valuation dans le graphe non orienté de couverture.

Nous allons donner, en termes de graphes, une interprétation de la notion de

valuation. La voie dans cette direction a déjà été tracée :

- 

par Comyn, Grimonprez et Van Dorpe ( C7~ , le cas des demi-

treillis (à noter que ceux-ci ont préféré plutôt qu’un graphe, utiliser la

notion de "séquence d’éléments comparables").

- 

par Monjardet ( [ 14fl ) dans le cas particulier où v est une fonction de

rang ( c.f. aussi, à ce propos C 12 ~ ) .

Rappelons qu’on dit que y E E couvre x 6 E (notation : x -y) lorsque

x  y et il n’existe pas d’éléments z 6 E tel que x  z  y.

Soit G (E) = ( E, A(E) ) le graphe non orienté de couverture de E

( g. n. o. c. ), ses sommets sont les éléments de E, xy est une arête de

G (E) si et seulement si x« y ou y« x.

Lorsque G (E) est un graphe connexe, on dit que l’ensemble ordonné E

est connexe.

Soit v une application de E dans 1R, on définit la v - longueur d’un

chemin c = xl x2 ... xn de G (E) par la formule
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Supposons que E est connexe et désignons par r (x, y) l’ensemble des

chemins de G (E) joignant x et y, on pose :

Il est clair (et bien connu) que 6 est un écart sur E.

on dit que c est une v - mini-

mal.

LEMME : Soit v une fonction strictement croissante E -~ 1R .

(1) Lorsque E possède un plus petit élément,

Si, de plus,

(2) Lorsque E possède un plus rand élément, 6 (x, y) ~ d+ (x, y).

Si, de plus, x  y, 6 (x, y) = d+ (x, y). 
°

(3) Lorsque E possède un plus petit et un plus grand élément,

6 (x, y)  d (x, y). Si, de plus, x ~ y, 6 (x, y) = d (x, y).

Preuve : Il suffit de démontrer l’assertion (1), (2) en est duale et (3) dé-

coule immédiatement de (1) et (2).

Supposons d’abord x  y. Soit c = xl ... xn 
= y un chemin de G (E)

= v (y) - v (x). Or, toute chaîne maximale de x vers y définit un chemin de

G (E). En vertu de l’inégalité ci-dessus, un tel chemin est v - minimal :

Dans le cas général, il existe

PROPOSITION 4 : Soit v : une fonction strictement croissante.

(1) Si E possède un plus petit élément, v est une valuation inférieure si

et seulement si 6 = d .
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(2) Si E possède un plus grand élément, v est une valuation supérieure si et

seulement si 6 = d+.

(3) Si E possède un plus grand et un plus petit élément, v est une valuation

si et seulement si 0 = d.

Preuve : Comme pour le lemme 1, il suffit de démontrer (1). On sait que v est

une valuation inférieure si et seulement si d est une distance (proposition

l-), donc si d- = 6 , v est une valuation inférieure.

Réciproquement, en vertu du lemme, il suffit de montrer que, si v est

une valuation inférieure, d-  ~ . Pour ceci, nous allons effectuer une ré-

currence sur la borne inférieure t (xy) des longueurs des chemins v - mini-

maux entre x et y.

D’après le lemme, le résultat est vrai pour tous les couples (x, y)

tels que A(xy) = 1.

Supposons que dr 1 pour tout (x’, y~ ) tel que

Q (x’y’)  n. Soit (x, y) tel que Q (xy) = n . Considérons un chemin v - mi-

C : x1 *** xn-l est un chemin v - minimal.i n-

Par hypothèse de récurrence, 6 tandis que

Pour x, y 6 E, notons ( x il y )v (resp. ( x U y)v ) l’ensemble des

t 6 (x)- il (y)- (resp. t E (y)+) tels que v (t) = w (x, y)

(resp. v (t) = w+ (x, y)).

COROLLAIRE : Soit v : une fonction strictement croissante.

(1) Lorsque E possède un plus petit élément, v est une valuation inférieure

si et seulement si, pour tout x, y e E il existe un chemin v - minimal

x = x0 *** x = y, tel qu’on puisse trouver un indice m ( 0  m  n)

vérifiant xm E (x n y)v, xi ~- x. 1, pour i  m - 1 ; x. « x. 1, pour
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i ? m.

(2) Lorsque E possède un plus grand élément, v est une valuation supérieure

si et seulement si, pour tout x, y E E, il existe un chemin v - minimal

x = X0 ... xn - y, tel que l’on puisse trouver un indice m ( 0 § m £ n )

vérifiant

pour j

2. ENSEMBLES ORDONNES SEMI-MODULAIRES.

2.1. Quelques définitions et quelques rappels

Soit E un ensemble ordonné, un quadrilatère de E est un quadruplet (x, y,

t, z) d’éléments de E tels que t ~ x, t « y, x« z et y~ z.

On note q (E) l’ensemble des quadrilatères de E.

E est semi-modulaire supérieurement (~1~) lorsque, pour tout x, y, t

e E avec t -~ x, t -~ y, il existe z 6 E tel que : (x, y, t, z) 6 q(E).

Dualement, E est semi-modulaire inférieurement lorsque, pour tout x, y,

z 6 E avec x -~ z, y « z, il existe t 6 E tel que (x, y, t, z) 6 q(E).

Lorsque ces deux conditions sont réalisées, on dit que E est modulaire.

Un ensemble ordonné semi-modulaire vérifie la condition de Jordan -

Dedekind : pour tout x, y 6 E, toutes les chaînes maximales de x vers y ont

même longueur. S’il admet, de plus, un élément extrêmal, il est gradué : il

existe une application v : E - IR (appelée fonction de rang) telle que x « y

entraîne v(y) = v(x) + 1.

2.2. Un critère pour les valuations.

PROPOSITION 5- : On suppose que E est semi-modulaire inférieurement et possè-

de un plus petit élément. Soit v : E -~ 1R une application strictement crois-
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sante.

Si, pour tout quadrilatère

v (z), v est une valuation inférieure.

Preuve : Soit x, y, z 6 E avec x  z, y  z. Nous allons montrer, par

récurrence sur la longueur i d’une chaîne de x vers z que :

considérons une chaîne maximale

de y vers z, cette chaîne définit par semi-modula-

on obtient donc un quadrilatère :

Il vient alors, par hypothèse :

En sommant membre à membre ces inégalités, on obtient :

v

2) Supposons le résultat vérifié pour une chaîne maximale de x vers z

de longueur A (quelle que soit la longueur d’une chaîne maximale de y vers

z). · .

Lorsqu’une telle chaîne est de longueur 9, + "1, il existe u E E tel

On applique alors l’hypothèse de ré-

currence au triplet

d’où le résultat.
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Dualement, on obtient :

PROPOSITION 5+ : : On suppose que E possède un plus grand élément et est semi-

modulaire supérieurement. Soit v une application strictement croissante

E+1R.

Si, pour tout quadrilatère (

v est une valuation supérieure.

2.3. Application 1 : caractérisation métrique des ensembles ordonnés semi-

modulaires.

Les propositions 5 et 4 permettent d’obtenir, assez rapidement, une carac-

térisation métrique des ensembles ordonnés semi-modulaires établie par

Monjardet ( [14 ] ).
COROLLAIRE 1 : [Monjardet] On suppose que E est gradué par une fonction de

rang v.

1) Lorsque E possède un plus petit élément, E est semi-modulaire inférieure-

ment si et seulement si v est une valuation inférieure.

2) Lorsque E possède un plus grand élément, E est semi-modulaire supérieure-

ment si et seulement si v est une valuation supérieure.

3) Lorsque E possède un plus grand et un plus petit élément, E est modulaire

si et seulement si v est une valuation.

Preuve : Il suffit de démontrer la première assertion : la seconde en est

duale et la troisième découle des deux autres.

Supposons que v est une valuation inférieure ; soient x, y, z 6 E tels

, on a nécessairement soit

La première inégalité corres-

pond au cas banal x = y ; la seconde montre que : t « x, t-~ y : E est

semi-modulaire inférieurement.

Réciproquement, supposons que E est semi-modulaire inférieurement, puis-

que, pour tout quadrilatère ( x, y, t, z ) de E on a :
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, il suffit d’appliquer la proposition 5 .

En introduisant la distance 6 relative à la fonction de rang v ( 1-4 ),

on déduit immédiatement de ce corollaire et de la proposition 4 :

COROLLAIRE 2: [ Monj ardet J. On suppose que E est gradué par v :

1) Lorsque E possède un plus petit élément, E est semi-modulaire inférieure-

ment si et seulement si 6 = d .

2) Lorsque E possède un plus grand élément, E est semi-modulaire supérieu-

renlent si et seulement d+.

3) Lorsque E possède un plus grand et un plus petit élément, E est modulaire

si et seulement si 6 = d.

2.4. Application 2 : Caractérisation métrique des demi-treillis semi-modu-

laires. Axiomatique de la distance de Kemeny-Snell.

Indiquons ce qu’on obtient pour les inf.demi-treillis en utilisant le corol-

laire 1 et la proposition 3 . Les autres cas (sup.demi-treillis, treillis),

s’obtiennent par dualité.

COROLLAIRE 3 : Soit E un inf.demi-treillis. Les deux assertions ci-dessous

sont équivalentes : -

1) E est semi-modulaire inférieurement.

2) Il existe une application q : -. E x E + R vérifiant les quatre

conditions ci-dessous :

(a) q respecte l’intermédiarité.

En outre, l’application q est unique, est une distance et est définie

par une fonction de rang v sur E ( q = d ).

C’est un problème qui se pose parfois en "mathématique sociale" ( C 13 J )
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que de caractériser certaines métriques sur des "ensembles d’opinions" (le

plus souvent des préférences).

Ainsi, Kenneth P. Bogart ( E 3 ]) caractérise la "distance de Kemeny-Snell"

(alias la "distance de la différence symétrique") sur l’ensemble 0 des ordres

d’un ensemble fini X par une liste de sept axiomes.

Or, il est bien connu que 0 est un inf.demi-treillis semi-modulaire

inférieurement, une fonction de rang sur 0 étant définie par v (r) = irl

(C 1 J). La distance de la différence symétrique A n’est autre que la dis-

tance définie par la valuation inférieure v :

En paraphrasant le corollaire 3, on peut énoncer :

Il existe une application A : 0 x 0 - 1R et une seule telle que :

(Al) : A respecte l’intermédiarité.

, pour tout r, s, t, E 0 avec r C s.

pour tout r, s 6 0.

(A4) : Si a, b e X et r E 0 sont tels que ( a, et r U {(a, b)}

A sera alors une distance.

2.5. Un exemple d’ensemble ordonné (non latticiel) modulaire :

les partages. 
’

Soit n un entier &#x3E; 0, un partage ( El il , de n est une suite décrois-

sante a = (nl,...,n ) d’entiers &#x3E; 0 tels que ni + ... + np = n (on dira

. que les ni , 1  i  p , sont les composantes de oc ).

L’ensemble P (n) des partages de n est muni d’une relation d’ordre

définie par :
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Ainsi, ~ si et seulement si il

existe i et k 1 ~ i, k  p tels que les composantes de

sont n. + nk et les composantes de ( n,,, ... , n ) différentes de n. eti p 1

P (n) est gradué par la fonction de rang v :

v ( (nl, ... , np) ) = n + 1 - p, possède un plus grand élément : (n),

un plus peti.t élément : le partage dont toutes les composantes valent 1.

Toutefois, l’ordre de P (n) n’est pas latticiel comme le montre la figure

ci-dessous :
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PROPOSITION 6 : P (n) est modulaire.

- les composantes de sont n. + n. et les composantes de a différentes
i J

deni etn. ;i J

- les composantes de y sont nk + n1 et les composantes de a différentes

den, 

Excluons le cas banal { i, j } = { k, 1 1 ( a - S ), deux situations

. sont alors à considérer :

~ et y sont couverts par 6 dont les

composantes sont et let composantes de a différentes

supposons, pour fixer les idées,

~ et y sont alors couverts par E dont les composantes sont

et les composantes de a différentes de ni, n., nl.i J

Si 1J et V sont couverts par a, il existe i, j e { 1,...,p ~ tels

que :

- les composantes de p sont : m2 avec

et les composantes de a différentes de n...
1J

- les composantes de V sont : q2 avec 

. 
les composantes de a différentes de n..J

Deux cas sont alors à distinguer :

(a) n. : P et V couvrent alors le partage dont les composantes sont :
i j

m1 . m2 e qi 9 q2 et les composantes de a différentes de n. et n..i j
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Si ml &#x3E; ql , nécessairement m2  q2 et «p et V recouvrent le partage dont

les composantes sont :

et les composantes de a différentes de n..i

Si ql  mi , on échange les rôles de ml et m2 , ql et q 2.

P(n) est donc semi-modulaire inférieurement.

On peut alors résoudre simplement le problème suivant :

en combien d’étapes, au minimum, peut-on passer un partage a à un partage (3,

(une étape étant représentée par une arête du G.N.O.C. G ( P (n) ) :

on divise un "tas" en deux, ou on réunit deux "tans" en un) : puisque d = S

(ces quantités étant relatives à la fonction de rang v de P (n)) il suffit

de déterminer un partage y de rang minimum tel que ot 4 y , $ % y, le nom-

bre minimum d’étapes nécessaires sera :

3. CARACTERISATION METRIQUE DES ENSEMBLES ORDONNES ARBORESCENTS.

3.1. Généralités 
’

La semi-modularité constitue, d’après ce qui précède, un cadre privi-

légié pour la définition des métriques. Poussant un peu plus loin notre in-

vestigation, il est naturel de se demander quels sont les ensembles ordonnés

(avec un plus petit élément) ou toute fonction strictement croissante est

une valuation (inférieure). 
’

Soit E un ensemble ordonné avec un plus petit élément. On dit qu’une

application strictement croissante v : est une valuation ultra-

métrique inférieure ( v. u. i. ) lorsque :

pour tout x, y, z E E :
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Toute v.u.i. est une valuation inférieure (il suffit d’appliquer la

proposition 1-) et la restriction, à E el = { x, v(x) = a }, de d- est, pour

tout a E 1R, une distance ultramétrique.

On dit que E est arborescent ( si tout élément non minimal de

E couvre un élément et un seul et s’il est connexe.

E admet alors nécessairement un plus petit élément.

Il est bien connu que les’quatre assertions ci-dessous sont équivalen-

tes :

(1) E est arborescent.

(2) Tout intervalle de E est une chaîne.

(3) Pour tout x, y 6 E, s’il existe z tel que x 4 z et y  z, on a

nécessairement x  y ou y  x. 

(4) Le g.n:o.c. de E est un arbre (au sens de la théorie des graphes non

orientés [10J ) .

3.2. Ensembles ordonnés où toute fonction strictement croissante définit une

valuation inférieure.

PROPOSITION 8 : Soit E un ensemble ordonné avec un plus petit élément.

Les quatre assertions ci-dessous sont équivalentes :

(i) Il existe une v.u.i. sur E.

(ii) E est arborescent.

(iii) Toute application strictement croissante E - m est une v.u.i.

(iv) Toute application strictement croissante est une valua-

tion inférieure.

Preuve : Nous allons suivre le schéma d’implications ci-dessous :
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Remarquons tout d’abord que deux de ces implications sont triviales, ce sont

(iii) ~ (i) et (iii) ~ (iv) .

(i) entraîne (ii) : Soit v une v.u.i. sur E. Soient x, y 6 E tels qu’il

existe z vérifiant x  z et y  z. L’inégalité :

E est arborescent.

(ii) entraîne (iii). Supposons que E est arborescent. Soit v : E -~ 1R, une

fonction·strictement croissante. Soit t e y)v , 1$ tu 
t e (y n z) v,,

t" e (xn z) . On a, entre (t)+, (t’ )+ et (t")+ l’inclusion (t)+ C (t’ )+
v

C (t")+ ou l’une des cinq autres obtenues en permutant les lettres t, t’ et

t". Supposons par exemple : (t)+ C (t’ )+ C (t")+. Dans ce cas,

t" % t’ 5 t, donc t  x et t’5 z. Comme v (t") = sup v (u), , on a

nécessairement t’ = t", c"’est-â-dire :

Les cinq autres cas se traitent de manière analogue et on obtient fi-

nalement une des trois expressions

Donc, dans tous les cas, inf

est une v.u.i. 
’

(iv) entraîne (ii) : Supposons que E n’est pas arborescent. Il existe alors,

dans E, un triplet x, y, z avec x  z, y  z où x et y sont incomparables.

Nous allons montrer qu’on peut alors construire une application v : 

strictement croissante qui n’est pas une valuation inférieure.

Désignons par E" les éléments maximaux de (x) - il (y) et posons

E’ = {x, y, z } U E". Les éléments de E" sont deux à deux incomparables
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et on obtient une application strictement croissante v’ : E’ + i% en posant :

pour u e E’~, avec:

On peut prolonger v’ en une application strictement croissante

v : E + ill, comme on le vérifie facilement en effectuant une récurrence sur

le cardinal IE - E’ 1 . Cette fonction ne sera pas une valuation inférieure

puisque :

Cette proposition étend "à toute l’arborescence" le théorème de Johnson

-Benzécri, bien connu en Taxinomie "E est une arborescence si et seulement

si toute fonction croissante et constante sur les sommets pendants de E dé-

finit, sur l’ensemble de ces sommets une ultramétrique". Elle admet comme

corollaire immédiat : 
_

COROLLAIRE : Si E est un ensemble ordonné avec un plus grand et un plus

petit élément, les conditions ci-dessous sont équivalentes :

(i) Toute fonction strictement croissante E -~ 1R est une valuation.

(ii) Toute fonction strictement croissante E ~ 1R est une valuation

inférieure.

(iii) Toute fonction strictement croissante E -~ 1R est une valuation

supérieure.

(iv) E est totalement ordonné.
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