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ELABORATION ET EVALUATION D’UN INDICE

D’IMPLICATION POUR DES DONNEES BINAIRES. 2*

I.C. LERMAN, R. GRAS et H. ROSTAM 
**

Préambule.

Nous avions, dans le précédent article, abouti à l’expression de deux
indices de "mesure" de l’implication a =&#x3E; b où a et b sont deux comportements

donnés..t étant la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite,
ces indices se mettent respectivement sous la forme -t[q (a,b)j et’fl/[q (a,b)1,
avec 

- _ _

(cf. formules (11) et (12) § 111.2.) où p(x) désigne la proportion de sujets

qui ont le comportement x.

Avec l’adoption d’un seuilTilo, on associe à un même indice un graphe
discret d’implication (A,U) sur l’ensemble A des comportements. (a,b) est un

arc de ce graphe «a,b)E-U) si et seulement si p(a) p(b) et la valeur

de l’indice d’implication supérieure à ’Vo (cf. formules (28) et (29) § 111.3.).

* La partie 1 a paru dans Math. Sci. hum. n°74 .

** Laboratoire de Statistique, IRISA, Université de Rennes-I et IREM
de Rennes, "Campus Beaulieu", 35042 RENNES Cedex.
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Pour arriver à une même base de comparaison entre les deux indices, on

peut être conduit à substituer à q(a,b) ou bien à la fois à q P Ca,b) et à

q (a,b), les indices q’(a,b) et q’(a,b), centrés et réduits "globalement" (cf.
p 

’ 

P P
formules (30) et (31) § 111.3.).

Conformément a ce que nous, ayona annoncé dans l’introduction générale

et repris à la fin du premier article, nous allons représenter ici le dessin
des deux graphes discrets d’implication respectivement associés à chacun des
deux indices q P (a,b) et q P (a,b), dans le contexte d’un cas réel fourni par un
test mathématique élaboré autour du concept de la symétrie centrale. L’inter-

prétation comparée des résultats permettra de mettre en évidence l’intérêt

relatif de chacun des deux indices. Cette interprétation aura comme point de

référence une taxinomie d’objectifs cognitifs.

Dans un deuxième temps, à partir d’un indice très général de compa-
raison entre deux relations pondérées sur un même ensemble, nous mettrons en

relation chacun des deux graphes (pondéré ou discret, associé à l’un ou à

l’autre des deux indices) avec un préordre total sur l’ensemble des comporte-
ments qui est construit par le chercheur comme image de la taxinomie. Ce der-

nier indice jouera enfin le rôle d’un critère d’adéquation.

IV - COMPORTEMENT DES DEUX INDICES SUR UN EXEMPLE REEL 
’

IV.1 - Problème didactique

Le problème de la complexité se pose de façon cruciale dans l’enseignement des

Mathématiques ; en effet, différents composants y interviennent et interfè-

rent. On peut par exemple citer

. des éiéments de comelexité intrinsègue : épistémologie du ou des con-

cepts en question, topologie des algorithmes, nature des représentations, na-

ture des tâches de résolution, etc...

. des éiéments de comeiexité extrinsègue : formulation, didactique du

ou des concepts, intervalle de temps séparant de l’apprentissage, etc...

L’expérience pédagogique permet peu ou prou la connaissance et donc la

maîtrise de la deuxième catégorie des éléments de complexité. Par contre,

l’ambition du didacticien est de poursuivre sans relâche la connaissance des
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éléments de la première catégorie,

Les "taxinomies d’objectifs cognitifs" se donnent pour but de hiérar-

chiser, pour un concept donné, les capacités en jeu face à des problèmes. On

prétend de la sorte rendre compte, le long d’une même hiêrarchiel d’une crois-
sance de la complexité d’exécution des tâches demandées.

Certaines taxinomies comme celle de Guilford (1967) (cf. dans [22j)

sont à caractère multidimensionnel et intègrent ainsi des facteurs non ordon-

nables les uns par rapport aux autres, tels que les contenus et les opérations
mentales. Cependant, le praticien souffre de la lourdeur de leur emploi.
D’autres taxinomies comme celle de Bloom (1956) ou de la N.L.S.M.A. (National

Longitudinal Study of Mathematical Abilities) (1969) présentent une seule

dimension, compromis entre la finalité et la pratique. R. Gras (cf.

[7] (1979)) élabore une nouvelle taxinomie, inspirée des précédentes, mais

s’appuyant plus explicitement sur,d’une part, les acquis de la psychologie
de l’apprentissage (Piaget, Brüner, Brousseau, Vergnaud,...) et sur, d’autre
part, la spécificité des concepts mathématiques.

Cette taxinomie se matérialise par un préordre total sur l’ensemble

des objectifs et on admet implicitement dans sa construction que les capaci-
tés de la classe j dominent celle de la classe i (i j) au sens suivant :

les capacités développées au niveau i ne sont pas suffisantes au niveau j,
alors que la réciproque est vraie. Plus précisément, pour résoudre une ques-
tion illustrant un objectif de la classe j, il est nécessaire d’arriver à le

faire pour toute question relevant de la classe i. La complexité va donc

croissant de la première à la dernière classe de la taxinomie. On y distingue

cinq classes notées A,B,C,D et E dont nous reprenons dans le tableau ci-des-

sous l’expression schématique. Pour une analyse plus détaillée nous renvoyons
à la thèse de R. Gras (cf. [7] ( 1979) ) .
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TABLEAU D’OBJECTIF£ COGNITIF
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La taxinomie va constituer notre point d’ancrage pour l’interprétation
comparée des deux graphes discrets d’implication (cf. formules (28) et (29),
§ III.3.partie 1) respectivement associés aux indices q P (a,b) et q P (a,b)
(cf. (31), § 111.3). La base expérimentale de cette analyse est le comporte-
ment réel d’un échantillon d’élèves à un test défini par un questionnaire
établi autour d’un même concept. Ce type d’interprétation suppose par consé-

quent l’affectation d’un même item du questionnaire à une classe donnée de

la taxinomie ; mais une telle affectation peut être souvent difficile et ne

manque pas de comporter des éléments subjectifs d’appréciation. C’est au pa-

ragraphe V suivant que nous aborderons en un certain sens, le problème de la

validation de la taxinomie. Notre intention ici est, sur la base d’un ques-

tionnaire construit autour du concept de la symétrie centrale , d’une part,
de décrire une démarche heuristique de représentation du graphe discret d’im-

plication ; d’autre part, d’examiner si des différences sensibles de struc-

ture apparaissent entre les deux graphes respectivement associés aux deux

indices, en cherchant à dégager des remarques didactiques sur l’appropriation

des élèves et sur la construction du questionnaire.

IV.2. Les données

A partir de la taxinomie et sur le concept de symétrie centrale enseigné en

classe de 4ème des Collèges d’Enseignement Secondaire, on construit un ques-
tionnaire à 40 items , chacun de ceux-ci étant censé illustrer une capacité

exprimée dans une classe de la taxinomie. Mais, comme nous venons de le si-

gnaler, cette opérationalisation demeure subjective. Ce n’est donc qu’en
toute hypothèse que l’on dira que le questionnaire est une image de la taxi-

nomie.

Il serait trop long dans le cadre de cet article de fournir le détail

des questions et nous renvoyons à cet égard à la thèse précitée (cf.[ 7 ]).

Toutefois, pour chercher à se faire tant soit peu comprendre, nous donnons

ci-dessous le sens général de chacun des items et l’affectation choisie à la

classe de la taxinomie. Cette répartition taxinomique est la suivante :

9 items correspondant à la classe d’objectifs A :

7 items correspondant à la classe B :
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9 items, ramenés à 7 correspondant à la classe C :

12 items correspondant à la classe D :

enfin, 5 items correspondant à la classe E :

Signalons que dans cette indexation, le premier indice signale la sous-

classe taxinomique ; ainsi par exemple, A4~ et A41 illustrent la sous-classe
taxinomique A4

Le sens général des différents items est le suivant :

"reconnaissance d’un centre de symétrie

d’une figure formée d’un couple de points rentrant dans la composition d’une

configuration géométrique".

A20 : "reconnaissance, parmi trois montages, de celui qui transforme une fi-

gure F en une figure F’ translatée, homothétique ou symétrique de F , les fi-

gures F et F’ étant données".

A30: 
" reconnaissance de la composition de symétries centrales en évoquant un

montage réalisant ce type de transformation géométrique"

A40’ A41 : "application d’une expression algorithmique de la moyenne"

B10 : "construction du symétrique d’un triangle par rapport à un point"

Bil: "reconnaissance de la parité de la composition de symétries centrales
mais sans évocation explicite d’un montage de réalisation".

B20: "parmi un ensemble de figures données, reconnaissance de celles qui admet-

tent un centre de symétrie".

B26’B27’ "reconnaissance d’une opération de moyenne arithmétique sur des nom-

bres donnés à partir de deux réalisations de cette dernière".

B30 : "reconnaissance de la symétrie centrale de centre le milieu d’un segment

à partir d’une suite de réalisations de cette transformation".
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B31 : "par rapport à_un même sommet d’une configuration donnée, reconnaître

quels sont les points de cette configuration qui admettent leurs symétriques

respectifs dans la configuration".

c10 "par rapport à différents couples de figures donnés de la forme (F,F’)
reconnaître l’existence ou non d’une symétrie centrale transformant F en F’

et la caractériser".

C-.,C~: "parmi des arguments donnés, choisir et ordonner ceux des arguments
nécessaires à une démonstration".

C30’C31’ "même type d’exercice que C21 et C22 dans une situation plus complexe
de par notamment la profusion des arguments dont certains sont superflus et

où il y a plusieurs solutions possibles".

C40’C41’ "complétion de figures commencées dont le centre de symétrie est

précisé (C40) ou à déterminer (C 41 ) avec une contrainte de traçage".

D10: "dans une liste de nombres donnés, choisir différents couples de nombres

(x,y) tels que la moyenne des deux arguments du couple appartienne aussi à

cette liste".

D15,DI6: "règle d’association à découvrir et à mettre en oeuvre à partir de
deux suites de couples de nombres qui se correspondent terme à terme".

D20: "démonstration de l’existence d’un centre de symétrie d’une figure dont
la construction est évoquée physiquement".

D30’D31’ : "reconnaissance de l’opération de moyenne sur des arguments repré-
sentés par des nombres ou des lettres".

D 3 2: "reconnaissance générale de la parité de la symétrie centrale".

D40 D41 : "construction d’images symétriques avec une contrainte géométrique
dans la construction".

D 4 2,D 43 ,D 44 : "appréhension de l’opération quotient sous la forme de l’appli-

cation de l’ensemble D des décimaux positifs dans lui-même : Xt2013&#x3E; y tel que

xy = k donné ; composition de telles applications".

E10: "reconnaissance d’une implication logique liée à l’existence d’un centre

de symétrie pour un polygone".
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E20’E21’ "remplissage d’un "grand" paxallélogramme ABCD au moyen d’un "petit"
MNPQ à l’aide de symétries centrales ; reconnaissance de l’impossibilité de

ce remplissage en raison de l’orientation de MNPQ (E20), caractérisation d’un

autre MNPQ pour lequel l’opération est possible et doit être décrite avec

précision (E21)".

E30,E31: "reconnaissance de figures invariantes par la composée de deux symé-
tries centrales de centres distincts (E30) ou de trois symétries centrales de

centres distincts (E 31)

On tente, sur l’ensemble des 401 élèves qui ont passé le test, de con-

trôler l’effet de certaines variables exogènes en étudiant la distribution de

certains paramètres descriptifs tels que l’âge, le sexe, la catégorie socio-

professionnelle des parents, le type de la classe (TI,T 2 ou T3 ordonnés pra-
tiquement selon le niveau intellectuel des élèves, le type 1 étant considéré

le meilleur). Mais, on introduit également trois paramètres pédagogiques : lia
distance temporelle à l’apprentissage (de 2 à 5 mois), la méthode d’appren-

tissage utilisée (approche plus ou moins formelle et approche manipulatoire
et active), enfin, l’ordre dans lequel sont présentées les questions. De plus,

afin d’analyser l’effet du contenu, des items de même niveau taxinomique re-

lèveront d’une part d’une représentation géométrique et d’autre part, d’une

représentation algébrique du concept de symétrie centrale (e.g. moyenne arith-

métique ou géométrique).

Nous renvoyons à la thèse de R. Gras (cf. [6]) pour l’analyse statis-

tique des effets respectifs de ces différentes variables sur la réussite au

test. Signalons toutefois que sur notre population de 401 élèves on constate

que

. le sexe apparaît discriminant (moyenne du pourcentage de réussite

pour les différents items du questionnaire : 46 % chez les garçons et 40 %

chez les filles)

. le type de la classe a une importance certaine (moyenne du pourcen-

tage de réussite : 46 % pour le type T1, 40 % pour T2 et 30 % pour T3 qui est
ce qu’on appelle le type T2 aménagé)

. l’ordre de déroulement des items n’intervient que très localement où

alors s’effectue une auto-compréhension par filiation ou voisinage de ques-

tions.
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. la méthode d’apprentissage a des effets sensibles (moyenne du pour-

centage de réussite : 47 % sur l’ensemble des sujets ayant effectue des mani-

pulations et 42 % sur l’ensemble des sujets n’ayant pas manipulé

. l’ordre dans la fréquence de réussite est conforme à l’échelle sur

la suite des classes d’objectifs cognitifs ; ainsi, les fréquences moyennes
de réussite pour, respectivement les différentes classes taxinomiques, sont :

75 % pour A, 55 % pour B, 35 % pour C, 22 % pour D et 8 % pour E. Toutefois,
on note pour un sous-ensemble non négligeable d’élèves des inversions entre

l’ordre taxinomique tel que nous l’avons perçu et l’ordre dans la fréquence
de succès ; par exemple, la réussite en A domine au sens large celle en B

dans 83 % des cas, celle en C dans 96 % des cas, celle en D dans 99 % des cas

et celle en E dans 100 % des cas. En particulier, l’ordre taxinomique est ri-

goureusement vérifié pour 42 % des sujets.

FREQUENCE DE REUSSITE PAR ITEM SUR LA POPULATION DES 401 ELEVES

Rappelons que les items marqués d’un * prennent appui explicitement
ou implicitement sur un matériel de manipulation.



14

IV.3. Construction d’un graphe d’implication
La donnée des deux indices d’implication poissonniens q P (a,b) et q P (a,b),
définis dans le paragraphe précédent, conduit à celle des 2 matrices carrées:

M(a,b) et M(a,b) des intensités d’ implication ~ [q P (a,b) ] et ~[q p (;,b)], entre

les comportements de réussite de la population de 401 élèves. Si l’on fixe un

seuil de 5 %, les deux matrices engendrent deux nouveaux tableaux carrés

d’élément générique :

Plus opérationnels que les précédents, ces tableaux servent à cons-

truire le graphe d’implication. On n’exclut pas la référence aux premiers qui

permettent de trancher, dans tous les cas, sur l’acceptabilité ou non d’un

arc, eu égard à la satisfaction de la relation de transitivité.

Plus précisément, l’algorithme de construction du graphe se présente
ainsi :

1) On part d’un item i (plus exactement d’un comportement de réussite

à l’item i) qui devient un noeud source du graphe, n’admettant pas d’antécé-

dent. Ceci signifie, selon la théorie des graphes que le noeud i admet un

degré intérieur nul et un degré extérieur positif. Autrement dit encore, le

nombre d’arcs implicatifs d’extrémité i (resp. d’origine i) est nul (resp.
différent de 0) :

(1~j) D(j,i) = 0 et Ç3j/j#1) D(i,j)=- 1 1

Les noeuds j tels que D(i,j)=l sont appelés "successeurs naturels" de i.

2) Les noeuds successeurs de i étant supposés ordonnés dans l’ordre

croissant des pourcentages de réussite, on choisit celui,j,dont le pourcenta-

ge est minimum. On relie i à j par un arc : i -&#x3E; j.

3) Puis, k ayant maintenant le pourcentage de réussite le plus faible

parmi les successeurs naturels de i ou de j :

a) - ou bien D(i,k)= D(j,k)=l (k est successeur naturel de i et j) et on

enchaîne k à j : i - j --&#x3E;.k.
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b) - ou bien D(i,k)=1 et D(j,k)=O. La satisfaction simultanée de deux

critères permet d’accepter k comme "successeur de liaison" de j :

b.l) l’intensité d’implication de j sur k est de l’ordre de 0,9 au moins

b.2) le nombre de successeurs naturels communs à i et à j est relativement

important

c) - ou bien D(i,k)= 0 et D(j ,k)~1.
On distingue dans ce cas, deux situations

c.l) l’intensité d’implication de i vers k est supérieure à 0,5 ; on en-

chaîne alors

c.2) sinon, on retient seulement celle des deux implications i =&#x3E; j ou

j =&#x3E; k, pour laquelle la condition de type b.2 est la mieux respectée.

Pour l’instant, seule une combinaison optimale empiriste, mais non exempte
de rationalité didactique, de ces critères, permet de prendre la décision. On ren-

contre donc quelquefois des arcs comme celui-ci par exemple :

1 + j _Q~2_&#x3E; k (l’intensité de j =&#x3E; k est 0,9)
Ou~ dans un cas de refus,celui-ci :

4) 1 admettant le pourcentage de réussite minimum parmi tous les suc-

cesseurs naturels ou de liaison de i, j ou k, on enchaînera ou non 1 à k

après examen des intensités d’implication de i,j et k sur 1 et des familles

de successeurs naturels communs de ces mêmes noeuds.

On arrête le chemin de source i lorsque tous ses successeurs naturels

sont placés, de même que les propres successeurs de ceux-ci. Ainsi, le long

du chemin de source i, tous les arcs . -&#x3E;. respectent le seuil de 10 %

(à 15 % suivant les cas) et toutes les fermetures transitives respectent le

seuil de 50 %.

5) On part d’une autre source i’ et on construit comme précédemment le

chemin d’origine i’. Il arrive que figurent, parmi les successeurs naturels

ou de liaison de i’, des mêmes successeurs de i. Les tests aux mêmes seuils

que précédemment restent valides.
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6) Les autres chemins étant construits, on tient à garder une structure

de représentation où les noeuds sont les seuls points doubles admissibles, ceci

afin de faciliter l’interprétation du graphe en des termes d’indépendance. Ainsi,
on réorganise le graphe pour supprimer des imbrications comme celle-ci :

Eventuellement, pour permetLre cette structure éclatée, des successeurs

de liaison sont ajoutés ou supprimés. La construction à la main est assez

longue : nous cherchons à l’automatiser, mais il va de soi que la notion de

tolérance, empreinte d’une certaine subjectivité, freinera la modélisation de

l’algorithme.

Dans la thèse de R. Gras, on trouve le graphe G (cf. page suivante)

construit à l’aide de qb(indice binomial), graphe qu’il analyse ensuite en des
termes didactiques.

Remarquons que le graphe G, comme les suivants, peut se lire et donc

s’interpréter dans les deux sens. Si le comportement de réussite à a implique
le comportement de réussite à b, alors, avec la même intensité, le comporte-

ment d’échec à b implique le comportement d’échec à a. En effet :

et de même :

Cette remarque permet de distinguer l’analyse de données par le graphe

d’implication, d’autres méthodes comme les analyses hiérarchiques ou facto-

rielles. L’analyse y est parfaitement symétrique en réussite-échec, ce qui
n’enlève en rien l’avantage à tirer d’une situation asymétrique.
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IV.4. Analyse de graphes d’implication
Nous proposons ici de comparer les 2 graphes obtenus par étude, à l’aide de

q P (a,b) et q P (a,b), de la sous-population de 229 élèves (sur 401), ayant mani-

pulé avant l’évaluation de leur appropriation du concept de symétrie centrale

(cf. tableau des réussites décroissantes).

Effectifs décroissants des réussites aux items

du test dans la sous-population de 229 élèves
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L’indice q (a,b), non centré et réduit, conduit au graphe G ; l’indi-

ce q P (a,b), après centrage et réduction, conduit au graphe G2. Ces graphes
se distinguent donc du précédent, cité en IV.3, par le référentiel des indi-

vidus et par la définition de l’indice.

a) Etude de G
Le tableau T 1 ci-dessous des indices D(a,b) montre que la taxinomie

est mieux "respectée" ici qu’elle ne l’était dans l’étude précédente. En ef-

fet, à peine 9 % seulement des 180 implications admissibles au seuil de 0,05,
contre 15 % dans l’autre étude, s’opposent à la conjecture taxinomique. Ceci

nous semble l’effet conjugué :

. de l’usage d’un indice mieux adapté semhle-t-il au problème lui-même,

pour les raisons indiquées en 

. de la plus grande homogénéité de la population testée puisqu’elle a

subi un même type d’apprentissage de la notion par manipulation.

La construction de G1 à l’aide de T1 se fait comme indiqué plus haut.

On n’y placera pas l’implication : D44 =&#x3E; C , et on associera à certains
noeuds des successeurs de liaison :

ceci afin d’optimiser l’information donnée par le fonctionnement transitif

du graphe et afin de ne pas faire se couper 2 arcs ailleurs qu’en des noeuds.
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Tableau T 1 des D(i,j)(1 carreau noir pour D(i,’)=I)
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GRAPHE IMPLICATION DANS POPULATION ’Manipulation’
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Une analyse aommaire de G1 montre que ; 1

1) Les sources (resp. les puits) correspondent, à l’exception de C31
(resp. D 15 )’i à des niveaux supérieurs (resp. inférieurs) de la taxinomie, soit

5 .
D ou E (resp. A ou B). La taxinomie est généralement décrite dans l’ordre dé-

croissant le long de chaque chemin de G 1 *

2) Schématiquement, trois chemins’Y 1, -Y 2 et y 3 se développent de façon
1"’11 

indépendante :

y, correspond à des tâches de nature

numérique

Y2 à des , tâches de construction

Y3 à des tâches prenant appui sur la

manipulation.
La jonction s’effectue en l’item B31
dont la résolution fait appel à des

tâches de nature algorithmique (comme

le long de Yi) et géométrique (comme

le long de y2 et ~y3).

Ainsi, G1 restitue convenablement la
taxinomie, ce qui réciproquement ren-

force sa crédibilité, tout en mettant en évidence l’éclatement des opérations
mentales en 2 catégories suivant qu’elles se nourrissent de contenus algébri-

ques ou géométriques. C’est une dimension dont nous avions parlé plus haut en

citant la taxinomie de Guilford. Le simple examen des résultats bruts au test

n’aurait pas permis de la dégager,même si les analyses factorielle et classi-
ficatoire la laissaient présager.

b) Etude de G2----------2-

Le tableau T2 montre cette fois une meilleure adéquation de l’implication
à la taxinomie, puisque sur 96 implications par q P (a,b) centré-réduit, on relève

seulement 5 d’entre elles qui s’opposent au caractère préordinal de la taxinomie.
Ce tableau ne fournit pas des informations sur les implications, redondantesavec

Till contrairement à ce qui se passait avant le centrage et la réduction où

q P (a,b) affaiblissait seulement q P (a,b). A priori, son étude doit donc nous fournir
des éléments nouveaux.
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T2
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GRAPHE IMPLICATION DANS POPULATION "MANIPULATIONS"

indice qp(a,b) centré-réduit 
--
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La- construction de G2 se trouve facilitée par un nombre plus modeste
d’implications, sans que. soient exclus, grâce à la fermeture transitive, les

arcs permettant de conférer une structure intéressante à ce graphe.

Les remarques ci-dessous visent à comparer et à différencier G 1 et G2:

1) comme dans Gi. les sources (resp. les puits) sont constituées des

items relevant des niveaux supérieurs (resp. inférieurs) de la taxinomie, à

l’exception encore de C31, mais également de et C30’

2) l’ordre taxinomique n’est pas plus infirmé dans GZ que dans G1 et

les grandes sous-structures révélées par yj, y~ et Y3 demeurent en place. Ce-

pendant, ces chemins se trouvent interrompus par d’autres items comme c’est

le cas de ~3 par DI0 et B26. Ces deux items relatifs à des opérations algé-
briques, présentent des fréquences de réussite s’insérant précisément dans

l’ordre des fréquences des noeuds de Y3 ’
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3) de G1 à. G2’ on note la disparition de quelques chemins dont les

plus intéressants nous semblent ceuxrci : 
’

où l’opération algorithmique de la démonstration s’associait, non contre

nature, à l’opération algorithmique d’une construction géométrique.

P) D31 ~ D30’ Dr, ces deux items ont des affinités manifestement

très fortes. D31 exige 1*acquisition de la réversibilité de l’opération :
x +

(x,y) -&#x3E; fil , acquisition qui domine et suit, génétiquement parlant, celle
de l’opération directe.

Formulons alors une hypothèse qui mérite de rechercher sa validation à

travers d’autres études comme celles-ci. Reprenant les 2 cas i) et ii) énoncés

dans III.1, nous conjecturons que :

. q P (a,b) semble être un indicateur de i): en effet, s’il reste par

construction sensible à la complexité, c’est la nature des tâches et, par

suite, les démarches intellectuelles, les processus de réalisations à travers

les contenus qui infléchissent la structure du graphe que nous lui associons.

. ’ q P (a,b) rend davantage compte de ii) en se présentant comme un très

bon indicateur des faibles variations de complexité, donc de la finesse d’em-

boitement de grandes classes de complexité .

La complexité taxinomique ne serait-elle pas le facteur principal de

ressemblance entre les deux graphes ?

Nous allons nous attacher dans l’avenir à éprouver cette hypothèse qui,
si elle se confirmait, donnerait un statut spécifique aux deux formes d’indi-

ces dans l’analyse didactique et justifierait, s’il en était besoin, leur

coexistence.
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V - EVALUATION DE LA RELATION ENTRE LE G&#x26;WHE D’IMPLICATION ET Lf TAXINOMIE

V.l. Introduction

Nous avons, au paragraphe précédent, donné les grandes lignes de l’interpré-
tation des graphes discrets d’implication obtenus à partir de q (a,b) et de- P

q P (a,b) par rapport à la taxinomie d’objectifs cognitifs et à travers une

analyse des tâches. Une telle approche, nous l’avons vu, suppose l’affecta-

tion des différents items du questionnaire aux différentes classes d’objectifs

cognitifs. Une telle affectation est, répétons-le, une opération très délicate

où l’appréciation subjective du didacticien intervient. En d’autres termes,
l’échelle d’appropriation d’un même concept, définie par la taxinomie, peut
être sans reproches , alors que l’affectation des items aux classes de la ta-

xinomie peut être problématique. Ce n’est sans doute pas la seule raison qui
a fait que dans l’exemple qui nous intéresse ici, l’ordre taxinomique des

items n’a pas toujours été celui des fréquences de réussite.

De toute façon, de la taxinomie nous retiendrons le préordre total

qu’elle définit sur l’ensemble des items du test et nous chercherons à déter-

miner dans quelle mesure ce préordre total s’ajuste d’une part, au graphe

d’implication pondéré et d’autre part, au graphe d’implication discret. Une

"bonne" valeur de l’ajustement justifierait a posteriori la démarche entre-

prise pour l’interprétation des graphes et validerait du même coup la taxino-

mie à travers son opérationalisation dans le cadre du concept étudié de symé-

trie centrale. On appréciera d’autant plus une "bonne" valeur de l’adéquation

qu’au départ, le graphe d’implication est compatible avec la relation de pré-
ordre total sur l’ensemble des items définie par la fréquence de réussite ,

alors que le préordre taxinomique ne l’est pas.

Relativement à un ensemble A = de comportements ordonnés
1

(par complexité décroissante, par exemple) où l’indexation est établie confor-
mément à l’ordre :

ij si et seulement si a. 
=&#x3E; a. , on propose l’indice suivant,

1 J
également de J. Loevinger,

pour "mesurer" le degré de pertinence de l’échelle ainsi définie sur A. Cet

indice présente la même faiblesse, mise en évidence au paragraphe III.1 ci-
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dessus, que celui (cf, formules, (5) et (6) § qui en est l’ori-

gine. 
’

Nous aurions certes pu associer au préordre total défini à partir de

la fréquence de réussite ou bien, au graphe discret d’implication, un indice
de même inspiration que (1), mais basé sur l’un ou l’autre des deux indices

~ [q P (a,b)] et ~[q P (a,b)], où nous aurions cherché à nous situer par rapport

à une hypothèse d’absence de lien définie au niveau global de l’ensemble des

couples d’items. Notre démarche sera différente ; en effet, la donnée du
- -

graphe pondéré par [q P (a,b)] (resp. [q P (a,b)]) est une structure descripti-
ve du comportement trop riche pour qu’on cherche à la valider par un in-
dice statistique. C’est plutôt cette structure qui permettra dans sa confron-

tation avec le préordre total défini par la taxinomie de valider localement

cette taxinomie et de tester du même coup la manière dont nous l’avons opé-
rationalisée.

L’évaluation de cette relation se fait à partir d’un indice très géné-
ral de comparaison entre deux relations quelconques pondérées ou non sur un

même ensemble fini. Dans notre cas précis, l’ensemble considéré sera celui,
A des 40 items du test et les deux relations seront respectivement le préordre

total défini par la taxinomie que nous appellerons dans la suite plus briève-
ment "la taxinomie" et le graphe discret (resp. pondéré par l’intensité d’im-

plication).

Pour arriver à notre but, il nous faut répondre aux trois questions

suivantes : ,

. qu’est-ce qu’une relation pondérée et comment la représente-t-on ?

. comment définit-on l’indice de comparaison entre deux relations

pondérées ?

. comment un tel indice de comparaison peut servir pour l’évaluation

du graphe d’implication par rapport à la taxinomie ?

La réponse à ces questions, constitue l’objet des trois points discutés

dans ce paragraphe.

V.2. Relation pondérée sur un ensemble A

Une relation pondérée sur A , que l’on appelle aussi variable "mesure" ou va-

riable "pondération" sur A x A , se définit par la donnée d’une application
de A x A dans ~t :
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où 5(a.,a.) est la "mesure" affectée à (a.,a.). Si l’on indexe A par
i J L J 

,, ,
I = {1,....,n} où n = card(A), on notera alors .. la "mesure" affectée à

1J

(a.,a.) ou à(i,j). Dans ces conditions, une telle variable "mesure" peut être1 J

représentée au moyen de la matrice Remarquons que la variable
J x .

"mesure" est une variable.très générale qui contient comme cas particulier
toutes les variables rencontrées dans la science de l’Homme et de la Nature.

V.3. Indice de comparaison entre deux variables "pondération"
Le choix d’un indice de comparaison ou indice de similarité entre deux varia-

bles est un problème crucial, complexe et ancien. De nombreux indices ont été

proposés pour des cas particuliers ; en ce qui nous concerne le choix d’indice

de similarité entre deux variables, quelle qu’en soit la nature, se situe

dans le cadre de la démarche de I.C. Lerman où l’indice se réfère à une hypo-

thèse d’absence de lien (cf. § II).

Soient donc et ~ deux variables "pondération" sur A. x A , représen-
tées par les matrices carrées (.) et (n..). De façon analogue au § 1J (1J
l’élaboration d’un indice de similarité entre deux structures finies de même

type a et , en particulier entre et rt, se fait de la façon suivante :

On part d’un indice "brut" soit s(a.,8)

On associe à une variable aléatoire S(a,e) par l’introduction

d’une hypothèse N d’absence de lien.

On prend comme indice définitif P (a, ~) - Prob [S s/N].

Nous partons donc d’un indice "brut" observé, soit

Dans le cadre de l’hypothèse N, on associe deux variables aléatoires

duales à s(~g,) soient :
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où a et T sont des, permutations 41éQtOÀieS dans l’ensemble C , de toutes.. n

les permutations sur (1, . , , ,n) , muni d’une probabilité uniformément répartie.

Nous allons, avant de reprendre certaines expressions calculs, rappeler

l’historique de l’introduction de cet indice. S’inspirant d’un ancien article de

H.E. Daniels (cf . [3 ~) , G. Lecalvé (cf . [ 12 ]) a eu l’idée de généraliser l’indice

de proximité de I.C. Lerman entre variables d’un même type (parmi les plus cou-

ramment rencontrées dans un questionnaire) (cf.[15]) à la situation de la compa-

raison entre deux pondérations sur ExE, où E est l’ensemble des individus. La

technique utilisée par G. Lecalvé était géométrique et correspondait en fait à

celle de H.E. Daniels. I.C. Lerman a repris cette idée de façon combinatoire, ce

qui l’a conduit à une expression plus précise des moments de la distribution de

la v.a. S et à une meilleure justification de la tendance asymptotique normale

de la loi de S (cf . [ 14 ] ) .

’ Il s’avère, nous venons de l’apprendre, que cette approche a des affinités

avec celle de L. Hubert et al. (cf.[9],[10] et [21]). Toutefois, dans la publica-

tion principale de ces chercheurs (cf.[21])) qui n’est pas antérieure à celles qui
nous concernent (cf. [12] et [14]), l’origine de l’idée est attribuée à N.Mantel

(1967) (cf. [19]), alors qu’il aurait fallu remonter jusqu’à H.E.Daniels (1944).

D’autre part, on ne trouve dans [21] que l’expression des deux premiers moments

de la v.a. S. Enfin, l’optique développée par ces auteurs reste celle, classique,
des tests d’hypothèse et non, comme c’est le cas pour nous, de l’évaluation d’une

proximité au moyen d’un indice que nous appelons de "vraisemblance du lien", qui
se réfère à une échelle [0,1] de probabilité et qui est donné par le complément
à 1 du seuil critique tel qu’il est défini dans les tests.

L’élément aléatoire étant a deG 
n 

(cardinal G n =n!), on a :

a - Espérance de S :
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car le nombre de permutations pour lesquelles a(i)=k et a(j)=h, k~h, est

(n-2)! ~(y(~B~(.jB prend donc (n-2)! fois la valeur 1kho D’où

on a cardl 1

b - Variance de S :

étant le moment d’ordre deux de S. On

a : o o

En développant le carré, on a :

Pour calculer les sommations, on décompose I 4 comme suit :

des lettres distinctes désignent
des indices distincts.
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L’intérêt de cette partition est que, d’une part les permutations

G n laissent invariants ces différents sous-ensembles et que d’autre part
le nombre de permutations qui, appliquées à un point de I4, donnent la même
image est (n-4)! si le point appartient à H, (n-3)! si le point appar-
tient à Gl, G’l, G2, G’2, et (n-2)! si le point appartient à I ou I’, où on

note pour des raisons d’homogénéité I’= ~((i,j),(i,j))}. On a alors :

où par exemple on a et

Pour les

différents sous-ensembles, on a les résultats intermédiaires suivants, où le

dernier membre emprunte des notations du programme de calcul :
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Si on note de façon analogue les sommations sur la variable E par

SV1IP, SVII, SVIG1, SVIGPI, SVIG2, SVIGP2, SVIH où par exemple :

SVIGPI le moment d’ordre deux devient alors :

Ainsi, on calcule la variance

Soit 
~

On a alors

En faisant référence à la loi normale, on a en définitive

(9) où ~ est la fonction de répartition
de la loi 

Remarques

. L’indice de similarité entre et i est donc P0152 mais si

Q(~ ,r~) atteint de grandes valeurs et que l’on a à comparer plusieurs indices

de similarité entre eux, il est intéressant de prendre comme indice Q et non

pas P. Par exemple si on a Q( ~ 5 et Qt2’~)= 6, avec l’indice P on ne
peut pas apprécier la différence de similarité ; on aura dans les deux cas

P=I. Soulignons d’autre part, que le point de vue développé n’est nullement

celui des tests d’hypothèses où il s’agirait juste de mettre à l’épreuve

l’hypothèse d’indépendance entre les deux relations. Cette dernière hypothèse
constitue pour nous un référentiel. Pour se fixer les idées, disons qu’une
valeur 7 de l’indice Q6 ~) serait autrement appréciée qu’une valeur 3 ;
alors que ces deux valeurs de Q ~ tt) auraient conduit à la même attitude dans

le cadre de la démarche des tests d’hypothèses.



34

. D’un point de vue opérationnel, il faut calculer les différentes som-

mes partielles SVII, SV2I, SVIGI, SV2GI, SVIH, SV2H .... On peut établir à

partir d’une certaine forme de ces sommes, que l’algorithme de calcul est en n2
dans le cas très général de la comparaison de deux variables "pondération" sur
IxI. D’autre part, dans le cas où l’une des variables est d’un type particulier
tel que définissant une partition, un ordre total ou un préordre total, on ef-
fectuera le calcul de façon plus directe. Un exemple sera donné au paragraphe V. ~

ou l’une des variables est préordinale

V.4. Utilisation de l’indice précédent pour l’évaluation du graphe d’implica-
tion par rapport à la taxinomie

La première variable "pondération" ou relation pondérée sera la taxinomie.

D’une façon formelle, la taxinomie est un préordre total à cinq classes sur A.

Ce préordre peut être considéré comme une relation pondérée en posant :

1 si a précède strictement b au sens de la taxinomie

LO sinon (10)

Pour fixer les idées on a ~ (a,b)= 1 si la question a est considérée

plus "difficile" que la question b.

On représente la variable par la matrice bloc triangulaire (ij .)1J
suivante : 

,

(1) Les différents programmes sous-tendantcette étude peuvent être demandés

auprès de H. ROSTAM à l’adresse indiquée au bas de la première page de
cet article.
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i.= 0 si i et j appartiennent à une même classe ou i appartient à une
1J

classe qui suit (i.e. dans notre contexte, considérée plus "facile" quel) la

classe de j.

ii 
= 1 si i appartient à une classe considérée plus "difficile" que

1J
la classe de j.

Pour calculer les sommes partielles, intervenant dans l’indice, concer-
nant la taxinomie, il suffit d’avoir les cardinaux des classes de la taxinomie.

Soit n., i=l,... Nc ces cardinaux où Nc désigne le nombre de classes. On a
E n. = n = card(A).

.1

Pour des raisons de facilité d’écriture et opérationnelles, on note

Dans ces conditions, on a directement :

où un indice de la forme "i" est celui d’une classe et de la forme "i"’ d’un

élément.
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La deuxième variable "pondération" sera soit le graphe pondéré "d’in-

tensité d’implication", soit le graphe discret "d’implication" associé à ce

dernier par le choix d’un seuil.

Le graphe "d’intensité d’implication" est, rappelons-le, obtenu en af-

fectant à tout arc du graphe de la relation de préordre total définie par la

fréquence de réussite (cf. § 111.3 ()) la valuation définie par [q (a,b)]
_ - - P

(resp. [q (a,b)]) ou d’ ailleurs [q’(a,b)] (resp. [q’(a,b)]). (cf. for-
p p p

mule (31) § 111.3). Désignons par q(a,b) variable "pondération", elle se
trouve définie comme suit :

Dans le cas du graphe discret d’implication, une telle variable sera

définie par

~o étant le seuil à partir duquel (dans une optique cette fois-ci des tests

d’hypothèses), on admet l’implication.

En indexant A par I - ~~1,2,...,n }, cette dernière variable sera re-

présentée par la matrice carrée l xl} (14)
j

. 

Pour calculer les sommes partiel,les concernant la deuxième variable n
c’est la méthode la plus générale de calcul qui doit être utilisée pour éva-

luer les sommes (11).

Une fois les sommes partielles déterminées, on en déduit la variance

V ,r) ] . L’espérance4se ’’’1)) se calcule sans difficulté. L’indice brut de
similarité s’obtient seulement par référence à la matrice (n..) ; ; J J
sert simplement comme tableau d’adressage pour les éléments "utiles" de (li,).J
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Ainsi, on obtient P( et Q( ç,’1) qui mesurent la conformité du graphe

"d’implication" ou graphe "d’intensité d’implication" avec la "taxinomie".

Nous terminons ce paragraphe en donnant les résultats des différents

traitements que l’on a effectués dans le cadre de l’expérience réelle décrite

dans l’introduction.

Une première série de traitements est effectuée sur la base de l’échan-

tillon de 401 élèves :

. Indice de similarité entre la "taxinomie" et le graphe "d’intensité

d’implication" ; on a obtenu :

. Indice de similarité entre la "taxinomie" et le graphe "d’implica-
tion" ; on a dans ce cas :

Une deuxième série de traitements est effectuée sur la base de 229

élèves. Parmi les 401 élèves qui ont subi le test il y en avait 229 qui avaient
manipulé préalablement un certain matériel dont l’évocation facilitait la ré-

solution de certaines questions du test.
. Indice de similarité entre la "taxinomie," et le graphe "d’intensité

d’implication". On a les. résultats suivants :

. Indice de similarité entre la "taxinomie" et le graphe "d’intensitê

d’implication" obtenu à l’aide des indices q’(a,b) et q’(a,b). On a
p p

Ces résultats prouvent l’excellente conformité du graphe discret

"d’implication" ou pondéré "d’intensité d’implication" à la taxinomie.
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VI - ALGORITHME D’ECHANGE ET RECHERCHE D’UN PREORDRE S’AJUSTANT AU "MIEUX"

AU GRAPHE D’IMPLICATION

L’indice de comparaison entre deux relations pondérées vient d’être

défini au § V. Cet indice permet d’apprécier le degré de "ressemblance" de

deux relations pondérées vis-à-vis d’une troisième. Ainsi, l’indice peut jouer

le rôle d’un certain critère de choix.

La première question que l’on se pose est la suivante : peut-on amélio-

rer la taxinomie ? Cette question, posée de façon aussi brutale, n’a pas de

sens. En effet, répétons-le une deuxième fois, il faut distinguer trois ni-

veaux dans les concepts manipulés :

Au premier niveau, on a la taxinomie d’objectifs cognitifs proposé par
R. Gras (voir le tableau d’objectifs cognitifs § IV).

Au deuxième niveau, il y a l’ensemble A des 40 items élaboré par

R. Gras "conforme" à la taxinomie et qui est censé représenter cette dernière

dans le cadre d’un concept donné. Savoir dans quelle mesure le préordre sur A

représente la taxinomie n’est pas, ici, de notre préoccupation.

Enfin au niveau trois, on a les graphes d’implication ou les graphes
d’intensité d’impli,cation, qui sont construits à- l’aide de différentes indices

d’implication proposés au § IH et dont les sommets sont les éléments deA .

Pour préciser la question précédente, signalons que notre étude se

situe entre le niveau deux et le niveau trois. Au § V, lors de l’évaluation du

graphe d’implication, par rapport à la taxinomie, on a implicitement plus ou

moins confondu le niveau un et le niveau deux ; en d’autres termes on a suppo-

sé que le préordre sur A, représentait,à travers le concept de la symétrie

centrale la taxinomie.1

Ici, puisque l’on parle de l’amélioration, la question ne peut plus se

poser en terme de taxinomie. En effet, si une amélioration est possible, cela

ne peut être qu’au niveau du préordre sur A . D’où notre nouvelle préoccupa-
tion qui se résume de la façon suivante :

On cherche, au moyen d’un algorithme, à substituer au préordre initial

sur A(qui était censé représenter la taxinomie), un autre préordre sur A

qui s’ajuste "au mieux" au graphe d’implication.
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Le but final est de trouver un "meilleur" préordre sur A sans poser

de contraintes a priori. A l’état actuel de notre recherche, nous avons mis

au point un algorithme d’échange qui pose comme contrainte la fixité des car-

dinaux des classes du préordre. On envisage d’éliminer cette contrainte par
la mise au point d’un algorithme de transfert.

On présente donc, en premier lieu, l’algorithme d’échange; ensuite, on

explicitera l’amélioration de l’indice de similarité entre le nouveau préor-
dre et le graphe d’implication.

VI.l. Algorithme d’échange
Soient un préordre sur A . de Nc classes de cardinaux respectifs

nl, n2, ..., n~ et un graphe d’intensité d’implication sur A ’. Soit

l’indice de similarité entre 
(1) 

et .

L’algorithme d’échange se propose d’améliorer Q en remPlaÇant § (i)
ar 

(i + 1) 
déduit d t"( 1.) enh ft 

. 

d elements ....

par par échanges entre deux éléments appartenant à
deux classes consécutives de ce dernier. Plus précisément à chaque étape, on
fait le "meilleur" échange parmi tous les échanges possibles entre éléments
de tous les couples de classes successives.

échanges possibles.

Dans l’échange, les cardinaux des classes restent inchangés, il est

facile de voir dans ces conditions les égalités suivantes :

En effet les sommes partielles intervenant dans et V sont invarian-

tes par un tel échange .

On a vu au § V.4 que les sommes partielles, concernant, ne dépendent
que des cardinaux des classes. Or, ceux-ci ne changent pas.

Seul l’indice brut change. Ce dernier se calcule par référence à la

matrice (jjj). Illustrons sur un exemple l’effet d’un échange sur l’indice
1J

brut.
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Soient A l’ensemble à 12 éléments notés de 1 à 12, ~ 
~~~ 

un preordre à

4 classes de cardinaux respectifs 4,3,3,2. Soit Q un graphe d’implication

itsur A sera représenté par la matrice (~..). Pour fixer les idées, on
peut avoir = &#x26; [q (ij)]. 

ij

[1J p 
_

(1) de façon formelle, sera représenté par la matrice
x 1} bloc triangulaire suivante, où les cases vides sont rem-

ij

plies de zéros.
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On voit que dans le calcul de l’indice brut, (1) joue le rôle d’un
tableau d’adressage pour les éléments Supposons un échange entre l’élé-

ment 5 de la classe 2 et l’élément 9 de la classe 3. On a le nouvel indice brut :

D’une façon plus générale, si on échange un élément 1 de la classe i avec

un élément m de la classe(1+1):

. on retranche de l’indice brut initial tous les éléments de cor-

respondant aux implications suivantes ;

. + m ~ x où classe i,

+ n~ 1 où n G classe (i+1) et n 0 m

. On ajoute à l’indice brut initial tous les éléments de el
correspondant aux implications suivantes :

-~1=&#x3E;m

+ ’1 =&#x3E; x où x 6 classe i et x ~ 1

-~ n =&#x3E; m où n e classe(1+1) et n ~ m .

A chaque étape, il faut avoir les E valeurs d’indice

brut, correspondant au même nombre d’échanges. On fera l’é-

change qui augmente le plus la valeur de l’indice brut.

Une fois l’échange effectué, pour l’efficacité de l’algorithme, on

met à jour le tableau" ..." 

l1J

L’algorithme permet d’arrêter les calculs lorsque la variation de

l’indice d’une étape à l’autre devient négligeable.

Remarque : En associant à chaque couple de classes successives le meilleur

échange et la valeur de l’accroissement de l’indice brut qu’il entraîne , on

peut noter que si à une étape J, le meilleur échange a eu lieu entre la classe

i et la classe (i+l) , il ne restera plus à l’étape (J+1) qu’à repérer le

meilleur échange entre d’une part, les classes (i-1) et i, i et (i+1), enfin

(i+1) et (i+2). Cette circonstance permet d’économiser très sensiblement le

nombre d’évaluations.
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VI.2. Amélioration de l’indice 

Soient t" 1~ le préordre à l’étape 1, § 
( i + 1) 

le p réordre à l’étape i+1.

8i = s( 1; (i) ,,) est l’amélioration de l’indice brut de l’étape i

à l’étape i+l. L’indice Q centré réduit à l’étape i+l sera @

Résultats concrets dans le cadre de l’expérience réelle ;
On part des résultats des traitements déjà effectués dans V.4. Dans le

cadre de l’indice de similarité entre le préordre initial et le graphe d’im-

plication on avait :

Les indices bruts étant respectivement

Après passage de l’algorithme d’échange on obtienty 1

Soit des indices bruts :

L’amélioration est nette, elle représente 50 % de l’indice du départ.

Il restera à préciser le contenu du nouveau préordre, qui semble respecter de

près celui défini à partir de la fréquence de réussite.

Arrêtons ici l’introduction de cet aspect de la recherche qui doit se

poursuivre et se concrétiser dans le cadre d’une thèse de 3ème cycle de

H. Rostam où on s’attaquera par ailleurs au problème de la représentation au-

tomatique du graphe discret d’implication.
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VII - INDICE D’IMPLICATION ENTRE DEUX CLASSES D’ATTRIBUTS

A un couple (a,b) d’attributs descriptifs, on associe le croisement

entre les deux classifications dichotomiques "nettes" {E(a),E(a)} et

{E(b),E(b)} et le tableau (10) (§ II.2) est celui des cardinaux des classes

de ce croisement. Soit (A,B), un couple d’ensembles disjoints (AAB = ~)
d’attributs orientés (i, e. aéA(resp, b E, B) si et seulement si à fA (resp.
b tB» ; I.C. Lerman a dans [12] généralisé les données du croisement entre

deux classifications dichotomiques "nettes~’’, au croisement entre deux clas-

sifications dichotomiques "floues", geapectivement associées à- A et à B, par
l’introduction d’un degré d’appartenance relatif d’un individu à.une même

classe d’attributs. On développe dans ces conditions l’analyse du croisement

de deux classifications "floues" par la construction d’indices affectés aux

cases du croisement qui généralisent formellement ceux du cas "net" et qui
sont conformes à la statistique du #.

Désignons par c(A) et c(B) les cardinaux des classes A et B ; d’autre
- 

-

part, par A(resp. B) l’ensemble des attributs directement opposés à ceux de

A(resp. B) :

On a bien entendu

On montre dans [ 12] que les nombres correspondant à ceux n(a), n(a),

n(b) et n(b) du cas "net" matérialisé par le tableau (10) (§ II.2), sont res-

pectivement .

où on a la propriété, assurant la cohérence de nos formules

On montre également que les nombres correspondants à ceux n(a ~ b),

n(a~b), n(a~b) et n(a ~ b~ du cas "net" sont respectiveatent :
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où on a également les formuler de cohérence

Représentons, dans le tableau 2 x 2 de croisement, A(resp. B) par

l’indice 1 et A(resp. B) par l’indice 0. Ici encore, compte tenu des relations

(6) qu’on vient d’écrire, la connaissance du contenu de l’une des cases du

tableau 2 x 2 des n(rè%s) (0r,ssl) détermine, pour n(A) et n(B) donnés, la

connaissance du contenu des autres cases.

Dans ces conditions, le nombre x(r,s) qui correspond à la

contribution "orientée" de la case (r,s) à la statistique du ~ du cas "net"
(cf. formule (12) § II. 2) se trouve défini par

Ici encore, on démontre que la somme des carrés des statistiques
est dans l’hypothèse d’absence de lien à caractère hypergéo-

métrique, la réalisation d’une v.a. du ) X2 à 1 degré de liberté (cf [12]).

Par conséquent t définit une mesure de l’intensité de lien entre clas-
ses d’attributs qui généralise directement l’indice noté q 

p 
(se référant au

modèle poissonnien) du cas "net" du croisement entre deux attributs. De façon

explicite 
’
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- 

Ainsi, les deux indices d’implication entre comportements, q p (;,b) et

se généralisent naturellement par les indices d’implication entre
classes de comportements p(A,B) et ~(A,B) .

De même que les indices et q P (a,h) n’ont de
sens d’être cons idérés que si nous ne regarderons ~,(A, B) et

que si n (A) ~ n(B) (cf. formules (3)).

Un tel indice ~(Ã,B) ou ~(A,B)) peut par exemple permettre, relative-
ment à l’opérationalisation de la taxinomie à travers un test et autour d’un

concept, d’évaluer relativement aux différentes classes du préordre déterminé

par la taxinomie, l’intensité d’implication pour les couples de classes consé-

cutives. Ce qui permettra de reconnaître les sauts les plus importants entre

une classe et la suivante.
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