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p-EXTENSIONS ABELIENNES
par

Frangoise BERTRANDIAS et Jean-Jacques PAYAN

(exposé par F. BERTRANDIAS)

On se propose de donner quelques propriétés des p-extensions abéliennes d'un
corps k contenant, pour tout entier n>1 , les racines pn-émes de 1 ; on sup-

posera k différent de Kk , et la caractéristique de k différente de p .

1. - Sous-groupe de k* associés a une p-extension abélienne

Soit K une p-extension abélienne d'exposant non borné de k . Pour tout entier
n=21 , soit le sous-groupe de o
n
Fn K n k .

-n
On voit facilement que K = U k(F° ).
n 21 n

On montre que la suite (Fn) vérifie les propriétés suivantes

n
(i)  quel que soit new® , ¥*P CF, ¢ x*P

.. . "
(ii) quel que soit nemN” , Fﬁ =D . .
(iii) quels que soient n en® et iem , Fowi n x*Pc Fﬁ .

Réciproquement , si une suite de sous-groupes Fn de x* vérifie les conditions
-n
(i), (ii), (iii) on montre que le corps K = ) k(Ffl ) est une p-extension
n nz1
abéliemne, et que K*P n x* = Fo.

D'ol le résultat

PROPOSITION 1. - L'ensemble des p extensions abéliennes d'exposant non borné K

de k et l'ensemble des suites de sous-groupes (Fn)nelN* de k* vérifiant les

conditions (i), (ii) et (iii) sont en bijecfion, cette bijection &tant donée par :

n -n

F=x®P N§F e x=U x((F ).

n —_— n
nxzl
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2. - Limites

Soient n<m deux entiers ; la suite (Fn) vérifiant la condition (ii), on a

m=n m=n
1'inclusion : F‘E c Fm 3 1l'application x -~ xF de F, dans Fm définit par
m
. . . . * .
passage au quotient, une application E—_— Fn/k LN Fm/f:*p 3 on voit que
>

n
(Fn/k*P 5 jn m) est un systéme inductif de groupes, dont la limite inductive sera
b
n
notée 1lim F_/i*P
> 'n

De maniére analogue, la suite (Fn) vérifiant la condition (iii), on a 1'inclu-

sion : FmC Fn ;3 1l'injection canonique de Fm dans Fn définit par passage au quo-
m n n

: Fm/k""p > Fn/k*P ; on voit que (Fn/k""p 3 3. )

m n,m
est un systéme projectif de groupes, dont la limite projective sera notée

lim F_/x*P
- n

tient une application jn
>

Notons G = Gal(KIk) et, pour tout entier n>1, u n le groupe des racines
p

pn-émes de 1 contenues dans k . On pose u o, = U u _ . Hom (G,X) désigne le
P ne 1 Pn ]

groupe des homomorphismes continus du groupe G dans un groupe topologique X .
La théorie de Kumer ([1]) montre que 1'application

n
. #P
£: Fn/k > Homc(G,u n) s

définie par : p

n n
fn : xk*PG Fn/k*P -> (cEG—)-g(_xp——) ,

-n
-n
est un isomorphisme de groupes. *P
On vérifie facilement que le systéme d'applications (fn) est un morphisme induc-
tif (resp. projectif) lorsqu'on munit (Homc(G,u n)) de sa structure naturelle de
systéme inductif de groupes (resp. de systéme projectif de groupes). D'ol le résul-

tat suivant

PROPOSITION 2. - Les applications

n
lim £ : lim Fn/k*p > lim Hom (G, v )
> > ->

n P
et lim £ : lim F /&¥*P > 1im Hom (G, u )
_— - n = n P c Pn
sont des isomorphismes de groupes. '

Si on munit (u ) de sa structure naturelle de systéme inductif, on voit que
e .
l'application canonique :
lim Homc(G,u 1,1) > I-Iomc(G,llm u rl) = Homc(G,u W)

est un isomorphisme de groupes ([2] exposé 6, prop. 7) ( u _ est muni de la topo-

logie discréte). L
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De meniére analogue, si on munit (u n) de sa structure naturelle de systéme
s . o T - .
projectif, on vérifie que 1l'application canonique :
Homc(G,ZP) = Hcmc(G, lim upn) > lim Homc(G,upn)

est un isomorphisme de groupes. ( Zp est le groupe additif des entiers p-adiques).

La proposition 2 permet donc d'énoncer le :

COROLLAIRE. - On a les isomorphismes canoniques de groupes

)

n
. *#D
lim Fn/k Homc(G, Zp ) .

n
. #D _
lim Fn/k Homc(G, u

0o

3. - p-extensions abéliennes sans torsion

G , comme pro-p-groupe, est muni d'une structure de Zp—module. On montre le

résultat suivant

PROPOSITION 3. - G est sans torsion si, et seulement si, pour tout entier n>1 ,

. . . #plitTt * . .
1'application J H /k > F /k est surjective.
4 8ppl1cabion  Jp n+l n+l n £St_surjective.

On remarque que la suite Fn = K* satisfait les conditions (i), (ii), (iii) et

les hypothdses de la proposition 3. On en déduit le :

COROLLAIRE. - La p-extension abélienne maximale de K* est d'exposant non borné,

et son groupe de Galois est sans torsion.

n
Si on munit, pour tout entier n>1 ; le groupe Fn/k')('p de la topologie dis-
n .
créte, et le groupe 1lim Fn/k*p de la topologie de la limite projective, on ob-
<

tient le résultat suivant

PROPOSITION 4. - Si G est un Zp-module de type fini, le groupe topologique
n S1

lim F /k*P  est compact.

<. n

n
8i le groupe 1lim Fn/k*P est compact, et si G est sans torsion, alors G
«

n
est un Zp-module de type fini. Dans ce cas, le groupe 1lim Fn/k'*p est (non cano-
<

niquement) isomorphe & G .
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4, - Etude d'un cas particulier

Dans ce paragraphe, on suppose que k est le complété d'une extension algégrique
du corps QP des nombres p-adiques, contenant pour tout entier n , les racines

pl-Smes de 1 , et vérifiant : k # kP .

On note | | la valeur absolue p-adique de k . On munit k¥ de la topologie
définie par cette valeur absolue, et les groupes quotients de k¥ de la topologie

quotient.

On démontre les résultats suivants (les lemmes 1 et 2 servant d'étapes pour

démontrer le lemme 3) :

LEMME 1. - Tout disque de centre x et de rayon Ip xl_ de k* rencontre
n
n ¥
nzl .
*pl -x-pn
LEMME 2. - La famille de sous-groupes ouverts (k N x )iE(N* du groupe topo-
; * 2 *p" - n2l
logique k/] k est une base de voisinages de 1l'é&lément neutre.
nz1
LEME 3. - Soit (otn)n2 , e suite d'éléments de k™ telle que la famille
* *p"
(Ol.n P )nz 1 soit décroissante. Alors () a_k est non vide.

n21

Le lemme 3 permet de démontrer les 2 propositions suivantes

n

PROPOSITION 5. - L'application canonique du groupe kyﬂ kP dans le groupe
n nzl

lim x* /P (muni de la topologie de la limite projective, les groupes

" n
k¥ /x*P

&tant discrets) est un isomorphisme de groupes topologigues.

PROPOSITION 6. - Soit K une TI-extension de k , c'est-i-dire une extension abé-

lienne telle que Gal(K|k)= Zp . Il existe un élément o de k tel que

k= U k(P ).
n 21

Remarque. - Si on ne suppose plus k complet, la proposition 6 devient fausse.

Soit par exemple k = U Qp(z; ) , ol r_  est une racine primitive pn_éme de
n>1 n n -n
1 . Il est facile de voir que 1l'extension K = Lz) k(ai ) , ol
n<l

1
- 1% P
@ = (1-c1)(1-c2) . (1—£n) s

n
est une I'- extension de k , et qu'elle n'est pas de la forme k(a® ) ,

>
avee a €k . nzl
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