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LES QUOTIENTS DE b-ESPACES,

par
Lucien WAELBROECK

1. Au hasard de ses recherches en théorie spectrale, l'auteur a rencontré
une catégorie abélienne qui pouvait €tre utile en analyse fonctionnelle. Il en a
fait une étude préliminaire, puis est arrivé & la conclusion que 1'introduction de
cette catégorie était 1iée 3 des problémes techniques, totalement étrangers & 1'ana-
lyse fonctionnelle. Cette introduction ne se justifiait donc, que si un nombre suf-
fisant de problémes d'analyse fonctionnelle pouvaient &tre résolus, ou au moins,
avancés, simplifiés de ce Fait. Gréce aux travaux de Guy No€l sur le produit tenso-
riel, et a4 ceux d'Ivan Cnop et de Jean Pierre Ferrier en analyse complexe, il semble

justifié d'introduire cette catégorie, au moins & titre expérimental.
g s

Jean Pierre Ferrier [4], [5], [6], et Ivan Cnop [1], [2], [3] utilisent le
"calcul symbolique relatif" de l'auteur[11]. C'était afin de mieux comprendre ce qui
est relatif dans la construction, que l'auteur avait commencé & regarder cette caté-
gorie. Toute application intéressante du calcul symbolique relatif est une indica-

tion du fait que les quotients de b-espaces pourraient &tre utiles.

Guy Noél [8], [9], [10] définit le produit tensoriel de deux objets de
notre catégorie. Il montre que le produit tensoriel de deux espaces de Banach n'est
en général pas un espace de Banach, mais un objet plus général. Si E a la proprié-
té d'approximation, pour que E ®q F soit un espace de Banach quel que soit 1l'es=-
pace de Banach F , il faut et il suffit que E soit un espace de type £1 au sens

de Lindenstrauss.

Le foncteur de complétion a des propriétés assez pathologiques, dans la
catégorie des espaces bornologiques convexes (cf. [12] ou [7]). Par contre, ce fonc-
teur se comporte de manidre tout a fait régulilre dans la catégorie qui nous inté-

resse.

2. C'est en généralisant aux b-algdbres le théoréme affirmant que le spec-
tre joint de n &léments d'une algebre de Banach n'est pas vide, que j'ai rencontré
les quotients de b-espaces pour la premidre fois. Commengons par fixer la termino-
logie. Une b-algébre est une algdbre bornologique ayant une base de bornologie for-
mée d'ensembles complétants, donc convexes, &quilibrés et ayant pour jauge une nor-
me banachique. Un b-idéal o de la b-algébre @ est un idéal o de @ , avec
une bornologie complétante plus fine que la bornologie induite, et telle que la mul-
tiplication applique @ xa et ax @ de maniére bornée dans o . Si @ est commu-
tative, et si o est engendré par un nombre fini d'éléments, 8) 5 eres 8, la bor-

nologie naturelle de o est celle pour laquelle B est borné lorsque :
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pour un choix convenable de bornés Bi de @ .

.Le résultat suivant est connu, et généralise en un certain sens le théo-
réme affirmant que le spectre d'un élément d'une algébre de Banach n'est pas vide.

30it @ wune b-algdbre commutative unifére, ag€Q. Il n'existe pas de fonction u(s),

localement bornée et 3 croissance polynomiale & 1'infini sur I , qui vérifie iden-

tiquement la relation (a-s) u(s) =1 .
-1/2

On pose éo(s) = (1 +v[s|2) On appelle @(s ; 8, 3 Q) 1'algdbre
des fonctions wu(s) & valeurs dans @ , et telles que Go(s)Tq u(s) soit bornée
pour N suffisamment grand, avec la bornologie évidente. Cette algdbre se définit
aussi bien lorsque s = (sl ses ey sn) est une variable sur C° que lorsque s est
une variable sur @ . La conjecture suivante est la généralisation naturelle du

théoréme rappelé ci-dessus

Soient 8) sees, 8 des 8léments de @ . Il n'existe pas d'éléments

3 6 3@ ) et vérifiant identiquement la relation

Uy seee, u de ®(sl seres Sy o

n

Z? (a:.L - si) ui(s) =1 .,

Cette conjecture se vérifie. On appelle Q' 1l'algébre @(s2 seeesS, 3
5,5 @ ) , et a' 1'idéal engendré dans ' par (a2 - s,
bornologie naturelle. L'algébre @(sl svees S5 60 ; @) s'identifie avec

cee a =8 avec sa
eesa = s)

B(s, 3 § ;@') . Quant & 1'idéal engendré par (a, - s, ,..., & = s_) dans notre
1 o 1 1 n n
algébre, il s'identifie avec
(al - sl) @(sl 3 8,3 a) + @(sl 38, a') .

Le pas de récurrence est donc le suivant :

Soit (@ une b-algébre commutative, unifére. Soit a€Q . Supposons qu'il

existe une fonction u(s) €@ (s ; 6,5 @ ) et une fonction v(s)€@ (s ; 60 5 a)

vérifiant identiquement la relation

(a =s) u(s) +v(s) =1 .
Alors @ =a .
La suite de la démonstration n'est pas au programme (cf. [15]). Le seul
but de ce développement &tait de montrer comment la démonstration d'un théoréme in-

téressant les b-algSbres pouvait se simplifier lorsque l'on osait faire intervenir

le quotient de 1'algébre par un idéal qui n'a rien de fermé.

3. J'ai affirmé que la catégorie q est une catégorie. Ce n'est pas un

simple truc publicitaire. Comme toute catégorie qui se respecte, elle a des objets
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et des morphismes. Nous décrirons d'abord une catégorie § plus petite que q :
elle a les mémes objets, mais moins de morphismes. Et nous décrirons ensuite les

morphismes de q qui n'appartiennent pas & § .

Soit E un b-espace, donc un espace vectoriel bornologique dont la borno-
logie est complétante. Soit F un sous b-espace de E , c'est-d-dire un sous-espace
de E , avec une bornologie complétante plus fine que la bornologie induite. Alors,
le couple (E,F) est un quotient de b-espaces. Et pour bien montrer que nous consi-
dérons (E,F) comme un objet de q , nous écrirons (E,F) = E|F , et nous dirons

que E]F est un g-espace.

Si E[F et E'|F' sont deux gq-espaces, nous nous intéresserons aux ap-
plications linéaires bornées de E dans E' dont la restriction & F est une ap-
plication linéaire bornée de F dans F' , modulo les applications linéaires bor-
nées de E dans F' . C'est un espace vectoriel, @(E|F , E'|F') . La composition

des applications induit une application bilinéaire de

Q(ElF s E'IF') x Q(E'IF' s E"IF")
dans 4(E|F , E"|F") .

Nous avons ainsi défini des objets, les couples E|F , des morphismes,
les espaces g(E|F , E'|F') , et une opération de composition des morphismes. On vé-

rifie directement que nous avons bien une catégorie. Nous l'appelons § .

I1 manque des morphismes de q . Si E est un b-espace, si G est un
sous-espace fermé de E (i. e. un sous-espace vectoriel de E avec une bornologie
complétante qui se trouve &tre celle induite par la bornologie de E ; la bornologie
de E induit donc une bornologie complétante sur G), on peut définir le b-espace
E/G . Nous voudrions que E/G , ou plus exactement, que le g-espace E/G|0 soit

isomorphe au g-espace E|G .

Plus généralement, si EIF est un g-espace, si G est un sous b-espace
de F qui est fermé dans E , nous pouvons définir les b-espaces E/G et F/G ,
donc le q-espace (E/G)|(F/G) . L'application quotient E+E/G induit un morphisme
E|F » (E/G)|(F/G) . Nous voulons que ce morphisme soit un isomorphisme dans q .
(Le lecteur observera au passage que notre hypothése sur E , F , G implique qu'une

partie bornée de E qui est contenue dans G est bornée dans G et donc dans F).

Nous définirons donc q d'une maniére telle que ces morphismes
E|F > (E/G)|(F/G) soient des isomorphismes. Et c'est tout ce que nous voulons. De

manifre précise q est une catégorie qui contient 3 , et a les mémes objets que

a . Les morphismes E|F » (E/G)|(F/G) associés aux applications quotients E - E/G

sont des isomorphismes de q , lorsque G est un sous b-espace de F qui est fermé

dans E . Enfin, un foncteur de § dans une catégorie se prolonge & q si ces
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morphismes E|F » (E/G)|(F/G) sont_appliqués sur des isomorphismes ; le prolonge-

ment est alors unique.

I1 est évident que s'il existe une catégorie q vérifiant ces propriétés,
cette, catégorie est unique (8 un isomorphisme prés). Il n'est pas difficile de voir
qu'il existe effectivement une telle catégorie. Il faut en fait vérifier que la
classe des morphismes E|F > E'|F' que 1'on obtient en appliquant toutes les opéra-
tions permises est équipotente avec un ensemble. Et cela découle du fait que la caté-
®e1 0%y
sont projectifs, tout b-espace est isomorphe & un quotient d'un tel b-espace pro-

gorie des b-espaces a suffisamment d'objets projectifs. Les b-espaces

jectif.

4. On définit de manidre naturelle des applications multilinéaires de
g-espaces. L'espace des morphismes E|F + E'|F' peut &tre muni de manidre naturelle
d'une structure de g-espace, une application bilinéaire El Fl x E2 F, E'|F'
s'identifie encore avec un morphisme de El[Fl dans le g-espace des morphismes
E2|F2 > E'|F' . Un produit tensoriel commutatif et associatif, q x q - q est as-

socié & cette notion d'application multilindaire.

Toutes ces affirmations doivent &tre prises avec un grain de sel. Les
g-espaces ne sont pas des espaces. Il n'est pas question de parler d'application li-
néaire, multilinéaire de q-espace, ni de mettre, du moins dans le sens usuel, une

g-structure sur un espace vectoriel.

Un. foncteur o : q > E. V. va jouer un rdle important. Il fait corres-
pondre au g-espace E|F 1'espace vectoriel U(E]F) = E/F . L'espace vectoriel
o(E|F) = E/F . L'espace vectoriel o(E|F) sera appelé 1'espace vectoriel sous-ja-
cent de E|F .

Si A et B sont deux g-espaces, nous appellerons AMDB 1l'espace vecto-
riel des morphismes A - B . Un foncteur Ath B, qo x q » q peut &tre défini, de
manidre telle que AMB = O(Ad\q B) : 1'égalité étant fonctorielle. Nous désignons
par qo la catégorie opposée & q . Le foncteur 'hq est exact & gauche. De plus,
lorsque A est projectif, le foncteur B + A B est exact. Ces conditions sont

suffisantes pour déterminer le foncteur d\q . On observe d'ailleurs que :
A B C et B A C
h, (B, C) hy (A, ©)
sont naturellement isomorphes.
Un foncteur gh : q x qg->q existe également. Il vérifie la relation :
A® B C=A B c) .
(h® B h c=ah (B 0

Il est exact i droite, et [al zl(xi)] ® [e}aj !Ll(Yj)] est isomorphe & eei’jzl(xixxj).
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C'est cette algébre multilinéaire que Guy Noé€l a &tudié dans sa thése,
ainsi que les rapports entre elle et 1'algébre multilinéaire de b . Le foncteur
T:q>b , ajoint de 1'immersion naturelle b -+ q , joue un réle important. Si F
est le fermeture de F , le plus petit sous-espace fermé de E contenant F , on a
t(E|F) = E/F avec sa structure,de b-espace. Evidemment EI®t>F‘ est le produit ten-

soriel projectif usuel de E et F .

Un b-espace est approximant si pour un systéme fondamental de parties bor-
nées complétantes B , E; est un espace de Banach ayant la propriété d'approxima-
tion. Un b-espace approximant E est ultraplat si E1®b F = EI@q'F quel que soit

le b-espace F .

Guy Noé€l montre qu'un b-espace approximant ultraplat est plat, donc que le
foncteur F » E ®q F est exact. Les b-espaces nucléaires (ou co-nucléaires pour
certains) sont ultraplats. Par contre, les espaces de Banach ne sont généralement
pas ultraplats, un espace de Banach est ultraplat si il est de type Sl au sens de

Lindenstrauss.

5. Juste quelques mots en guise de conclusion. L'existence de la catégorie
q est sous-jacente dans la définition du "calcul symbolique relatif" de 1'auteur
[11]. De 1960 & 1962, 1l'auteur a étudié cette catégorie, a rédigé des notes préli-
minaires, secrdtes [13]. Il a exposé ses résultats, en mettant la catégorie q
mieux en évidence qu'auparavant, dans une série d'exposés & Yale [14]. Et suite &
”

ces exposés, il est arrivé & la conclusion que le moment n'était pas venu de pousser

dans cette direction.

Depuis, de 1l'eau a coulé sous les ponts. D'autres mathématiciens que lui
ont eu 1l'occasion de voir cette catégorie. Il y a peut-étre des raisons de 1'étudier

a nouveau, au moins d'en parler.

C'est ce que j'ai fait & Bordeaux.

26
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