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LES SYSTEMES MODULAIRES APPLIQUES A LA THEORIE DES PARTITIONS
par

André BLANCHARD

Hardy et Ramanujan [HR] ont obtenu une théorie des partitions trés satis-
faisante, perfectionnée encore par Rademacher TR]. Soit p(n) le nombre de par-
titions sans restriction de n , c'est-a-dire le nombre de maniéres d'écrire
n=a, +a, + ... + a, avec a <a, s ... < a, (k non fixé). Une circons-

. 1 2 1 2
tance essentielle pour l'étude de la série entiére’

f(x) =1 +2 px" (x| < 1)
1 B
est que (pour Im(z) > 0) e{nz/lz
n(z)

2imz

f(e ) =

ol mn(z) s'apparente aux fonctions modulaires : on a en effet les deux formules

n(z+l) = em/l,z.n(Z)
z,1/2
n-1/2) = &% o)
N . az+b :
d'ou résultent des relations entre n(z) et n(cz+d) lorsque a, b, ¢, d entiers
avec ad - bc =1 . Notons que 1’124. est une véritable forme modulaire.

Les auteurs cités plus haut indiquent quelques problémes voisins qui peu-
vent &tre étudiés par la mé&me méthode : Hardy et Ramanujan [HR] donnent quel-
ques développements limités : nombre de partitions de n en entiers impairs,
nombre de partitions de n en entiers impairs et distincts, qui font intervenir

n@z) ., _o@a)?
n(z) n(zn(4z) °

respectivement

Nous nous propdsons de montrer ici que les mémes idées sont applicables

a4 un probléme de partitions et de progressions arithmétiques en utilisant, en plus

de la fonction n , des "systémes modulaires" c'est-a-dire des systémes de
fonctions cpl,...,cps , holomorphes pour Im z > 0 , telles que les cpj(z+l‘)
ainsi que les cpj(—l/z) soient des combinaisons linéaires de cpl(z) rees ,cpS(z) a

coefficients de formes trés particuliéres (constantes, puissahces de -zi-),
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Enoncé d'un probléme : (P)

Soit A < IN une réunion finie de progressions arithmétiques. On suppose-
ra_de plus que le p.g.c.d. des éléments de A est 1 . Soit p(n,A) le nom-

bre de partitions de n en éléments de A , et q(n;A) le nombre de partitions

de n en éléments distincts de A .

Etudier le comportement & l'infini de p(n;A) et q(n;A)

Dans une premiére partie, nous verrons que des considérations d'analyse
réelle donnent sans hypothése supplémentaire une expression simple équivalente

4 Log p(n;A) , ainsi qu'une majoration de Log q(n;A) .

Dans la deuxiéme partie, nous obtenons beaucoup plus grice 3 des "systé-
mes modulaires", mais & condition d'introduire une nouvelle hypothése sur A

(condition de symétrie).

CHAPITRE I

On considérera dans cette premiére partie la fonction

- ©

f(x) =1 +Z p(na).x" (1)
A 1
définie sur l'intervalle [0,1[ . Remarquons qu'une réunion finie de progressions

arithmétiques peut toujours &tre considérée comme réunion de progressions de

méme raison.

PROPOSITION 1, - Soit A une réunion de r progressions arithmétiques de
raison m et de premiers termes V] <V, < el < (distincts modulo m)
avec p.g.cd. (vl,...,vr,m) =1, On a alors au voisinage de 1
2
Log f,(0) ~E 2 (2)

On a en effet fA(x) =
n€éA 1-x
sur des cas particuliers, On a alors

comme cela est exposé dans [HW']

an S1x +,..+X
—q— = Z —_—

™8

Log fA(x) =-Ylog 1-x") =
' = =1 4 1-x9m
neA neA g=1 g=1
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1 > 1 xqv1+ +xqu
...=§-‘Z'& qm-l 3)
g=l " 1+x+...+x
or pour x € [0,1[,
CI\)l av Qvl
X 4 X < rex <L .
Lix+ +xqm-l Inf(q\)l-l ,qm-1) q
Inf(qu, ,qm)x
il 1 xqvl+ +xq\)Z
les termes de la série 2. = - ———m sont donc majorés indépendamment
1 a 1+x+.,..+x
r 1 xqv1+ +qur
de x par les termes —; d'une série convergente, et —."———————
2 : q qm-1
q l+x+,, . +x
- qvl av,
r . 1 +...HX
tend vers T quand x tend vers 1, Il s'ensuit que Z-a 1
q'm 17 1k, 4xT
2
r o

tend vers m' 6 quand x tend vers 1, d'ou la proposition 1,

Nous allons utiliser le lemme suivant :
/ @ .
0 n o
LEMME. - Soit f(x) = Z a x' pour 0 <x<1 . On suppose a 2 0 et
0

M __ Log a _
Log f(x) ~ T au voisinage de 1. On a alors Lim _ﬁ—= 2,J/M , et de

plus il existe une suite infinie n vérifiant n /n -1 et
qQ ———— atl’ q =

Log a, ~ 2/M-n_ .
q q

Ce lemme est un cas particulier d'un théoréme figurant dans [V] . Sa
démonstration, sans difficulté spéciale, est une vérification d'inégalités, Ce

lemme donne d'abord les majorations :

PROPOSITION 2, - Dans les hypothéses de la proposition 1 :

L1m _9_2(_._1 f et Lim —'B‘A/Ji'(ﬁ‘é)'

m 3—m . (4)

Cela est immédiat pour p(n;A) . Pour gq(n;A) il suffit de remarquer que :

il n — n l-x2n fA(x)
gA(x) =1 +ZaqnA)x =171 (+x) =T7 =T (5)
1 neA ncA 1-x fA(x )

d'oll le comportement de Log gA(x) au voisinage de 1 ,

Précisons le comportement de p(n;A) . On a les trois lemmes suivants
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qu'il suffit d'énoncer :

LEMME 2. - Si a et b sont deux entiers strictement positifs, tout multiple

assez grand de leur p.g.c.d. est de la forme xa + yb avec x=20, y =0

LEMME 3. - Soient vl,... Ve strictement positifs et premiers entre eux ;
i + +
alors tout entier assez grand est de l; forme xl\)1 ceet X Vi avec les
x, 20 . :
] ~
Puis en appliquant le lemme avec Vil = vl+m :
LEMME 4., - Dans les hypothéses de la proposition 1, il existe un entier No

tel que n > No entrafne p(n;A) > 0 et p(n1+n;A) > p(nl;A) .

On peut alors montrer :

PROPOSITION 3., - Dans _les hypothéses de la proposition 1

Log p(nA) ~ /22 6)

D'aprés le lemme 1 en effet, on a une suite n telle que n n -1
p q a q+l/ q

2rn
et Log p(nq;A) ~ N Tng- ;-3 un entier n faisons correspondre le plus grand

nq qui soit strictement inférieur & n-No . Ce nombre nq est alors équiva-

lent & n , et ona p(nA) > p(n;A) ; d'old

Log p(niA) 2 | 7)

Lim niA
= Jnoo- =T ./3m

ce qui, avec la proposition 2, donne la proposition 3.

Additif & la proposition 1 (comportement de fA(x) sur les rayons du disque

unité) :

PROPOSITION 4. - Dans les hypothéses de la proposition 1, soit h premier &

k ; alors pour x réel tendant vers 1,

Ziﬁqvlh/k Ziﬂquh/k )
2inh/k) 1 D e +..,.+e _"h/x (8)
K 2 T 1-x
|qm o, qd m .

Log fA(x.e

‘et )‘h/k < XO/I si k =2 2 . De plus, XO/l - )‘h/k est boxfné inférieurement.
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. 2inqy h/k av, 2imqy h/k
Zinh/k) -3 1x(e +...1x e ) .
=1 q 1_xqmequmh/k

En effet, Log fA(x.e

. T w g
ona ¥ 0kTE) = o0k Log(l-x)) ; puis on raisonne comme & la proposition

kYam 1 .
1 pour les q tels que k|qm . Cela étant =)\ entrathe k|m ,
2inv, ah/k h/k — "0/1 _
puis les e ... tous égaux a 1, d'ot klp.g.c.d. (vl,...,vr) . Fina-

lement k|p.g.c.d. (vl,...,vr,m) =1

Le dernier point est évident, car X\ étant une somme portant sur les

h/k

q tels que gm multiple de k , on a visiblement )‘h/k - 0 pour k - ® |

CHAPITRE 1II

Dans cette partie, on utilise la théorie des fonctions holomorphes d'une

variable complexe.

1. Formules utilisées.

Formule de Jacobi : On a pour lx‘ <1l ,vy# 0, la formule

o ) 2
ﬁ‘ (1+y.x2n—l)(1+y-lx2n—1)(1_XZn) =3 yn'xn ) 9)

(), [(EW], [RD. LT

Formule de Poisson : La dualité de Pontryagin éta_rrE réalisée "sur IR par

ezmxfi , les fonctions w et ® définies par W(x) = e T ot
. -1/2_-mE2/u - . )
®(E) = u e sont transformées 'de Fourier 1'une de l'autre (u etanéc un
N @
- +
complexe de partie réelle strictement positive). La fonction 2. e mu(3+n) qui

2
admet 1 pour période a donc pour coefficients de Fourier u'l/z.e"Tm /u

d'ol la formule de Poisson

© 2 P @ 2 N
5 e—m*(x+n) =u—1/2 5 TP _/u.?Zmnx

- -co

'yalable si Ré(u) > 0 . On écrira plutdt

. . 2
© . 2 P mlxﬂ‘_ .
5 e11'rz(x+n) _ (lz_)l/ZZ e ? ._eZmnx

- R -

pourvu qué Im(z) > 0 .
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Evaluations d'intégrales.
Soit £ le chemin d'intégration représenté sur > > £
la figure dans le plan "coupé" -n/2 < arg z < _37n
(i1 est plus correct de considérer £ comme chemin /
d'intégration sur la surface de Riemann de log z).
On a alors
1/2  =ix, 1 . =— d shx i )
j’s(Z/l) exp(5,~(zp))dz = 2/2mx -(5%) (11)
si x > 0 . Par changement de variable, on a la for- Nl N
mule utile pour la suite :
B
2in((q-x)z+7)
f, (/1) e gz = L 94 shin/B./nq) (12)

TR/7 dx Joa
a -“LE— e‘ln‘/BX
2'n

un cercle de centre 0 parcouru dans le sens négatif on a

. De méme, si C est

(ce qui est équivalent pour n - «

-ix, 1 >
‘I’c_exp( 2 (z=z))dz = 211I1(x) (13)
si x>0. I est une fonction de Bessel modifiée. Par changement de varia-

1
ble on a de méme :

Zin((a-n)z*‘g) . : |
Jo_® “az = 20 /= 1 4n/B/a) g
1/4 e‘m\/a')
2.n

(ce qui est équivalent pour. n - ® &

2. la condition de symétrie, et les fonctions @,

Dans ce qui suit, on supposera que A vérifie une condition de symétrie

qui soit l'uné des deux conditions suivantes :

lére condition :. Les premiers termes ViresorVp des r progressions de raison

m dont la réunion est A vérifient :

+ = ... =m,

SV S vty -2

r-1 = V3

2e condition ¢ Les premiers termes vl""'vr des r progressions de raison m

dont la réunion est A vérifient :

<
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V1+\’r~1 = vzwr_z = ..

Le r6le de ces conditions ‘provient de ce que la formule de Jacobi donne

=y - -=m .,

r

en remplagant x par xm/2 et y par _xm/Z—v ' (ls\)s%) :
n(n+1)
2 mn-y mn-(m-y) mn 2 n ™ T
| (1-x )(1-x (1-x) = 2 (-1) .x (15)
n=1 —o
On est alors amené a poser pour Im z > 0 :
(m;zn\:) iz @ Zinz(mm';ﬂ)—nv)
¢ (2z) = Z (-1)e . (16)
-0
de sorte que l'on a aussi :
. 2 2
® 4minz(n+m—2-\)) 4minz(n+mz—y)
4m ° _ o 4m . (17)

cpv(Z) =Ze

-0

les fonctions ¢ (z) permettent alors avec n(z) , n(mz) et n('rzpz) (si m
v

pair) d'exprimer :

1

2iTz
F(z) = £, ) =TT . (18)
A A ‘neA l_eZan
On a en effet :
ler cas : m € A , m impair ou m/2 € A .
Alors
inz/12 @ (z) emirrz/lZ
FA(Z) = hlz) | ¢ ~ 2 (mz) ) (19)
v<m/2  (m-2y) n
inz
véA 4m
e
2e cas : m ¢ A , m impair ou '‘m/2 € A ,
inz/12 n(mz) h cP\)(z) eminz/lZ
FA(Z) = (z) minz/12 ' 2 ’ (mz) ) (20)
n e u<m/2 (m-2y) i n
. nz
VA 4m
e .
3e cas : mé€ A, m/2 A, m pair,
F (e - e1112:/12 gjmz/Z)emiﬂz/u |__ wv(z) eminz/lz
AT n(2) n(mz) - ! 7 ) . (21)
v<m/2  (m-2v) n(mz)
\)KA m-2v imz

4m
e

15
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de cas :m ¢ A, m/2 ¢ A, m pair .

inz/12 n(ﬂ‘z-)
e F T
n(z) emmz/24 y<m/2 (m-Zv)Zi i
- wEA e 4m m

cpv(z) emmz/lz

PA(Z) = ). (22)

n(mz)

3. Le systéme modulaire.

Posons pour Im z > 0

2
- iz (e 2 o) -
@ - e4m1ﬂz(n 4m) ) e4miﬂz.2 eZinz(Zmnz+nu)
"

(23)
- -

u est susceptible a priori de prendre les 4m valeurs modulo 4m . Mais en fait

‘y_u = q;u de sorte que l'on a ainsi que 2m+l fonctions distinctes, par exem-

ple pour u allant de 0 & 2m .

Les fonctions \LrLl forment un systéme modulaire et les fonctions ¢ sont
Y

des combinaisons linéaires des fonctions ‘jt“

De la, nous déduisons des approximations trés précises de CD\) au voi-

sinage des points h/k . On a immédiatement :

cpv(z) = \ym_zv(z) - wm+2v(z) : (24)
on a aussi- :

2
b o(z1) = M AT (o) (25)
ol M
Enfin, la formule de Poisson (10) appliquée & ‘yu‘ donne

: 4m
R 1/2 Her -
wu(z - &/ﬁ(i/Z) pEl %% om WD( 1/2)

ce que nous écrivons de préférence

' ‘ S 2m-1
. 2 1 Hp
q‘rp(z) = (1/2)1/ [_Qﬁ(vo(_;/z)+(_l)u'\“_Zm(-l/z))*_,\/ﬁ ? cos z;Wp(—l/z)] . (26)

LEMME 5. - Les matrices intervenant dans les formules (25) et (26) sont uni-

. 1 - - ‘o 1 -
taires pour }a forme Exoxo + xlx1 + ...+ me—IXZm-l + ?(ZmXZm .

C'est évident pour la matrice iptervenant dans la formule (25) . Pour celle

qui intervient.dans la formule (26) , cela résulte de son interprétation comme ma-
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trice représentant la transformation de Fourier des fonctions paires sur le groupe

Z/4m , la base utilisée étant
G valant 1 en 0 , et 0 ailleurs
- ey valant 1/2 en p et en 4m~y , 0 ailleurs (si 1=ys2m-1)

valant 1 en 2m , 0 ailleurs.

* €2m
21”2)2
4m
1 4m ~ 1 (= 12“
On a alors ( )y =T = E (pe , d'ou (0) = 7=, (2m) =
e v 2«/— y p o ) 2/ e ) 2/
et pour y ¢ {0,2m} on a eu(v) = (cela revient a dire que
. 1 u 1 2m-1 -
e, = m(eoﬂ-l) me) A= ? cos —MZm ev) .

Or la base €grtet i€y est une base de l'espace des fonctions paires, ortho-

gonales et de carrés scalaires proportionnels & 2,1,1,...,1,2.

LEMME 6. - Posons

] (Z)
(2)
y(z) = : (27)
A ¢2m(z)
on a alors des formules
R, az+b '
vie) = it M ) vEED (28)
ol M((a‘b)) est unitaire pour la forme lx x + xR+ R - -Pl'x b3
= c,d 2 171 2m-1 2m-1272m" 2m
chaque fois que a,b,c,d sont entiers avec ad - bc = . :

Le groupe modulaire est en effet engendré par les transformations z - z+1

et z - -1/z ; le lemme est alors évident par récurrence sur le nombre de trans-
az+b

formations de ce type nécessaires pour obtenir z - cz+d

4, Approximations et majorations.
On a aisément des’ approximatiéns des wu dans des demi-plans Im(z) > y
(y constante strictement positive quelconcjue). Le principe de ce qui suit est

celui—éi : les transformations du groupe modulaire permettent d'en déduire des
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approximations des dans les transformées de ce demi-plan. Or si Y‘g‘? ,
le demi-plan Im(z) > y contient.un domaine fondamental de groupe modulaire ;
ses transformées recouvrent alors tout le demi-plan Im z > 0 . On aura donc
un systéme d'approximations des Wu (puis des cpu ’ pgis de FA(z) , & condi-
tion d'examiner n(mz)) utilisables partout. Soit. D_ le demi-plan Im(z) 2 vy

On désigne par Dh/k (h premier & k) le transformé de D_ par la transforma-
az+b

tion qui envoie « en h/k ; alors z - (ah-bk = 1) envoie Dh/k sur

kz-h
; h + i
D_ ., et Dh/k est le disque tangent en h/k & R et de centre % ';:Z
Si on se propose d'obtenir une premiére approximation de p(n;A) et q(n;A) ,
il convient d'avoir des approximations des cpv dans DO/l et des majorations

dans les autres Dh/k (ainsi que des approximations de n(z) , n(mz) , n(mz/2),

mais cela est déja connu).

pproxi i . :
Approximations dans DO/1

D'aprés (23), on é dans D°°

2 2
B irz (E-+Z)inz .
v, = & od 0 (e 4m Do (29)
donc dans DO/l N
1/2 .1 ' - “mz,
bmez® = 2By 1)+ sin My (1/e 0 mod o]z R )e ™)

. (30)
efc par suite, toujours dans DO/l :
im im

. yooooAm PN
2 sin m 4mz -1/2 mz
Jm le

e mod 0(]|z|
‘Ceci est applicable bien entendu & la fonction n, (m =3 , y =1) et pefmet

= G172 D . 61

coV(Z)

méme"d'avoir des approximations de n(mz) ou -n(%lz) puisque l'on peut chan--
ger la valeur de la constante vy qui fixe la grandeur des disques Dh/k .
De {31) et de (19) & (22)  résultent alors les approximations de F,k (z) dans

A
DO/l :
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ler cas. m € A ; m impair ou m/2 € A .
2
(_@__M_)_))‘)

1/2
Fa@ = TT @ sin¥®B) " expl ) explinzlh + z,

A y<m/2 ' . .
vEA . vZA

2
mod 0(|z| Y ’exP(IZmz 4mz

=Ly . (32)

2e cés. m ¢ A ; m impair ou m/2 € A .
m ( 23Q
TR T Rahroum)

1 —_—
F(z)=—%x= | | (2 smL) exp( )exp(inz( -
A " /m vemy/2 12mz 12 12
vEA ‘ :
irm _ 3in
mod @ (|e12mz 4mz|) . . ) (33)

me A ; m pair, m/2 € A .

3e cas.
- — /
FA(Z) =,\/2 ' I (2 Sin)mm)(lg) exp(li ) exp(ln-z(lz 24+Z(m .{m_ZNl_)))
v<m/2
vEA |
mod 0(|z] /%, |explZL - 4mz|) (34)

de cas. m ¢ A ; m pair, m/2 £ A,
Fp (z) = /2 TT (@ sin m) exp(li;nz) exp(inz(lz 24 (E_M)))
\)<m/2 ‘

VEA
irm Bin
mod 0(]exp(12mz 4mz|) . (35)
Ces formules peuvent d'ailleurs se réduire & deux cas
Cas m e A .
Jp— ovmb/2 2)1/2 o odm .

CFyl2) =TT (2 sin ) NG exp(]; —).exp(+2inaz)

y<m

VA

my,y . (36)

mod 0(|z| /zleXp(IZmz 4mz)l)
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Cas m ¢A
FA(Z) = A/l_r—n|—l (2 sin %nﬂ)l/ .ex p(12mz) exp(2imnq z)
y<m
V€A
mod 0(|exp. UL 3n )|) (37)

12mz 4mz

Majorations en dehors de DO/l . On majore en dehors de 'D0/1 en ma-
jorant dans les Dh/k (kzZ) , buisque les Dh/k recouvrent le demi-plan
Im.z > 0 . Le lemme 6 joue ici un r6le essentiel : les matrices M((Z 2)) de
la formule (28) étant unitaires (pour une forme convenable) ont leurs coefficients
majorés en module par une méme constante. On a alors la possibilité d'avoir
des majorations uniformes en k pour tous les disques Dh/k . L'additif ala
proposition 1 va servir également d& nous dispenser de certains calculs.

. az+b
Dans Dh/k , on utilise la transformation =z ~ %z-h qui raméne a D .

On a alors avec des développements limités poussés assez loin des fonctions

-i8_n/(z-h/k)
\uu : PA(z) € 0(|ZCne n ‘ dans Dh/k ou la somme des |Cn| est
majorée par une constante absolue C (gr&ce au lemme 6), .les Bn dépendant
de la fraction h/k . Or, si B est le plus grand des Bp tels que le dévelop-
pement limité de PA(z) contienne effectivement _e-isn/(z-h/k) ceci est l'ordre

de grandeur de SA(z) . L'additif & la proposition 1 montre alors que le B est

majoré par un Bé strictement inférieur & r/12m .

On a alors en dehors de D0 1

nSo/Im z)

r
I’A(z) € O(e ou s < —

12m

5. Résultats : éguivalents de p(n;A) et q(n;A) .

11 sufﬁt d' apphquer les formules de Cauchy

l/2+l.e

p(n;A) = | PA(z)e_zmnzdz
-1/2+ie .
1/2+ie F, (z)

q(nA) = A Ziﬂnzdz

'r-1/2+1e Fal22)

avec un ¢ convenable. On divise en trois parties 11,12,13 l'intervalle d'inté-
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gration I étant l'intersection avec le disque D . On utilise sur I l'ap-

2 Fa(z) 0,1 2
proximation de FA(z) ou FA(Z_Z) , tandis qu'on utilise les majorations sur
A
I1 et 13

Cette technique élémentaire mais fastidieuse (cf. [A)) donné les résultats

suivants :

Cas ol me¢ A .,

— ml/2 /1 ™ Zs—r:{
p(nA) ~ OL\)Lm (2 sin ;1") /m e
VA
/=
a(nA) ~ % 4 Er;]-;%ﬁe $m .

Cas od m¢gA .

2rn
"/ 3m

1 1/2 4/ r 1
pnAd) ~ = T 1 @ sinI¥)/° "/ —=—0ne o
J/m O<y<m m /24m / Z.n:

vEA

1 4/
a(n;A) ~m 3

Remarque : Il est clair qu'au moyen d'approximations assez précises, non

m
3m

1 e”
3/4

seulement dans DO/l mais encore dans D1/2 . D1/3 , D2/3 etc... c'est-
a-dire les Dh/k avec k < K , on aurait des développements limités de
p(n;A) . Peut-&tre pourrait-on avoir méme une série analogue & celle de
Rachemacher ' ([A], [R]). De telles formules seraient des curiosités inutilisables,

car d'une complication trés grande.

CHAPITRE 1II

EN DEHORS DE LA. CONDITION DE SYMETRIE,
RECHERCHES ET CONJECTURES.

1. Comportement de fA(x) pour x ¢ [0,1[ .

- 1 T 2imz. . .
fv+nm(x) | W avec x = e " ; la théorie de la fonc-

=]
Soit \
n=0 (1
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tion donne pour =z imaginaire pur

Log f

i 1
(x) =T 4 3 Log(ig) +% Log m mod 0 (1) .

m+nm 12mz

= dm
+nm(x) T 12mz

On peut poser pour tout \,€ IN¥ , Log f +l(v-%)Log(£) + C, (2)
v m i v :

On a facilement alors C\H_m(z) = Cv(z) + Log % + Log (2rm) mod 0 (1) et pour

v multiple de\ z , Cv(z) admet une limite pour z imaginaire pur tendant

vers vzéro. On va "interpoler" ce comportement. Pour cela on vérifie d'abord :

£ (x)f (x) = av _ alv+l)
+ + - *
Log YIBM__v+2 o =T i xq X g > 0 (pour x e [0,1D .
(f\)+1 +nm(x)) . 1 14x74, . . 4+x .

Cette convexité montre que pour tout y € IN¥ , C (z) tend vers une limite
- v

pour z - 0 , laquelle s'exprime au moyen de la fonction Log T :

>

- (v L v_ v o) ;
Cv(z) (m 7)Log m + (m 1)Log 27 + Log r(m) mod 0(1) ;

autrement dit :

® (X_l) y_1 dn_ (2_l)
i |—-|- 1 m ™ 2 -(Zn)m (v)eIZmz .(g) m 2
THEOREME, | 2in(y+nm)z "~ 1 ‘Tl i

1. 1l-e
pour z imagihaire pur tendant vers zéro.

Il serait intéressant évidemment de majorer la différence des expressions
ci-dessus dans DO/I par exemple, et de majorer le membre de gauche en
dehors. Ceci suggére la conjecture : si A est réunion de r progressions de

raison m et de premiers termes vl,...,vr on a, :

: 11- V1
. T -7)
s rlin_ ooy ’ n /22
pA) ~ m " f.em T TSt e om
: _ 2und- 9
J2 n
. N T
fa;n51 que o) i il/z 1 .en 3m
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