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PROBLEME DE LA STABILITE STRUCTURELLE DES CHAMPS
DE VECTEURS HOLOMORPHES SUR CERTAINES SURFACES AIGEBRIQUES

par Bernard KIARES

I - Probléme de la stabilité structurelle

Soient M une variété analytique complexe, compacte de dimension n et a¥(M)

1'ensemble des champs de vecteurs holomorphes sur M ,

(M) est un espace vectoriel de dimension finie, que 1'on supposera muni

d'une norme qui en fait un espace de Banach.

1. DEFINITIONS:

- VevU(M) et WeU(M) sont dits analytiquement équivalents, s'il existe un

" automorphisme analytique de M, qui transforme V en W

- Ve et V' eW(M) sont dits topologiquement équivalents, s'il existe
un homéomorphisme de M sur

LA

M, qui envoie les trajectoires de V sur celles de

- Ve®(M) est dit structurellement stable, s'il existe un ouvert UM(V) con-
tenant V et tel que tout V' de UM(V) soit topologiquement équivalent & V

2. Probléme de la stabilité structurelle -

L'ensemble des champs de vecteurs holomorphes structurellement stables sur M
est un ouvert de 24¥(M) . Est-il partout dense ou non dans (M) 2
On va résoudre ce probléme dans le cas ol M est obtenue & partir de P1(C) X T1(C)

par éclatements successifs,

II - Recherche des champs de vecteurs holomorphes sur les surfaces considérées.

On va d'abord étudier le problime de 1'éclatement,

1, Champs de vecteurs holomorphes et éclatement

On considére : M une variété analytique complexe, de dimension supérieure ou
égale & deux, K une sous-variété de codimension supérieure ou égale i deux, M'
la variété obtenue par éclatement de Hopf le long de K , 1?%(M) 1'ensemble des

champs de vecteurs holomorphes sur M , s'annulant sur K et 27(M') 1'espace vec—
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toriel des champs de vecteurs holomorphes sur M!' -, On a :

PROPOSITION 1. 1rk(M) et (M) sont deux espaces vectoriels isomorphes,

Démonstration : On va faire la démonstration dans le cas oi dim M =2 et K est
un point m , Soient (x,y) des coordonnées locales au vois;nage de m , telles
que m corresponde & x =0 et y =0 . Soit V € 9(M) tel que
vV = P(x,y) 9/0x + Q(x,y) 3/dy au voisinage de m .

Sim ¢ M - M est la projection associée & 1'éclatement, et si m' € n-1(m)
il existe des coordomnées locales au voisinage de m' : (u,v) telles que

u=x v=y/x (ou w =x/y v' =y suivant la position de m' sur 11:-1(m) )
Alors V définit un champ de vecteurs ; qui s'écrit au voisinage de m' :

V = P(u,v) d/0u + Q(u,v) 3/ov avec :

P(u,v) = P(u,uv) ﬁuﬂ):-ﬁﬁﬁﬂumv)+0ﬁﬁdumﬂ
Pour que V soit holomorphe il faut et il suffit que P(0,0) =0 et @(0,0) =0
donc que V s'annule en m .

Réciproquement & tout.champ de vecteurs holomorphe sur M' on peut associer

(par 1a projection n) un champ de vecteurs holomorphe sur M' qui s'annule en m ,

Conséquences
- Si on éclate Eé(&) en quatre points formant un repére, sur la surface ob-

tenue il n'y a qu'un seul champ de vecteurs holomorphe : le champ nul, En effet il
n'existe aucun champ de vecteurs holomorphe sur Eé(c) , non nul, qui admette les
quatre points considérés comme points singuliers 4VK(P2(®)) est alors réduit &4 O

donc A¥(M') aussi, plus généralement :

- 8i M , sous~variété de EN(G) , contient N + 2 points formant un repére,
et si 1'on éclate M en N + 2 points, sur la variété obtenue, il n'y a qu'un seul
champ de vecteurs holomorphe : le champ nul,

En effet d'aprés la proposition 1 il suffit de chercher les champs de vecteurs
holomorphes sur M qui s'annulent en ces N + 2 points, Comme tout champ de vec-
teurs holomorphe sur M qui posséde un point singulier, au moins, se prolonge en
un champ de vecteurs de wN(w) y ([2]) et qu'il n'existe aucun champ de vecteurs
holomorphe de PN(C) non nul qui posséde ces N + 2 points comme points singu~

liers, le résultat s'en déduit immédiatement.

- Cette proposition montre, en outre, qu'il y a de "nombreuses" surfaces com—
pactes ne possédant que le champ nul, comme champ de vecteurs holomorphe plus préci-

sément : Carrel, Howard et Kosniowski ont déterminé dans un récent article, toutes
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les surfaces compactes admettant un champ de vecteurs holomorphe non trivial et pos-

sédant des singularités [1].

- On va maintenant appliquer ces résultats aux surfaces considérées., On peut

résumer cette étude par

PROPOSITION 2, Il existe un ouvert ©(M) pertout dense dans 4#(M) , une carte U

et des coordonnées locales (x,y) dans U , tels que tout champ de vecteurs V
de (M) soit analytiquement équivalent & un champ de vecteurs W de o(M) gui
s'écrit dans U

W= P(x,y) 0/0x + Q(x,y) 0/dy avec

ax P(x,y) P(xyy) = 0

I}
©
L]

P(X ,y)

by alx,y) Qlx,y) = 0

1]
o’
<

Q(X,Y)

les différents cas obtenus dépendent bien sfir de la position des points ol 1l'on fait

successivement, les éclatements,

III - Stabilité structurelle

N

Tous les champs considérés dans cette partie appartiendront & 6(M) (proposi-
tion 2).
1. Cas de @1(w) X Pi(c) =M
On est dans le cas de [@] de la proposition 2) avec a £0 et b #0 et
a#b . Tout chemp V de e(MO) est donc analytiquement équivalent & un champ W.

qui a pour composantes dans U : ;P(x,y) = ax

Q(x,y) = by

Etudions les trajectoires de W , W posséde quatre points-singuliers :

m(x:O,y:O),m1(x1_—.O,y1=O) avec x1=1/x,y1=y,m2(x2=0,¥2=0)
avec x2=x,y2=1/y et m3(x3=0;y3=0) avec x3=1/x,y3=1/y .
I1 y a quatre trajectoires homéomorphes & des cylindres : x=0 ou y=0

ou x_,=0 ou y, =20

3 3

et dans le cas ob Im(- a/b) £ 0 toutes les autres trajectoires sont homéomorphes

3 des plans admettant le paramétrage suivant :

Red
1 r.s.
P = ST log -ET-
() Red |a|?
1 r s
0 = Argk = — log ——
Imd 'k’ Red
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N

Ces trajectoires homéomorphes & des plans "s'enroulent" autour des trajectoires ho-
méomorphes & des cylindres puisque lorsque r ou s tendgnt vers zéro, ¢ et ©
tendent vers 1'infini,

Soit ©'(M) 1'ensemble des champs de vecteurs de 6(M) analytiquement équi-
valents aux champs W qui vérifient Im(a/b) £ 0 . Nous allons montrer que tout -
champ de vecteurs de o' (M) est structurellement stable et par conséquent le pro-
bléme sera résolu puisque 6'(M) est un ouvert partout dense de 4% (M) .

Soit V € e'(M) et VM(V) 1'ensemble des champs de vecteurs de e'(M) analy-
tiquement équivalents aux champs W' qui vérifient Imd , Im d' > 0 (d' = - a'/b').
Montrons que V et V' de VM(V) sont topologiquement équivalents, V est analy-
tiquement équivalent & W et V' & W' , il suffit donc de montrer que W et W
sont topologiquement équivalents., Pour cela on va construire un homéomorphisme h

qui envoie les trajectoires de W sur celles de W' :

- Ie paramdtrage (1) montre que toute trajectoire de W (et de W') coupe le
tore :r=1 et s =1 en un point et un seul, Soit h/z = Id ce qui donne
la correspondance entre les trajectoires de W et celles de W' , Il reste & mon-
trer qu'il existe une correspondance entre les points des trajectoires de W et
celles de W' , qui définit une application se prolongeant en un homéomorphisme de

191(0) x 91(a:) dans lui-méme.

Associons au point (r,s) de la trajectoire de W , le point (r',s') de la

trajectoire de W' (déterminé par la définition de h sur " ) tel que :

Imd’ |d 22. Imd'
r'=r Td” s' =8 Id'l Imd
On a alors ©' = f1(9,r) P = g1(¢,s) (avee h(x,y) = (x',y') et des nota-
tions évidentes).

Ceci montre que l'application ainsi construite se prolonge sur les trajectoires
particulidres (lorsque r tend vers zéro ou s tend vers zéro) d'une fagon conti-
nue, de méme qu'aux points singuliers qui sont laissés invariants (Imd ., Imd' > 0).

h ainsi contruit est un homéomorphisme qui envoie les trajectoires de W sur

celles de W' et le probléme est résolu,

N

2. Cas o M est obtenue & partir de P1(C) X P1(€) par éclatement en un point

On est encore dans le cas [@] {::t# 2 ¥ez b % 0 de la proposition 2. n

procéde de manitdre analogue & la précédente :

On considére e‘(M1) 1l'ensemble des champs de vecteurs de e(M1) analytique-
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ment équivalents aux champs W qui vérifient : Im(- a/b) # 0 et on montre que
tout champ V de 6'(M1) est structurellement stable,

Si V€ 9'(M1) on appelle UM1(V) 1'ouvert contenant V défini comme suit :

UM1(V) est 1'ensemble des champs de vecteurs holomorphes de e‘(M1) analyti-
quement équivalents aux champs W' tels que : Im(a/b) Im(a'/b') > 0 . Montrons
que V et V' de UM1(V) sont topologiquement équivalents, Pour cela il suffit
de le montrer pour W et W'

Remarquons que le point m olu 1l'on éclate correspond & x =0 et y =0 et
que x et y sont des coordonnées locales "habituelles" de P1(®) X P](C) (1es
changements de cartes sont les mémes que ceux définis précédemment)., On procdde de
la méme fagon que dans le cas (1). Toute trajectoire non homéomorphe & un cylindre
coupe "6 en un point et un seul et on pose hf = Id .

I1 faut montrer que 1l'on peut choisir la correspondance des points sur les tra-
jectoires de W et W' , de fagon que l'application ainsi définie se prolonge en

un homéomorphisme de M1 . Pour cela on va modifier la correspondance définie pré-

cédemment au voisinage de m , plus précisément dans E = {p(x,y) | |x|¢1 et |y|g1}:
Soit E1 = {(x,y) | rgs$1} X = re:Le y = se'?
E = {(x,y) | s¢xgt}

2
Dans E1 au point (r,s) de la trajectoire de W on associe le point (r',s') de
la trajectoire de W' tel que :

o
YoF
r' =1
2 2
d Imd' o d Imd'
L |_..L_|_
o _ o lar[? ma o a* | Ina o = 1¥2 Red + la]?
- Imd
t d :
e ans E2
X
l
s!' = s @
Imd! o Imd'
r' =r . s of © Imd

On vérifie que l'application ainsi définie se prolonge bien en un homéomorphis-—

me de M1 dans elle mfme, et le probldme est résolu,

3. Cas général

- Iorsque l'on reste dans le cas des variétés correspondant a
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[:] {a # 0 b ¥ 0 de la proposition 2, on procéde comme précédemment, c'est-a-dire
et a;éb

qu'on modifie la correspondance des points des trajectoires de W et de W' de

telle fagon que l'application ainsi construite se prolonge en un homéomorphisme de

la variété considérée sur-elle-méme. Pour ce faire, on est amené & considérer comme

précédemment 1'ensemble E , et & définir la correspondance dans des parties de E

situées entre des courbes du type r = sP/q P/q € Q+ ’

1 E = {(x,y) l rg¢ 1 et s g1}

Le nombre de courbes considérées correspondant au nombre d'éclatementssuccessifs

opérés, Les conclusions précédentes restent vraies,.

- I1 reste & traiter les cas [@] a =0 ou b =0 [a] a =b , [B] et [y] mais
dans ces cas le probléme est plus simple car il s'agit de cas dégénérés et 1'on
peut méme construire un automorphisme de M qui envoie les trajectoires de V sur

celles de V' , D'ol :

4, THEOREME —Sur une surface algébrique complexe obtenue par éclatements successifs
de P1(G) X 91(0) , 1l'ensemble des champs de vecteurs structurellement stables est

un ouvert partout dense de l'ensemble des champs de vecteurs holomorphes.,

5. Remarques

On fait une démonstration analogue & partir de PZ(G) ce qui généralise les

résultats obtenus par J. Guckenheimer dans un article & paraftre,
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