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RAPPORT SUR LE'PROLONGEMENT ANALYTIQUE DANS LES CORPS VALUES COMPLETS
PAR LA METHODE DES ELEMENTS ANALYTIQUES QUASI-CONNEXES.

M. KRASNER

On sait, depuis la thèse de W. Schôbe ( 1 9 3 0 ) , que la méthode de prolongement
analytique des séries de Taylor due à Weierstrass est inefficace pour les séries
de Taylor f ( X ) d'une variable X quand les coefficients de la série et les valeurs
de la variable sont supposés appartenir à un corps value complet k. En effet,
a étant un point arbitraire du cercle de convergence de f ( X ) , si l'on développe
f ( x ) "autour, de a " , on obtient une série des puissances de X-a, qui converge sur
le même cercle et nulle part en dehors. Ainsi, cette méthode ne permet jamais de
sortir du domaine de convergence. Il se trouve que la situation est presque la
même pour les séries de Taylor de plusieurs variables. Il n'est pas possible, non
plus, si les fonctions analytiques qu'on veut obtenir doivent satisfaire au "prin-
cipe d'unicité" (autrement d i t , , que la fonction soit complètement déterminée dans

( 2 ) ^ • • " • • .tout domaine , où elle existe comme fonction uniforme, par ses valeurs sur un
ouvert quelconque de ce domaine aussi petit qu'il so i t ) , de définir ces fonctions
par leurs propriétés-purement locales, comme leur développabilité, en tout point,
en séries de Taylor, car un corps value k est anti-connexe par rapport à sa topo—
logie (et k1'1 l'est par rapport à la topologie produit correspondante). Dans ces
conditions, on-est obligé,-pour réaliser le prolongement analytique non trivial,
de chercher d'autres méthodes, où les "éléments analytiques", c'est-à-dire les
"briques" de prolongement, ne .soient pas forcément les séries de Taylor, consi-
dérées sur des cercles non-ponctuels (c'est-à-dire non réduits à un seul point),
où elles convergent. Mon attention a été,attirée, dés 1 9 ^ 6 , par la méthode de Runge
(équivalent'e, dans le corps complexe, à celle de Weierstrass), où les "éléments
analytiques" en question sont des fonctions, partout définies sur certains ouverts
connexes caractérisés par Runge (efqui.portent son n o m ) , et qui sont les limites
uniformes, sur ces domaines, des fractions rationnelles n'y ayant aucun pôle. Bien
entendu, les domaines que j ' a i défini, dans le même but, dans les corps values, ne

( 1 ) J'appelle corpa values les corps values ultramétriques, c'est-à-dire ce que cer-
plains appellent corps values non-arc^ÎTiédiens ;
( 2 ) Dans les corps values, "domaine" sera synonyme d'"ensemble ouvert".
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peuvent pas être connexes, car le corps lui-même ne l'est pas, mais ont, tout de
même, certaines propriétés des domaines connexes du corps complexe. C'est pourquoi
je les ai appelés ensembles (ou domaines) quasi-connexes. Déjà, en 19^6» l'avais
envisagé une forme particulière de ces ensembles (cercle ou complément de cercle
avec un ensemble au plus dénombrable de trous circulaires circonférenciés satis-
faisant à certaines conditions), qui s'expliquait à la fois par la méthode de
démonstration (jamais publiée, elle était basée sur le i1611 théorème Mit^-ag-
Lefflerien, dont je ne connaissais alors qu'une partie assez faible) et par cer
faines lacunes de mes connaissances d'alors (ignorant la thèse de Schôbe, je ne
savais pas démontrer les inégalités de Cauchy pour une série de Laurent, dont le
domaine de convergence était réduit à une seule circonférence). C'est en 1952,
pendant mon séjour aux Etats-Unis, que j ' a i eu l'idée générale des ensembles quasi-
connexes et la démonstration correspondante de l'unicité (que j'avais montré, à
l'époque, à MM.S.Mac Lane et Wapples, à l'occasion d'une rencontre), publiée en 195^
dans mes Notes des Comptes Rendus En 195T» j ' a i publié 4 Notes développant
cette théorie, où j ' a i prouvé la préservation de l'analyticité quasi-connexe par les
opérations rationnelles et par la dérivation. Ces démonstrations m!ont amené à
définir certaines classes particulières d'ensembles quasi-connexes, les D , les
D"^ et, surtout, les ensembles quasi-connexes réguliers. Les éléments analytiquesa 5 b
réguliers, c'est-à-dire ayant leur support régulier, suffisent, comme j ' a i montré»
à faire tout prolongement analytique, ce qui permet de prouver que le prolongement
quasi-connexe considéré ne fournit que les fonctions globalement uniformes. Ceci
permet de parler du domaine maximal d'existence d'une fonction analytique uniforme
d'une variable ultramétrique. M.E.Motzkin a donné à ces domaines maximaux d'exis-
tence le nom de "domaines d'analyticité". Or, j ' a i vu en 1969 que ces domaines
d'analyticité coïncident avec les ensembles quasi-connexes réguliers (démonstration
esquissée dans' ) ;quelques mois plus tôt, MM.E.Motzkin et P.Robba -orouvé ,mais sans
que je le sache, que, dans le complété 3̂ . de la clôture algébrique du corps p-

»j P
adique rationnel Q , où tout quasi-connexe est régulier, tout ensemble quasi-conneœ
est un domaine d'analyticité, ce qui est le même résultat pour ce cas particulier).
Dans les Notes citées j ' a i prouvé, également, deux théorèmes "Mittag-Leffleriens"
qui permettent, dans une large mesure, de décrire les formes possibles des singu-
larités des éléments analytiques quasi-connexes et des fonctions analytiques uni-
formes auxquelles le prolongement quasi-connexe conduit. Cette*dernière description

( 3 ) voir M. Krasner C1]
( U ) voir M. Krasner [2] , [ 3 ] , [ U l
( 5 ) voir M. Krasner [5] , [6] , [ï] , \f\, [9]
( 6 ) voir M. Krasner [l 1]
( 7 ) voir E. Motzkin et P. Robba [15J
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(publiée plus tard) est basée, également, sur le "théorème des singularités au
bord", se trouvant dans les mêmes Notes, qui affirme qu'il n'existe pas de surcercle
propre du cercle de convergence d'une, série de Taylor dans un corps maximalement
complet k tel que cette série puisse être prolongée par la méthode quasi-connexe
partout sur ce surcercle. M.Ph. Robba a démontré (en 1969 ou 1970, mais ce résultat

/ Q \

n'est publié sous forme non-polycopiée qu'en 1972 dans - / ) un théorème "Mittag-
Lefflerien" plus général» qui, basé sur une partie de mon premier théorème, englobe
mes deux théorèmes comme cas particuliers ( e t , d'ailleurs, est valable pour les
éléments analytiques plus généraux que les quasi-connexes). Ce théorème permet de
décrire complètement les singularités possibles des éléments analytiques, mais ne
Semble guère plus efficace (sauf cas particuliers) que mes deux théorèmes quand il
s'agit de décrire celles des fonctions analytiques. La difficulté de ce dernier
problème est rendue particulièrement visible par le résultat suivant de M.M.Lazard ( 7:
le corps value k étant algébriquement clos et maximalement complet et C étant un
cercle non circonférencié de k (pouvant être le corps k tout entier), une fonction
m^romorphe dans C (c'est-à-dire le quotient de deux séries de Taylor convergeant
sur C ) peut avoir comme singularités un ensemble au plus dénombrable arbitraire
P = w. ; i < n $ +wde pôles p. satisfaisant à la seule condition que tout sous-cercle
circonférencié de C ne doit contenir qu'un nombre fini des p . , et, en plus, on peut
assigner arbitrairement à chaque p. la partie principale

^.1 (^i^1 + \,2 ̂ i1'2 ̂ • • + ̂  (^i5'"1

du développement de Laurent de la fonction considérée autour de p. .

Un exposé plus systématique^de cette théorie, complétant sur certains points
(mais quelquefois sans démonstration) mes Notes de 1954 et de 1957, a été publié,
à l'occasion du Colloque du CNRS "Tendances géométriques en algèbre et théorie des
nombres", Clermont-F , 2-9 avril 1 9 6 4 , dans le receuil de ce Colloque uo\ où j ' a i
fait une analyse, mentionnée plus haut, des singularités possibles des fonctions
analytiques uniformes d'une variable au sens quasi-connexe, énoncé (avec quelques
indications sur la démonstration) que la convergence uniforme sur un quasi-connexe
préserve l'analyticité (résultat déjà prouvé pour les éléments analytiques en 1957)
et indiqué l'influence sur 1'analyticité de la composition des fonctions. Dans le

(8) voir P. Robba [l7] , p. 122-124.

(9) voir M. Lazard [l3]

( 1 0 ) voir M. Krasner [10J » p.47, pp. I^-ISS.
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même travail, j ' a i développé une méthode de prolongement multiforme des fonctions
l'une variable ultramétrique (qui date» en fait, de 1 9 6 3 ) » dont les éléments ana-
lytiques peuvent être décrits comme éléments algébriques par rapport au corps des
fractions de l'anneau des fonctions analytiques sur quelque ensemble quasi-connexe
arbitraire. Enfin, vers 1 9 7 1 , j ' a i trouvé une généralisation des ensembles quasi-
connexes au cas de plusieurs variables ( j ' e n ai parlé au cours de l'année scolaire
1970-'19T1 dans une conférence, donnée à la Faculté des Sciences de Clermont, mais
cette théorie est exposée par écrit pour la première fois dans le présent rapport;
d'ailleurs, sa partie au-delà du théorème d'unicité n ' a été trouvée qu'en juin 1972,
lors de mon voyage en Norvège). Vers la même époque, une autre généralisation de la
même notion au cas de plusieurs variables a été trouvée indépendamment par/ a\
M.Ph. Robba et a été publiée dans sa thèse . Bien que, dans le cas de dimension 1 ,
les deux notions coïncident, celle de M. Robba est plus générale, mais semble moins
maniable que la mienne. La méthode de M. Robba est exposée dans le complément de ce
rapport.

Deux autres théories, liées avec le prolongement analytique, sont apparues
plus tard. Vers 1960, est apparue la théorie de Tate, développée ensuite par Grauert,
Remmert, Kiehl e t c . . . et vers 1969 celle de Motzkin et Robba (au développement de
laquelle a participé aussi Escassut).

La théorie de Tate n'est pas directement une théorie de prolongement ana-
lytique, mais une théorie des variétés analytiques, et elle est basée sur les mé-
thodes proches de celles de géométrie algégrique. Elle permet de voir ce qu'on peut
obtenir par de telles méthodes. Envisagée du point de vue de prolongement analytique
elle apparaît, par contre, comme moins générale que la méthode quasi-connexe. Ainsi,
dans le cas de dimension 1 , elle ne donne que la partie du prolongement qu'on peut
obtenir à l'aide des éléments analytiques, qui sont les sommes finies de séries de
Laurent de différents centres (en considérant les séries de Taylor comme les séries
de Laurent de centre 00 ) . Par contre» les éléments analytiques les plus simples
nécessaires pour effectuer le prolongement analytique quasi-connexe sont ceux de
support D* , c'est-à-dire les sommes uniformément convergentes sur le support d'un
nombre fini ou d'une infinité dénombrable de séries de Laurent de différents centres,
ces centres étant repartis sur un nombre fini de circonférences. Au moment de son
apparition, la théorie de Tate avait l'avantage d'être la seule théorie connue pour
la dimension > 1 , mais actuellement il en est de même pour la théorie quasi-connexe.
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Or, il se trouve que le prolongement analytique des fonctions L p-adiques rentre
dans la méthode quasi-connexe, mais pas dans celle de Tate. Ainsi, malgré son in-
térêt de certains points de vue, la méthode de Tate semble insuffisamment générale
pour tous les besoins analytiques.

.L a théorie de Motzkin et Robba part de l'idée suivante, qui a déjà été envi-
sagée, mais sans la développer, par C. Chabauty dans une conversation que j ' a i eu
avec lui vers 195^ ; l'essence'de 1'analyticité étant l'unicité, il faut, si l'on
définit les "briques" servant au prolongement analytique (les "éléments analytiques")
comme limites uniformes de fractions rationnelles sur des ouverts convenables, que
les ouverts qu'on emploie satisfassent au "principe d'unicité fort": f,f étant deux
éléments analytiques de support non disjoints D , D ' ,-l'égalité f = f sur quelque
ouvert de D H D' doit entraîner la même égalité partout sur D Q D ' . En particulier,
si l'on pose D = D' et f = 0, on obtient, comme cas particulier, le "principe
d'unicité faible" qu'on peut formuler ainsi : si une suite de fractions rationnelles
tend uniformément vers 0 sur un ouvert de D slle tend vers 0 partout sur D. Un tel
ensemble est dit analytique. Si D et D 0 D' sont analytiques, visiblement D et D'
satisfont au principe d'unicité fort, et, par contre, si D O D' n'est pas analytique
ils n'y satisfont pas. Les ensembles quasi-connexes et les éléments analytiques cor-
respondants sont déjà d'une grande généralité et forment une famille d'ensembles
analytiques fermée par rapport à l'intersection non vide. Ils ont aussi l'avantage
d'avoir une caractérisation géométrique relativement simple et d'être, à cause de
cela, assez maniables. Mais on peut chercher la généralité maximale, et chercher à
construire la théorie de prolongement analytique basée sur l'emploi de toute la
famille des ensembles analytiques, ou, du moins, de ses sous-familles aussi grandes
que possible. C'était cela l'idée de Chabauty et, ensuite, de Motzkin et de Robba.
Pour la réaliser, il fallait» pour commencer, caractériser géométriquement cette
famille. MM. Motzkin et Robba ont trouvé une condition, d'ailleurs très compliquée,
d'analyticité, dont ils ont prouvé la suffisance et, dans le cas hétêrotypique,
la nécessité, sa nécessité dans les cas homotypique ayant été prouvée plus tard par
M. Escassut. Il se trouve que l'intersection non vide de deux ensembles analytiques
n'est pas toujours analytique. Ainsi, si l'on veut développer une théorie "loca».
lement uniforme" de prolongement analytique» il faut se servir de certaines sous-
familles convenables de cette famille, telles que l'intersection non vide de deux
ensembles de la famille soit analytique. C'est sur cette base que Robba a construit
sa théorie de prolongement analytique. Il a, d'ailleurs, défini explicitement une
certaine famille d'ensembles analytiques (famille E ) , qui a la propriétés voulues et
( 1 1 ) Un corps value est dit homotypique ou hétêrotypique selon que sa caractéristique
et sa caractéristique résiduelle sont égales ou différentes.
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est plus grande que celle des ensembles quasi-connexes, mais il n'a donné aucune
caractêrisation explicite de toutes les familles maximales ayant ces propriétés.
Il semble plutôt pessimiste quant à la possibilité de trouver une caractêrisation
géométrique des ensembles analytiques de dimension > 1 .

Si l'on compare la théorie de Motzkin-Robba et la théorie quasi-connexe, on
constate que la première a l'avantage d'une plus grande généralité, mais que la
seconde est plus simple et plus maniable, en restant encore très générale et en
restant suffisante pour toutes les applications actuellement connues. Grâce à cela,
elle a, pour le moment, un avantage (peut-être durable) qu'on peut y caractériser
géométriquement les ensembles d'analyticité (c'est-à-dire les domaines maximaux
d'existence des fonctions analytiques uniformes) et généraliser la théorie aux di-
mensions > 1 .

§ . 1 . Le rappel de certains résultats :

Dans tout ce qui suit, les nombres semi-réels constituent une écriture très
utile. R° étant la droite réelle fermée (c'est-à-dire comprenant ± °° ) ordonnée par
son ordre naturel, et S" étant l'ensemble { - , 0 , + j ordonné par l'ordre - <0<+ ,
on appelle droite semi-réelle le produit cartésien R° x 2 , d'où l'on exclut,
toutefois, les éléments extrêmes ( ~ ° o , - ) et ( + o ° , + ) , ordonné par l'ordre lexico—
graphique. On plonge la droite réelle R° dans la droite semi-réelle S par applica-
tion r ——> ( r , 0 ) . S'il n'y a pas de danger de confusion, on écrira r , r , r au lieu
de ( r , - ) , ( r , 0 ) , ( r , + ) . Les éléments, f = ( r , ^) = r ̂  de la droite semi-réelle
seront dits nombres semi-réels et r(f ) = r , ̂  ( f ) = S seront dits respectivement
la valeur réelle et l'espèce de Y . Si A est un sous-ensemble de R° et si a est
Inf A ou lim A (resp. Sup A ou lim A) sur R ° » les mêmes fonctions (ou fonctionnelles)
de A sur S sont a ou a (r.esp. a ) selon que ces extrémums ou limites sont ou ne
sont pas atteints.

Etant donné un espace métrique ( e t , en particulier ultramétrique, c'est-à-dire
tel, que.sa distance satisfait à l'inégalité "ultramétrique"

d ( x » z ) ̂  Max^d(x»y), d ( y , z ) ] ) E, un A £• E et un a € E , on va appeler respecti-
vement rayon intérieur semi-réel de A par rapport à a» rayon extérieur (ou rayon
tout court) semi-réel de A par rapport à a, diamètre semi-réel de A les extrémums»
pris sur la droite semi-réelle S, Inf d ( a , x ) , Sup d ( a » x ) , Sup d ( x , y ) , où x»
resp. (x,y),parcourt A,resp. A X A. On les désigne respectivement r . ( a » A ) , r (a»A)
(ou simplement r ( a » A ) ) et d ( A ) . Si E est ultramêtrique et si a C A , ' o n a

r ( a , A ) = d ( A ) et si (E étant ultramêtrique) d ( a , a ' ) < r . ( a , A ) , on a
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r ^ ( a ' , A ) « r ^ ( a . A ) .

Si ^ - 9 S sont deux nombres semi-réels tels que 0 ̂  / . $ f ^ +^~
(si l'on "projectivise" E en y ajoutant le "point à l'infini" oo tel que

d ( a , oo ) » d(oo ^a) » + oo pour tout a ̂  oo (évidemment, on pose d(ù Q , o o ) = 0 ) , on

remplacera + oo par + w ) , où f . est un nombre semi-réel d'espèce 0 ou + et ^

en est un d'espèce 0 ou - , l'ensemble C ( a ; f . , f } des x C E tels que
S _ ^ d ( a , x ) -̂  î sera dit la couronne circulaire de centre a et de rayons

-̂  i ' J^e de E* En P611"11^11®1'» C ( a ; J 3 ) « C ( a ; 0 , J 7 ) sera dit le cercle de E de
centrera et de rayon ? et, si r C R° est -̂  0, S ( a ; r ) = C ( a , r , r ) sera dite la

circonférence de E de centre a et de rayon r. Quand on parlera des rayons intérieurs
ou extérieurs des couronnes non vides par rapport à leur centre a ou de leur dia-
mètre, on accompagnera ces termes d'adjectif propre.

On connaît les propriétés élémentaires des figures dans les espaces ultra-
métriques, dont certaines serviront dans la suite : si d ( x , y ) < d ( x , z ) , on a
d ( y , z ) = d ( x , z ) ; si a ' € C ( a ; . P ) , on a C ^ a ' . ; J3 ) = C ( a ; j 7 ) ; deux cercles non dis-
joints sont concentriques et un d'eux contient l'autre. Il existe le plus petit
cercle C ( A ) contenant un ensemble non vide A de l'espace et son diamètre propre est
d ( A ) . Si 0,0^ sont deux cercles disjoints, d ( x , x ' ) , où x C C et x' C C' ne dépend
pas du choix des c , c ' . Si d ( a , a ' ) < r , on a S ( a , r ) = S ( a ' » r ) . Une circonférence
S ( a ; r ) de rayon r est une réunion de cercles de rayon r , e t c - . . .

Soit k un corps value complet, dont soit \ . . \ la valuation et cJ ( . . ) =
= - Log | . . 1 l'ordre valuatif (rappelons que k est un espace ultramétrique par
rapport à sa distance d ( x , y ) = | x-y I ) , et soit K une clôture algébrique valuée de
k. Considérons une série de Laurent

f ( X ) = 7. a. X1 ( - û0 < i <: + û0 •, a. C k)

à coefficients dans k.

On va, d'ailleurs, "projectiviser" k (et K ) en leur adjoin^nant l'élément à
l'infini °o et on posera k' = k U S c o j et K' = K u j oo j . Le domaine de convergence
de f ( X ) dans K' est une couronne circulaire C Ç O ; ^ , ^ - 7 ) . Si f ^ r ^ f , à'cause de
convergence de f ( x ) quand i x l = r , exile

M^(r) = Max^ | a^ | r1 ,
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qui est, ainsi, une fonction définie sur l'intersection, [f . P J o avec R° du
segment semi-réel [f ,j>] . On a toujours | f ( x ) | .< M ^ ( l x | ) et. si k n'est pas

localement compact (en particulier, si K - k ) . on a les inégalités de Cauchy

M^.(r) » Sup I f ( x ) | .

où f $ r .< f et x parcourt toutes les valeurs € k telles que | x l « r. Si TT ( f )
est le polygone de Newton de f ( X ) , on sait que» si v " - Log r.

^.(v) « Min^ [ cj ( a ^ ) + iv] s - Log M^(r)

est l'ordonnée de l'intersection avec l'axe des ordonnées de la tangente L de
pente -v au polygone de Newton ÎT ( f ) de f ( x ) . De lors. les propriétés bien connues
de r r ( f ) montrent que si. les L^ sont les côtés de 7 T ( f ) (numérotées convenable-
ment) et si -v^ est la pente de L^ . ^(v) est continue et linéaire par morceaux,

les morceaux étant précisément les segments compris entre deux valeurs v. consé-
cutives. D'autre part. le lemme de Hensel pour les séries de Laurent monîre que
les v^ sont les seules valeurs possibles de l'ordre valuatif ^ ( z ) des zéros z de
f ( X ) dans K (par ailleurs, tout zéro de f dans quelque surcorps de K est déjà
contenu dans K ) , et que les zéros de ces ordres valuatifs existent sauf, quelquefois
quand L^ est le premier ou le dernier côté infini de ^ ( f ) . Ainsi, si v . = ̂  Locp
les valeurs r^ , qui forment une suite discrète (finie ou infinie dans une seule 1
direction ou dans les deux) sont les rayons des circonférences de K , où se trouvent
(sauf, peut-être, quand ils coïncident avec r { f } ou r^) des zéros de f ( X ) . Ces
valeurs r^ , dites exceptionnelles pour f, partagent l'intervalle de convergence

l̂ JL Jpo

de f en sous-segments ̂  , r̂  ] , où M ^ . ( r ) se représente par un certain monôme

fixé en r (qui est la valuation du terme de f ( X ) , qui prédomine dans ce segment),
ce monôme étant remplacé par un d'exposant plus grand quand on passe, dans le sens
des r croissants, une valeur exceptionnelle, ces deux monômes étant égaux pour cette
valeur. Si, dans quelque intervalle non-ponctuel 1 de [ J ' , / ] M ( r ) = cr^
ce monôme représente dans I , donc partout, la valuation d'un terme de f ( X ) , donc,
partout sur [ j3 ,f J ^ est .< M ^ ( r ) . Si f ( X ) est un polynôme, le nombre des valeurs
exceptionnelles, donc "segments de monômialité", est fini. Si a et x sont deux
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points d'espace ultramétrique, et si y est un point du même espace, y. est dit

proche de x par rapport à a si d(x;y) < d(x.a). Alors, on montre qu'on a, pour un

x t k, | f(x) 1 < M^.( lx|) si, et seulement s'il existe, dans K un zéro z de f, qui

est proche de x par rapport à 0 (auquel cas, on dira, par abus de langage, que z
est proche de x).

Si r ^[^R] est fixé, |f| = M (r) est, sauf si r = 0 ou » •*• oo , une
R° r i

valuation de l'anneau A des séries de Laurent, qui convergent sur la circon-

férence S(0,r). Elle se prolonge en une valuation

|f| ^ = M^.(r) = Mg(r ) : M ^ ( r ) )

du corps des fractions ^ de A , c'est-à-dire du corps des fonctions, méro-
morphes sur S ( 0 , r ) (on dit qu'une fonction est méromor-phe sur une couronne circu-
laire si elle y est représentable comme quotient de deux séries de Laurent, qui y
convergent), f = g/h , où g et hsont € A . Si l'on considère cette fonction à la
fois sur le corps IA p des fonctions f méromorphes sur C ( 0 ; f , P ) et pour tous
les r tels que / .̂ r $. f elle satisfait» en plus des axiomes de valuation pour r
fixe ( r ̂  0, r ̂  + oo ) :

1 ° ) Si r ̂  o, r ̂  + lu , M ( r ) = 0 implique f = 0.

2 ° ) M^(r) ,< Max 0^(r), M g ( r ) ] .

3 ° ) M ( r ) = M ^ . ( r ) M ( r ) ,

les axiomes suivants qu'on déduit facilement des propriétés énumérées de fonction
quand f est une série de Laurent, qui converge sur C ( 0 ; f , P ) ;

4 ° ) M ^ ( r ) , en tant que fonction de r sur [ f ,P^ , est continue et monomiale
R

par intervalles, les valeurs de r séparant deux intervalles de monomialité continus
étant forcément des rayons des circonférences (de centre 0) de K , où il y a des
zéros ou des pôles de f. Si f est une fraction rationnelle, le nombre des inter-
valles de monomialité est fini.

5 ° ) Soit Jr^ , r^ [ un sous-intervalle ouvert de [j^P] tel qu'il n'existe
R

aucun pôle p de f ( X ) , dont la valuation ( p ) appartienne à cet intervalle. Alors si 1
est un sous-intervalle non-ponctuel de Jr , r [ , où M ( r ) se représente par un
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monôme crq• (c £ R,c > 0,q entier), on a, partout sur le segment ir , r 1 ,

M^,(r) >. cr^ ;

6°) Si k n'est pas localement compact et si r ^ [ / s J J est tel qu'il n'existe
R°

dans K aucun pôle p de f (X) tel que |p| = r, on a» sur k,

M^.(r) = Sup^^ ^ | f ( X ) l ;

7°) Si x C k est tel qu'il n'existe aucun pôle p de f ( X ) dans K, qui soit

proche de x par rapport à 0, on a | f ( x ) | = M ( | x | ) .

8°) Soit f (X) une fonction mêromorphe sur un cercle C = C(0; / ) et soit a £ C.

Alors, g(x) = f(a+X) est mêromorphe sur le même cercle et si l'on pose

M^r) = Mg(r) ,

r ^ ( a | implique M^-Çr ) = M (r).

Je doit rappeler encore trois résultats.

Théorème de Weierstrass complexiforme. C étant un cercle (resp. une couronne cir-

culaire) d'un corps k, qui n'est pas localement compact et f , (X) , f ( X ) , . . , f . (X), . .

étant une suite de séries de Taylor (resp. de Laurent), toutes définies sur C, qui

converge uniformément sur C-, sa limite est représentable sur C par une telle série,

qui y converge partout.

Existence d'inverse d'une fraction rationnelle. Si une fraction rationnelle

f(X) n'a aucun pôle sur un cercle C, elle s'y représente comme somme d'une série

de Taylor, qui y converge.

Théorème d'unicité pour les séries de Taylor d'une variable. Si une série de Taylor

d'une variable s'annule sur un ensemble ayant un point limite, elle est identique-

ment nulle.
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§ . 2 - Ensembles quasi-connexes et éléments analytiques.

Soit k un corps value complet, et soit k' = kt>ico( son "projectivisé", obtenu
en lui adjoignant l'élément &o à l'infini avec les règles habituelles pour les
opérations et la distance ( a + M = oo + a = w g i a £ k ; o o + c o n'est pas
défini ; - o ° = c < î ; a o o = ç o a = w s i a e k ' n'est pas 0 ; oo 0 et 0 ̂  ne
sont pas définis ; oo = 0 , 0 = M ; d(oo , a ) = d ( a , co ) = + oo pour tout
a C k ; d( oo , oo ) = 0 ) .

Soient E un sous-ensemble de k' et d = d ( E ) . Si a £ E, a ̂  oo et si r est
réel, soit c ( a , E ; r ) = - ^ d ( a , x ) ; x C C ( a , r ) . . E î (où A . . B désigne le complé-
mentaire de l'ensemble B dans l'ensemble A , ceci sans'supposer B c A ) l'ensemble
des distances de a aux points de C ( a ; r ) n'appartenant pas à E. L'ensemble E est
dit ultra-ouvert en a si, pour tout r S> d , c ( a , E ; r ) est fini. Cette condition peut
se formuler aussi de deux autres manières suivantes : 1 ) pour tout r ^.d réel,
l'ensemble des x i E tels que d ( a , x ) .̂ r est contenu dans la réunion d'un ensemble
fini de circonférences de centre a ; 2) pour tout b € E, l'ensemble des x i, E tels
que d ( a , x ) $• d ( a , b ) est contenu dans la réunion d'un ensemble fini de circonférences
de centre a.

On va appeler valeurs exceptionnelles d'un E S; k' par rapport à un a C E,
a ̂  où , les nombres réels positifs (y compris, éventuellement, + oo ) r tels que
la circonférence S ( a ; r ) de k' ne soit pas disjointe avec le complémentaire de E.
On peut encore dire que E est ultra-ouvert en a € E, a ̂  oo , si, et seulement si
ou bien l'ensemble des valeurs exceptionnelles de E par rapport à a, qui sont
^ d = d ( E ) , est fini (et ceci obligatoirement si d est réel), ou bien des valeurs
forment une suite croissante, qui tend vers d sur la droite semi-réelle (donc vers
r ( d ) , mais sans atteindre cette limite, sur la droite réelle). On peut donc, dans
ce cas, numéroter comme suit la suite croissante (finie ou infinie) de ces valeurs :
r^ < r^ < . . . . . . < r^ < . . . ( n < N ^ + o o ) . S i d > 0 , autrement dit si E

contient au moins deux points, on a E 5 C ( a ; r ' . ) , et a est un point intérieur
de E.

E est dit quasi-connexe s'il contient au moins deux points et est ultra-ouvert
en tout a C E tel que a ̂  co . En vertu de la remarque qui précède, tout ensemble
quasi-connexe est ouvert. Si k est discrètemebt valu® l'inverse est aussi vrai» mais
si k est à valuation dense, les ensembles quasi-connexes ne forment qu'une classe
très particulière d'ensembles ouverts.
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( 1 2 )On démontre que la famille des ensembles quasi-connexes d'un corps k
possède les propriétés suivantes : 1 ) L'intersection de deux ( e t , par suite» d'un
nombre fini) d'ensembles quasi-connexes l'est encore ; 2) La réunion d'une famille
enchaînée d'ensembles quasi-connexes l'est encore» 3) La transformée (T. E d'un
ensemble quasi-connexe E C k' par une homographie non singulière ( T :
x — (T.x = (ax + b) / ( c x + d) deflp ^J ̂  0) est quasi-connexe.

Si E £k' est quasi-connexe, et si k est al gébri (mènent clos. une fonction
f : E ——>k est dite un élément analytique de k de support E s'il existe une suite

f, . f ^ ,... ....f,

de fractions rationnelles (d'une variable X) f. e k(x) sans pôles dans E» qui

converge vers f uniformément sur E. Toute suite de cette sorte sera dite une suite

approximante de f sur E.

§.3 - Fonctions M^.(r) d'un élément analytique f. Théorème d'unicité.

Supposant k complet et algébriquement clos, soient f un élément analytique

de support E £• k' tel que 0 fc E et f. , f? ».. . , f. »... une suite approximante

de f sur E. Comme chaque f. est une fraction rationnelle, M(r). = M- (r) est définie
1 r — i 1 ^

sur toute la demi-droite réelle non-négative R = LO»'*' w J (et même pour
+ R°

r = -t oo si oo n'est pas un pôle de f . )» et il n'y a, pour cet1.e fonction , qu'un

nombre fini de valeurs exceptionnelles. C'est donc une fonction continue et n'ayant

qu'un nombre fini d'intervalles de monomialité. En plus, pour tout r C R_^ fixé

| f ) = M (r) est une valuation du corps k(x) des fractions rationnelles de X sur

k. Donc» en considérant le triangle (0,f. , f.) de ce corps, et en posanti j " *

M ( r ) . . - = M- _ ( r ) . on a | M ( r ) . - M ( r ) . l .< M ( r ) . . et M ( r ) . = M ( r ) . si
1 , j I . l • 1 J l » j 1 j

1 <J

M(r). ^ <M( r ) .i ,j i

< 1 2 ) Voir M. Krasner [2] . .
( 1 3 ) Une suite d'ensembles E = E , E^ , . . . . , E^ = E' est dite une chaîne entre
E et E' (ou reliant E à E ' ) si ses deux termes consécutifs quelconques sont non
disjoints : E . _ r! E. f 0. Une famille F d'ensembles est dite enchaînée si, pour
tous couple des E, E' £ F, existe une sous-famille de F, qui, convenablement or-
donnée, constitue une chaîne reliant E ' à E ' .


