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RAPPORT SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DANS LES CORPS VALUES COMPLETS
PAR LA METHODE DES ELEMENTS ANALYTIQUES QUASI-CONNEXES.

M. KRASNER

On sait, depuis la th&se de W. Sch&be (1930), que la méthode de prolongement
analytique des séries de Taylor due & Weierstrass est inefficace pour les séries
de Taylor f(X) d'une variable X quand les coefficients de la série et les valeurs
de la variable sont supposés appartenir 3 un corps valud (1 complet k. En effet,
a étant un point arbitraire du cercle de convergence de f(X), si 1'on développe
f(X) "autour. de a", on obtient une série des puissances de X-a, qui converge sur
le méme cercle et nulle part en dehors. Ainsi, cette méthode ne permet jamais de
sortir du domaine de convergence. Il se trouve que la situation est pPresque la
méme pour les séries de Taylor de plusieurs variables. Il n'est pas possible, non
plus, si les fonctions analytiques qu'on veut obtenir doivent satisfaire au "prin-
cipe d'unicité" (autrement dit, . que la fonction soit complétement déterminée dans

2)

tout domaine ( , ol elle existe comme fonction uniforme, ﬁér ses valeurs sur un
ouvert quelconque de ce domaine aussi petit qu'il soit), de définir ces fonctions
par leurs propriétés purement locales, comme leur développabilité, en tout point,
en séries de Taylor, car un corps valué k est anti-connexe par rapport d sa topo-—
logie (ef k® 1'est par rapport i la topologie produit porrespondante). Dans ces
conditions, on -est obligé, -pour réaliser le prolongement analytique non trivial,

"é

de chercher d'autres méthodes, ol les "éléments analytiques", c'est-d-dire les

"

"briques" de prolongement, ne soient pas forcément les séries de Taylor, consi-

dérées sur des cercles non-ponctuels (c'est-d-dire non réduits & un seul point),

ol elles convergent. Mon attention a été ,attirde, dés 1946, par la méthode de Runge
(équivalente, dans le corps complexe, & celle de Weierstrass), ol les "éléments
analytiques" en question sont des fonctions, partout définies sur certains ouverts
connexes caractérisés par Runge (et qui portent son nom), et qui sont les limites
uniformes, sur ces domaines, des fractions rationnelles n'y ayant aucun pdle. Bien

entendu, les domaines que j'ai défini, dans le méme but, dans les corps valués, ne

(1) J'appelle corps valués les corps valuds ultramétriques, c'est-3-dire ce que cer-—
tains appellent corps valués non-archimédiens ;

(2) Dans les corps valués, "domaine" sera synonyme d'"ensemble ouvert".
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peuvent pas étre connexes, car le corps lui-méme ne l'est pas, mais ont, tout de
méme, certaines propriétés des domeines connexes du corps complexe. C'est pourquoi .
je les ai appelés ensembles (ou domaines) quasi-connexes. Déjd, en 1946, l'avais
envisagé une forme particulidre de ces ensembles(3) (cerclé ou complément de cercle
avec un ensemble au plus dénombrable de trous circulaires circonférenciés satis-
faisant 3 certaines conditions), qui s'expliquait & la fois par la méthode de
démonstration (jamais publiée, elle était basée sur le Iier théoréme Mit+ag-
Lefflerien, dont je ne connaissais alors qu'une partie assez faible) et par cer
taines lacunes de mes connaissances d'alors (ignorant la th&se de Sch&be, je ne
savais pas démontrer les inégalités de Cauchy pour une série de Laurent, dont le
domaine de convergence était réduit & une seule circonférence). C'est en 1952,
pendant mon séjour aux Etats-Unis, que j'ai eu 1'idée générale des ensembles quasi-
connexes et la démonstration correspondante de l'unicité (que j'avais montré, a
1'époque, 3 MM.S.Mac Lane et Wapples, & l'occasion d'une rencontre), publiée en 1954
dans mes Notes (&) (5)

des Comptes Rendus En 1957, j'ai publié L Notes développant

cette théorie, ol j'ai prouvé la préservation de l'analyticité quasi-connexe par les
opérations rationnelles et par la dérivation. Ces démonstrations m'ont amené &
définir certaines classes particulifres d'ensembles quasi-connexes, les Da,b , les
D: b et, surtout, les ensembles quasi-connexes réguliers. Les éléments analytiques
rééuliers, c'est-d-dire ayant leur support régulier, suffisent, comme j'ai montré,
a faire tout prolongement analytique, ce qui permet de prouver que le prolongement
quasi-connexe considéré ne fournit que les fonctions globalement uniformes. Ceci
permet de parler du domaine maximal d'existence d'une fonction analytique uni forme

~

d'une variable ultramétrique. M.E.Motzkin a donné a ces domaines maximaux d'exis-
tence le nom de "domaines d'analyticité". Or, j'ai vu en 1969 que ces domaines
d'analyticité coincident avec les ensembles quasi-connexes réguliers (démonstration

(6)

esquissée dans squelques mois plus t8t, MM.E.Motzkin et P.Robba nrouvécn,mais sans
que je le sache, %Pe, dans le complété XLP de la cldture algébrique du corps p-
adique rationnel Qp , ol tout quasi-connexe est régulier, tout ensemble quasi-connexe
est un domaine d'analyticité, ce qui est le méme résultat pour ce cas particulier).

(5)

Dans les Notes citées j'ai prouvé, également, deux théorémes "Mittag-Leffleriens'
qui permettent, dans une large mesure, de décrire les formes possibles des singu-
larités des éléments analytiques quasi-connexes et des fonctions analytigues uni-

formes auxquelles le prolongement quasi-connexe conduit. Cette’ dernidre description

(3) voir M. Krasner [1]

(4) voir M. Krasner [2] , 31,04

(5) voir M. Krasner [5] ,[6],[7],[8],[9}
(6) voir M. Krasner [11]

(7) voir E. Motzkin et P. Robba [15]
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(publiée plus tard) est basée, également, sur le "théoréme des singularités au
bord", se trouvant dans les mémes Notes, qui affirme qu'il n'existe pas de surcercle
propre du cercle de convergence d'une. série de Taylor dans un corps maximalement
complet k tel que cette série puisse €tre prolongée par la méthode quasi-connexe
partout sur ce surcercle. M.Ph. Robba a démontré (en 1969 ou 1970, mais ce résultat
n'est publié sous forme non-polycopiée qu'en 1972 dans (8)) un théoréme "Mittag-
Lefflerien" plus général, qui, basé sur une partie de mon premier théoréme, englobe
mes deux théorémes comme cas particuliers (et, d'ailleurs, est valable pour les
é1éments analytiques plus généraux que les quasi-connexes). Ce théordme permet de
@écrire compldtement les singularités possibles des éléments analytiques, mais ne
semble guére plus efficace (sauf cas particuliers) que mes deux théordmes quand il
s'agit de décrire celles des fonctions analytiques. La difficulté de ce dernier
probléme est rendue particuliérement visible par le résultat suivant de M.M.Lazard(gz
le corps valué k étant algébriquement clos et maximalement complet et C &tant un
cercle non circonférencié de k (pouvant &tre le corps k tout entier), une fonction
m2romorphe dans C (c'est-3-dire le quotient de deux séries de Taylor convergeant

sur C) peut avoir comme singularités un ensemble au plus dénombrable arbitraire

P =§Pi
circonférencié de C ne doit contenir qu'un nombre fini des p; » et, en plus, on peut

3 1< n$-+q%de pdles p; satisfaisant a4 la seule condition que tout sous-cercle

assigner arbitrairement 3 chaque p; la partie principale

-n.

+ a. ()(—pi)_2 :

1.2 +...+ a, (X—pi)

1,0,
it

du développement de Laurent de la fonction considérée autour de p;

Un exposé plus systématique de cette théorie, complétant sur certains points
(mais quelquefois sans démonstration) mes Notes de 1954 et de 1957, a été publié,
3 1l'occasion du Colloque du CNRS "Tendances géométriques en algébre et théorie des
nombres", Clermont—Fd, 2-9 avril 1964, dans le receuil de ce Colloque (10), ol j'ai
fait une analyse, mentionnée plus haut, des singularités possibles des fonctions
analytiques uniformes d'une variable au sens quasi-connexe, énoncé (avec quelques
indications sur la démonstration) que la convergence uniforme sur-un quasi-connexe
préserve 1l'analyticité (résultat déjd prouvé pour les éléments analytiques en 1957)

et indiqué 1'influence sur l'analyticité de la composition des fonctions. Dans le

(8) voir P. Robba [7] , p. 122-124.
(9) voir M. Lazard [13]
(10) voir M. Krasner [Kﬂ, .47, pp. 127-133,



13k M. KRASNER

méme travail, j'ai développé une méthode de prolongement multiforme des fonctions
i'une variable ultramétrique (qui date, en fait, de 1963), dont les éléments ana-—
lytiques peuvent etre décrits comme éléments algébriques par rapport au corps des
fractions de 1l'anneau des fonctions analytiques sur quelque ensemble quasi-connexe
arbitraire. Enfin, vers 1971, j'ai trouvé une généralisation des ensembles quasi-
connexes au cas de plusieurs variables (j'en ai parlé au cours de 1l'année scolaire
1970-1971 dans une conférence, donnée i la Faculté des Sciences de Clermont, mais
cette théorie est exposée par écrit pour la premiére fois dans le présent rapport;
d'ailleurs, sa partie au-deld du théoréme d'unicité ﬂ'a été trouvée qu'en juin 1972,
lors de mon voyage en Norvége). Vers la méme &poque, une autre généralisation de la
méme notion au cas de plusieurs variables a été trouvée indépendamment par

M.Ph. Robba et a été publide dans sa theése (8). Bien que, dans le cas de dimension 1,
les deux notions coincident, celle de M. Robba est plus générale, mais semble moins
maniable que la mienne. La méthode de M. Robba est exposée dans le complément de ce

rapport.

Deux autres théories, liées avec le prolongement analytique, sont apparues
plus tard. Vers 1960, est apparue la théorie de Tate, développée ensuite par Grauert,
Remmert, Kiehl etc... et vers 1969 celle de Motzkin et Robba (au développement de

laquelle a participé aussi Escassut).

La théorie de Tate n'est pas direetemert une théorie de prolongement ana-
lytique, mais une théorie des variétés analytiques, et elle est basée sur les mé-
thodes proches de celles de géométrie algégrique. Elle permet de voir ce qu'on peut
obtenir par de telles méthodes. Envisagée du point de vue de prolongement analytique
elle apparait, par céntre, comme moins générale que la méthode quasi-connexe. Ainsi,
dans le cas de dimension 1, elle ne donne que 15 partie du prolongement gu'on peut
obtenir & l'aide des éléments mnalytiques, qui sont les sommes finies de séries de
Laurent de différents centres (en considérant les séries de Taylor comme les séries
de Laurent de centre ® ). Par contre, les éléments analytiques les plus simples
nécessaires pour effectuer le prolongement analytique gquasi-connexe sont ceux de
support D;,b N c'e;t—ﬁ-dire les sommes uniformément convergentes sur le support d'un
nombre fini ou d'une infinité dénombrable de séries de Laurent de différents centres,
ces centres étant repartis sur un nombre fini de circonférences. Au moment de son
apparition, la théorie de Tate avait l'avantage d'&tre la seule théorie connue pour

la dimension > 1, mais actuellement il en est de méme pour la théorie quasi-connexé.
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Or, il se trouve que le prolongement analytique des fonctions L p-adiques rentre
dans la méthode quasi-connexe, mais pas dans celle de Tate. Ainsi, malgré son in-
térét de certains points de vue, la méthode de Tate semble insuffisamment générale

pour tous les besoins analytiques.

N Zi 2

La théorie de Motzkin et Robba part de 1'idée suivante, qui a déja été envi-
sagée, mais sans la développer, par C. Chabauty dans une conversation que j'ai eu
avec lui vers 1954 : 1'essence de l'analyticité étant 1'unicité, il faut, si 1l'on
définit les "briques" servant au prolongement énalytique (les "&léments analytiques")
comme limites uniformes de fractions rationnelles sur des ouverts convenables, que
les ouverts qu'on emploie satisfassent au "principe d‘'unicité fort": f,f' étant deux
éléments analytiques de support non disjoints D,D' ,-1'égalité f = f' sur quelque
ouvert de D N D' doit entrainer la méme égalité partout sur D O D'. En particulier,
si 1'on pose D = D' et f' = O, on obtient, comme cas particulier, le "principe
d'unicité faible" qu'on peut formuler ainsi : si une suite de frac¢tions rationnelles
tend uniformément vers O sur un ouvert de D elle tend vers O partout sur D. Un tel
ensemble est dit analytique. Si D et D N\ D' sont analytiques, visiblement D et D'
satisfont au principe d'unicité fort, et, par contre, si D N D' n'est pas analytique
ils n'y satisfont pas. Les ensembles quaéi-connexes et les éléments analytiques cor-
respondants sont déji d'une grande généralité et forment une famille d'ensembles
analytiques fermée par rapport 3 1l'intersection non vide. Ils ont aussi 1'avantage
d'avoir une caractérisation géométrique relativement simple et d'etre, & cause de
cela, assez maniables. Mais on peut chercher la généralité maximale, et chercher &
construire la théorie de prolongement analytique basée sur 1l'emploi de toute la
famille des ensembles analytiques, ou, du moins, de ses sous—-familles aussi grandes
que possible. C'était cela 1'idée de Chabauty et, ensuite, de Motzkin et de Robba.
Pour la réaliser, il fallait, pour commencer, caractériser géométriquement cette
famille. MM. Motzkin et Robba ont trouvé une condition, d'ailleurs trés compliquée,
d'analyticité, dont ils ont prouvé la suffisance et, dans le cas hétérotypique,(11)
la nécéssité, sa nécessité dans les cas homotypique ayant &té prouvée plus tard par
M. Escassut. Il se trouve que l'intersection non vide de deux ensembles analytiques
n'est pas toujours analytique. Ainsi, si 1'on veut développer une théorie "loca~-
lement uniforme" de prolongement analytique, il faut se servir dé certaines sous-
familles convenables de cette famille, telles que l'intersection non vide de deux
ensembles de la famille soit analytique. C'est sur cette base que Robba a construit
sa théorie de prolongement analytique. Il a, d'ailleurs, défini explicitement une

certaine famille d'ensembles analytiques (famille E), qui a la propriétés voulues et

(11) Un corps valué est dit homotypique ou hétérotypique selon que sa caractéristique

et sa caractéristique résjduelle sont égales ou différentes.
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est plus grande que celle des ensembles quasi-connexes, mais il n'a donné aucune
caractérisation explicite de toutes les familles maximales ayant ces propriétés.
I1 semble plutdt pessimiste quant 4 la possibilité de trouver une caractérisation

géométrique des ensembles analytiques de dimension > 1.

Si 1'on compare la théorie de Motzkin-Robba et la théorie quasi-connexe, on
constate que la premiére a l'avantage d'une plus grande généralité, mais que la
seconde est plus simple et plus maniable, en restant encore trés générale et en
restant suffisante pour toutes les applications actuellement connues. Grace 3 cela,
elle a, pour le moment, un avantage (peut—étre durable) qu'on peut y caractériser
géométriquement les ensembles d'analyticité (c'est-d-dire les domaines maximaux
d'existence des fonctions analytiques uniformes) et généraliser la théorie aux di-

mensions > 1.

§.1. Le rappel de certains résultats :

Dans tout ce qui suit, les nombres semi-réels constituent une &criture trés
utile. R° &tant la droite réelle fermée (c'est-d-dire comprenant + ® ) ordonnée par

son ordre naturel, et I &tant 1l'ensemble i-—,O,*—} ordonné par l'ordre - <0<+ ,

on appelle droite gsemi-réelle le produit cartésien R® x T , d'ol l'on exclut,
toutefois, les éléments extrémes (- %,-) et (+o,+), ordonné par l'ordre lexico-
graphique. On plonge la droite réelle R® dans la droite semi-réelle S par applica-
tion r — (r,0). S'il n'y a pas de danger de confusion, on écrira r_,r,r+ au lieu
de (r,-), (r,0), (r,+). Les éléments f = (r, ¥) = r % ge la droite semi-réelle
seront dits nombres semi-réels et r(f) = r, ¥ () =¥ seront dits respectivement
la valeur réelle et 1l'espéce de P ., Si A est.un sous-ensemble de R® et si a est
Inf A ou lim A (resp. Sup A ou 1im A) sur R°, les mémes fonctions (ou fonctionnelles)
de A sur S sont a ou a+ (rgsp. a—) selon que ces extrémums ou limites sont ou ne

sont pas atteints.

Etant donné un espace métrique (et, en particulier ultramétrique, c'est—a-dire
tel, que sa distance satisfait & 1'inégalité "ultramétrique"

d(x,z) € Ma.x[d(x,y), d(y,z)] ) E, un ASEetun a €E, on va appeler respecti~

~

vement rayon intérieur semi-réel de A par rapport & a, rayon extérieur (ou rayon
tout court) semi-réel de A par rapport & a, diamétre semi-réel de A les extrémums,
pris sur la droite semi-réelle S, Inf d(a,x), Sup d(a,x), Sup d(x,y), ol x,

resp. (x,y),parcourt A,resp. A x A. On les désigne respectivement ri(a,A). re(a,A)

(ou simplement r(a,A)) et d(A). Si E est ultramétrique et si a € A,’on a

r(a,A) = d(A) et si (E étant ultramétrique) d(a,a') < ri(a,A), on a
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ri(a',A) = ri(a,A).

si ‘Fi' fe sont deux nombres semi-réels tels que O < J’i ¢ f e ¢ + W

(si 1'on "projectivise" E en y ajoutant le "point & 1'infini" w tel que

P
d(a,w) = d(w ,a) = + © pour tout a # ® (évidemment, on pose d(wm,») = 0) , on
remplacera + w  par + © ), ol 'fi est un nombre semi-réel d'espéce O ou + et j’e

en est un d'espéce O ou - , 1l'ensemble C(a; fi . fe) des x € E tels que

ji L d(a,x) € Pe sera dit la couronne circulaire de centre a et de rayons
Pis fe de E. En particulier, C(a; #) = C(a;0,F ) sera dit le cercle de E de
centre‘a et de rayon f et, si r € R® est >0, S(a;r) = C(a,r,r) sera dite la

circonférence de E de centre a et de rayon r. Quand on parlera des rayons intérieurs
ou extérieurs des couronnes non vides par rapport & leur centre a ou de leur dia-

métre, on accompagnera ces termes d'adjectif propre.

On connait les propriétés €lémentaires des figures dans les espaces ultra-
métriques, dont certaines serviront dans la suite : si d(x,y) < d(x,z), on a
d(y,z) = d(x,z) ; si a'€ C(a; ), ona C(a'y;f) = C(a; #) ; deux cercles non dis-
joints sont concentriques et un d'eux contient 1l'autre. Il existe le plus petit
cercle C(A) contenant un ensemble non vide A de l'espace et son diamétre propre est
d(A). Si C,C' sont deux cercles disjoints, d(x,x'), ol x € C et x' € C' ne dépend
pas du choix des‘c,c‘. si d(a,a') < r, on a S(a,r) = S(a',r). Une circonférence

S(ajr) de rayon r est une réunion de cercles de rayon r , etc...

Soit k un corps valué complet, dont soit ! ..} la valuation et w (..) =
= - Log |..| 1l'ordre valuatif (rappelons que k est un espace ultramétrique par

rapport a4 sa distance d(x,y) = |x-y | ), et soit K une cl8ture algébrique valuée de

k. Considérons une série de Laurent
£X) = a, X' (-0 <i<+wja €k

a coefficients dans k.

On va, d'ailleurs, "projectiviser" k (et K) en leur adjoinenant 1'élément 3
1'infini ® et on posera k' = k VU img et K' = KU Jw! . Le domaine de convergence
de f(X) dans K' est une couronne circulaire C(0; f ,)D). Si f¢r g _}9 , 3 cause de
convergence de f(x) quand | x| = r, exite

i
Mf(r) = Max, la; | v,
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qui est, ainsi, une fonction définie sur l'intersection, [P ,P ] Ro 8vec R® du
segment semi-réel [f ,)DI . On a toujours |f(x)]| € Mf(lxl) et, si k n'est pas

localement compact (en particulier, si K = k), on a les inégalités de Cauchy
Mf(r) = gup | £f(x)1| ,

ol £ ¢ r $f et x parcourt toutes les valeurs € k telles que |x |=1r. Si r (f)

est le polygone de Newton de f(X), on sait que, si v = - Log r,

. © . _
ff(v) = Min, [ (ai) +iv] = - Log Mf(r)
est 1l'ordonnée de l'intersection avec l'axe des ordonnées de la tangente LV de
pente -v au polygone de Newton W (f) de f(X). De lors, les propriétés bien connues
de T (f) montrent que si, les L; sont les cotés de T (f) (numérotdes convenable-

ment) et si -v; est la pente de L; , ¥ _(v) est continue et lindaire par morceaux,

f
les morceaux étant précisément les segments compris entre deux valeurs vy consé-
cutives. D'autre part, le lemme de Hensel pour les séries de Laurent montre que

les vy sont les seules valeurs possibles de 1'ordre valuatif w (z) des zéros z de

f£(X) dans K (par ailleurs, tout zéro de f dans quelque surcorps de K est déja

contenu dans K), et que les zéros de ces ordres valuatifs existent sauf, quelquefois

i
les valeurs r.o qui forment une suite discréte (finie ou infinie dans une seule

quand L; est le premier ou le dernier cSté infini de T (f). Ainsi, si v.= =logr, ,
i

direction ou dans les deux) sont les rayons des circonférences de K, oll se trouvent
(sauf, peut-&tre, quand ils colncident avec r(f) ou r(/%) des zéros de f(X). Ces

valeurs T dites exceptionnelles pour f, partagent l'intervalle de convergence

de f en sous-segments 'r. , r. (r) se représente par un certain monome

i
fixé en r (qui est la valuation du terme de f(X), qui prédomine dans ce seement),
ce mondme étant remplacé par un d'exposant plus grand quand on passe, dans le sens

des r croissants, une valeur exceptionnelle, ces deux mondmes étant &gaux pour cette

q

valeur. Si, dans quelque intervalle non-ponctuel I de {f,}ol M. (r) = cr- ,
o

f
ce mondme représente dans I, donc partout, la valuation d'un tgrme de f(X), donc,

partout sur {f!})] est < Mf(r). Si f(X) est un polyndme, le nombre des valeurs
o
Pall

exceptionnelles, donc '"segments de mondmialité", est fini. Si a et x sont deux
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points d'espace ultramétrique, et si y est un point du méme espace, y. est dit
proche de x par rapport & a si d(x;y) < d(x,a). Alors, on montre qu'on a, pour un
x €k, | f(x)I ¢ Mf(lxl) si, et seulement s'il existe dans K un zéro z de f, qui
est proche de x par rapport & O (auquel cas, on dira, par abus de langage, que 2z
est proche de x).

Sire[f,ﬁ] . est fixé, lflrst(r) est, sauf si r = O ou = + © , une
R

valuation de 1'anneau A’r des séries de Laurent, qui convergent sur la circon-

férence S(0,r). Elle se prolonge en une valuation
lel | =M (r) = M (r) : M (r))

du corps des fractions Fr de Jir , c'est-8-dire du corps des fonctions, méro-
morphes sur S(O,r) (on dit qu'une fonction est méromorphe sur une couronne circu-
laire si elle y est représentable comme quotient de deux séries de Laurent, qui y
convergent), £ = g/h , ol g et h sont €A . Si 1'on considére cette fonction & la
fois sur le corps 4 des fonctions f méromorphes sur C(O; f,jo) et pour tous
les r tels que f ¢ ; s}o elle satisfait, en plus des axiomes de valuation pour r
fixe (r # 0, r# + ® )

1°) sSir#0, r# +w , Mf(r) = 0 implique f = 0.

les axiomes suivants qu'on déduit facilement des propriétés énumérées de fonction

quand f est une série de Laurent, qui converge sur C(0; f ,}7) :

4o) Mf(r), en tant que fonction de r sur [-ftfl , est continue et monomiale
RQ

par intervalles, les valeurs de r séparant deux intervalles de monomialité contigus
étant forcément des rayons des circonférences (de centre 0) de K, ol il y a des
z8ros ou des poles de f. Si f est une fraction rationnelle, le nombre des inter-

valles de monomialité est fini.

5°) Soit Jr. , r,[ un sous-intervalle ouvert de [f,))l tel qu'il n'existe
1 2 R0
aucun pdle p de f(X), dont la valuation | p| appartienne & cet intervalle. Alors si I

est un sous—-intervalle non-ponctuel de ]r1 ’ r2 [ , ol Mf(r) se représente par un
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mondme crd (¢ € R,c » 0,q entier), on a, partout sur le segment :r1 . rg] s

Mf(r) s crd 3

6°) Si k n'est pas localement compact et si r € [fgjﬂ est tel qu'il n'existe
RO

dans K aucun pdle p de f(X) tel que |p| =r, on a, sur k,

M (r) = SUP = r I£(x)
7°) Si x € k est tel qu'il n'existe aucun pdle p de f(X) dans K, qui soit

proche de x par rapport & O, on a |f(x)| = Mf(lxl)-

8°) Soit f(X) une fonction méromorphe sur un cercle C = C(0; f) et soit a € C.

Alors, g(X) = f(a+X) est méromorphe sur le méme cercle et si l'on pose

r) = Mg(r) s

r > |a] implique Mga)(r) = Mf(r).

Je doit rappeler encore trois résultats.

Théordme de Weierstrass complexiforme. C étant un cercle (resp. une couronne cir-
culaire) d'un corps k, qui n'est pas localement compact et f1(X), f2(X),.., fi(X),..
étant une suite de séries de Taylor (resp. de Laurent), toutes définies sur C, qui
converge uniformément sur C, sa limite est représentable sur C par une telle série,

qui y converge partout.

Existence d'inverse d'upe fraction rationnelle. Si une fraction rationnelle

f(X) n'a aucun pdle sur un cercle C, elle s'y représente comme somme d'une série

de Taylor, qui y converge.

Théoréme d'unicité pour les séries de Taylor d'une variable. Si une série de Taylor

d'une variable s'annule sur un ensemble ayant un point limite, elle est identique-

ment nulle.
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§.2 - Ensembles quasi-connexes et éléments analytiques.

zZn

Soit k un corps valué complet, et soit k' = kt}{m& son "projectivisé", obtenu
en lui adjoignant 1'élément « & 1'infini avec les ré&gles habituelles pour les
opéfations et la distance (a+®W = W+ a=w sia € k; w+w n'est pas
défini 3 - ® = ® ; a  =w a=®m sia € k' n'est pas O ; © 0O et O w ne

sont pas définis ; w = 0 3 07! = w ; d(e,a) = dla,w) = + © pour tout

a €k ; dlw ,w) =0 ).

Soient E un sous-ensemble de k' et d = d(E). Si a €E, a # ® et si r est
réel, soit c(a,E;r) = éd(a,x) 3 x €C(a,r) .. E } (ol A .. B désigne le complé-
mentaire de 1l'ensemble B dans l'ensemble A, ceci sans'supposer B ¢ A) l'ensemble
des distances de a aux points de C(ajr) n'appartenant pas & E. L'ensemble E est
dit ultra-ouvert en a si, pour tout r &d, c(a,E;r) est fini. Cette condition peut
se formuler aussi de deux autres manidres suivantes : 1) pour tout r ¢ d réel,
1l'ensemble des x ¢ E tels que d(a,x) ¢ r est contenu dans la réunion d'un ensemble
fini de circonférences de centre a ; 2) pour tout b € E, 1l'ensemble des x ¢ E tels
que d(a,x) € d(a,b) est contenu dans la réunion d'un ensemble fini de circonférences

de centre a.

~

On va appeler valeurs exceptionnelles d'un E ¢ k' par rapport & un a € E,

a # ¥ , les nombres réels positifs (y compris, éventuellement, + P ) r tels que
la circonférence S(aj;r) de k' ne soit pas disjointe avec le complémentaire de E.
On peut encore dire que E est ultra-ouvert ena € E, a # ® , si, et seulement si
ou bien 1l'ensemble des valeurs exceptionnelles de E par rapport & a, qui sont ‘

¢ d = d(E), est fini (et ceci obligatoirement si d est réel), ou bien des valeurs
forment une suite croissante, qui tend vers d sur la droite semi-réelle (donc vers
r(d), mais sans atteindre cette limite, sur la droite réelle). On peut donc, dans

ce cas, numéroter comme suit la suite croissante (finie ou infinie) de ces valeurs :

rga) < réa) Cons e < ria) ¢ +oo (D EN S+ w). Sid >0, autrement dit si E
contient au moins deux points, on a E 2 C(a;rga) 7), et a est un point intérieur
de E.

E est dit quasi-connexe s'il contient au moins deux points et est ultra-ouvert
en tout a € E tel que a # ¥ , En vertu de la remarque qui précéde, tout ensemble
quasi-connexe est ouvert. Si k est discrétemebt valué l'inverse est aussi vrai, mais
si k est 4 valuation dense, les ensembles quasi-connexes ne forment qu'une classe

trés particuliére d'ensembles ouverts.






