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APPENDICE avec B. ANGENIOL

RESUME.- On applique la théorie du Résidu et Dualité de Grothendrieck annoncée au
"Congrès international des Mathématiciens en 1958 et apparue dans [ R D ] , à la
cohomologie de De Rham. Plus précisément, on introduit l'yperhomologie de De Rham
pour énoncer les résultats sans faire référence au plongeaient du cycle dans une va-
riété lisse. On considère aussi le cas relatif, le cas d'une morphisme plat est
traité dans l'Appendice.

ABSTRACT.- This work is an application of thé Duality theory of Grothendrieck an-
nounced in thé International Congress of Mathematicians in 1958 and vhich appeared
in [ R D ] , more precisely "we apply thé Residual complex to thé construction of thé
fundamental class of a cycle. As a général principle thé Chow ring A * ( X ) of a
smooth variety X is an "initial cohomological object", that is to say that for any
cohomological theory H* ( X ) it does exist a canonical morphism Cy : A*(X)-»- H * ( X ) .

As cohomology •we take thé De Rham cohomology. To "be able to give thé statement
of thé results vithout thé choice of a particular embedding in a smooth variety, we
introduce aiso thé De Rham hyperhomology.

We consider aiso thé relative case for a scheme X over a scheme S, after con-
sidering spécial cases, ve prove in thé Appendice thé existence of a fundamental
class C y when X is of finite Tor-dimension over S in characteristic zéro.

* Equipe de Recherche associée au C . N . R . S . N° 589
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INTRODUCTION

Le but de ce travail est l'étude du complexe résiduel et de ses applications
à la théorie des Résidus en Géométrie algébrique.

Dans la théorie de la dualité annoncée au Congrès International des Mathéma-
ticiens à Edimbourg en 1958, Grothendrieck a défini pour toute variété X sur un
corps k un complexe résiduel K_ [83. Lorsque X est propre sur k, ce complexe sert
à démontrer pour tout i e [N et tout faisceau quasi-cohérent F l'isomorphisme de
dualité suivant : ' -

Ext'^F.K-) ^ Homdî^X,?)^).

C'est là une généralisation de la dualité de Serre sur une variété X lisse et
propre de dimension n sur k, auquel cas Ky est une résolution de iï-y-Cn].

Cette théorie a été développée par Hartshorne ( [ R D ] ) (voir «aussi Deligne [3 ]
et Verdier [251) dans un cadre général (pour un morphisme propre), où l'on trouve
de plus la description détaillée du complexe résiduel.

La notion de résidu est intimement liée à la différentielle du complexe K-- et
la construction de ce dernier étant acquise, on possède une notion de résidu
sur une variété quelconque et pour un morphisme de variétés (voir § 1 ) .

Rosenlicht a défini pour une courbe X réduite, un faisceau tOy/, de formes ré-
gulières à l'aide de la notion de résidu sur la désingularisée X' de X [ 2 1 ] :

w e a)y <—s Vf € Q , Z Rés ,fW=0 pour x' au-dessus de x.À,X A ,X X

Ce faisceau se révèle être actuellement un complexe dualisant.

On démontre que le morphisme trace pour une désingularisation est surjectif
sur les complexes résiduels. Il est possible aussi de donner la définition d'un ré-
sidu sur une variété X non nécessairement lisse et de l'exprimer à l'aide des sym-
boles résidus de Grothendieck sur la dé singularisée.

A part le théorème de dualité, on peut appliquer le complexe résiduel à la
construction d'une classe fondamentale d'un cycle. Il s'agit-là d'un principe
général ( [ 1 8 ] et [ 1 1 ] , p. 359) qui. dit que l^anneau de Chow A * ( X ) d'une variété
lisse X est un "objet cohomologique initial", c'est-à-dire que pour toute théorie
cohomologique H * ( X ) , il existe un morphisme canonique C : A ' ( X ) -> H ' ( X ) .X

On construit au § II l'hyperhomologie de De Rham IH ( X ) égale à la cohomologie
du complexe simple associée à Ky' = Hom(0 ,K* ) , elle est munie d'un morphisme ca-
nonique dans l'homologie de De Rham de X,et se trouve liée à celle de Hodge de X ;
ce qui nous permettra de construire pour toute variété une classe fondamentale
sans utiliser un espace ambiant lisse.

Grothendieck a déjà signalé ce complexe double K-' dans une note de bas de
page dans [ 1 2 ] ; Hartshorne l'a utilisé dans [27 ] , nous l'avons fait indépendam-
ment dans la préparation de la thèse ( [ 6 ] , et [ T ] ) .

On construit au § III la classe fondamentale d'un cycle respectivement dans
l'hyperhomologie de De Rham, l'homologie de De Rham et celle de Hodge. On démontre



la compatibilité du produit d'intersection des cycles et le cup-produit en cohomo-
logie. Ce paragraphe est une version améliorée de l'article [ 5 ] .

De plus» on traite au § IV le problème de la classe fondamentale dans le cas
relatif. Etant donné un morphisme f : X -*• S, on lui associe canoniquement une
classe C y qui vérifie "la propriété de la trace", dans le cas d'une intersection
complète relative locale. Si S n'est pas normale, cette classe n'existe pas néces-
sairement pour f équidimensionnel. Dans l'Appendice, on démontre l'existence pour
f de Tor-dimension finie.

Cet article est une rédaction allégée d'une partie de ma thèse présentée en
1976 à l'Université Paris VII, sous la direction de J . L . Verdier qui m'a aidé à
dégager les idées centrales dans ce travail tel le complexe double et son appli-
cation à l'hyperhomologie et la propriété de la trace. Je lui suis reconnaissant,
aussi bien qu'à C. Houzel, qui a suivi mes efforts dès le début.



I.- RESIDUS ET COMPLEXE RESIDUEL

1.0.- NOTATIONS ET RAPPELS

On va donner ici un aperçu des résultats dans ([RD]) qui nous intéressent. On
utilisera les mêmes notations et la même terminologie.

Soit f : X ->• S un morphisme de type fini entre deux schémas localement noethé-

riens, le complexe dualisant D^,g est un objet de la catégorie dérivée des Q -Mo-
dules à cohomologie cohérente, c'est-à-dire un complexe de Q.y-Modules, dont lesX
faisceaux de cohomologie sont cohérents, et que l'on considère à quasi-isomorphis-
me près. Si f est lisse de dimension relative n, Dy, est quasi-isomorphe à

^X/S^ ^le comPlexe nul en tout degré i- - n est égal à ^n en degré-n).

. Si f se compose d'un morphisme fini h : X ^ Y et d'un morphisme lisse Y ^ S,
^^Vx/S'BHom^^.^rn]).

Ces définitions ont un sens grâce à l'isomorphisme Résidu :
h

T^eo/Lcme.. - So^t x —>• Y an diagramme, commutait^ ou. ^ e/t h ^ont ^n^U &t g eM
^ 4

S
Li&^e. de. dàn&n&>ion ^.eJ^U-ve, n. kto^ on CL :

B,Homg(f^ ( ,̂ ôg) = B g^ S Hom^ ̂ ^W)

Par exemple, si X est définie dans Y par une suite régulière

^'"'^n € ^Yï ^Y^ et v € ^^'^y/S^' l'lsomorPhlsIIle Résidu agit ainsi :

^S^X^ - ̂ ^X^

a - R é s l " < - ^ V 1

où à droite le symbole correspond à un élément de Ext11 calculé à l'aide du complexe
de Koszul sur t ^ , . . . , t ; et à gauche a est une section de ff qui relève a, et le
Résidu est celui de Grothendieck d a n s ( ( [ R D ] ) .
de Koszul sur t ^ , . . . , t ; et à gauche a est une section de ff qui relève a, et le

Noter que si <^ - A [[t ,... .1]] et v = Z b. . t 1 . . . t n d t , A . . . A d t
^•^ ' n i... .1 1 n 1 n1 n



10

•"'•'-.—.:'•'.,-,...,y

alors Rés
a. a

lî,'-^
Le complexe Résiduel : Supposons X lisse de dimension relative n sur un corps k,

le complexe résiduel K— de X est le complexe de Cousin de ^n [n], concentré sur

l'intervalle E-n,0]. On le construit ainsi : pour un point x de X et un Q^ . -X
Module F, r ' F désigne le groupe des germes de sections de F au voisinage de x, à

support dans x l'adhérence de x, le i61316 fondeur dérivé associé est H^F). Pour

un groupe G on note i G (ou parfois G simplement) le faisceau constant sur x égal

à G, et nul ailleurs ; cd^(x) est la codimension de x dans X.Alors pour tout

j € [0,n], on a : id"" i H13^11).x x X- / \ . A A Acd^(x)=j

rour tout faisceau F localement 11'bre de rang m le complexe Ky(F) =

iÇ , ®^ (-^) ® FE-nl est une résolution par des faisceaux quasi-cohérents injec-
X X

tifs.

Soit maintenant i : Y -> X une immersion fermée, alors K*. est isomorphe à :
(^riÇ = i*Homç/(i^ Ôy.IÇ). Pour tout j e [0,n], id "x ̂ e Y,x'cd^(x)=j X,x

H^)).

Si Y est de codimension pure p, IC. est concentre sur les degrés [-n+p,0], donc

Ext^ ^Y,^) = 0 pour i < p et Ec^ 9'y,"^) ïi H'^ï'dCy) s'injecte dans

'n+p = > i ^ Ext^ «^n).
cdy(y)=0 x ^.y Y'y x'y^

Enfin si Z' c Z sont deux sous-espaces fermés de X, le fondeur H , , ( * ) dé-—Z/Z
signe la cohomologie à .support dans Z module Z ' . On souligne un symbole, par exem-

ple Hom.Ext pour désigner le faisceau associé. Les lettres t%? , ,̂ désignent l'idéal

maximal d'un anneau locale et 1g la longueur. Le dual d'un faisceau S'est "¥ .

Dans la suite on va décrire la différentielle de K*. et sa relation avec leÀ
Résidu. On démontre aussi la surjectivité de la trace pour une dé singularisât ion.

1.1.- CALCUL DE LA DIFFERENTIELLE DU COMPLEXE D'UNE VARIETE X LISSE

1 . 1 . 1 . - Soit Z. la filtrat ion de X par la codim. (Z. = {x e X : cd (x) > i}).
Le complexe de Cousin lÇ( ^) de ^ , égal en degré i à H1 / (9,,) s

^>——— i H"^ G"J ([RD] ch.IV var.6.F.), est dualisant sur X. Sa différentielle secd(x)=i x x X



1 1

déduit du morphisme de connexion 6 : H ,- ( 0 - . ) -^ H1 /- ( ô _ ) ([RD]-2. / Z - . . , X — Z . . / Z . X
Prop.2.5,P.235). 1 1 ' 1 • 1 2

Soient x un point de X et (f , . . . , f . ) un système de paramètres de ff^. (né-
1 1 / \ X ,X

cessairement une suite régulière), les idéaux 1 = (f...... ,f.) alternent avec
x neK

les puissances de l'idéal maximal W-, ) .Le complexe de Koszul de la suite
.neN

( f . , . . . » f . ) nous donne l'isomorphisme suivant :

H^( 0,) . 11. Exty ( 0- /(^.....^). 0-^ ~- lim ^/(f1?.....^
-> n X,x ' ' -> n '

'*
où la limite inductive est considérée pour la multiplication par f, x .. .x f. pour
les indices n et n + m.

Dans la suite, si A est un anneau, M un A-module, et f , . . . , f . dans A, on dé-
note l'image d'un élément "a e M/Çf1 ' , . . . ,^) dans- lim M/ (f11,... af3?) par le symbole

^....<_j-
1.1.2.- Réduction au cas d'une cour'be de Gorenstein

Soient x un point de X de codimension i, et y ç x de codimension i+1 dans X.
On peut trouver des éléments f , . . . ,f . e ôy Q^i forment un système de paramètres

i 1 •^-sy
de u et un élément f . . - e ,̂- tel que ( f , , . . . , f . , f . „ ) forment aussi un sys-A,X i ' i A,y l i i1" l
terne de paramètres de Q . Les sous-variétés fermées Z définies par

T* T* 9

(f.... . . , f . ) sont des intersections complètes dans un voisinage affine de x dans X,
qu'on suppose égal à X pour simplifier ; le point x est égal à l'un des points gé-
nériques (x. ) , des composantes irréducti'bles de Z , par exemple x = x .

t te[0,h] ^ r ° -

On va expliciter le morphisme 6 : H ( Qy) -> H ( Ô-), induit par la différen-
tielle de IÇ( 0^).

P îopo^^cùcon. - Aug.c t^& notcU^LoYi^ c<.-d&A4o4, ^e/A &ou^-\)a^iç,tQ^ Z ^ont di Go^yi^teÂyi
So^(wt A - ff j . ^ A - Çf l U compta :

X,x/(f^,....^) yîr X.y/(f^....f^)
P

Y» ' ' -y •v ' ^ — " — — • y -v •\r -v
, S€[0,h] ̂  se[0,h] xs^r ^^

ou. P dê-A^ne. ta p^oje-c^Uon c.anoyu,qae.f &&t du.aJLUa.yut ^UM, Spec( y ). 1i e-x^cô/te.r n 1 --p'y
d&ô ^&omo^,phÂ^me>& c.a.novu.quLQ^ 3 <it $ quÂ. ^e,nde.ni. ti d^ag^amm^ ^uivay^t
c.ommutcuU^ :



lim P
lim S A ——^-1L-!———.lim(EA )/A

r ^s9 -> r -' yï

^

H^)=2__^(^ ——!x——- ^(^seCO,h] s

Con.ottcuA.f2,. - So^iwt x € X an po^Lyit de, codim i, d&A ê^ême.ntA f,,...,f., g e 0'-,——————— i ^ i A,X
&-é âne ^une v e r ^n Panô ^a Àtu^fc, -êa notation ^ymboJUqae. [f ...f,] •Aappo.&e
^mpJUcitwwt quie, ta. -ào^e. f,»...,f. &6.t ^guJU^e., Mon^ ta. (LLH^AwLieJUia ô

1 1 A

cfe K*- opeAe. comme. 4u t̂ :

r v/g i r ww/g w

6y( ) = (-D11À | f , . . . . . . .f^ L f i - - - - - f - ; g -: R-M) 1 1

^.......fj Lf,.....^
L& 4/c3n& p/LOvenat^É du. de.caJiage. dam> -€,&& de,g^te.^ &A/C ê^o^ a dim x.

1,2.- nE MDRPHISME RESIDU

1.2.1.- Soit X une variété algébrique de dimension pure n sur un corps k, de

complexe résiduel K- . Si Z est une sous-variété fermée de X, le sous-complexe
I-K-- est formé des sections de K- à support dans Z ; on note P : K*, -^ FnrK-- la
projection canonique qui est simplement un morphisme de 9-modules gradués, et•"•
ô = P o 6 la restriction sur Z de la différentielle <S de K-.

On dit qu'une suite décroissante S. = ( S . ) de sous-variétés fermées
0 Je[1. j3

est pure si S. est de codimension pure j dans X pour tout j e [1,h] . On désigne
u

par 6- : K*. ^ T- IÇ le morphisme composé : 6 o . . . o ^ o . . . o 5S. ^ -S^ S^ Sj S^

PéK'cn<^con.- Soient (x ). . ^&À po .̂»zéA de. codimension zéro day\^ X ; ^e exA^te,—"————— X À€À
an mo^LpkUmç, c.anoyu,qu.e. C : T. ^v/i. ->- S J(x-)[ \)OAA § III,?4.1].À . . À/K,X - AÀeA À ^

Un appeJULe. .̂é4/cda d'âne ^o^e. dJL^VtWtiait<i. ^a^ionnoJUQ, w ç î, ^L.. at on
-n+h À£A x

no^ Rés (ai) ^L Aect<.on cte. j^ K^ é^â^e a. ôg o C^(a)).

1.2.2.- Soient f : X -> Y un morphisme de type fini de préschémas localement
noethériens de dimension relative bornée, et S. = (X 3 S....3 S ) une suite pure
de longueur h dans X.
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V^^iyu^ion : t) POOA. tout ouveAt qua&t-compact U de Y, e<t tout élément
ai € Hf'VlÇ) VeÂ-ewent ôg ((jj) &A;t âne. ^e.ction de. T^ (f'Vic-) . On de.^nit :

h
Rés^(oi) = Tr f ° ô (œ)

(ce. n'&A-t poA un mo^pkc&me. de. cowptoceA).

^c) St de. RÛJL& Y e/A/t une. vanietê. cLtge.b^Lque. 4tiA an co^p& k, &< x d&
dùnens>>ion PUA.C. n, de po^ntA ge.ne.n^que^ (x^) ; on appelé. ^.e.^du d'une, ^onme, dif,-

À€A •P^en^e^e a) € Z ÎL. en S.4UA Y, ^'êtô»t&nt Rês- ((jj) obtenu e.n appliquant à
ÀeA ^À s-

a) -£& mo^p^ô6»i& compose. Résg^ ° c^ oa C^ : Z ^ -»• K-. de^tgne. te. mo^ph^me. cano-
ÀeA 'x

n^ça&.

<me'~ i) Cette définition du résidu contient le cas d'un morphisme non lisse;
par exemple le cas d'une variété singulière.

ii) Si S n'a pas de composante génériquement finie sur Y, le résidu de
a) en S. sur Y est nul.

iii) Si Y est de dimension pure n-h sur k, de points génériques
.c»

(y ) , le résidu Rés (ai) appartient à î J(y ), si de plus Y est réduit, il
Y€r n-h ^r Y

est dans £ ̂ n .
YeF I/kïy

Dans ce cas, on s'intéresse au symbole résidu d'une forme œ e F Î211 non relati-

ve, c'est une forme différentielle sur Y.

Exemple.- Soit X une variété lisse, de dimension n sur k, une suite localement ré-

.gulière f ,...,f e F(X, ôy), la suite S. = { (S . ) où S. = V(f,,...,f.)} est
" ^ - • r i i , - ! 1 1 1

ieC1»h]

pure. Pour tout a) e T ^, le résidu Rés (—Ë-) e H^ (X,î211) est représenté par le
i i h

symbole (-1)1 1 [ f - ï .y. ï f , ] . On écrit aussi Rés au lieu de Rés.., .
1 h ^•••^h s*

1.3.- SURJECTIVITE DE LA TRACE

1.3.1.- Supposons X lisse et soit z un point de Y. On peut construire un mor-
phisme g défini sur un voisinage V de z dans Y, dans l'espace affine A^ à p dimen-
sions, tel que g induise sur Z n V un morphisme fini et dominant.

Soient un nombre fini de points (x.) de cudim n-p dans X, fermés dans la
1 tel
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0).i
fibre X , un symbole 3 = E @. = Z c Z H11"1^^!11), et t le point gé-

z i 1 -f f x. X
fl.i'—^n-p^

nérique de Ap. Si on représente J(z) par lim Hom( ôy /T'^11»^ ), la trace :
n ïz z Ap,t

("" ' 'b(ji). '"
Tr f(3) est le morphisme qui fait correspondre E Rés go 1 ç_ ^p

i ^ f, .,...,f .. A?,!L^i n-p,:, '

à tout élément "b € 6^ . De plus, si car(k) = 0, le morphisme g ° f est lisse auxï ,z
points x..

1.3.2.- V^opo&WLon.- So>U f : X -> Y an moîpkUme, ^yu, de. V(Wcê/ûê4 atge.b^iqui^
f* : ©„ ^ f eÇ -ôon como^p^côMie, ; ^e. mo^.pku>me, Tr f : f K-- ->- K^ e^/É ^uA.je,c^i^ 4-L e/t
4&Ltêew&n^ 4^ ker f* ^t yvuJi.

Lejnmg. 7. - So^t f : x -> Y un mo^.p{tU>me. p^op^e, de. \}CULÎWÂ aiQQ.bhÀ.qui^ ; t(L mo^pkUme,
Tr f : f IÇ -> IC. 2À>t 4u^yec/tc(S 4/c vL ^ujJiwwt ̂  pouui touJL z e Y ^2. mofLph^me,
Tr f : Z J(x) -?- J(z) ^/£ 4UAj&ctC(S.

x fermé dans Xz
Lemme. 2.- SOLLÔ ^&A kypotke^^ du. tmma 1 :

A,) ime. condUion ne.c.^&^aÂAe. ROUA. qu.o. Tr f ^oJUL &iUtj a.c;bi^ <^t que. f ^oJUL ^nAJ^cti^
2jt 4/c I dQ^^Qno, te, noyau, de. f* : e< ->- eÇ ROUA x (ieAwê dûuzô X , V^dç.at

X Z } X ï j Z À } X Z

I = n I ̂ oit YwJL pouM. toujt z € Y.z xx
ti} ULYIQ, condÂ^ion ^u.^>i&a.nt&. poujt qu.e. Tr f ^o^jt 4u^./&eùc^ e/U çae. pot̂ . /ÉOLL<: z e Y
ta topotoQ^iç, '% a.dA,qu.e. de. 0' 4o/ct ^.nduÂ^ta paA. t^ topotog^,^ ^ cidique^ da

Z Y 3 Z X

e^ poo .̂ x ^e^wê dan^ x . —
A yX Z

Démonstrat ion.-

i) Soit k un corps dans QÇ tel que le corps résiduel k(z) soit fini sur k , J(z)

y
s'identifie à lim^ Hom (—^k ) respectivement J(x) à lim HOIIL (&„ /'?%,n,k ), caris. rfji n o K. x«x x o-> n o '%> -)• n o
le corps résiduel k(x) est fini sur k (z ) .

Le morphisme trace est -induit par le morphisme f* : 6^ ->- Q^
Z y X J- î ^ X y X

Supposons I 9e 0 et soit a ^ I C ® Y ï a i i e ^ N 1 ^ ^ %-s soit

A e HouL (Q^ / »k ) tel que d)(a) ^ 0,0 ne peut pas appartenir à l'image de la
"0 ï,2/1^ °

trace car pout tout ^ ç lim HOUL (6^ / ,k ), on a :
^n "o X,x/%^ °
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(Tr f (^)) (a) = T^(f (a)) = 0z,x

ii) Soit ^ € HODL (6- /T^îk ), 3 x e X fermé, et p e ~E , p > r tel que l'on ait :
•K. JL ) Z Z 0 Z

^'C^c^

goit q : ©/, /N^ ^ 9 - y??!,1* la projection, la forme linéaire (() o q définie sur le
J L . & i X Z . Z Z

sous-espace vectoriel fir /N- de ©^ /^p se prolonge en iL ë Hom, (Q^- /^^k ).
1 sZ X À jX X K. À,X X 0

Alors (Tr f ) ( ^ ) e Hom- (0',- /^.k ) est égal à A dans lim Hom, (©^ /W^k )
K . x ^ Z ' Z O . k ï . Z Z Oo -> n o ..

Tte^Lèm^.- So^nt x âne i/o^cé^ê a^ge,b^u,qu.s. ^êcfu^fce., e/£ f : X1 -^ X an mo^pUôrne. p .̂o-
p -̂e. &< éuAje.cti^ Le. mo .̂pU4wie Tr f : f K-, -^ K- e<ô/ù 4u^.je.c^x^.

Con.oVicuM.e,. - SA, f : x' -^ X e/ô;£ âne, d^^ingu^cuU^e.ë. de. X, .̂a. Vta.ç,^ de, f e^/fc ^u^.je.c-
/tcue..

Démonstration du théorème.- On se ramène au cas où X1 est'réduit (car si la trace
est surjective pour K—, , elle l'est nécessairement pour K--,).

réd
Soient TT* ; X' -> X* et TT : X -> X les normalisées respectives» il existe un morphis-

me 'f: X' -> X tel que TT o f soit égal à f o -n-' ; le morphisme Tr TT étant surjectif

d'après la proposition précédente, on se ramène à démontrer que Tr f est surjectif

Revenons aux notations du théorème avec X' réduit et X normal. Pour tout point

x Ê X, il existe x* e X1 au-dessus de x et fermé dans la fibre X* tel que le mor-

phisme f* : 0^ f (x ' ) ^ ̂ x' x' soit in'3ectif•

Alors on peut appliquer le lemme suivant de Zariski :

Lejnme.. - (EGA N° 24, en.Il/, co^.2.3.^). So^wt A et B dejax onne.oax toc.ouui'x. no&tnê-
^ejzô d'/cdéoax ma.x^ima.ax. ̂  &t ^ ^&Ap&c^xuewe,n^. So^nt :

L} an hoïnomo^tpk^&me. toc-at ^yij2.c^i^ ^1 : A -> B

Li} B e t̂ âne. ^eb^e. ^wbieJUiwwt àa tijpe, ^yu, ^im. Ada ioc.ati&e.e. d'une, ^êô^e.
de. type. ^yu,}.
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Jiii} Le. complète. S. de. A, pouA. ^a topotog^e. % acl<.ça&, &A.É ^ntè^e. (c'&A-t te, COA
d'âne. atge.b^.e. de. type. ^wi ÀIIA. lin co^pA k, ^,nte,g^e. et >iyite.g^atewe.yit cto^e.).

A^O/LÔ ^a topotog^e, ̂  adÂ.quie. de. A &A^ ^iduÂte, pa^i ta. topotoQ^e, % adiquie. de. B.

Ce lenmie permet de vérifier que la condition du lemme 2 ii) est vérifiée et

par conséquent que la trace est surjective.

Remarque.- On a ainsi une construction du complexe résiduel d'une variété X réduite

comme quotient de l'image directe de celui d'une dé singularisée de X par un sous-

complexe, noyau de la trace, qui peut être défini directement par la relation de

la proposition 1 . 3 . 1 .
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II.- L'HYPERHOMOLOGIE DE DE RHAM

On définit dans ce paragraphe l'hyperhomologie de De-Bham H. (X) d'une variété
X, qui est covariante pour les morphismes propres, qui est duale à l'hyperhomologie
de De Rham si X est propre, et qui s'envoie par un morphisme canonique dans l'ho-
mologie de De Rham et se trouve liée à celle de Hodge de X. Elle nous intéresse
particulièrement pour définir au § III la classe fondamentale d,'.un cycle sans uti-
liser l'espace ambiant lisse. Enfin, si X est une sous-variété fermée d'une variété
lisse T, l'homologie de De Rham de X est isomorphe à l'hyperhomologie de T à sup-
port dans X.

2.1.- LE COMPLEXE DOUBLE K-.'*

2 . 1 . 1 . - Définitions.- Soit X une variété algébrique, on considère le ©..-module

•bigradué K--'* = Homo/(^ ,Ky).
À X X " .

îbur tout morphisme propre de variétés f : X-»- Z, on définit le morphisme
Tr f : f K-"-'* ->- K-'* par composition avec le morphisme canonique : îî* ^ f iï* et le
morphisme trace : "f Ky -^ K_ .

P^opo^^twn. - A,} Avec ^eô nota.Uon& p/Lêcêden^eô, 4/c on .ôappoôe ta. \)OAÂ,W. x tu^e.
JUi ex^A/Ée 4uA K,,.' = Hom(^9Ky) âne, ^^(MictuAç. de dou.bie. compiles, q^uJL en ^aJit âne, .̂ê-
^oimU.on >inje,c>bivt c.ano}u.çu.e dm complexe de Pc Rnom ^- .

LL} S/c car(k) = o, pouDt tovJL mon.ph^mo, p^op^s, f : x -^x'de \}cuu,ç,t^
-tôô-ôeà, .̂e mo^ph^me, Tr f : f.Hom (rf'.lÇ) ^ Hom ,̂ (rf-, ,K--, ) commode aux cU^ê^en-
^e^eô pa^tce^eA.

Démonstrat ion. - i) Le complexe simple HonLy(^L.,K-.) ^ K- ® ^^y) es^ isomorphe au

complexe de Cousin de CL. [n] ; c'est une résolution injective de SÇ [n]. On ob-
tient l'une des différentielles ô' de K-' par simple composition avec celle 6 de
K-» On déduit l'autre .différentielle d' de celle d de ^'-, ainsi : le module
Hom^.K'.11'^) est isomorphe à ^> i H'3^11"1) et on prend :

x:cd (x)=j

à'-^'^ = ^(d) : ^(n11-1) ^^(n11-^1).
X X À X A

Soit Z. la filtration de X par la codimension (Z. = {x g X,cd—(x) = j }) ; on
J A .

voit sur le diagramme suivant que 6 ' o d' = d' o $ ' , où 6 ' apparaît' comme un mor-
phisme de connexion.
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^./zj

•v^"'
TjJ"z./z

J

Calcul de d'.- Soient x un Doint de

(A
J+1 x

ô' 1
(Q^1)

j./ x )

6 H-Î—————- "z

, p.]> "z

codimension j dans X, un syst

+1 I - L ^jtT^ A

H^1

Sl^

+1 /z <1)
j+l'^ A

(d)

Calcul de d'.- Soient x un point de codimension j dans X, un système de paramètres

(f , . . . , f . ) de Qf , et le recouvrement ^ de V-{x.}, où V = sp(^-- ) , formé des ou-
' J Xï-*- A ,X

verts D(f ) . . Le morphisme de connexion : H'3"1 (V-{x},A -> H13 (A est surjec-
^[1,j] 7 •V x ^

tif pour j = 1 , et bijectif pour j > 1 , il est explicité dans (EGA ? 1 1 , ch.III,
1 . 2 ) . Ainsi la différentielle d' correspond à Ï : S'(y,^)-^ S'Ç^,^1) le symbole

F ^ l e ^(Q ) correspond à la classe de cohomologie de (——^——) ç Ï3 1 (t6,,—7̂  - ^"^"^
1 " " J

(fn..fn)cUû-a(fn.fn)Aœ
j • J

k-^ x r^"'^1 / -n -Uv - / n

•̂ .".J^L 1 J J
•). On en déduit : d' ,^...^ ^...^j ^

ĵ

Démon st rat ion.- ii) Le morphisme Tr f commute avec ô pour les complexes simples

([RD], p.335) ; on en déduit facilement que Tr f commute avec ô' pour les complexes
doubles.

Tr f commute avec d* (pour f non nécessairement propre) :

_[er_cas : f : X ~>- X ' eêli-liêêË-ÊrË-Êl^-ïÈlÊ^lYË n-n ' ou (ilm x t = n T •

Soient x un point de codim j dans X, fermé dans sa f i"bre, d ' image x* de codim
j1 = j+n'-n dans X ' , et un système d'éléments ( u . ) pour ig [1,n-n1] qui induit sur

la fibre de X en x' un système régulier de paramètres au point x. Les différentiel-

les (du.) pour i çi^n-n'] forment une base de ^y/,,, f

— , X/A ,X

Soient ( f) g Q- , pour h ç [1,n']tels que les différentielles (df) formentn A ,x h

une base de ÎL-, , et tels que ( t . ) pour h ç [ 1 ï j ' ] forment un système régulier de
paramètres de 'çry, ,.

La famille (t^ = f*( t^) ,u^) pour h e [1,n'] et i ç [1,n-n'] a pour différen-

tielles une base de Î2y » et contient un système régulier de paramètres de Q" ob-A»x X,x
tenu pour h e [1,j '] et i g [1,n-n']. Pour un élément g ç ^_ , on note •j3- la

A,X à't.h
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composante de la différentielle dg sur l'élément de "base dt,, et pour une forme

f = = g ( A dt^) A ( A du^) € ^-- où S c [1,n '3 et S e [1,n-n':^on pose :
heS i€S. 1 îx

9 y/ t = 3 g / t , ( A dt ) A ( A du.) .
heS icS,

La sous-variété Z = V(u,,...,u ,) définie au voisinage de X est quasi-finie1 n—n
sur un voisinage de x' dans X ' . L'anneau complétéu est fini sur Q^., ,, ce qui

À}X A }X
permet de considérer le symbole résidu de Grothendieck dans le lemme suivant :

Lzmrne.. - Aue.c t^ notation& pn.e,ddQ.yitu ̂ oJut o)e ^n7n^ f on CL :
- - - - ^ À /A ,X

r "1f i œ
d(Rés^

i m m

"1"'""-"'l— —

Démonstration du lemme.- Soit k

) = Rés^"
h 1,n' ^

', le corps résiduel a

8/a.t^
m mu,.. .u .1 n-n'

u point x'

g(T^)dU^A..dU^,

\àt'

Démonstration du lemme.- Soit k', le corps résiduel au point x' et k" celui du point

x puisque car(k) = 0, on peut se ramener à faire la démonstration dans le cas du

morphisme injectif : k'[[T^,...,T..]] ^ k"[[T^,...,T..,U^,...,U^_^.]].

D'après [2], Rés

Um...UIn .1 n-n'

est égal à Tr du coeffi-
k'TCT^nD/k'CCT^]]

cient de IT. x . . . x u _ , dans g, et on en déduit facilement le lemme.

On peut aussi raisonner de la manière suivante :

Soient K' le corps des fonctions rationnelles de X' et K' sa clôture algébri-

que.Puisque car(k) = 0, K' est séparable sur K', et pour tout i ç U , on a :

^ , , ® K' ^ Q__ , ce qui permet de remplacer X' par le spectre d'un corps algé-
x 'x K/k

"briquement clos en effectuant le changement de base Spec(K') -> X' et puis de se ra-

mener au cas du morphisme : K' -> K ' [ C U , , . . . , U _ ,]].

Revenons à la proposition : on a d'après la suite exacte 0- f̂ ^y, -̂ ,,-̂ 2,, i y.^-> 0

un isomorphisme (non canonique) : £. ^ T. n-.., , ® ^/y' ; une forme

A,X 1r<-n * î^ À/À ,X

o) e ̂  se met sous la forme Z E œ' ® œ _i-_i- o11 M est un ensemble fini
Aîx k<n' aeM kïa n h ^^ •

d'inaices, ̂  e ̂ ^ et ̂ .^^ e ̂ /^ ; on suppose aussi œ^ de la fonne

Z dt. A . . . A dt. et (jj , - . de la forme Z"b du A . . . A du et la composante
^ 1^ "n-h-k^ tj a. a , _ , ,'n-h-k1 k

dans ^.^ » ̂ ;^ de la forme <._^ ® œ^.. On a alors :
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k,o h

Soit le symbole ̂  =
, m .m
L^r---

€ H^(^ h) où i c .1 :1 ,11-11 '3 et H e [1 , j ' ] . on va

calculer Tr f o d' et d' o Tr f de ^.

à' o Tr f

Tr f(^)

Rés'
-i|...u?..:| nt-h

g H , (îî , ) par un cal cul simple

d(Rés
n-n'

• œ ' .' )
n'-h R^ n-nt dt ' A œ ', _

d' ° Tr f0p)

•Y
, ,m ,m+1

""^"•^s ' ^"

Tr f o d1

d ' ( ip) =
dû) du A (jo dt A (JL)

S
m Tn m+1

s- E m Z mm^ m+1 mm m j m m+1 4.°! m .TTI .m+1
u^....t^j s l ^ i - ^ s »"^_J s k-,Y.,t .

On va transformer les trois parties du second membre :

1 ) D'après le lemme, on a :

r f

+ Z (-D11*-^1

S,CT

^(-D11'-^1 -
0

dû)

" m ,m...u.,t....
- 1 ^

• = E '
k

Res
Û.

1

..................t'1111 ... ..'. .̂  " : " ' ; iL .............^^ • ̂  • • •............j

•t
Rés1

. u^

'..............;t•m....;.........:L n

Rés
, ^

t'"1 ......fc'111...-.. ' 1 ;— 1 • • • • • ^ • • • • •

^A 3/3^(0)^,.^ J

m.......^ .„,.,..„

^/X^n-n'-l^

m
^» -, —i

^Y'Vn.^k

m
*̂ * * * i * * * *

^'n'-h+l,^

'
"k^ "n.-h

^n'-h+t^cr-

+ 1
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2) D'après les propriétés du résidu ( RD R. 9,p.199), on a :

("du A a)

Rés1
du A œ

s
y / „ ^ n'-h+1L (-1) m
s,CTm m+1 m

•••"i^s • • • ^ r - - •ir
= Z ( - 1 )

CT

n'-h+1 Rés
r^/X'^n-n'-I.JI

n'-h+1,a

•T

3) On a :

Tr f ( Z m

dt A œ
s Rés , „ dt' A a)' .

^ ...u1?... s n h

m m m+1
^•Y'- ' - r ' -s _

•^

,m+1

Soit :
Tr f ° d^(^) = (I - II) = d_ ° Tr f(ip)

Second cas.- On suppose f une immersion fermée : Soient un point x € X de codimer-

sion j dans X, un système régulier de p'aramètres (t.) de ^ ; un système
^ ^ x,e[l j] X,x "

d'éléments (u^ qui définit X en x dans X' , et qui forme-, avec des relève.
ic[1,n'-n]

^nents (t^) e 0'x'.x' des tjl î un ^^eme de paramètres de â^. ^. en x' = f(x).

z.J»..}11^'m € ^^X^' et w € ^x' x' un releve]]lent de
....t^..^

Soit le symbole ^> =

i
|V A ... A du .""1x e QX,x '

On a : Tr f (^ )

d' o Tr f (^ ) =

d(^ A. . . A du. )
i

- E m

dt' A v ... A duk ^ i

.^••-r—
dw A ... A du.

- Z m
k

dt' A v A. . .A du.

.i z

,,m ,.,m+1
.^•••^ • • • ^ • • • ,

== Tr f(

dw

- Z m
k

^k A w

, m m+1
' • • • " r - ^k •

) = Tr f d ' ( i^ )

Dans ce cas Tr f est un morphisme injectif des complexes simples associés.
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Troisième cas.- La trace d'un morphisme f propre, quelconque, commute à ô' et $' , ;
~ ~ ^ ~ ~ X X

en l'écrivant localement comme composé d'une immersion fermée et d'un morphisme

lisse, on voit que : Tr f o d'. = dy, o Tr f, donc la trace Tr f commute à dy et

d-*,. (Pour la commutativité aux d', on n'a pas "besoin de supposer f propre). On en

déduit que Tr f est un morphisme des complexes simples associés.

3.1.2.- La différentielle de IC.' pour X non nécessairement lisse.

P^opo^ t̂ùm. - So^it f : x ^ T'ane. ^ïïwnw^ion ^e/iwêe, do.nô âne. va^Ute. UÂ.AC. T.

^) On CL : d^ ° Tr f(ïÇ'*) c Tr ^ïÇ*)-

AÀ,} S/c car(k) = 0, ici (Li^^entieite. d1- (tcnô/c /cndo t̂e. ne. dépend. pOL& de. V Ajmah^JLon

c,ko^&^

LL'i}SÂ, car(k) = 0, pouA. tout moA.pkt&me. ph.opïia h : X -> X ' , te. mo^p^côme. Tr h commute,

aux d^eA.ejzûce^e-0 pa^ce^&A.

Lejnme.- So/c&»zt T une ua^cê/tê ^ê^AAe., an po^nt z de cocUm p danA T, an ^ijmbotç,

~ 0)' ""

^•-v
IZ6 : (A) A Y =

€ H1^^ ) e :̂ âne, ({o^ne, œ c

œ A où /

u.,... ,ul- 1 p.*

.W+'i').

AJto^& on a. : d'((ji) A y) = (dû)) A y + (-1)^0) A (d'y).

Démonstration.- D'après le calcul de d' (voir dém. de la prop.2.1.1), on a :

d ' (œ A y ) =

-

(dû)) A

d(œ A (A)' )

.^••••^B

- Z
r

~ ^/ ~

u^,...,u^

du A (jQ A (jQ
r

^
^,...,u^,...,u^

+ (-1)^ A

=

d^ '

^r-'-'Y
- Z

r

du A (jo /

r

V---.V •••"?

= (dû)) A y + (-1)^ A (d 'y )

Revenons à la proposition et considérons 1'isomorphisme

T : H1 ,̂!1 1) ̂  Hom(^1 ,HP(îîn)) où n = dim T, qui fait correspondre au symbole Y

le morphisme T(y) ; œ -^ œ A y

Soit 3 l'idéal qui définit X dans T ; pour un symbole y, il y a équivalence
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entre les trois assertions suivantes :

1 ) Y € Tr f(K^1)

2) Î(Y) est nul sur ? ̂  + ' d3 A Q1"1

3) ^ f € "? , on a : f Y = 0 et df A y = 0x
Démontrons i ) . - Supposons Y e Tr f^K"-9 ) , on a d'après le lemme :

»
- d ' ( f y ) = df A Y + f d'Y ss 0, d'où : f d'Y = 0 puisque df A Y = 0

- d ' ( d f A y) = - df A d'Y = 0.

Démontrons • i i ) . - Soient f et f deux immersions fermées de X dans T et T' on
peut supposer qu'il existe un morphisme lisse g : T - > T' tel que f ' = g o f (consi-
dérer f x f : X-> T x T' et se ramener à comparer f x f avec f et f ) .

Soit d- (resp. d_, y) la différentielle induite par T (resp. T ' ) , on a :

Tr f ° d^. ^ = d^, o Tr f = d^,. o Tr g o Tr f = Tr g o d^, o Tr f =

= Tr g o Tr fo d̂  = Tr f o d̂

d'après la proposition 2 . 1 . 1 . Le morphisme Tr f étant injectif, on déduit que
les deux différentielles induites sont identiques.

Démontrons iii).- On sait déjà que Tr h commute aux différentielles '5 ' (voir
[ R D ] ) . On va voir que le morphisme Tr h commute aux d' pour tout morphisme non
nécessairement propre. Ainsi posé, le problème devient local sur X et sur X' et
on peut considérer un diagramme du type suivant :

où p' ° i est une factorisation de h en une immersion fermée et une projection
lisse, et j est une immersion fermée dans une variété lisse. Alors, on a d'après
la proposition 2 . 1 . 1 . :
Tr(j o h) o d' = Tr(p o j • o i) o d' == Tr o d' o T r ( j ' o i-) =

^ x p T x k11 '
= d^, ° Tr(p o j * o i) = Q^ a Tr(j o h) =•Ïr j ° d^. o Tr h.
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On en déduit, puisque Tr j est injectif : Tr h ° d*. = d1- ° Tr h, ce qui achève la

démonstration de la proposition.

2 .1 .3 .~ La proposition précédente montre qu'en caractéristique zéro» le com-

plexe K"..' peut être muni d'une structure de complexe double pour une variété X

non nécessairement lisse, de plus il varie de manière covariante en X pour les mor-

phismes propres.

Par ailleurs, en car ^ 0, l'assertion i) de la proposition montre que K--'

peut être muni d'une structure de double complexe pour X lisse, ou sous-variété

fermée d'une variété lisse. Nous n'avons pas établi l'indépendance de l'immersion

fermée et la oovariance. Dans la suite, on supposera ce résultat établi en toute

généralité.

Vd^nU^on, - So^t Z une. ^ouL&-vaMÂW ^e/iwêe. da X. On appaJita hijpzn.homotoQ^ da

Ve, Hham de. X a ^mppofit dan& Z e^t on note, lî _(x) ta. groupe, g^.adu.e. ZQOJL a. ta c.o-
' ' * *

motog^t a 4 apport dan& z du. cowptoce. •À-onp^e.SiC.' a^&oçÂJe, à iÇ9 :

ffl^ ^ ( X ) = ^'-(^(X.SIÇ'*)) où i eS .

2.2. DUALITE.-

T^eo^emg.. - So^wt X âne \)cuviW. CLtge.b^iqu.e. ^UA k e/t Z uno, ^oiL&-va^ie.t€ ^V\m.a de.

x, p^op^.2. 4L(A k. kton^ Jit axi^to, ROUA tout entieA i, an ^ôomo^pUAme ncutij^i^i :

^(X,^ ^) ^ Hom^(lî^ z(x)^k)

oa ^, de^gne. te. compte,^ de, Pe. Rkam é.ompte.te. ta iong de, z.
A ,/l

Démonstration. - Soient TT : X ->- k îe^ morptiisme canonique et j : Z ->- X l'immersion

fermée définie par l'idéale de 9--. On note j : Z ->• X l'immersion définie par
-y — — r r

3,7, et IÇ == Hom(^/^^,K-) le complexe résiduel sur Z .
r

On peut appliquer le théorème de dualité ([BD] th. 3 .3 .» p.379) pour voir que

le composé des morphismes suivants est un quasi-isomorphisme, pour tout entier h :

Hom y (HS (^/3^.K, ),K, )- Hon^Hom y ( /̂J .̂K, ),(^ j^ ̂  ) .
x x r r X r r

Hom^(Hom^ ^$/^$,K^ ) ,k) ;
X r

où le second morphisme est induit par le morphisme trace Tr(ir o j ) :

(Tr o j ) K_ ->• k. On remarque que les morphismes sont .considérés au niveau desr * Zir
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faisceaux et•non dans la catégorie dérivée, puisque le complexe K; est compose de

faisceaux injectifs, et Hom /̂̂ ,̂  ) de faisceaux flasques. r

Le complexe K- étant dualisant sur Z/le complexe Hom (Ho» (^/J^.K; ) ̂  )

apparaît comme une résolution flasque de tl11/^1'^ . x x r ^

On en déduit pour tout entier i un isomorphisme :

H^X.^/J^) ^ Hom^H-1^ (^/J^,IÇ ) ) ,k).
X r

En prenant la limite projective pour r e ^ des deux côtés, on a :

H^X.l̂ /J^) ^Hom^H-^Hom^ (^/J^ ) ) ,k)
soit : r r

H^X,^) ¥ Hom^CH'̂ Hom^ (^,^)),k).

Calcul du morphisme trace.- (^ . j^)^ - k. Le morphisme gradué Tr(^ o ^) est

nécessairement nul en degré ^ 0. En degré 0, le faisceau K^ est la somme Ls modu-

les dualisants (J(z) pour z de dun 0 dans Z^.. Le calcul de L trace sur le module

J(z) ne dépend que du voisinage de z, donc on peut supposer qu'il existe une imer-

sion fennee^X dans une variété lisse T de dim n ; le module J(z) est isomorphe

a Hom(^ ,H^)). Soit g le morphisme canonique de T sur k, pour tout symbole
Y e J(z)Ï on a :

Tr(TT ° j^Xy) = Rés^(Y).

Considérons le diagramme suivant :

<^

F ^ ———î_^ Hom^(Hoi^(^.^).k)

r ^ ———x-^ Hom^(Hom^(^.J^lÇ),k)
A

r "x/ z"x ^"^(^^z^.r^.k)

Pour toute forme M de degré h sur T, et tout symbole y e HomCn11 H"^")^ ̂ (tl""11)
on a :^(a))(y) = Rés^(h) A y). T.z z T z T '

Les morphismes^ et ^^ sont déterminés par<^, d'après la commutativité du dia-
gramme.
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I.-DUALITE DES DIFFERENTIELLES DANS LE CAS OU Z EST EGAL A UN POINT z

Considérons le complexe Hom^(n-,J_K_.) muni de sa différentielle totale A

égale en degré q. à d1 + (-l)^ 6 ' , et le complexe de De Rham Î2* muni de sa diffê-
•"- A , A

rentielle extérieure d , on va voir que le morphisme ^-- = (y ) commute au signe
x x h Z

près à d— et à celle duale de Ay.

Le problème étant local, il suffit de le vé.rifier dans le cas d'une variété

lisse T, comme ci-dessus.

Soient œ ç T S^"1 et i^' € Hom^^,r K_) , il faut démontrer :

Rés^'(dù))] = e Rés^[(A i^ ) (œ)3 où e = + 1.

Dans ce calcul, seulement la composante ^ intervient ; cette composante dans

HonL,(̂  ,K_) se représente comme somme de symboles Y ^ ^ ^(^O ou "̂i 2 = 0 .

Soit y = , on a :

..,-r , .dœ'
-E.

LV———nJ 1

du. A a)'

(d*^ )(o)) = a) A d'y =
0) A dû)1

|u^,....u^
-Z^(-1)

h-1 du. A 0) A (jO

Considérant l'égalité : Rés6^.
du. A œ A œ'

Rés^

nj

d(œ A œ' )

([RD](R9), p. 199) et l'égalité d(o) A a)' ) = dû) A ^ + (-l)""11^ A dœ', on en déduit

Rés^-(dœ)'J=^Rés^(dù) A y) = (-D^és^œ A d'y) = (-1 î^és^A ^ ' ) (o)) ] .

Dualité des complexes.-

Soit pv ^^-v- 7 ^ Hom (Hom^ ^ _., n^K-) ,k). Ce morphisme commute aux diffé-
X

rentielles. Considérons les suites spectrales :

•E^ = HP(X.Ç^ 'E11 = H^X.îÇ^)

et 'E^ = HPÇHom^ (^,r^lÇ) ) ===^ •E1 = H^Hom^ (^,r^îÇ) )
X X
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D'après ce qui précède, ces deux suites spectrales sont duales, et leur aboutisse-

ment aussi. De plus, les faisceaux J_ Hom ç^ '̂î»1^ et Hom^(^y,r,,K,*) sont isomor-
phes, ce qui achève la démonstration du théorème.

II.- DEMONSTRATION POUR Z QUELCONQUE

Désignons par S* le complexe simple associé au complexe double JjyK—' ^
Hom<^ (îî »J_K_.), c'est un module gradué sur l'anneau gradué de De Rham ft^ . On note

X -,
par Hom^ » ( S ', S ' ) le faisceau de morphismes de degré k de îî* modules; soit le fais-

X
ceau associé au préfaisceau qui fait correspondre à un ouvert U, la collection de
$ € n HomCS^S^) tel que :

J

<î>(<?.Ct) = (-D^.îÇa) pour tout ^e ^ et a e S0.

On désigne par H* le complexe de faisceaux H o m * — ( S * , S " ) , muni de la différentielle
T , . - ! ————— "

A . tel que : A .($) = A . o $ + (-1)" '$ o A . .

Le complexe S* est à opérateurs différentiels d'ordre 1 . En effet, il suffit
de vérifier que pour tout (D e ^ , opérant par multiplication sur S* :

Ag. ° ^ + (-•l)1"1'1^ Ag. = d ^ .

On a, pour tout h e Hom^Ç^.^K^^) :

d'(^h) + (-•O^ô'^h) + (-D^^d'h + ( - l ^ tCÔ 'h ) =

d ' (<çh) + (-l î^^d'h = d(Ç.h,

car ô't^h = ^ ô ' h et d'^h = dto.h + ( -"O^d 'h (voir . lemme 2.1.2) .

Le morphisme h* : ÎÎ-- - ->• H* .

Soient œ' e TO,,- - et Ç e FS* ; alors ^ est nécessairement annulé parJ- pour
r e JS assez grand et se localise en certains points z. de Z si a) est un relèvement
de l'image de a)' dans ^/îr, au voisinage de z. ; on définit h* par la formule :

JL u, 1

h ' ( ( jL)) ( (ç) = 0 ) 1 ^ .

Le morphisme h* commute aux différentielles

II s'agit de vérifier : A^h'^')) = Ag. ° h'(a)') + (-1 ̂ h* (a)' ) 0 Ag. =
h* o d(a)') pour a)' de d°i. Or, h* opère sur S* essentiellement par multiplication
et la formule se réduit à celle que l'on a vérifié ci-dessus pour montrer que S*
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est à opérateurs différentiels d'ordre 1 . •

Le complexe H* est formé de faisceaux flasques ; en effet, on a un isomorphisme ca-

nonique :

H^(S\Hoa^,jyÇ)) =H2m^(S-,yÇ)

et ce dernier est composé de faisceaux flasques.

Considérons les morphismes :

• Trir
m* -> Hom(rs ' , r s ' )——-Hom^(rs ' ,k)

On en déduit que le morphisme h* induit des morphismes :

H^X,^ ^) ->- Hom^df^d^SlÇ'*)^) .

On établit que ce morphisme est en fait un isomorphisme en considérant les suites

spectrales associées comme dans le cas précédent où Z est un point.

Co^oJUcuAe. ^-Su.ppo^on& x pfiop^e, 4o/i k, &n panant z = X, on a. :

^(X,^) ^ Hom^OH^(X),k)

de, pûjL&f ta. cokomoiog^e, giobate, de, K-' <^t atobM ^n^e. 4u/i k. '

Ce corollaire montre que l'hyperhomologie n'est pas toujours identique à l'ho-

mologie de De Rham de X (voir N° suivant).

Co/io^uAg. 2. - Su.ppo^>oyU> Z e.gat ci an po^yit z, on ^LOULV^ ;

El(^) ^ Hom^ÙH^ ^ ( X ) , k ) .

2.3.- COMPARA.ISON AVEC L'HOMOLOGIE DE DE RHAM

Supposons car(k) = 0, et soit X une sous-variété fermée d'une variété lisse T

de dim n ; Grothendieck propose dans ( [ 1 2 ] note 9, p . 1 0 1 ) et Hartshorne affirme

dans [ 14 ] que l'on obtient une homologie satisfaisante de X en prenant

H.(X) = H n ^T,^.). Ces auteurs l'appellent homologie de De Rham, et Hartshorne

démontre qu'elle coïncide avec 1'homologie de Borel-Moore lorsque k = C. On rappel-

le ici l'indépendance de cette définition de l'homologie de De Rham du choix de

l'immersion de X dans une variété lisse, et on voit qu 'il existe un morphisme ca-

nonique de IH. (X) dans H.(X).
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3.5.?.- PAopo^^Uon. - So^t j : y ^ x âne .owwe/Lô/con ((e/wiêe d'âne. va^iW Y -tcô-Ae, de
codim p danô âne vcutMtz x -tcA-ôe. Le monph^me. Tr j : j IÇ'* -^ r^ K-'* Ju^dsjJUL an
qu.(U>i->is> omoAph^&me..

La démonstration de cette proposition se trouve dans ([13]» p. 1 ^ 1 ) , on trou-
ve aussi une démonstration dans [T] inspirée de [4].

CoA.oitcuAe,. - Avec ^e4 nota^ion& de, ta. p^opo.6-c^con, &oJui s une, -ôooô-i^m-ê/Éé ^eAwée
de. c.ocUme.n&^on po/ie q da.n6 Y; Le mo^U r̂ne ; H^Y,^11) -^ H^ÇX,^^) eô-t ^n/ect^^.

b ï b X

Pe^n^con. - So/c^: x u.ne \)(VuJW. (Ltgéb^iqLLe, non nêce44a .̂emen^ Li&^e, man^ie. d'u-ne
Ajfma^^OYi ({eAmêe i danô âne vo/î ê^é ^cA4e T. ()n appelée komotog^e. de Pc Rnam de
x, ^ ' hypeAhomotoQ^e, de Pc Rnam de T a. ^appo^t danô x, et on êcUt H.(x) = E ^(T).

• î-"-

Tneo^ième» - Arec. ^eA nota^Lon& de ^a dê^/cn^con.

^) L^komotog^o, de Pc Rtoi de X ne dépend p^u da cno/cx de t'^mmeA^^on de X douzô
âne vcubizti ^6440.

^c) Le mo^ipki&me. Tr i ̂ nd.uJLt an mofiphL^mo, canon-cçLie de V hijpeAkomotoQ^iç, de Pc RHOW
de X danô VkomotoQ^ de fe Rnaw danA x:

M.(X) -> H.(X) .

^c) L ' komoiog^e. de Pc Rnam eô/É cov<vu,a.nte. pomA. tu moApkum^ p^opteA.

Démonstration.- i) Soit i' : X ->- T1 une immersion dans une variété lisse. On peut

se ramener au cas où il existe un morphisme g : T—^T" tel que i' = g 0 i. On va

faire un raisonnement par récurrence sur la dim de X.

Le théorème est vrai si dim X = 0 ; soit Z le lieu singulier de X, on a les

suites exactes :

0 - yç* -yç* - JA-Z^"°

Trg Trg Trg

0 - W1^ W*" ̂ x-z^z- 0

où j et j * sont les immersions- ouvertes de X-Z dans T et T* .

D'après la proposition, puisque X-Z est lisse, le morphisme Tr g à droite est

un quasi-isomorphisme. D'après l'hypothèse de récurrence, le morphisme Tr g à gau-
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che est aussi un quasi-isomorphisme, d'où le morphisme Tr g du milieu l'est aussi.
L'assertion ii) est évidente. Pour démontrer i i i ) , considérons un morphisme

propre g : X -»- X' , des immersions i : X -> T et i' : X' -> T' dans des variétés lis-
ses T et T ' , et le diagramme :

+ i'
X' ' —————>• T'

Le morphisme g' = (i' o g) x i est une immersion fermée, et la trace de g en homo-
•»

logie est celle induite par la trace de p ; elle est compatible avec la trace en

hyperhomologie.

2.3.2.- Exemple : cas d'une singularité isolée

Supposons que le lieu singulier d'une variété X se réduit à un point z. Alors

la cohomologie de riC-'* coïncide avec l'homologie de X si et seulement si le com-

plexe de De Rham complété ̂  est une résolution de k .j^z ————————————————

En effet, supposons qu'il existe une immersion i de X dans une variété lisse

T, et considérons les suites exactes :

o — W* ̂ nç* — Ix-A^z — °

Tr i Tr i Tr i

o -. yç* _ ̂ .* -^ ̂ K^ -^ o

Le morphisme Tr i à droite est un quasi-isomorphisme puisque X-z est lisse.

Donc le morphisme Tr i du milieu est un quasi-isomorphisme, si et seulement si ce-

lui de gauche l'est. D'après la proposition, on a : k3 K ' ' *^ .T K_'* ; on conclut

d'après l'isomorphisme de dualité : (H. (X,!^'*))^ ̂  {(^ ).
1 , Z X X, Z

Remarque 1 . - Le théorème de dualité appliqué dans le cas d'une sous-variété fermée

X propre d'une variété lisse T, s'écrit :

IH^T,^) - (31^ ^(T))^ ( H . ( X ) ) ^ ;

( * ) Si k = ( C , cette condition est équivalente à l'exactitude du complexe de De
Rham des faisceaux de formes holomorphes ( [ 2 8 ] , p r o p . 3 . 1 . ) , si X est de plus une
hypersurface, on dit que z est une singularité isolée quasi-homogène { [ 2 9 ] ) .
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on en déduit que l'hypercohomologie de Î2_ ne dépend pas du plon^ement de X dans T

c'est la cohomologie de De Rham. de X (voir [ 1 U ] ) .

2.- Soit ^ l'idéal de définition de X dans T, et pour tout entier r soit Xx r
la sous-variété définie par 3^. Il n'existe pas nécessairement un entier r tel que

IH*(X ,KX ') coïncide avec l'homologie de X.En effet,le théorème de dualité s'appli-
r rque si X est propre et nous donne :

ffl^X,^ ) ^ ( 3 H . ( X ,0'*^
\ 1 r \

Or, un contre-exemple dans ( E l 6 3 § 7.T.2) montre que 3H *(X,Q-_ ) ne donne pour aucun

entier r la cohomologie de De Rham de X.

2.4.- COMPARAISON AVEC L'HOMOLOGIE DE HODGE

Considérons le complexe Hom (Q^K—), pour tout p c IN; il est covariant pour
^X x x

les morphismes propres, quand on associe à un morphisme propre sa trace.

Ve.^nuUon.- So^t Z une, &ou^-\)<vu,e.te. ^eAwe.e. de. X; on appaU.^. Homologue, de, Hodge. da
X a. -ôappû/i/t dan& Z e/û on note. H.,._(x) te, groupe. b^g^.a.du.e. e,Qat a. ta. c,ohomotoQ^e. a.z«
^Uipp0>tt da.yU> Z de, Hom^ (^"îK-) ROUA. p e IN ;

Z H^ ^ ( X ) == Z H'^r^X,]^^,!^)))
p,i l 'p^ p,i

- Au cours de la démonstration de la dualité pour l'hyperhomologie de De Rham

on a obtenu le résultat suivant :

P^iopo^^tion 1 . - VuiaJUute.. - Aue.c te^ notcubion^ de, ta dê /̂ùu^om, ^JL de, ptu^ z e^t
p^.op^.e.f on CL :

H^X.^) -Ho^(H^^,(X),k).

Co^LottcmLe.. - S>L x ^t p^LOpA.e.f on CL :

H^X,^) ^ Hom. (H. ( X ) , k ) .
A K. 1 ,P

- Si de plus X est lisse de dim n, le faisceau Hom^ ( 0 ~ K _ . ) est une résolution

flasque de SI, [n] . Mors, on a :

?n.opo&Â^ion î. - Vui-gLute. RQUA âne. vaAÀ,e.te. x m^e. de. dim n çjt pn-op^e,

H. (X) ^ H^^X,^).
1 ,P A
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- Supposons X quelconque, et considérons la filtration décroissante de IC.' :
* i '

F K ' * = Z Hom,y(^,lC) , dont l'image définit une filtration (F ( f f l . (X) )
P x i<p ——^X x À p.2Z _ , , P pcS

de IH.(X). Soit ̂ ^(x) = H ^Z^^Vx' ) ) -

Proposition 3. - Aue-c -êe/6 notation& c^c-de^ctô, ^e. morpkL&me. c.a.nontqu.e. :
F Hom^(^* K'-)[-p] -> Hom_(r i -K- - ) LnàuJUL poii^ tout wUmh. i € S , an mo^phÀ^ma

^i^^i,^-
3^.- DEFINITION DU RESIDU SUR 0^.- - - A

1. - Soient g : Z - > X e t f : X - » - Y deux morphismes de variétés algébriques où
g et f o g sont finis. Pour définir le morphisme résidu :

Rés^* : f^Hom (g^,Hom(^,îÇ)) -> Hom ((f ° g)^ (9^,Hon^(^,îÇ) )
^C Y

II suffit de composer les morhismes suivants :

f.Hom^ (g^,Hom^(^,K^)) ^ f^Hom^. (^,Hom^ (g^,IÇ))

^ Hom.^(f^^,f^Hom^(g^,lÇ)),

(I)
^ lïom^(^((f ° g)^91^ ^H0^^^^1 1 0 g)^,Hom^(^,lÇ-)).

Le morphisme I se déduit du morphisme ^ ->• f ^y et de 1'isomorphisme résidu :

Eé^ = f^foa^(g^,^) Ï^((f o g^ ^,K^).

2.- Soit X une variété algébrique de dim n, on définira au §111 un morphisme
canonique C : Q -> K*.[-n] ; on en déduit un morphisme V : ^ -> K ' =

A X A ' À À

Honr-/ (^ ^"ï^-v- ^ » d-éfini ainsi :
X

V œ £ ro1 '/o)^ m n~i, V l(a))[a)4] = ^(a)' A œ ) .
À A A

V&^yuM,on.- So>iç.nt f : X -^ Y an mo^ph^me.^ çjt s. = (s c...c s )ane. -ôtU^e. pt̂ L&
dan4 X da tonga^A h,/£e^& QU-Z i.a. ^.^fA^icHon d& f a s ^o^/É ^n^^ . So>ie.nt 3 ̂
{^CU^CWL d'^de.aux. de. 0- qaÂ. dz^Y\Àt ta. ^tfiu.cta.te. ^duÂte, 4uA s , <it
Z = (S,,^/^11). On nota ô ' ta. di^UanUMa paA.bi(M.ç, d& K*.'*, dêdit̂ ûe de ce^zn n À • A .
c<£ K' . VoiUi toute, 4 action œ de. ^-- , e/É poo^. m 0^4 ez g^and^ Ve.iwe.nt (S t(v l(a)) =x . - x s.
ô 1 o , . . o ô * (v ( œ ) ) appa t̂<.e^ a
^ . ^

lîom^(^ ,IÇn+hîn-i).
Y m



Par définition, Rés^œ) est égal à Rés^ ° 5' ° v^œ) e Hom^(f ^- .K114'1'1'11"^-)
b, Zi b, 0 * Z, ï

appliqué à la section unité de f 0- ." /im

P^.opo^>ition,- Ave-c -to notcLtioyt& d<i ta. do.^Yu>LioYi c/c-cfe/ô-ôo-à, on ^ wo .̂ :̂oo/û

œ e m.- : Rés^ ° d^(ùû) = d^ ° Rés^ (a)) (dém. car(k) = 0).

D'après la proposition 2 . 1 . 1 , la trace de f commute a d ' , de même ô' commute

à d', donc il reste à démontrer que V* commute à d', et il suffit de le faire au

voisinage de tout point générique de X. On peut supposer alors que X est une eous-

variété fermée de codim p dans une variété lisse T et que X est irréductible de

point générique x , soit C e H (^-) la classe fondamentale de X dans T, qui sera

définie au § III. Pour toute forme œ e r^V'Co)) e Horn, {^'^ ,ïîp{^n+î)}}s1 en-voie
X v-v- X X I

X _.
par la trace de l'immersion de X dans T en un élément de Hom^ (^n ^H^^ p)^

H (^~ ) égal à œ A C , où œ désigne un relèvement de 0) dans ^
X -L A -L ,X

On verra au § III que d ' (Cy) = 0 ; on en déduit d'après la proposition 2 . 1 . 2

que l'on a :

d^ A C^) = d^ A C '̂ .

Comme d-ùo est un relèvement de do), on en déduit, d'après la définition de d' :

d^V(o)) = V ' (d^ (œ) ) .
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III.- LA CLASSE FONDAMENTALE D'UN CYCLE

Ce paragraphe est une version améliorée de l'article C 5 ] « Grothendieck a an-

noncé en 1956 [8] que l'on peut associer à tout cycle d'une variété lisse X une

classe fondamentale dans la cohomologie de Hodge de X. Le complexe résiduel de la

variété X nous permet d'expliciter une construction de cette classe. D'une manière
'•

plus précise, on définit pour toute variété Y sur un corps k, une classe fondamen-

tale C dans l'hyperhomologie de De Rham de Y, qui s'envoie lorsque Y se plonge

dans X dans l'hyperhomologie IH .(X) (resp. l'homologie de De Rham et de Hodge de

X). Si X est lisse, on obtient la classe en cohomologie par dualité. On écrit

s.r.p. pour système régulier de paramètres. On suppose d'abord que le corps de ba-

se k est parfait, puis à la fin on déduit les résultats pour tout corps k.

3.1.- CONSTRUCTION DE LA CLASSE FONDAMENTALE AU CAS OÙ LE CORPS DE BASE k EST

PARFAIT

T^co îème.. - POUA tourte, va^ie.te. atge.b^iqu.e, Y, AJL wj^t^ mn mo^ipkL&m^ u.yiÂqu.e.

C € Ky'* = Hom(^ ,lÇ) annule ROA dy at ôy, zt qm, vê^/ce. t^ p^op^iîlte.^ ^iu,va.n-

tu :

/c) S^ Y çMt ^ô&4&, de. pcujzt Qe.no.nÂjCiULQ, y &t de. dim. m, C e^U tç, mo^phÂ^mo, na.fu-

n.at :

^ ̂  ̂  - ̂ .
LL} POUA touJL mo^LpkL&me. f : U -> U'^»z<. <it dominant, d'mn omvwL U de. Y da.yu> mne,

\)CUtiW. U' -1064 d de. dim.m, &o>LwL Tr f : f Ky ^ K - , ^ Tr f : f &- ^ fK j, t^ woh.-

p^ôôiTtCA ^a.c&A,&t £* : f*rf11, -^d^ i^ mon.phÀ^ïï\o, c.a.noyu.qu.e. ; oJLon^ on a, u.n didg^LCWwne.

coinmatûLùc^ :
f* 'Y/U

f^f^.Em] ————^ f^[m] —————— f^

Tr f ® 1 [m] Tr f

^.M _______cul_______, ^

LLi} S^ Y e^-t de. dùn pu/Le, m, C &A-t de, de,g^.e. -2in.

/cv) S/c Y e^-t une. ^ommo, dÀ^jo^nt^ da ^oui^-vcuvie.te^ Y. do, dÂm pa/L£, c = z C
i
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v] S^ f : Y' -f- Y &Â^ an mo^phUmo, p^op/te,, qm, Ju^duJUL an -ÔA omo^pkUme, ^UA V Jwa.-

ge n.Q,cÂ,pn.oquLa, d'un ou-vwt pcuttouit dav^o, dan& y, Tr f(C",) = c

On va faire la démonstration en deux étapes : Existence et Unicité.

1. - Existence.- (k non nécessairement parfait). Supposons d'abord Y intègre de

dim m, de point générique y. On va construire C et vérifier : ô' ° C = 0 ; le

raisonnement que l'on va suivre étant local, on suppose qu'il existe une immersion

fermée i : Y -^ X de Y dans une variété lisse X de dim n. Le germe ^ en y de l'idéal

de définition de Y dans X est engendré par un s.r.p. (t ,...,t ) dans 6^ La
r P X,y

suite exacte :

^^ï.y^.y^.y-0

montre que le morphisme ^ : ̂  ® <^ -^ est surjectif, et que le module

•V5 ® ÎÇ s'envoie surjectivement sur le module H = ker il;.A,y r

Le morphisme rf^ ® ^Y y ^ "x y ® ̂  y qui envoie l'élément œ ® 1 en
œ A dt^ A . . . A dt g» 1 s'annule sur l'image de rf31"1 ® J/^2 et définit donc un mor-

phisme :

Y: ̂  <y8 ̂ y^^y8 Aï>^2^
'f étant libre de base t,,... ,t .1 P

J/J2

Considérons le morphisme composé de y avec l'isomorphisme fondamental local

(t^RD] ch.III, prop.7.2, p. 179) :

^ : ̂  ̂ ,y8 AP(J/:>2VS Ex^ (^.y^.y) - ̂  •^ïy
Le morphisme cherché est le composé :

^"^"L-C-
II reste à démontrer que le composé de C avec la différentielle est nul.

~ Cs-g où Y est normale : Pour tout point z e Y de codim 1 , l'anneau ^

est de valuation discrète. De plus, on peut supposer que les éléments t ,.. . ,t

sont dans ̂  ^ et qu'ils forment avec un élément t e 0" un système régulier

de paramètres.

Soient oj e rf une forme sur Y, et a) e rf1 un relèvement de œ; régulier en-L z A , z
z. On a :
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0) A dt,A . ..Adtz 1 p
Cy(œ) = eExt^kÇy),^) - K^ ;

t^...,t, J^

on conclut que ô'' o C (ùù) = o dans H?'1"1^11), d'après le calcul précèdent de la dif-
JL Z X

férentielle ( 1 . 1 . 1 ) , et en remarquant que œ A dt A . . . A dt est régulier en z.

[dt A-. .A dt "1
Remarques.1.- Il est utile de mentionner que l'élément p ç H - ( ^ - ) ne

dépend Pas du choix du s.r.p. : (t ,...,t ) dans ^ . l- ^'" '^p -j

' p -^-aV
2.- Si Y est de plus séparable sur k (pour tout point x ç Y, k(x) est une extension

séparable de k), on peut retrouver facilement que le faisceau de cohomologie

H_ (iÇ.) s'identifie au faisceau des formes différentielles régulières aux points

simples de Y. En effet, soit V un ouvert affine dans Y, d'algèbre A, tel que ^

soit libre de "base du , , . . . ,du . Une forme a) ç. ^m s'écrit œ = adu, A. .. Adu oùl m ï ,y 1 m
a e k(y) ; pour tout point z ç. V, soit v la valuation de 6^ ', alors on a l'é-

quivalence des relations suivantes :

i) ô' ° C (œ) = 0,y
ii) ^ z € V, v (a) = 0

iii)œ £ rrf1 .

(d'après ([26] § 10, th. 1 6 , cor. 3, vol II) ; ii) implique a ç A ) .

~ ^s oU Y est intègre. Soient f : Y -> Y la vairété normalisée de Y et C- le————— ——————^— y
morphisme canonique sur Y.

Il suffit de démontrer que Tr f ( C ~ ) ç Hom^ ( ^ ^ K 3 3 1 ) coïncide au point généri-

que y de Y avec C c Hom^ (^ .K"111 ) . Le problème étant local, on peut suppo-
-^ ̂ y 9 ' 9 - w

ser que Y est affine et que f se factorise en une immersion fermée j : Y -^ Y x k

et la première projection p sur Y.

Considérons le diagramme suivant :

Y x k3 _____,. X x k3

y -————————-», x

Soit (g , . . . ,q ) un s.r.p. de çf qui définit' donc Y dans Y x k3 en y.
1 s ^- ,y

Pour toute forme œ e ^m , soit Lu un relèvement de ùû dans ^m , l'élément C-

1 s ^\y
Pour toute forme œ e ^m , soit Lu un relèvement de ùû dans ^m , l'élément C- (œ) se?" y -"-îy y
représente par le symbole :
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œ A p (dt A . . . A d t ) A dq A . . . A d q(A) A dt A. . . Adty 1 p
resp. Cç^oo) par

t, ... t
1 p

p t ^ . . . p t p q ^ . . . q ^

Le morphisme Tr f s'identifie au morphisme Rés pour i e [1,p] et j e [1,q].
^

qui fait correspondre ces deux symboles l'un à l'autre d'après les propriétés gé-

nérales du Résidu ([RD] p.19T, R.3).

- Existence dans le cas d'une variété Y quelconque. - Soient Y ». . . ,Y les com-

posantes irréductibles de Y, munies de leur structure intègre, et h. : Y. -^ Y les
y J J

immersions canoniques. Soit n. = ^g(É7, ) la longueur de l'anneau local de Y auj JL * y * *
point générique y. de Y. . Le morphisme C e Hom(^ ,IÇ) est l'unique morphisme qui

J J • -L ï X

rend commutât if le diagramme suivant :

^ ^ .
"Y ———————————^

l"."̂
r Tr h.

î h K^
'* j

^\
J

- ^ o c^ o

On se ramène au cas où Y est intègre et admet une immersion fermée 'i : Y ->•immersion

dans X lisse. Si (t ,...,t ) est un s.r.p. de (j , l'image Tr i(C ) est égale
,_ ' _^ P -^y -L
dt.A.. .Adt^^...../J^w-011-symbole

L- 1 T

'd t ,A. . .Adt1 P

t......1L 1 p J

C,.. vérifie le

^ -J

3S pi

^•••s

ropriétês

)d(d t ,A. . .Adt ) - »d ( t , . . . t ) A d t , A . . . A d t1 p 1 p 1 p

t 2 . ! 2

1 P J

annoncées.- Toutes les propriétés sont évi

^

- C vérifie les propriétés annoncées.- Toutes les propriétés sont évidentes,
sauf ii) que l'on démontre : soit U un ouvert de Y admettant un morphisme f fini
et dominant dans U' lisse de dim m. Le raisonnement étant local, on peut supposer
U affine, de sorte qu'il existe une factorisation de f en une immersion fermée i '
dans X lisse et un morphisme lisse p : X ->- U ' . Ayant vu que la restriction de
C à rf31 ne fait intervenir que les composantes irréductibles de Y de dim m qui ren-
contrent U, on se ramène au cas où Y est irréductible de dim m et de point généri-
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(lue y. Soient (t^,...,t^) un s.r.p. de 9^, une forme œ e nÇ. , une section a de
&y, on a : . 'p.

lg(^ ) ap (œ) A dt,A...Adt
| ï>y 1 p

Tr f o Cy,y o f^(a ® œ) = Rés^

égal d'après ( [RD] p . 1 9 7 , R . 6 ) à :

^g(©^y) Tr ( f /Y^) (a /Y^)a )= Tr f(a)o)

où Y^ désigne la sous-variété intègre de même support que Y.

2. UNICITE

Cas d'une variété Y irréductible^ de dim m et de point générique y. Soient

U un voisinage de y ouvert et affine, et f^ : U -^ k111 un morphisme fini sur un voi-

sinage de f^(y) et séparable en y. Soient une factorisation de f en une immersion

fermée î  : U -^ X et une projection lisse p^ : X ^ k"1, K = k(y) le corps résiduel
en y, et (t ,.. . ,t ) un s.r.p. de ^ .

Soient X le spectre de ô^y ^K[[t^ ,... ,t ]]. (x? pour i e [1,m] les paramè-

tres de k , et K^ = k(X^,. . . ,X^) le corps résiduel en z = f^(y). On construit le
diagramme :

de la manière suivante : d'après ([EGA] ,ch.O, th.19.6.4) on a la factorisation
*

suivante : K^ -. K —^.^,y du morphisme : K^——^ ff __X qui permet d'établir* X,y X,y X,y

un isomorphisme Q^^ = K [ [ t ^ , . . . , t ] ] . La variété U' est une sous-variété fermée
d'un voisinage de y dans X, définie par le s . r . p . (t . . . ,t ) , de sorte que l'on
puisse supposer U' = Û  pour U et U' assez petits. Le morphisme f est défini en

imposant à f* : Çf^ ^ -> &- d'être égal au composé K
• "U^z _U,y .K^....^]]-^.

Soient (X? (resp.(X^), et (X?) l'image des indéterminées (X . ) sur U' (resp.

°S :

. ^. , _ _ ^ . , - - ^ , , ^._ ^.^, ^ .̂ ^^.Q^. ^co -Liiu.'-ucj.m-Liices V A . ; sur u ^.resp.

X et U). Soient Og : [1 ,s ] -^ [1,p] et a^ : [s+1,p] -> [1,m]des injections ordonnées.
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Tout morphine yc Hom(^.,T(y)) = Hom(^.,T(y)) - nW se .et sous la tonne
œ r

où œ = Zâ  ^. dX^. A dt(̂
a» s s sL^^p-

ou dx^ = ^(s+D^-^a^p)'^ = ^a (D'-^o ( s ) - De sorte ̂  ̂ r tout
^ c ô - ona :

Y,y ba dX A . . . A dX ^ dt
-n m ^

y (MX" A . . . A dX") =
- 1 m

Dans ces conditions, on .a :

Tr f(^(bdX" A . . - .A dX")) = Rés33 .
' m fo j

ba A dt
^ ^

dX'; A • . .AdX^ = Tr f ( t ) ( A d X , ) .

D'après [2], on a pour tout élément a = Za t 1 t^ e TdT+ + 1-1
i^...i 1 • • •% KLLt^....f^]:

| a A dt. | p

e.
^^OJ ^-1,. .^ -1 € Ktï= k ( z t ) • En prenant b = ir.t.1 . on déterminei p 1 1

la composante de f sur <^ A . . . A âf^ égale à : ̂  = SY, ..., t^••^p °" t-uve
P 1 * * P -f ig(^ ) si e. = o

} Y y 1

^-1-8 ,...,n-1-|3 = Tr f(b) = ^ ' Mais pour déterminer les
P ( 0 sinon.

composantes de f sur les autres éléments de la base de R? , il faut faire varier
f. Dans 3 n. sm+.^ ^n ^m* ̂ v,»,/. --- -^.-,- ïv

5 a -i = 0 pour tout
s* s

= 0. Soient S une permuta-

f. Dans la suite, on raisonne par récurrence : supposons a^ ^, = 0 pour tout

t ï s < p et a^ = ^C^y). on va démontrer a , = o^'So

tio^ de [1,m3 et y : [ 1 .1+1 ] -. h,p] une injection ordonnée. On définit un morphis-

me P^ ^ p^(6,Y) : X ^ k"1 en envoyant X^ su*r U^ = î^ + t^_ pour i < t+1 et sur

\ = ^^ ï0'11- i > t + 1- Soit ^ = p^ o ^, on remarie que " î^ et f^ induisent le

même morphi.sme sur U^, puisque les t^ sont niipotents sur Y ; on en déduit que T
est fini et s^riarable. r'r^-mma -r^,,^ ^ • - - • 3 - _ , - . — * 0
est fini et séparable. Comme pour ̂  ci-dessus, le morphisme T̂  admet une factori0

P* ^
• &X,y' ce ̂ i permet d'associer p : X -. U' à p *et de définir

u^ isomorphisme ̂  . KC[t^...t^] et f : U . U' tel que T o j = ? o ,. on note

sation K -> Ko

^(TÇ^^ ) = ^6 A . . . A d^ A . . . A d^ A. . . A dî^ , où le signe A désigne une
p ' ^ h m

omission et ^ = , i. Mors. on a : dU, A...A.U ^^ , ,^^ ^ ,

+ £
't+1 Ô(1,...,Î+Î) A ^y A • • • A d t ^ , et

t+1
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œ
^(b(A dU^ï) = ^ où (A)' = b(lg(^ ) + ea ^ .^ ) A d X . A dt A . . . A d t

L-^iJ ' ^-t-l90?-!--!

oùa p-b-1 est complémentaire à y([ 1,1+1:1 ) et c r ' 0 - , est complémentaire à 5([ t+1,m]);

comme dX« A dt. = dUc. A dt., on a : œ' = b(lge^ +£ a ) A d U . A dt. ;
• Y,y o° a'0 ô-p-t-1'P-t-1- _ "~ r^ i , @-

Tr f O f ) ( b d U ^ ) = Tr f (b )dU^ = Rés^ n • En P1'6118-̂  b = 7Tt •1 > on trouve comme
fo j LI.J

précédemment que a est nul.
^p-t-l'^p-t-l

Cas général.- Soit Y la sous-variété réduite et fermée dans Y, réunion des compo-
santes irréductibles de Y de dim m, définie par l'idéal 3° ; il existe un entier

n
assez grand n tel que J = (Ï°) m soit nul au voisinage de chacun des points géné-m m m - ±^ &
riques de Y . Soient la variété Y définie par.) pour m g I N e t Y ' = l L Y , l a -pro-^ ^ m m ^m m m' •'•
pnete (v) s'applique pour le morphisme g : Y' -^ Y, ce qui nous ramène au cas où Y
est de dim pure (d'après (iv)). Enfin, la condition iii) montre qu'il suffit de
s'intéresser aux points génériques de Y, donc on peut supposer Y irréductible.

P^opo^^ion 1 . - So^U. f : Y -> Y' mn mô^Lpki&me, ^yu. <it dômina-yit da.n& Y' UA-ôe.. Le. mo^t-
phÂ^me. Tr f : f^lÇ ^ K- , ^,ndiLit an ^omo^LpkL&me, :

T : Hom^ (^EniO,^) ^ î* Hom^ (f^,^.),

ou. m = dim Y' at ?* dé-ô^ne te, ^oncte.u/i V ® f"1.

^^
Co^oWLUid. - La c^u-ôe. {^ondawwtaJi^ co^iAo^pond paA ceX. ^ôomo^pUôrne a. an mo^phÀ^mo,
Tr f : f^ ->• ^Ç, , quii >LndibU -ÂL^L tomt ou.veAt du Y -ta-ôe. vL ^ni^u^i unou-veAt de.V1

te, mo/LpU&me. t^ace. c^a^^que. ([2] paA ^wpta}.

VU^nU^on 7 . - /c) SoU Y ciné. \ja^iW o^êô^u.e ; on appelé. c^a44& ^ondam^ntai^ de.
Y , ̂  on note. au^^ Cy, V^age. da c e Ky'* dan& t1 kifpeA.homoiog^ç. dz Va Rhcw
IH.(Y) . S^ Y <^t dç, dun puAe. m, C., e f f l - ( Y ) .Y 2m

Li} La. ctoL&^e, ^ondcwo.ntaJia zn komotog>ie. de. Ve, 'kham o^t V.una.QQ, de. c
pcm ta mo^pUôrne. canonique, : ~Qî (Y) -> H (Y ) .

Lii} Si Y ^t de. cLun pa/ie. m, ta. cto^^a ^ondamantoJia an homotogia de.
Hodge. a^t l'image, de. C pa^ te. mo^phi&me. canonique, : 2 î - ( Y ) - ^ H (Y) [JUi eM a\)i-- m 2m m,m
dant que. c., e H - ( Y ) . )Y m 2m
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Pe^u^ct^-on 2.- /c) So-ct i : Y -> x âne, .ônme/Lô/con (je/yMée danô âne voleté -^cà-ôe x de.
d^w n, ta. c/êûLô-ôe fondamentale de Y danô ta. c.okomotog>ie. de Pc Rnaw de X eôt V^maQa

Tr i
de C P<VL te. mo^pUôwe composé : IH.(Y) ————>i{ .(x) ^ ffl * ( x ) .

•ti] S^i de p^oô Y eôt de d'un puAe m, ta c^u-ôe f(ond<wienta^e de Y danô
ta. c.oh.omotoQ^a de Hodge. de X eà :̂ fumage, de C pa .̂ ^e mo^pkL&mo, compose :

Tr i
3î . Y ) -^ H (Y) ————. H (X) ^ H11 "'(X,^""1 ) .

lu £-10. Illalll ID.,111 A

Remarq.ue 2«- Dans ce dernier cas, C appartient plus précisément à Ext (^, ^p) où
ï ï 5 À

p =n-m.

Image directe d'une classe fondamentale.

P îopaô^con 2.- So/ct f :' Y -^.Y' an mo .̂pn^&me p^-op^-e et dominant de va^etê-ô /cA^-ê-
dact^b^eô, de même d îen4^on et de po/cntA ^éné^çaeô y et y'. On a :

Tr f (C^) = lg(^^)(dim^^.^k(y))Cy.

C'est évident d'après la propriété ii) dans le théorème.

3.2.- COMPATIBILITE AVEC LA FORMULE DE KUNNETH

Dans toute la suite, on considère deux variétés X et X' lisses sur k, et leur

produit V = X x X' muni des projections P sur X et P' sur X ' .
k

Rappel de la formule de Kûnneth

Tneo^eme. - POLL^L toot ^Lc&c.eaa y de ©-woda-êeô, ^.eAp. 'y' de ^y,-woda€eA, on a V^o-- - - ' , x x
wo^pn^ôme 4u^uant ent̂ -e ^e4 eôpaceô de conoMio^og^e :

Hn(X x X ' , P* ^ ® p » * ^ ' ) ^ H ^ C X , ^ ) 0 H^^X' ,^ ' )
q+q'=n k

On trouve la démonstration dans ([EGA] livre III, ch.O, § 11) .

Cas de la cohomologie de Hodge

?^opo^>ubion î. - So/cent z(^eôp. z ' ) âne ^octô-vû^ê-tê (je/iwêe -entête de c.od<jn p
danA X (A.eôp. p' danà X ' ) , et ta. vaAiW produit z x z' (no»n nêceô^o^Lewent ^ntè-
^e). A^o^ô ^a c^ûLô^e c ( Z x z ' ) dan-ô Hp+pî (XxX',^p^ ) eôt ^'/ÙM^C peut V Uo-
wo^pUôme de /(annetn de C (z) ® ^t^') ^n-6 H^X.Q?) ® HF (x',^,).

On trouve la démonstration dans [T].
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Cas de la cohomologie de De Rham

Dans ce cas, on définit un quasi-isomorphisme :

^W> 9 H2Sx, (t^, ,IÇ, ) -. Itom ,̂ (iî^, ,K ,̂ )
K

qui induit un morphisme :

^(X,^) . H^(X..^.) .H^P'W^,)
K.

compati'ble avec le morphisme de Kûnneth.

Si la classe fondamentale C (resp. C , ) d'une sous-variété intègre Z (resp.Z')
de X (resp.X') est représentée par le symbole :

dt A ... A dt
^ P
t.,.. .1L 1 p -

resp.
dt* A . . .A dt' ,

t ' . . . t ' ,L 1 p« J
l'image de C_ x C_, est le symbole

Zi Zi

dt. A . . . A dt A dt' A . . . A d t ' ,
1 P 1 P

t....1 t'...1'._ 1 P 1 P'
clase de la variété produit Z x Z ' .

3.3.- COMPATIBILITE DU PRODUIT D'INTERSECTION ET DU CUP-PRODU1T

Pn.opo^^Uon 7 . - So^yit an ^chwa. CL^YKL X , de/ô ^<x^ôce.aax qLi<u^-c.ok^mtî> 7 e^
J6 4uA X, deux AOLLô-.ôcAêmûLA (je/iwê4, Vnn Y dH^YU, peut âne. ^uJULa. ( t .) . r -i dan^

, i leL 1 ,pJ
r(x,u^) , Vajjjt^^ z dH^Yu, pcm mua ^u^te, (g . ) , r - dan^ T{x,Çf ).

La c.ohoïï\otoQ>ie, a. ^appo^t dan& an ^e/imé d'mn ^œu> c&aa 4e. côtoie, comme. JUm^Uo,
^ndu.c^ive. de. c,okomoiog^,e. de. comp^-e-xe^ de. Ko^zut CL&^OCÂ,^ a an£ 4a^ûe. de. •ôe.ct/con^
de. 0^ dé^/oz^ô^a^ ce. (ie^îê ([EGA] c^i.111, § î ) .

L'/aomo/LpUôme. da complexe. 4/yMp^e. <u^ocÂ.e. à. K'^f1?),'^ ® K*((gn),3K) aue-c ^e-
comptoce. K^Çf". . . . . . .g1 1) ,<?®^), dê^n^ poo^- ^L :̂ en^e/i n, pûLô^e. a ^a UwU.a Jin-
duic^ive. 4uA n ^t ^ndiUt 4a^- ^e^ cokomoJiog^^ te, mo^plvi&mç. cu-p-p^odijuA. :

I^(X,<î;') ® H|(X,^) -. H^^X,^^).

CofioVicuAz. - Avec ^e/ô nc'/£a^co»zà p .̂e.ce,de.n/£e<A, on a poa î .tao/t ^ijmbote, :

e H^(X,^) et e H^X,^) la formule :

.^•"^J
œ A GO'

f,. . .f
- 1 P-

e ^^^"r^
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Propo^mon 2,- Soient deax. 4ûLtô-uûL/L^ê<teô .WLêdactcb-êeA Y et Z de c.odw ^.eApecto/eô
p et q dûLnô X tUi&2., admettant pomn. .cnte/Lôect-con âne 4004-va^cê.tê .(AAêdu.ct<Me s
de cochon p + q danA x et de po-cnt gênê^cçae s. î^ ex/ôô^e âne -ALL ÎC ^guJU^e, ( f . )
pou/L i e El,p] d<xn4 Çy , QLK. admet Y pannu, 4e6 compo4<zn/£e6 -<AAêdac^c6^eô aa uo^-
.ô^cnage de s, et /te^. çae ^eô .̂eà.£^cc^conô f! de& f. a. z 4û/cen^ en po-A^con d'/cnteA.-
4ec^on c-omp-ôê^e ge.om^u,qu.e. CWL ro/ôô^nage de s.r ^ ~iA^o^ô pouA. ^oat ^ymboie, 6 = c H^x,^) , ^e cap-p/Loda^t ûluec ^a

k,...f J Y x

^l p-1

e^U4e (iondawentot^e c^ : O^c^ apparent a Hom (^^"^[n-p-q],^) et <ia t̂ CO^LCÔ-

pond îe a œ e r^^ ^'ê^êment Rés,., ,, ( ( -1 ̂ -^ (——£/—} c VK, .
Ls 1....I I-...I Zi

On trouve la démonstration dans [T]. p p

Tneo^ême. - Su-ppo^onô tç, co .̂p4 de baAe k pa^^cujt^ et 4o^.en/É Y et z deax -ôooA-uo/a.ê-
.tê4 /cntè^eA de codÀn ^eôpect<-veô p et q donô X ^a^e d^nte/LAect-con Y n z de co-
d ĵîi pt̂ ie p + q danô X. A^O^LÔ, on a :

^-^^Ï.Z dans O^»^

oa Y.z dê4^ne ^e c(/c^e ^nte^6eût<.on de Y et z danô x.

Lemme 7.- So>ie.nt Y âne ^O{J^-\)OAA,W, ^cà4e de cod^n p d<mô X et S u.ne 40LLô-va^cê/tê
de ûod^n q danô Y. Le cap-produit avec C dêfi/cn^û an mo/ipUAme ^nj^cti^ S :

H^(Y,^) -. H^ÇX^^) .

Le morphisme C se déduit du morphisme : H^^ ) ^ H^ P(^Y p) défini au point

générique s de S, qui établit la correspondance suivante des symboles, où

œ £ <s :

E (jû/Y ~] œ
——>• ^ C (pour la notation, voir le

î - 1 / y . . . g / J g 1 • • • 6 q Y corollaire précédent).

L'image de la classe fondamentale de S dans Y est celle de S dans X.

L emm e î » - (^êdactxon a. ta d^agonato,]. So/ôt A : X -^ X x X ^e mo^pUôme diagonal.
On a : ^

C A(X) ( C Y^ CZ ) = ^xZ "^(X) et' C ;A(X) ( CY.Z ) " ^xZ.AÇx) •

L'isomorphisme de Kûnneth fait correspondre C à C ® C , d'où :

^YXZ = "Y-^- on en dëduit : ̂ (X)^!-^5 = ^A(X)(A*cïxZ ) = C YXZ S ' C A(X) •
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L'isomorphisme A : X ̂  A ( X ) fait correspondre C ( Y . Z ) à C /y\(A ( Y . z ) =X^-^ a ^(X)^
C . , J Y X Z . A ( X ) ) ; on en déduit :

C A(X) ( C Y.Z ) = WYXZ.A(X)) -C^ = C^^

Revenons à la démonstration du théorème,- D'après la réduction à la diagonale, on

peut supposer Y lisse. Il suffit de vérifier l'égalité au voisinage des points gé-

nériques de Y n Z, 'le problème est donc local, et on peut supposer l'intersection

Y H Z irréductible. Soit S la sous-variété intègre de support Y n Z, de point géné-

rique s. Il existe p éléments : f...... ,f ç. 0' qui définissent Y au voisinagei p x, s
de s.

Cas où Y est définie par une équation f.-

Supposons Z affine d'algèbre A et soit f e A la restriction de f à Z, qui

définit S' d'algèbre A/ ( f ) . La sous-variété intègre S est définie par un idéal

premier P- dans Z, niipotent dans A/ ( f ) .
b

Cy ^C^ € HomC^F1"1 ,Kg[-n+q+1 )].

Considérons le diagramme :
^ -^
S ————^————^Z ,

y | x l ^
S —————————^ Z

i

où i désigne l'immersion canonique,^ la normalisée de Z, et (ip,i) le pro-

duit fibre de (^,i). D'après la proposition 2, C ^C dans HomÇ^ q- [n^q-1],K_)

se représente par le mor-ohisme qui fait correspondre à œ e FQ" q le symbole

Rés-, ((-l)11"^ a) A d f )g rie-. On va voir qu'en fait C- —C- appartient à Tr i(K-'*).
1 I " ^ * • ^ - L * Z ' b

Soient z le point générique de Z, f = ip""(f) et 0) = ip (œ) . On a :

^ ^(^L^) = ̂ _^1 , ̂
/w f Z ,z

Tr ^ ° Rés (^^) = Rés^'——^).
? f i l

Soient s un point générique d'une composante irréductible de S, u une uniformisante

de l'anneau de valuation discrète y , b £ P et 0) = W (resp. œ = db A (A) ) dans
Z, s

— i • • * ^i ^•n
r^ q . On peut écrire : ^ (b) = a.ù et Ï = a u dans Q^ où a et a sont in-
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versifies, et n , n e UN . Alors la forme :

S A a? "1 ^1 A ^2 "F1 -v , -———— = a,u —————— + n-a,u co, A du^ 1 ag 2 1 1
"̂  A rif^ 1

est régulière en s et de résidu nul ; resp. ——^— = (n.a u )/a^du A î. A da +

"1 - ^^ - f' . .u /a- da. A a) A da- + n u da. A ^ A du est régulière en s" et de résidu nul.

On en déduit que si i œ = 0, Rés , (—-^—— ) est nul.

Lgjwig..- So^t A an anne-au ^emi-tocat noeths,AÂ,e,n ^ntag^f contenant mn anneau. ds. va-
cation c^côcAè/Ée. B, d 1 mni^owu^ante, t. Aio^ ^ A e/U ^n^ 4a^ B, ^ t e Rad(A) :

>i) A e^/É Lib^ç, ^U/L B;

^) -S/c (y . ) . -,- d^^gne, ta ^ow\Wiç, ^nie, d(^ points ^eAmê4 d& Spec A oa-de/ô-ôitô
da po^nt ^eAwë y de Spec B , on a :

V d . A = (Tr^(d))(y,) = (ig ̂ ) ̂  ̂ ^^d(y^).

où, d(y.) de.^^gn^ ta. cta^^o, ^.(l^^da^tt^ da d G(OL»ZÔ k(y.) .

Suite de la démonstration-.- Le produit d'intersection Y.Z est égal à lg(A/f 'A)S et

il s'agit de démontrer : C.. ̂  C- = lg(A/f 'A)C_.
1 Zi b

On va déduire ce résultat du lemme précédent et de la construction suivante au

voisinage de s :

On considère un morphisme ^' fini et étale sur un espace affine T' de dim n-q-1
(c ' e s t là qu'on utilise k parfait) , une immersion j de T' sur l'hyperplan défini
par une indéterminée X dans un espace affine de dim n-q, un morphisme ^ : Z -̂  T tel
que (ç ( X ) = f et qui prolonge ^ 7 ' , c'est un morphisme quasi-fini sur un voisinage
de s qu'on suppose égal à Z. D'après le "main theorem" de Zariski, il existe une
immersion ouverte g et un morphisme fini p tel que y = p ° g. Soit S" l'image réci-
proque p ( T ' ) dans Z .

Soient S. les composantes irréductibles de S " , de points génériques ( s . ) pour
i € [ 1 » r ] tel que s = s , resp. t et t ' les points génériques de T et T ' , B l'algè-
bre de T et A l'algèbre affine de Z , et f = p * ( x ) . L'algèbre A / x / ( ^ - , ) est
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finie sur k(t ') et donc isomorphe à £.A /(t.).
i 1 , s _ 1

On s'intéresse à p et p' parce que leur trace commute au calcul résidu .

l'élément e dans A / ^ , qui induit dans S A /(f.) zéro pour i ^ 0 et 1 pour

i = 0, va nous permettre dans le calcul sut vaut ̂ "d'isoler Tr to' dans Tr p'.

Toute forme 0) ç. îÇ q se met sous la forme a'(^'*(a)') où'a' e 0^ et
n-q-1 fs " * ^ î s

a)' ^ ^m» -n » la forme p* » Y ^ œ » ) est un relèvement de ^' ( œ ' ) régulier aux points

s..i
On peut considérer C ^ C (a)), comme un élément de Hom(^'g^,K_, ) ; il fait cor-

respondre à b' e 6^ ^, la forme .: Tr (̂  ' GROS , ( C(-1 ^"^ ba^* 0 Y*(œ« )')/f )) e ^n^~^

où b et a sont des relèvements de b' et a* dans A / ^ .
1 (XJ

La forme ("bae^p o Y (œ' ) A df )/f est régulière aux points s. pour i ^ 0, et

sOn résidu est nul en ces points car e est un multiple de f en ces points. Soit

£ = (--l)11"01 ; on a :

Tr p1 ° Z Rés^ ( ( £ -bae p* ° Y*((JD' ) A df )/f ) =

Tr (^' o Rés ( ( £ bae (f* ° y*(œ') A df 'Vf) =

Rés^,. o Tr p ( (£ bae^p* ° Y*(o)') A df^/ f^) =

Rés^. ( (£ Tr^(bae^)y ^o)') A dX)/X) = j*(Tr(f(ï>ae ))(jû'

Soient j _ : S. ->- S" les immersions canoniques, en appliquant le lemme pour

d = bae , et sachant que j . (e ) = 0 si i ^ O , et 1 si i = 0 , on a :

j *^Tr( f (bae^))œ« =lg(Ag/( f ) ) Tr(f'(i*ba)^ ;

or, Cg(œ) e Hom(((»^,K* _^ ) fait correspondre à tout b' e 0^ . la forme

Tr^^a'b ' )^ on en déduit :

Cy^ C^(œ) = lg(Ag/(f'))Cg(œ) = i (Y.Z)Cg(œ) .

Cas général

Supposons la proposition vraie dans le cas d'une intersection avec une sous-

variété lisse de codim p-1. Soit Y' la sous-variété lisse définie au voisinage de

s par (f^,...,f') et considérons les cycles premiers ( W . ) . ,- -, correspondant aux

idéaux premiers minimaux à contenir l'idéal de (9, engendré par l'idéal de Z et

l'Élément f . Soient f . la classe de f dans^ 9 et n. = lg(©^ /(f .)) la
' î j 1 z! »" - j Z ,W. 1 ,J

longueur. Si Y^ désigne le cycle défini par f ^ , le produit d'intersection Y .Z est
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égal à Zn.W.. D'après l'hypothèse d-e récurrence : C ' = C ^C et d'après ce
J <3 J- • " - JL "-

qui précède : C = C ^ C = ̂ ____. n.C-y , enfin l'associativité du produit
^'ï 'l z J€ [1 ,p ' ] J "j

d'intersection et du cup-produit permet d'écrire :

^.Z = ^Y' .Y^.Z = ^ ' . (Y^ .Z) = £ ^Y'.W. = E "^Y'^^.

= Cy. ^(Cy ^C^) = (Cy.^ Cy ) -C^ = Cy^C^ .

Co^o^u/ie.. - So/ct Y âne .ÂOLL4-mUê/£ê, iocaiwe.nt ^,nt^bf> action compie.te. daM âne.
\}cutie.te. -e^ô^e. X, de. c.ompc'-ôan^eô ^lA.edu.c^ibie^ Y. et de. po/cn^ô ^êné^cçaeA y. poa .̂
i € Ei,q] . s^ (f .,...,f .) eÂ;É âne 4m :̂e ^guJUè^e. danô ,̂, , ça^ dê^n t̂' ï1 pî1 •^•ïy-
Y en y., on CL :

df, .A. . .A df .1 ,i p,i
= lg(^^)C^ dans H^ (^)

f1.i ï••• î fp,iJ

Indépendance du choix de la suite régulière.-
Soit une suite régulière f'a...,f qui définit Y au voisinage de y., on a des

égalités du type : f = E a.f dans ff , soit A la matrice des coefficients.
J n j n ^ï'y.

On a :
df = (a^df, + f.da1?)J J h h j '

A d f ^ = H A^df^ où^^^^Q^^
ï ^^i

d'où l'égalité des symboles :

^"j \^

..f...
J

Suite de la démonstration.- Raisonnons au voisinage d'un point y.. Soient y. pour
^ ^ . . ^ . h 1 J

h e H. les points génériques des composantes irréductibles y., passant par y., de
J J n 1

la sous-variété Y. défini'"î par l'équation t.. On a : f. = a. (g.) où n e U ,
T, J • L - J J J J n

a. est inversible dans fif et g. désigne une uniformisante de cet anneau.Un cal-
J . X y. J

cul simple montre que : j

^nlr
J

( ^nh

ĵ

'"h
, li
^jj

h
s. •
fô

= n Ch h
j



On en déduit :

et

df."^
J

f .
J

A.df.
J J

" j ' *

= Z , n C . e Z H 1 ^ 1 )h h h h X
j yj

=
"1
/i.

df
P

P
^h.eH.jer^plY*"1^ c h, "•

J J

... C ^ = m ^ ^
y P r^ l

P

où m . e IN et C désigne la classe de la sous-variété intègre de support Y . .
r,i

reste a voir que m.Il reste à voir que m, = lg(o ). Soit g un morphisme lisse défini au voisinage
'"i

de y. dans X sur un espace affine T de dim n-p et de point générique t , et tel

que la restriction de g sur Y . soit Un revêtement étale. La classe

C e Hom(^ a^ p ) fait correspondre à' toute forme : ag ,. (œ) oùY^ Y,y^ T,t^ /Y^

a e 0^ , et a) e ^n p , la forme- : "1- » y - » -L î ^ _

ag (a)) A (A .d f . ^
J J

'^/T a)(')=ls(eY.y^Tr^)/k(t^)" •

On en déduit que 1g(0^ ) = m . .

Image réciproque d*une classe fondamentale.-

V^opo^^jtioY}. 3,-So^t f : X -> Y an mo/Lp^càme. de- ua/L-u^ê-ô Lu>^^. S^ te, cyctç, f"^,

^11032. ' ^(IcÀp^oque, d'mne, 4oa4-va^Lê^:ê z .ùztèg^z danô Y, ^A-t dê^nx-, on ot. e.n c.okomoio-

g^e, de- Hod^e. :

c -1 = ^^ •f 'Z "

Soit r : X -> XxY le morphisme graphe de f. Soit C p. ^ le morphisme injectif, cup-
' / * *

produit par Cp/ — défini au lemme 3 . 3 . 1 . On a : C = p C et f C - 1^ o p* (C- ) =p.u^u F^ .̂

= r * ( C . , _ ) . D'où :

Xx Z

A" L

c^(x) ( f* cz ) = ^xz^iTO = ^xz.rçx) == ^v^*^"^^ = c -1 -c^(x)= ^(x)^"1^-
f Z
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Co^oticuAe. 1 . - S/c f eU c.ohomotog^qu.we.nt Vtam>vw>at a. z, oa en ^ênê^a^ &JL f e4;ù
p l̂t, on a. : f c - c * , oa f*z dê-ô-cgne ^a vc^u,W ^mag e ^c^p^.oqu.ç, de. z.

En effet, soit V. une composante irréductible de f Z, de point générique v. »

on a dans ce cas : la longueur de 0 * - est égale à la multiplicité de V. dans
-l î ^ îV . 1

f Z. 1

P^-opo^Â^Uon 4. - Peux cyct^ e.quivat^nt& danô x ont ta même, cto-ôe ^ondametzù^e en
cokomotog^e. de. Hod^e.

Soit P la droite projective, et considérons la résolution de Q , par K * .
P P

On a : - Rés ( / ^ ) = Ré s ( / • v-) = 1 . Le résidu est nul partout ailleurs, d'où:

- dT~| ["dTl-'^•^[-[^^-^
Les classes de deux points de P sont donc cohomologues.

La projection canonique p : X x P ->- p étant plate, on a, pour tout point

t € P , C = p (C ),et les classes de deux fibres de p sont donc cohomologues
\ u

aussi.

Soient maintenant deux cycles Y et Z équivalents dans X, D un cycle de X x P

tel que D.X et D.X soient définis, et correspondent resp. à Y et Z par les immer-

sions i : X -> XxP tel que i (x) = xxO resp. i, tel que i.(x) == x x 1 . On a :

"Y = ^D.X = ̂ D^X ) = ^^D"^ ) = °Z ̂ is^e i^^= ̂ ) 1 -
0 0 1

V^opo^^tioYi 5. - La. c^.o44e ^ondame.ntctte. dé^n^t paA. Linç.aAÀ^.ç. an mo^pUAme C :
A ' ( X ) ^ t î * (x ,^_) de Vanneau de Chou) danô ta. cokomotog^e, de Hod^e.

3.4.- CAS D'UN CORPS DE BASE QUELCONQUE.-

Au N0 3'*. 1 , la construction de la classe fondamentale n'utilise aucune hypothè-

se sur le corps de tase, c'est uniquement pour démontrer l'unicité que l'on a uti-

lisé la condition sur k d'être parfait. Pour démontrer l'unicité, lorsque k est

quelconque, il suffit d'appliquer la proposition suivante, lorsque k est une exten-

sion algébriquement close de k, pour se ramener à la démonstration de l'unicité

dans le cas parfait :

V^opo&JUbion. - So.ia.nt K âne ex^ejzUon pcm^aite. de k, i : Y -> X âne ^mme/u^ion (SpAmêe
d'âne uo/L^e-Éê Y danô âne uo^cê-Éê ^cô4e X, et î  : Y- -> X,. V Ajmw^^on dêda-cte peut

K K ' K
cnan^ewen/é de ôoLôe.
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^) S/c ^dê^ne. an ^ûLUceau. qu.oL!)^-c,ohe,^nt 40/1 X, on a poa/i /ÉOO/É ^.nti^A p:

• Ex^ ^ '^) " Ext^ ^y^) 8 K-, \ ^ K - ——\

L£ mo^pU&me. canon/cçae. : Ext? ((9^,ri ^ ExA { 0 - . , < F ^ ) ^^ donc -cnje.ct<^.
———t^ ï C^ ï^ K

Li} L'incise. ^cip^oqae. du. mo^pkL&m^ C danô K - ' * ^t e-gale. OL c .
K -'-K

On vérifie i) sans difficulté en considérant une résolution localement li'bre

de y . Pour démontrer ii), on peut supposer Y irréductible de point générique y.

Soient (t ,...,t ) un s.r.p. de f^ qui définit donc la sous-variété intègre Y

de support Y, en y.

Soit g : X - X x ^ K ->- X le morphisme canonique. Les éléments t! = g (t.) pour
K- ^ i i

i e [1,p] forment une suite régulière qui définit Y = g (Y ) dans Xy. La sous-

variété Y peut avoir plusieurs composantes irréductibles (Y . ) pour i e [ 1 , s ] der ji\. i
points génériques (y.) au-dessus de y.

La classe fondamentale C : rf^ -> Ext^^ ^m+p) où dim Y = m se re-
r,K r,K r,K K rA.dt1.]

présente d'après le corollaire au théorème 3.3 par le symbole 1 1 e H ^ (^p ),
+ ' r- Tf ^Tfelle est donc égale à l'image réciproque de C . [-••^••- l .1-,^ j\

II reste à calculer la longueur de 0, . Désignons O", par A, Q^ par
^K^i ï î y "K^i

A., par 7^ l'idéal maximal de A et par % . = (7^ <s> K)A. l'idéal qui définit Y en
^j 1 k z r îK

y^. Le groupe gradué Z . _^ est un k(y) espace vectoriel de dimension égale .à

lg(A). L'image de A. ® %] dans A. s'identifie à l'idéal 7%'3 , 'et ..le groupe gradué

A./7^ ® ^-^F1/'^'3'1'1 est isomorphe au groupe gradué E .T^/'^'34'1 qui est donc
1 ^(y) J J 1 1

un A. /H. module li'bre de dimension égale à lg(A).

On en. déduit que C = lg(A)C est l'image .réciproque de C , ce qui achève
K r,K Y

là démonstration de la proposition.

RwcUiqLLU 1 . - Le. thz.on.m2, 3.3 zt ^on co^toticuAQ, ^ont V^LCU^, mme, •ô-c ts, c.o .̂p4 de. b<z6e.
n1 e^t pûLô nêce^^a^Aewe.nt poA^cut.

En effet, avec les notations de ce théorème, ^es éléments C ^ C et C

sont dans Ext (̂ / 79^" q) en appliquant l'assertion i) de la proposition pour

une extension algébriquement close de k, on se ramène à démontrer l'égalité de ces

deux éléments, au cas où le corps de base est parfait.
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On en déduit :

RwioAque, 2. - La p^iopo^^tion e^t V^LCU.^ ROUA tov^ta, ^xtWï^on K de. k, non ^êc.&A.ôo^Ae.-
mwt pa/i^cUte,.

Rwia/iqu.<i 3. - Lo^ôque, k n'e/à/É pûL6 pa^^ait, ta. condition d1 unicité dt\)^e,nt : ̂
ex^to, utne. ctoL&^e. ^ondawzntaJie, ayu-qu-e, C do^ V^mage. ^éc/cp^oçae., pcoA toutz 2X-
t^Yi^^on peuL^aitç, K de. k, e^/É &ga^e. a c .

K
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IV.- LA CLASSE FONDAMENTALE RELATIVE

Soit f : X ->- S un morphisme lisse de variétés. Dans ce paragraphe on cherche

à associer a, tout cycle Y dans X, une classe fondamentale dans H (X, ^ y-). On

énonce la "propriété de la trace" qui implique l'unicité de la classe C ,- pour Y

plat sur S. Puis on établit différents théorèmes d'existence dans le cas d'une

"base S lisse, normale ou réduite.

4.1.- COMPLEXE DUAL1SANT RELATIF ET MORPHISME TRACE

Pe^î^tùm.- So^t f : X -> S an mo^pUôiw. de, type. ^yu, de. p^ê-ôcAémûLô no^ke.^ie.yi^

admettant deÂ comptoe/ô ^MmeJU iÇ &t K". On appelé. complexe. du.aLi&a.nt ^e^oé^
t * î

t^. complexe, f'^ = Hom(L f ^'^^ oa f' d^>ign^. V ^jna.QQ, ^c^p^oqme, <îxt^a.on.dÀ.YicuA<i.

([RP], c î. l/ÏI, CO^L. 5.4, p.3^3).

Remarque 1 . - En général, on désigne le complexe dualisant relatif dans la catégorie

dérivée par 2>-/ , si f est plat on cojisidère toujours le complexe :

!€'/„ ^ Hom(f*lC,K.) ^ II Hom(^- ® J(:s), Z J ( x ) ) , égal en degré k à

^ J^ s £ s — — x£x

Z HomÇfV.K^).
h — — s "

Soient s. un point de codim i dans S, et x. un point de codim j dans X (nota-
i J _ -i

fions que l'on respectera dans la suite), le module : Hom (0y ® f (J (s . ) ) , J (x . ) )

est nul si f (x . ) i s,, il ne peut être non nul que pour j >. i. On en déduit que si

f est plat de dim. relative n et si dim.S = r, le complexe K-, est concentré sur

les degrés E-n,+r] .

Si f est lisse de dim relative n, K-, est une résolution flasque de Q , [n].

Remarque 2.- Soit f : X -> S un morphisme plat. Si i : Y -> X est une immersion fer-

.mée telle que g = f o i soit plat, on a :

Ky/s - Itom .̂K )̂ . ]fom^(g*Kg.lÇ

En effet, on définit un morphisme : Hom(g l C , K - ) -> Hom(^ ,K',y ) qui induit pour

tous points s c S et x e X 1'isomorphisme suivant :

Hoirie ,Hom(0Y ® J ( s ) ,J(x)) -^ Hom(0- ® J( s) .Hom^ , J ( x ) ) ) .
JL.X A,X • J L î^ •JL»^
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P^opoAction 2. - Soient g : z -^ S an mo^-pfti&me, Uj^&a de. i/a^cê^ê-A, de, dan ^.^tative. n

e/t f : Y -^ Z an mo^pUAwe ^n .̂ Loi Vt0.c,e, do, f, Tr f : ^^y/s ^ ^Z/S ^n•^Jt u-n

.uomo^LpkUïme. canon/cçae :

T^.: Esl°(^/s,®y/g[-n]) ^ rH^f^/s^/g)

oa Ï* d&i-ujne te. donateur 9 s t .

^
Cette proposition énonce la propriété de dualité du complexe dualisant rela-

tif ( [RD] ch.VII, cor.3.4).

On trouve dans [25] une formule de changement de "base pour ^ „/- dans le cas

plat, ou,plus généralement le cas cohomologiquement transversal à Y sur S.

On admet la proposition suivante :

P/tOpo&^tioYi 3.- Avec t^ notation de. ici p^opo^^Uon 2, .oo.ce.nt h : S1 ^ S an mon.-
pki&me. cohomotog^qu.W2.nt t^ayu>vW>ai a f , g1 : z' - ^ s ' e^f : Y' - ^ z ' to mo^t-
pki&me^ qm, 4e dêda^Ae.nt de, g e ;̂ f pcm. te, cka.ngme,yit de. b^ô e. h, e :̂ en^n ^e4 mo/t-
phÂ^mo^ c.cLnovu,qu.e^ h1 : z 1 ^ z e :̂ h" : Y 1 -> Y . A^O/LÔ <êe ctca^awwie. 4a^uant, oa h*
e^ h 4on.£ dê^n^ô c.anon^çazme.nt, e^ ;̂ commuta^c^ :

h"* ^(^.^^[-nD——.h^r Hom,(fQ^.^)

Ï| f J ^

^(^.^.^.^.[-nDÎ-^f^Çf^./g.^./g.)

'^f'

(Le mo^LpkL&me. h* peat e^e. dé^n^c wiewe 4^ h e^ çae^conçae).

P^opo^^ition 4. - Aue-c ^e^ notcuLiov^ de ^a pfiopo&^Lion î, &o^wt

é=^l°(^^^r-n]) et ^=Wf^/s.^/g).

/c) So>iwt u an oaueA/t de Y e.t F an ^e/iwê de z /ûe^ çae H^Ç'-) = 0. Mo^ ^e mo^L-
plti&me. -ôa-cvant :

r (U,6) -^ rÇU-f '^F)^) est injectif.

>U,) SuLppo^ovu> s ^éda -̂û, e/t 4o/cen^ s, poaA À e A -êe/ô po^nt& gène^ique^ de. S; e/£
^ ^e^ ((ûc^ce^ax dêda^ô de^ pa .̂ ^e ckangw^nt de foa-ôe : Spec(k(s,)) -^ S. A^O^LÂ
/c€ ex^à^e (la p^aô 1 4ec^con de ̂  ça^ ^nda^É poa .̂ :̂oa.É À e A âne 4ec^con donnée
d&^,

A*
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Pour démontrer i), on peut supposer S et Z affines, et l'ouvert U = D(u ) défi-
ni par un élément u dans r (Y,0^) . Soit J-p l'idéal de définition de F dans Z. Les

faisceaux ^ et f (k) étant isomorphes, il suffit de démontrer pour toute section

<f de 7*%, l'implication suivante : { V ' t e J , 3 m e ] N : (ut)^ = 0} >
{ 3 m' c HN : u"1 ^ = 0} or, on a pour toute forme W e F^/g : {{u-t^^W =
y^ut)"^) = ^((u^Hw)) = 0, où l'entier m dépend de t et de W. Soit r le plus

grand entier m lorsque t parcourt un système de générateurs de J , on a :

^((u^^W)) = 0 et du fait que H^(<^) = 0, on déduit que (u^Kw) = 0. Soit m'
le plus grand des entiers r lorsque W parcourt un système de générateurs de
r^/g, on a ̂ \ = 0. ^

L'assertion ii) se déduit facilement de i) car pour tout fermé F ne contenant
aucun des points s,, on a : H . (^ ) = 0., À — -i Z

6(F)

La propriété de la trace.-

fe^n^xon 2.- So^t Y âne. \}OAÀ,W, ou-d&A-ôLtô d'i-me. \)<VUJ^LZ s. On cLU qu-'u-n e.̂ e.me^û
(f> e F J^^^/gî^Y/gr-n]) ou. r e/ô-Û ta. dùn ^at-cuc (dim Y - dim S) de, Y 4t^L S,
ve^c^Lg. .̂a p^LOpHÂ.e.te. de. ̂  î<xce^ 4 .̂ pouA ^oa/£ o\i\jvdL u de. Y e/t .ÉOLLI mc^p^côme. ^»z^
e :̂ p̂ .̂  f : u ^ Z de. u dûuzA âne. \)aAÀ^.te. z ^cA4e- 4uA s, .̂'ê^ême.n.É
T^(<i?) € Hom(f^ng,^ng) ^Yidimit ^UA ^f*^/g ̂  WO^p^Awe. :.Tr f ® Id :

^u^z/s' "z/s-

Unicité de la classe fondamentale.-

?^cpo^^tion 5. - Aue.c t^ notation^ de. ^a dê^oz-ct-con 2, ^appo-ôonô s ^êdu t̂e. e.É
Y êça^c^urîe.n4^onne^.£ -ÔUA S. So^e.n.t ( s . ' > . .̂e^ po/cn^ô ^ênê^cçu-e^ de. S.

^) Sappû4on4 k(s^)^^^ p^^uAs. î^ e.3<xà^e. aa p^^ô 7 c^éme-n/É
<? € ^(Ex^o(^ng,<^y,g[-n3)) çtU uê /̂Le, ̂  p^op^ê/éê d£ ta tACica (dé^. 2 ) . Un t^
o.ie.mz.nt , Qaand ̂  e-x/ÔUe., 4'appelé, ^a C^CLÔ-ÔZ ^ondame-n-û^e. de- Y -ÔUA S.

• Li\ S^, tou^ t^ co^p4 ^.ê-à/cdae^ô ne. 4on< pût̂  pa/î d^tô, .ôo/ce-n/t K. de^ cx.̂ e.nô^on^
p(Vt{^cujt<^ de. k (s . ) , e/£ Z .Y . ^'^wa^e ^cÀ-p^oque, de. Y pû[A ^e. wo^pn^ôine. d^ c îan^e-
m^n^ de. b^e E^ -^ s . A^LÔ ̂  e.x^ô.£e. aa P-ÛLÔ 7 ê^êwe-n^^e ^(Exto(Qn; ,̂ ' , C-n])

Si S n'est pas réduite, on peut modifier légèrement la propriété de la trace pour
o'btenir l'unicité de la classe fondamentale (supposer Y plat sur S, et exiger la
propriété pour les complétés aux points de Y- pour obtenir assez de morphismes
finis), (voir l'Appendice).
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dont VmciQ^ ^.icÀ.p^.oqvLQ. dan& I^Ext0^ ,„ ,̂ ),1 , - [-n])) ué^/ce. ̂  p^opué/tê de.
-^i/^i ^i/^i

^ût. VICLC.^ Un fat Wwwt quiond U, ex^à/Ée., 4^ appeJUia ta. C^LÂ-ÔC. fondamentale. de. y &UL^
s . .

Démonstration i).- Tout point de Y admet un voisinage quasi-fini sur S x k ([EGA]
IV, Prop. 1 3 . 3 . 1 ) . Etant donne que le morphisme quasi-fini admet'une factorisation
(de Zariski) en une immersion ouverte et un morphisme fini, on peut appliquer la
proposition 4, et se ramener à vérifier l'unicité au voisinage des points généri-
ques de Y, donc sur l'image réciproque de Y par le morphisme de changement de base
JJ.k( s. ) ->- S, ce qui nous ramène au cas absolu vu au ch.III,N°U. 1 ).

La démonstration de ii) procède de la même manière que i).

Dans la suite, on va établir des théorèmes d'existence de la classe fondamen-

tale C / . Voici un schéma des résultats que l'on obtient :
-L/b » - .

7 . - La foaàe. s <^t quelconque. : dê -̂uuA C-,- poa .̂ y ^nteMe.c^ion comptais, Ag/êat/cv^
ï /û

e/t picute. •ôa/L s.

2.- La. ba&e, s &U ^ôô-ôe. : de.^yuA c_/-, pou^i toute, \)cuuÂ.te. y ^UA. s.
ï /b

3.- La. bûLôe, s 2^1 no^naie. : dê^uA C / poa^L y êçu îùnmÂ^mne/̂ e. ^UA s.
ï /b

4.- La. ba&e, S e/U ^êda^Ée. : de.^vuA c,^ pouLfi y piate. &mA S.
ï /b

Existence de la classe fondamentale dans le cas d'une intersection complète
relative locale

Vn-opo^^LoYi 6.- So^t î : Y -> S an mo^iphÀ^me, pteû, toç,aJiwwt ^.ntWï^c^ion c.ompièt2.
n.2iati\)2,^ de, dm n.çjiat^a. n. ît wJ^tz an mo^ipkL&m^ canonique C , : d^.W ->•
iÇ, quA, vé/î ce. ta. p^opfu.e,tç, de. ta. tn.ac.<z, (dê^.2). S^ on nu .ôappo-ôe ptu^ f piat,
on ^Loava c^g da.m> r(Y,Ext°(^gCn3, g>^))).

1.- Construction locale de C , .- Supposons -qu'il existe une immersion régulière

i : Y -> X de Y dans une variété lisse X sur S, et soit ^ l'idéal de définition de
Y dans X. Soit p la codim de Y dans X. On déduit de la suite exacte : ^ / J ->•
i*^/g-^ !^/g ->- 0 un morphisme : ^ . g -> S^j ® (A^/J2) et on obtient C . g :

^n ^ 'Ext^Ç^ ,d1 p) en composant le morphisme ci-dessus, avec 1'isomorphisme ton-.

damental local ([RD], ch.III, prop. 7.2, p.179).

Si (t,,...,t ) est une suite régulière qui engendre J, l'image de C , dans1 p • ï / 0

Hom(^^,Ex^p(ôy.^+j)) ^ ̂ .Ex^^,^)) se représente par le symbole :

[dt, A . . . A dt ~|
1 p

t, ...... t
L- 1 p-j.
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2.- Invariance.- Soit i : Y -̂  X (resp. i' : Y -> X* ) une immersion fermée régulière
dans une variété X lisse sur S de dim relative n+p (resp. X* lisse sur S de dim
relative n + p ' ) .

Soient X" = X' x X le produit fibre muni des projections q sur X et q' sur X'
S

et Y' = Y x x' a Y x X" muni de la projection r sur Y et de l'immersion fermée
s x

régulière j, image réciproque de i par le changement de base X" -> X. La section

s : Y ->- Y' du morphisme lisse r, qui relève i* : Y ->- X' est localement une immer-

sion régulière. On déduit que le morphisme i " = i x i ' = = j o s est aussi localement

une immersion régulière.

Il suffit de comparer C^g(i") : H^g ^ ̂ T^ ̂ '"^IT11') et

X
C / (i) : ^/g -> Ext^ (^»^/J|j) (resp. Cy,g(i ')).0n peut vérifier que l'on a :

"̂.i ° ^/S^ ^Y/S^'

3.- La propriété de la trace.- Soit h : U -»• Z un morphisme fini et plat d'un ouvert

U de Y dans une variété Z lisse sur S de dim relative n. Le problème étant local sur

Z, on suppose Z affine. Soit une factorisation de h par une immersion fermée :

i : U ^ X dans une variété X lisse sur Z. D'après ([EGA] IV, prop. 19 .3 .2 et

1 1 . 3 . 8 ) le morphisme i est nécessairement localement une immersion régulière. Sup-

posons U défini par la suite .régulière (t ,. . . ,t ) e r(X,&y) et soit q : X -> Z
I P A

la projection. Pour toute forme W e ^Tl/a et a e F(X, (?„.), on a :

raq*(W)dt A. . .Adt
Rés^ o C^(a/Y W) = Rés p , ^ ̂ /y^

Co^LottcmLe,. - So^t h : Y -^ z an mo^phÂ^mo, ^yu. e/t ptatf ^,nt2A^ç,c^ion compt^t^. A-e/to-

ti\j<i -&UA ta. voA/cê-tê Z -tcô-ôe. 40^. s de. àJw ft^tat^a. n.A^o^ô it <!x^to. un mo^phUme,

canonique. Tr h : h^, -> ^/g .

Il suffit d'appliquer 1'isomorphisme T de la proposition 2 à la classe fon-

damentale C , .ï /b

4.2.- EllSTENCE DE LA CLASSE FONDAMENTALE DANS LE CAS D'UNE BASE LISSE

P .̂opo.ô^Ucm 1 . - So^t f : Y -^ S u.n mo^plvi&m^ d'cme. v<vu,^t^ Y de dan PUAS, n+r d<mô

u.n£ \)(WLQ,tQ. Li&^ç, s de. C^UM r. kto^ H wjfïtQ, mno, ci(U^e, {^ondamwtoJia C--,-
ï /b
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dan^ nY,]^0^"^], 2)y, )) qu/c uê^^ce. ta p^op^iW du ta. VWL(L<L.

Construction locale de C , .- Supposons qu'il existe une immersion i : Y ->- X de
X/ b

codim p dans une variété X lisse sur S, et soit C / l'image de la classe fondamen-ï/b
taie absolue Cy par le morphisme : Ext^ôy,^) -^ ExfFÇ&y^Fg).

Lgjnme.. - Le mo^pk^m^ ^n ^ Ext^ô^,^11'1^) optant pcm cu-p-p^odiLU aue-c ici c€<zô4&

C^g ^nduU tin mon.pku.ma c^g: iĵ g -. Ext̂ ,̂ ;!;).

On peut supposer Y réduit. Le morphisme H^X,^11, ) ->• S.II?.^11 ) étant injec-
itif lorsque y parcourt les points génériques de Y, on se ramène à faire un raison-

nement local au voisinage des points -y. et identique à celui du cas absolu(III.4.1}-
J

On en déduit que C ,- ç. Ext?^11 ^".F) ; pour une forme Ci) çT ^n , on note

C^g(o)) pa rœ^C^g ou 0) A C^g.

Invariance.- Il suffit de considérer une factorisation de i en une immersion
i' : Y -> X' et une projection lisse p : X' -> X, alors les classes C-^ /»( i ) et
C , (i') se correspondent par le morphisme Rés~, ..

JL / û 1 g 1

La propriété de la trace.- Soient U un ouvert de Y et h : U -> Z un morphisme fini
et plat sur la variété Z lisse sur S, de dim relative n. On se ramène à faire un
raisonnement au voisinage des points génériques de U, donc au cas où U est une in-
tersection complète relative sur S.

Remarque.- Si le morphisme Y -> S n'est pas dominant, la classe fondamentale C /ï /b
est nulle. En effet, au voisinage d'un point générique y dans Y, plongé dans X,

on peut supposer l'un des éléments t. d'un système de paramètres de 0^ provenant1 -n •^-»y
d'une section locale sur S, alors dt. A . . . A dt est nul dans ^ ~ / q *

Co^-o^uAg.. - JL} S^, Y e-U pia^t. 40^1 s, on pmt de.^'ivuA. ta. CÂ,CL&^, ^ondaman.taia comme.
an mo^ph^me. c , : ^"^nJ^lÇ, qm, vê^^ce. ta. pftopnlW, de. ta. t^.a.ce,.

Li\ S>JL Y <^t pionge. da.n& une, \}OAÂ,o.te. x Li&^e, 40^. s, de. dÀm ^dia^Uva
n+p , on pwt dz^nm mn mo^pki&me. C , : ^n rn] -> Hom(0„,K-(^n+p)[-r]) . S>L de.
pùUï Y o^t e.qm.dU.ïïi. •ÔU/L s, on pwt à^wiA ta, û^<zà4e. ^ondamavvtaJia comme. u.n mo^tpku>-
me c . : ^/sCn] ^ Hom,(fy,K--,) qm vê^^e. ta. p^op^iW de. ta. tua.^

Démo nstration. i).- D'après la remarque 4 .1 , îG., est isomorphe à Hom(0Ç,K_, )

c'est un complexe nul en degré < n, on définit C , comme composé des morphismesï /b
suivant s :

S^/gCn] ^ EKi""̂ ,̂ ) ^ Ky/g .
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Démonstration ii).- Là aussi le complexe Hom(Oy,IÇ( ^J)r-r]) est nul en degré < n

et si Y est de plus équidim. le complexe Hom^y»K_-, ) est aussi nul en degré < n.

Propriétés par rapport a. un changonent de base.-

P^opos^tion 2,- So/ce-nt X âne. \}<vu^tq, ti&^z .00 .̂ s do, cLw ^ntatwç, n+p <it Y âne. 4000-
vcuu.Ue. de. X de. cod^n p, e/t êço^un. -ÔL^L s. Pou .̂ touJL^ ^O^-\JO^LW -ta-ôe. z danà
S , VmaQa de. Cy,g pan. ta mo^pku>me. canonique, H^X,^. ) -> H^ (x ,̂ . / ) (U>t
^gai^ a ta. ct(U^ 2. ^ondam^yitœte. c du cyctt ^ûtw, action Y.X da.y^ X.

JL * --1-7 . Z

On trouve la démonstration îlans ET].

Co^ottcuAe. }-So>io,nt z te, po^nt Qe.yi2.nA.quit dç, Z &t K âne. oxfo^^on de. k(z) . L'^idge.
^c^p^çae (Cy^g) 4^. K da c^ ^^ ê5^& à. ^Cy ^ oa CY ^ dê^^n^ ^'^a^e

^êc^p^o.çae. de. Cy ,g. S^, de. p^a4, ^ zx^a/Ée. a^ oaue^ de. Y qm. .̂enconûle. -toa4 ^e^
Y^ e :̂ ç^ &A^ co^mo^o^çaejnz^: ^iciyb&v^at ^{VL s ci K, on a : (c , ) . = c

T(" K
m pcUt^ic.uLtiizA, c1 e^t \jn.cu, -U Y <^t pleut -ÔUA s.

Si K = k(z) , il suffit d'appliquer la proposition et pour une extension quel-,

conque de k(z) , on applique la proposition (III.4.1)

Soient y^ le point générique de Y- , et s ,...,s un système régulier de pa-

ramètres de ©g ^. La multiplicité n- est donnée par la formule des Tor :

Z ( - 1 ) 1 1g To4 (^ y \ ̂  / ( s s ) )
^\ -^À JL^\ ' q

Si Y est cohomologiquement transversal à K en y, cette formule se réduit à :

^(^y / (s^ , . . . ,s ) ) = n- ; en particulier,c'est le cas si Y est plat sur S.
À

Con.ottcuAa. - Ave-c t^& notcuUoyv& de. ta. pn.opo^Lbion 1 , 4o/ce^É ( Y - ) , ,. t^î> compaô<mte/ô
WiÇ.du.c.Ubt^ de. Y, de. po^.nt& ge.ne.^Lqii^ y . La. dia^a c , ^t Vmvu.quKi. 4e.ct<:on
de, Ex^°(^g[n],€)^g) QO^ ^ndiLU 0 aa uo^6/Lna3& d£ y 4/c Y ne donunz poL4 âne.

compo^anta de. s, e :̂ ço^ ^nda^É c e Hom(^n [n],K- ) 4^ ^'^a^e. d& y e/à-û ^e.
. . . ^ ^ ^ ^
po^yit gênêA/cçae. s- d'u.ne. compo^an-Ée. de, S.À

II suffit d'appliquer la proposition U . 1 . U .

P^opo^^ttoia g,- So^e-nt g : z ^ s an mû^p^ôômz ti&^e. de d^m ^.^tative, n, e/û h : Y ^ z
an mo^pn/û&iTie. ^/cn^ e :̂ êça îorie.nA/conne .̂. î^. wj^tç. an mo^pn^ôwz an-c^ae.
Tr h : h^^/g ->- ^yg ça^ induit en /Éoa^ pû^n^ ^êne^cçae. z d'âne, composants, de. Z,
^e. Mio .̂p^m& ^Lace- : Tr h : h, ^n -^ ^n, ,, , , - .

x À* \/k(g(z^)) k (z^ ) / k (g (z^ ) )
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II suffit d'appliquer.les propositions 4 . 1 . 2 et 4 . 1 . 4 .

Remarque.- Pour toutes formes a) e Fî g et y e F^, soit œ ® y e m114'1', on a :

Tr h(œ ® 07) = Tr h(œ) ® p e ^z'^1'*

4.3.- EXISTENCE DE LA.CLASSE FONDAMENTALE DANS LE CAS D'UNE .BASE NORMALE

Supposons dans la suite le corps de "base parfait.

P^Qpc^^ÛLon. - Servit z âne vo^cetê -&Uôe ^UA âne. VOAA.W normale, s, de. cUw ^eûit-cve
n, et h : Y ->- z an mo^pUôme ^ni et êçtUd-cwenà-conne-ê.

^) Ato^f ^t ex/ôô-te an mo^pki&me, -Uace u.mqu.ç, :

Tr h = h^/g -. ^/g

qm, ^t compatibie. avec. .Éoa.É ckangw^nt de foûLAe p-Cat en âne foûLAe s' no^wût^e, et qui
^ndiLU t<L mo^phÂ^me, ^LÛLCC dê^cn^ dan4 4.2 torque, s' eô/É ^064 e.

^) S^ Y eU p^a :̂ 40^ s, pot î tout po>int de s a vû^euA danô cm co .̂p4 K, ^e
mo/LpUAme Tr h ^ndtu>t ^UA K ta mo/ipUôme Tr h . (dêm. de ̂  en c^.O).

Démonstration- i)- Le corps de "base k étant parfait, l'ouvert U des points lisses

de S, est de codim 2 dans S. Si la trace existe, elle est unique à induire sur U

le morphisme trace défini dans 4.2.

Existence.- On peut supposer S et Z affines et ^n libre de "base dX A . . . A dX .
n Z/S 1 n

Soit a) e r^/g, on a : Tr h/Yy(co) = a^ dX^ où a^ e r(Zy,(^) ; on peut prolonger

a en une section a régulière sur Z, on définit :

Tr h(oo) = a A^ dX^

Les propriétés par changement de base plat, se déduisent du cas lisse.

Démonstration ii) - Soient S' une désingularisée de S, et un point de S' à valeur

dans une extension K' de K, au-dessus du point de S dans K. Soient •n-' : Spec K' -»-

Spec K le morphisme associé à l'extension et (̂  le morphisme de Spec K dans S. On

note h^ : Y^ -^ Z^ le morphisme déduit de h par le changement de base Cf. Il s'agit

de démontrer : Tr h = ^f*(Tr h) et il suffit de le .faire pour l'image réciproque

par T T ' , ce qui nous ramène au cas d'une base lisse S' (voir corol. 1 à la prop.

4.2.2).

Tnec^eme. - SoU Y âne vo^cê^ê êça^d îenA^onne^e de cUm ^ativç, n 40^1 âne u^ce-ûê
nonmata s. 11 ex^s-te âne c^aô-ôe f^ondcrn entais, an^Lie c../ ç T(Y,^) où

Y/S
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ît w^tn mm cta^&e, {^OYid.ama.ntati mu-qu-e. C , ç r(Y,i) om i= Ext°(^,g[n], ̂ y/ç^
QIU. e t̂ compûitcfo^e. avec -£ou/t c îan^ent de, ba^o, pleut w. mm ba^e, s' no^m^e. &< çu^
^ndu^t ta c^Â-ôe. dê^t^e. daizà U.2 U s' e/U -e^&e..

Tout point de Y admet -lin voisinage quasi-fini sur S x k (-[EGA] IV, prop.

1 3 . 3 . 1 ) . On va construire C / localement sur S et sur Y, donc en choisissant des

recouvrements affines adéquats de S et de Y, on peut supposer S et Y affines. D'a-

près le théorème de Zariski, on peut réaliser Y comme un ouvert dense d'une variété

Y finie sur S x k11. Soit h le morphisme Y. -> G x k , le morphisme Tr h induit

d'après 1'isomorphisme T de la proposition 4 . 1 . 2 , une classe fondamentale C y

qui est unique à induire la classe fondamentale sur l'ouvert lisse de S (diaprés

la proposition 4 . 1 . U ) . Ces différentes classes se recollent donc "bien lorsqu'on

parcourt les différents ouverts des recouvrements de Y et de S. La propriété par

changement de "base se déduit du cas lisse.

Un contre-exemple dans le cas d'une "base non normale. -

Supposons la "base S affine intègre et non normale. Soient Y la normalisée de

S qui est équidimensionnelle sur S, et i : Y -)• X une immersion fermée dans une va-

riété X affine et lisse sur S de dim relative n. Supposons qu'il existe une classe

fondamentale C / e H^X,^^)-qui induit la classe canonique sur l'ouvert lisse

de S.

Il existe un entier m assez grand tel que C ,^ ç. Ext (^y/J » ^ / o ^ ou u dési-

gne l'idéal de Y dans X. -

Soit h : (Y,9 /^m} -^ (S,6^) le morphisme induit par la projection de X sur S,
X S

1'isomorphisme résidu :

Extn(Y.im.^/s)aHom?(h*(fr'x^.ys)
S

montre que notre assertion revient à dire qu'il existe un morphisme :

h (^ A)111) -> ^ qui induit la trace de h sur l'ouvert lisse de S, ce qui est absur-
* X S

de.

U.4.- EXISTENCE DANS LE CAS D'UNE BASE REDUITE

LEMMEÎ. - ^) So^nt X âne. va^u.e.to. U&42. -&UA ime. vaA/uLtê S, âne. &ou^-\)<vu,W. ^e/imêe.
y de, c.od^m p dûuzô X, u.n po>int s d<in& s et y t'u-n d^ po>Lnti> QQ,nVu,am<^ da ta. ^b^e.

Y , de/ô o.twHYUU) t ,...,t e 0^ Qiu, ^yidiu^^nt ayi 4.^. p. dan^ y dts 1 p x,y x0 »y
p : Y ->- Z an mo^Lpku>m<i JLi&^e. do. X 4uA anç vcuu.ete. Z tu>&z -AUA S zt de. dùn ^ota.Lwç,
n , t2t çae. ta. ^L^t^ic^ion de. p a Y 40^ quia^^- ^YU.(L ^t ^e.paA.abte. en y.
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Aio^L& on CL :

"?/S,y = ^y 8 ^/S + z ^Y.y dt^ ^^ dt^ A "̂

00 ; i^ < • . .< i et j e [1,n].
J

/c .̂) IL vu^tç, âne ^owÀJUia, ^nia f, : Y -^ Z pou/i À e A , de. mo^pfvi&me^ qua^^,-^iyu^
A

e :̂ ^pcui.a.bicÂ m y .te^êe. çae. ^'on û^ :

»Ï/S,y = ^Z/S^y

Démonstration i) Soit ^ = E.t.07 l'idéal engendré par les t. ; son image

^ = Z t. y-, dans ^- définit la sous-variété réduite Y ^, associée àt ^ s i . s X X s reds,y s,y
Y dans X . La restriction f de p à Y induit sur Y ^ , au voisinage de y, un re-s s • s red
vêtement étale de Z 9 on en déduit :

<S,y = ^,y 8 "Z/S + s ^y ̂ i + î <8,y + %s^/S.y

où ?% désigne l'idéal maximal de 6^
S b 9 S .

L'idéal % étant niipotent dans 6^ , il existe un entier h assez grand tels X
h s

que ^ soit inclus dans f^ (9y ; donc en multipliant par ^ l'égalité précédente,

on trouve par récurrence :

<S.y = ̂ ,y 9 "Z/S + £ ^ï.y^i + %s»Ï/S,y •

Enfin en appliquant le lemme de Nakayama à 1'idéal X y 'dans 6^. et au module
-i s i ,y ï ,y

"ï/S.y' on trouve :

"Ï/S,y = \,J 9 "^/S + E ^Y.y ̂ i

En prenant la puissance extérieure n fois, on trouve l'énoncé du lemme i).

Démonstration ii) La construction faite pour démontrer l'unicité dans III, théo-

rème 3 . 1 , permet d'éta'blir ce résultat.

The.on.wa. - So^t f : Y -^ S mn mo^phÀ>f>me. de, \)OAÀ,W,& ptat de, dÂw ^eÂ.ative, n. Sappo-
-AonA S ^du^ite, e^t pouA toujt poi-vut s e S &-Û touJL po>int ge-ne-^iqu.^ y de. Y , V VL-
tWïJLon k(y) de. k(s) &A/Ù ^e.paAabte, [paA exwpia car(k)= o). Ii vuJkt<L une, dia^^o,
^ondani^ntate. u.yu.qu.e. C /- : Q^/c.Fn] ->- IC, qm, <^t c.ompatibte, avac. tout ckcingeme,yit
de, 604 e en timbale. S' ^e.dubute, &t quÂ, Jindwut ta. cÂ-CL&^e. de.^yu,e. da.vu> 4.2, ^JL s' eM
ti&^e..



On va déduire ce résultat du cas normal précédent. Considérons la normalisée
TT : S* -> S de S et soient f : Y' -)- S* le morphisme canonique déduit de f par le
changement de base TT , et ir' : Y' ->• Y le morphisme canonique.

Tr TTD'après 1 . 1 . 3 , on a la suite exacte : 0 -> N' -> TT K-, • ^S " ol" û
Considérons le diagramme suivant :

f Tr -iï
0 ^ f N' ->- f \Kg,

CY.^.(-iï ' îo))

TT^.

Tr ir'

.f\ -. 0

Cy/g(oi)

•|r

^

où oj g r^-^/q et C , (a)) est le morphisme que l'on cherche à définir.

* *
L'isomorphisme : f ir K*., ^ TT'f K", permet d'appliquer le morphisme

* * * * .
C , , - , (T r ' où), construit dans le cas normal, à f ir K^, .

Pour démontrer que C../-(œ) est "bien défini, il suffit de vérifier que
* Y/ *

Tr TT ' ° C , /c.»('n"' œ) s'annule sur f N* , ce qui fait l'objet du lemme suivant.
ï /b

Lwme, 2.- Ave-c ̂  notœt>Lon& du. ^éo^ème., ^o^wt S' n.̂ e. va/Uê/fcê no/Lm^e-, a î mû .̂-
pUàwc TT : s' -^ S, t<L p^oduu>t ^fo^.ê Y' = Y x S' muLYbi de. ^a p^oj action -n' ^u^ Y.

S
(Le mo^p^côwe. Tr 'n &A-Û de.^vu, 6/cen qu'^t ne, éo^t pcLf» ne.c^^aÂAm^nt mn mo^phi^me,
de, complexe}. POU/L touJL<L ^owne, 00 e r^" ^ -ÉOLit ^ijmboie, $ e r Kg,^e^ QU.&
Tr -iï(3) = 0, on a. ï Tr ïï ' (Cy,yg, (Tr ' *œ) (8) ) = 0 .

Démonstration 1 . - Le problème est local sur Y, et on peut supposer qu'il existe

une factorisation de f en un morphisme lisse g : Z -> S et un morphisme quasi-

fini h : Y ->• Z. Considérons le diagramme :

où Z ' = Z y S ' .
S
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Soient s un point de S et ( s î ) un nombre fini de points fermés dans la
-1 1 i£I -1 -1fibre TT ( s ) . . On peut supposer que la fibre g (s) (resp. f ( s ) ) admet un point

générique z (resp. y ) , et que le symbole 0 soit dans Z J ( s î ) . On a

J(y) ^ Hom^ {Q".. ,J(z)), et par conséquent» pour établir le lemme, il suffit de"
°Z,z ï î y

vérifier, la relation :

Tr 7T(e) = 0 ==>Va e & , . Tr h ° Tr TT ' (C, , . /_ . ( î r ' *(a 0 ) ) ) ( f 3 ) ) = 0
ï »y -s- /b

Et puisque Tr TT" o .Tr h' = Tr h 'o Tr TT ' , il suffit d'établir :

R : 1 a € ̂  , Tr TT" ° Tr h' (C.,. „. (ir' *(a ùû ) ) ( 3 ) ) = 0.ï »y i /b

D'après le lemme U . U . 1 , ii); on peut supposer (a u^)e (h ^- ,_) s et même

0) e H'2 , ; si h' était fini, il suffirait d'appliquer la propriété de la trace

à C.-, /.-,, pour se ramener à établir le lemme dans le cas d'un morphisme lissei / o
(ici g : Z -> S), auquel cas il est facile. Effectivement, on peut supposer h fini:

d'après ([EGA] ch.IV, cor. 1 8 . 2 . 3 ) , il existe un diagramme commutatif :

\ \
Y —————————^ Z

h

où le morphisme h est fini, 2 étale sur Z et la fibre de 2 en z contient un point
z d'extension résiduelle triviale sur z ( k ( z ) ^ k ( z ) ) , Y étale sur Y et la fibre Y~

~ ~ ^ z
contient un point y avec : k ( y ) ^ k ( y ) . On en déduit sur les modules dualisants
les isomorphismes suivants : J ( y ) ^ J ( y ) et J ( z ) ^ J ( z ) .

En supposant h fini, h' l'est aussi et R devient :

V a e ̂  , Tr 7T"(C . (Tr h' (a) (TT"*O)) ) ( ̂  ) = 0 ;i »y ^ /o

ce qui est vrai car Z est lisse sur S et on peut appliquer la commutativité du
Résidu pour tout changement de base ( [ R D ] p. 198 ( R . 5 ) ) .
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