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RESUME.- La notion d'application C-stratifiée généralise celle de fibre
à singularités au cas où la fibre singulière n'est pas réduite à un point.
Le but de ce travail est de construire, par des méthodes purement homo-
logiques et pour de telles applications, une suite spectrale généralisant
la suite spectrale de Serre. Elle est, dans certains cas, duale de la
suite spectrale de I. Fary. Entre autres applications, on complète les
résultats de Bredon, Conner et Dyer, Antonelli concernant les fibres à
singularités et les actions semi-libres de groupes.
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Introduction.

L'objet de ce travail est de construire, pour les fibres à singulari-

tés, une suite spectrale généralisant la suite spectrale de Serre (théorème 2 . 5 . ) .

En fait, la construction sera valable pour une classe d'applications plus large

que celle des fibres à singularités et pour laquelle la fibre singulière n'est

pas obligatoirement réduite à un point. Nous les avons appelées applications

C-stratifiées pour des raisons explicitées au chapitre I.

Cette étude permet une réponse partielle aux problèmes posés par les

fibres à singularités (Montgomery et Samelson [ 2 2 ] ) , entre autres celui des

relations entre les propriétés homologiques des espaces en cause. Les résultats

obtenus dans ce domaine complètent ceux de Bredon . [ 7 ~ \ , Conner et Dyer |^14] ,

Antonelli [3] .

L'essentiel de la construction de la suite spectrale se fait dans la

théorie de l'homologie singulière. Cependant, les propriétés topologiques des

applications C-stratifiées amènent à travailler également en homologie simpli-

ciale, à partir d'une triangulation de l'espace "de base". Nous n'utilisons

donc pas la notion de faisceau.

Parmi les propriétés de la suite spectrale, signalons la dualité avec

la suite spectrale de I. Fary [\8\ dans l'intersection de leurs domaines de

définition, et plusieurs propriétés héritées de celles de la suite spectrale

des fibres ( J . P . Serre [ 2 3 ] ) .

Les différents chapitres se répartissent ainsi :

Dans le chapitre I, on donne la définition et quelques exemples d'ap-

plications C-stratifiées. Dans certains cas particuliers, on obtient directement,

à partir de la définition, des généralisations des suites exactes de Wang et de

Gysin. La seconde partie de ce chapitre consiste en un résumé de la démonstra-

tion du résultat principal (Théorème 2 . 5 ) .

La démonstration proprement dite fait l'objet des deux chapitres suivants



Le chapitre II établit quelques préliminaires algébriques concernant

les morphismes d'extensions de modules différentiels gradués et le théorème

de Shih pour les complexes simpliciaux.

Le chapitre III est consacré à la démonstration des résultats du

chapitre 1 ; on y montre notamment l'existence de triangulations adaptées

(Proposition 9 . 2 ) , la proposition fondamentale 1 0 . 1 et le résultat principal

(Théorème 2 . 5 ) .

Enfin, dans le chapitre IV, on donne les propriétés de la suite

spectrale des applications C-stratifiées et quelques-unes de ses applications

(Suite exacte de Smith-Gysin, actions semi-libres de groupes).

En appendice, on trouvera une étude des fibres sur fibres en théorie

semi-simpliciale.

Ce mémoire est un résumé d'une partie de ma thèse \_6\.

Je tiens à remercier ici M. H. Cartan pour toute l'aide qu'il

m ' a apportée par ses remarques pertinentes et ses précieux conseils. Je

lui dois d'importantes améliorations dans la présentation et la rédaction.

Ma reconnaissance va tout particulièrement à M. W. Shih, les

innombrables discussions que j ' a i eues avec lui ont toujours été très

fécondes et ont eu une importance décisive sur l'achèvement de ce travail.

Qu'il me soit permis de remercier également Mme M . H . Schwartz

et MM. D. Lehmann et M. Sébastiani pour l'appui enthousiaste et les

conseils amicaux et fructeux qu'ils m'ont apportés.

Mesdames Raymonde Bérat et Ariette Lengaigne ont assuré avec

une particulière rapidité et compétence la frappe de ce travail.
Je les en remercie ici très vivement.



1 - VEnNITîONS ET RESUME PE LA REMONTRAT! CW.

? ) Ve.^yiU^ioyu» <it g.xg.̂ p^g^>.

a) 'O^^YlitioY^.

On se donne une fois pour toutes un anneau commutatif unitaire A.

Les homologies seront calculées à valeurs dans A.

Vd^l^itÂ.on 7 . 7 . - Soit N un sous-espace fermé d 'un espace topolo-

gique Y, on suppose N et Y-N paracompacts et connexes. On dit qu'un

voisinage fermé U de N dans Y est un voisinage tubulaire s'il existe

une rétraction par déformation œ : U ->- N qui fait de U un fibre topolo-

gique localement trivial, de base N, et dans laquelle chaque fibre reste

stable.

On note U l'intérieur de U dans Y et 9U = U-U.

La fibre D de œ : U ->- N est contractible sur son point base {0}.

3U est un sous-espace de Y-N, homéomorphe à un fibre localement trivial,

de base N, et de fibre notée 9D.

Vd^ybct^oyi 7 . 2 . - Soit N un sous—espace fermé d 'un espace topolo-

gique Y. On dit que le couple (Y,N) est un espace C-stratifië si N et

Y-N sont des espaces paracompacts, connexes, et si N admet dans Y un

voisinage tubulaire tel que la fibre 8D de 9U soit une variété topologique.

On dira que (Y,N) est un espace C-stratifié de codimension \)

si 3D est de dimension \>-1 . N

Rejrna/Lqu.^ 7 .3 . -.Si N et Y-N sont des variétés topologiques,

on a : \> = dim(Y-N) - dim N.

Dans la suite, lorsqu'on se donnera un espace C-stratifié, on ne

précisera pas toujours le voisinage tubulaire qui lui est attaché. Celui-ci

sera sous-entendu dans la donnée de l'espace C-stratifié.
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L'appellation "espace C-stratifié" est justifiée par la situation

suivante : si (N,Y-N) est une stratification d'un ensemble analytique complexe

Y vérifiant les conditions ( a ) et ( b ) de Whitney, il existe une rétraction

locale d'un voisinage de N dans Y, sur N . ( R . Thom, Séminaire Bourbaki

n° 281, décembre 1 9 6 4 ) . (voir aussi [ 2 6 ] ) .

Exgjnp^g. 1 . 4 . - Soit Y une variété à bord connexe 9 Y , 9Y admet

un voisinage "collier" U, dans Y, homéomorphe à 9Y x [ o , l ] ( H ) .

Un tel voisinage est un voisinage tubulaire et le couple ( Y , 9Y) est un espace
C-stratifié.

Ve,^vU>t^on 7 . 5 . - On dira qu'un espace C-stratifié est orientable

si la fibre 9D de 9U est une sphère d'homologie et si le faisceau d'orien-

tation du fibre a) : U ->- N est constant (si N et Y sont des variétés,

les faisceaux d'orientation de Y et de N coïncident donc sur N ) .

Pĉ QŴ con 1 . 6 . - On dira qu'un espace C-stratifié est triangulable

si Y , N et 9U sont des espaces topologiques triangulables et si la fibre 9D

de 9U est une variété topologique compacte.

fé̂ ùwfc-con 7 . 7 . - Soient ( X , M ) et ( Y , N ) deux espaces C-stratifiés

une application C-stratifiëe f : ( X , M ) -̂  ( Y , N ) de fibres ( F , F ) est une

application continue et surjective de X sur Y telle que M = f (N) et que :

( i ) les restrictions de f à (X-M) et M soient des projections

d'espaces fibres topologiques (de Serre) de fibres respectives F et F .

( i i ) N admette dans Y un voisinage tubulaire dont l'image récipro-

que par f soit un voisinage tubulaire de M dans' X.

La'fibre F est appelée fibre régulière et F fibre singulière.

P̂ Op̂ ĝ g 1 . 8 . - Soit f : ( X , M ) ^ ( Y , N ) .une application C-stra-

tifiée de fibres ( F , F ) , il existe un voisinage tubulaire U de N dans Y



tel que T = f (U) soit un voisinage tubulaire de M dans X, et que la

restriction de f à 3T = T-T soit la projection d'un fibre de base

3U = U-U et de fibre F (restriction du fibre f „ . , : X-M ̂  Y-N à 9 U ) .
A—M

De plus, on a un diagramme commutatif dans lequel toutes les flèches sont

des projections de fibres :

9T

(1) 3T

3U

Co^toU.OÂA.e, 7 . 9 . - Notons p et \> les codimensions de (X,M) et

(Y,N) respectivement. Lorsque toutes les données sont des variétés topolo-

giques, on a :

dim F - dim F = u - \) .^-o

6 ) Exe.mp .̂̂ 6 d 1 cippLic,cuf>ioyU> C-Ô^LO^-C^CZ-Ô .

Ex-g-mp^-g. 1 . 1 0 . - Soit G un groupe de Lie compact opérant de manière

C00 sur une variété différentiable C00 et connexe X. On suppose que G

opère semi-librement sur X, c'est-à-dire librement en dehors de l'ensemble

M des points de X laissés fixes par l 'action de G. La projection canoni-

que de X sur l'espace des orbites Y = X/G est une application C-stratifiée.

Citons comme cas particuliers :
^

i) Les applications de Hopf f : fR f : (R8 -> (R5 et

f : (R -> IR obtenues par actions respectives de S , des quaternions et

des nombres de Cayley ( [25], § 20).
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ii) L'application de la sphère unité de (R sur le disque unité de

ÏR définie, pour tout point de coordonnées (x ,x ,x^) , par f (x ,x x ) =o 1 z o 1 2
( X p X ^ ) .

E^mpie, 1 . 1 1 . - L'application f : |R2 ^ (R2 définie par f(z) = z0.
n

(en identifiant IR à Œ ) .

On remarque que les fibres F et F peuvent être isomorphes sans

que l'application f : X ^ Y soit projection de fibre ; ceci est le cas de

l'exemple suivant :

9 9Exg-mp^g. 1 . 1 2 . - Soit D le disque unité de (R paramétré par

(r,i()) e [o , l | x [o,2-iï[. L'application du tore plein X = D x S sur Y = D

définie par f( r , i ( ) ,9) = ( r ,9) est une application C-stratifiée de fibres

(S^S 1 ) .

La notion d'application C-stratifiée est, en quelque sorte, une

généralisation de celle de fibre à singularités \J.Î\. En particulier, une

application C-stratifiée dont la fibre est un point est un fibre à singula-

rités convergent au sens de Hu [20J .

C.) P^.Op^ce.te.6.

Dans certains cas particuliers, les applications C-stratifiées

possèdent des propriétés qui résultent directement de leur définition. On

en donne deux exemples : lorsque N et Y-N sont d'homologie réduite nulle

(Propriété 1 . 1 3 ci-dessous) et lorsque F et F ont respectivement le type

d'homologie d'une sphère et d'un point (Propriété 1 . 1 6 ci-dessous).

Dans ce qui suit, si F est composé d'un nombre fini de points,

nous noterons F = {pts} ; un espace réduit à un point sera noté 0.



COLÔ où. N ê  Y-N ont âne. komotog^ ^da^tç, natto,.

P^Op^iW 1 . 1 3 . - Soient ( X , M ) un espace C-stratifié orientable,

de codimension p , ( Y , N ) un espace C-stratifié de codimension \> , et

f : ( X , M ) ->• ( Y , N ) une application C-stratifiée de fibres ( F , F ) . Supposons

N et Y—N connexes par arcs et d'homologie réduite, à coefficients dans

l'anneau principal A , nulle en toutes dimensions. Si, de plus, les systèmes

locaux formés par H . ( F ) et H . ( F ) sur N et Y-N respectivement sont

triviaux pour tout i , on a la suite exacte :

( 2 ) . . . -> H (F) ^ H (X) ^ H (F ) -̂  H , ( F ) -> . . .q q q-p o q-1

V^mOY^ÏA.dtioYl : Le couple ( X , M ) est un espace C-stratifié orien-

table, on a donc un isomorphisme de Thom :

H (X.X-M) ̂  H (M)q q-p

et la suite exacte longue d'homologie du couple (X-M,X) s'écrit :

. . . ^ H (X-M) ^ H (X) -> H (M) -̂  H , (X-M) -> . . .q q q-P q-1

D'autre part, les suites spectrales de Serre de chacun des fibres

f -- . , : X-M -̂  Y-N et f L : M ^ N dégénèrent. Elles donnent lieu à desX—M |M
isomorphismes :

H (F) ^ H (X-M) et H (F ) ^ H (M) .q q q o q

On en déduit le résultat.

Ç,0^.oitaÂA(L 1 . 1 4 . - Dans les hypothèses de la propriété 1 . 1 3 , soit

Y une v-sphère homologique et f : ( X , M ) -̂  ( Y , 0 ) une application C-stra-

tifiée de fibres ( F , { p t s } ) , alors H ( X ; Z ) = H ( F ; Z ) pour q 4- p , p-1 .
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Remarquons que, si N est vide, X est 1' espace total d'un fibre

de base contractile et on sait qu'on a alors H (X;Z) = H (F;Z) pour tout q .

Co^oVicLUL^ 7 . 7 5 . - Dans les conditions de la propriété 1 . 1 3 . , si X

est une p-sphère homologique et Y une ^-sphère homologique, il est impos-

sible de trouver une application C-stratifiée f : ( X , M ) -̂  ( Y , 0 ) dont les

fibres soient F, une sphère homologique orientée de dimension strictement

inférieure à P-l, et F = { p t s } .

Remarquons qu'il existe des applications C-stratifiées

f : (S^.M) -> (S\0) de fibres (S^ , { p t s } ) . Par exemple, soit î : S2 -> Y

l'application de la sphère unité de (R sur [ " ' l » 4 ' ^ définie par
^ 2 1f(x , x . , x ^ ) = x . L'application f considérée est l'application f : * S -> S

^ - ^obtenue à partir de f en identifiant les points -1 et +1 dans Y (mais
9

sans identifier les pôles ( - 1 , 0 , 0 ) et ( + 1 , 0 , 0 ) dans S ) .

Signalons d'autre part que, dans certains cas d'applications C-

stratifiées, applications f : ((R^Ô) ->• (S^,0) ou f : (P^ŒO.O) ̂  (S\0)

par exemple, la propriété 1 . 1 3 . permet de calculer l'homologie de la fibre

régulière F.

COLÔ ou. F ut ULYIÇ, -ôp^iè^e d ' homoioo^ <it F u.n_po^nt.—————— ———————————'—————————————————û—————— o ————1——————

V^OphÀ^t^ 7 . 7 6 . - Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable

de codimension y, (Y,N) un espace C-stratifié de codimension \> et

f : (X,M) ->• (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,F ) . Si

F a le type d'homologie d'un point et F celui d'une sphère orientée

(de dimension p-\0, on suppose en outre que N et Y-N sont connexes

par arcs et que H (Y-N) = 0 pour p ï a, alors H ^ (X) = H (M) par

p, ^ a - \> +. 1 .



V^mon^VtOtion : La suite exacte de Gysin du fibre en sphères

f x-M : X-M ^ ^N s'écrit :

... - Hp(Y-N) - H^^(X-M) -. H^_^(Y-N) - H,.,(Y-N). ...

On déduit de cette suite exacte et de l'hypothèse faite sur Y-N, que

H (X-M) = 0 pour q >. a + p - v. Le résultat est alors une conséquence

de la suite exacte (2 ) .

De la propriété 1 . 1 6 . découlent des théorèmes de non existence :

T^lCO^ême. 7 . 7 7 . - II est impossible de trouver une application

C-stratifiée f : (S",M) ^ (Y,N) de fibres F = S^ orientée et F = 0
o

et telle que H (Y-N) = 0 pour tout p ^ \)-\.

En effet , s'il existe une telle application, M et N sont

réduits à un point, ce qui est en contradiction avec le théorème 1 de [22].

^"
Remarquons que l'exemple 1.10. (ii) est un exemple d'application

C-stratifiée f : (S11,M) ^ (Y,N) de fibres (S^.O) telle que

H (Y-N) = 0 pour tout p > \>-1 .

Hleo^emg. 7 . 7 ^ . - Si X est une variété topologique de dimension n

et telle que H (X) = 0, il est impossible de trouver une application C-

stratifiée f : (X,M) ->• (Y,N) de fibres F = S^"^ orientée et F = 0
, '̂  ° '

et telle que H (Y-N) = 0 pour,, tout p ï \)-\ .

Dans le cas où A est un corps, on déduit de la suite exacte de

Gysin du fibre en sphères f ; X-M ->- Y-N et de la suite exacte (2) :

Co^-oUcUAe. 7 . 7 9 . - Dans les hypothèses de la propriété 1 . 1 6 . , et

si A est un corps, il vient :

dim H (X) ^ dim H (Y-N) + dim H , _ .(Y-N) + dim H _ (N)

dim Hp(X) >. dim H^(Y-N) - dim Hp_^^(Y-N) - dim H _ ^ (N)
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Les propriétés 1 . 1 3 . et 1 . 1 6 . ont été énoncées pour des applications

C-stratifiées particulières. La suite spectrale que l'on va construire sera,

en quelque sorte, une généralisation de ces résultats aux applications C-stra-

tifiées quelconques.

2) Le. .̂e-ô Litote pnÂ,vicÀ,paJi (Re-ALwie de ta. dmon^tn-cubLoYi}.

Pour tout espace Y, on notera C(Y) le complexe des chaînes singu-

lières normalisé de Y à coefficients dans A, C (Y) le sous-groupe des

chaînes de dimension p et H (Y) le groupe d'homologie à coefficients dans

A en dimension p.

Dans toute la suite, f : (X,M) -> (Y,N) désignera une application

C-stratifiée de fibres (F,F ) .o

a) La première étape de la démonstration consiste à construire un

complexe homotopiquement équivalent à C(X) et dans lequel interviennent les

complexes de chaînes singulières des diverses bases et fibres.

Soit (X,M) un espace C-stratifié orientable et de codimension y ;

l* isomorphisme de Thom H _ (M) -)- H (X,X-M) est induit par un morphisme de

modules différentiels gradués 6 : (/"^(M) ^ C(X,X-M), où C ' ^ M désigne

le complexe C(M) gradué comme suit : C^^ (M) = C (M) .

Notons p un relèvement (morphisme de modules gradués) de la surjec-

tion p dans la suite exacte courte de modules différentiels gradués :

0 ^ C(X-M) -> CW -^ C(X,X-M) ^ 0

et soit y' le morphisme composé (dp-pd) o ô : C ) (M) ->- C(X-M) . On peut

former la somme tordue C(X-M) © C (M), munie de la différentiel ler
d^.(a.b) = (da + rb ,db) , ([24]).



P̂ lOpO-Â om 2 . 1 . - Les modules différentiels gradués C(X) et

C(X-M) ® C (M) ont même type d'homotopie.^i

On utilise alors le résultat de Shih [24] :

. T^go^-ème. 2 . 2 . - Soit f : E -»• B un fibre localement trivial de base

B connexe par arcs, de fibre F et de groupe structural G ; on peut lui

associer une cochaîne fondamentale T : C(B) -*- C(G) de degré -1 et un pro-

duit tensoriel tordu C(B) 8 C ( F ) , muni de la différentielle
T

d^x 8 y) = dx 8 y + (-l)^8 x x 8 dy + ï n (x 8 y) ,

tels qu'il existe une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes :

VT
C(B) 8 C(F) ^ ^ C ( E ) .

T f"

Ce résultat s'étend aux fibres de Serre. Si f : ( X , M ) -̂  ( Y , N )

est une application C-stratifiée de fibres ( F , F ) , on a donc des équiva-

lences d'homotopie

T , Ty \ v ° ,
C(Y-N) 8 C(F) ^ • ^ C(X-M) C(N) 8 C(F^) ^—— C(M)

T , ,-T1 T ° ,: 01 f . . 0 f

Notons [C(N) 8 C(F )] ^ le complexe C(N) 8 C(F ) muni
o ode la graduation :

[C(N) 8 C(F ̂ '^ = ^ C . ( N ) 8 C. (F )
T ° tl i+j=n-p 1 J 0

P^LOpO^^tion 2.3. - Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable

et de codimension p et f : (X,M) -'- (Y,N) une application C-stratifiée de
T, T,

fibres (F,F ), posons 'P" = f o ^' o V u ; le complexe de chaînes C(X)
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est homotopiquement équivalent au complexe :

(3) [C(Y-N) 0 C(F)J ® |"C(N) 8 C(F )"[ (-p)

T, r' T °~
1 0

(Démonstration au paragraphe 7).

b) Les suites spectrales de Serre des fibres f ] , . . . . et f | . , s'ob-j X—M | M
tiennent en filtrant de manière convenable chacun de s deux termes de la somme

tordue ( 3 ) . Malheureusement, le morphisme f" et la différentielle dy,,,

ne respectent pas, à notre connaissance, ces filtrations. Nous sommes conduits

à construire un nouveau complexe pour lequel cette propriété sera vérifiée.

Pour tout espace Y muni d'une triangulation, K(Y) désignera le

complexe (normalisé) des chaînes simpliciales orientées défini par la triangu-

lation de Y et K (Y) le sous-ensemble des chaînes simpliciales de dimension p .

A l'aide des équivalences d'homotopie de complexes de chaînes
0

K(N) ->- C(N) et K(Y-U) -̂  C(Y-N), nous montrons (paragraphe 8) un analogue

à la proposition 2 . 3 . :

P^LOpO^^Uon 2 . 4 . - Soient ( X , M ) et ( Y , N ) deux espaces C-stratifiés

et f : ( X , M ) -" ( Y , N ) une application C-stratifiée de fibres (F.F ) . On sup-

pose ( X , M ) orientable et de codimension y et les espaces Y et N triangu-

lables. Pour tout voisinage tubulaire U de N dans Y et pour toute triangu-
0

lation de Y admettant N et Y-Û pour sous-complexes, il existe un cycle v?

tel que le complexe de chaînes C(X) soit homotopiquement équivalent au com-

plexe :

( 4 ) [K(Y-Û) 8 C(F)] ® [ K ( N ) 8 C(F )] (-p) .
T , ^ T °1 0



Pour tout espace 'Y muni d'une triangulation, on note Y le

p-squelette de Y, ensemble des simplexes de dimension inférieure ou égale

à p .

La suite spectrale associée à la filtration F ( K ( N ) 8 C(F ) ) =P T °/ \ • o o
K(N p ) 0 C(F ) est isomorphe, à partir du terme E , à la suite spectrale

de Serre du fibre f -, : M ->- N . On note E (M) son terme E de bidegréM p , q
( p , q ) et d1- sa différentielle.

De même, la suite spectrale associée à la filtration

F (K(Y-U) 0 C ( F ) ) = K((Y-U)^)8 C(F) est isomorphe, à partir du terme E 2,
p Tl
à la suite spectrale de Serre- du fibre f : X-M -̂  Y-N. On note E (X-M)

terme E1" de bidegré ( p , q ) et d1- sa différentielle.

c) Le résultat principal s'énonce comme suit :

Jhe.on.m^. 2 .5 . - Soient (X,M) et (Y,N) deux espaces C-stratifiés

et f : (X,M) -^ (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,F ). Suppo-

sons (X,M) orientable et de codimension p et (Y,N) triangulable et de

codimension \ ) . ' Pour tout entier k > v»-!, il existe ,une filtration de (4)

induisant une suite spectrale de termes /^.\E convergeant vers le gradué

associé à une filtration convenable de H (X) . Pour tout r $ k - (v»- l ) , le

terme /r.\E entre dans la suite exacte courte (compatible avec les diffé-

rentielles d ) :

(5) 0 -. E^(X-M) - (^E^ ^ ^q (̂M) - 0 .

Posons a = k - (v-1) ; pour tout r $ a, la suite exacte ( 5 ) est scindée,

en tant que suite exacte de modules différentiels gradués ; pour r = a, la
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différentielle d01 définie sur /^E" = E^X-M) © Ea(M) est donnée par
\.K-)

da(x,y) = (d^(x) + ^(y^d^y)) où

^ : E01 (M) ^ E01 , (X-M) est induit par f .
P,q p+^-l.q+p-X)'

Re-mo^ae. 2.6. - Le morphisme ^a est indépendant du relèvement p

de p et, si a > 2, du voisinage tubulaire U de N dans Y et de la

triangulation de Y.

RfcmaAqae. 2.7. - Pour k ^ p, la suite spectrale est du premier

quadrant.

Co^.oU.CLULe. 2 .& . - La suite exacte d'homologie associée à la suite

exacte courte :

0 -^ E^X-M) -> /^E" -> E^M) -> 0

s'écrit :

(6) ..-OX-M) . ̂  - ,̂̂ -p<M) -^ Vc^a-^-

où 'F01'1'1 se déduit de ^a par passage à l'homologie des différentielles

«iaX-M et <•

CQ/LO^UAC 2.9. - Pour k = ^, c'est-à-dire a = 1 , la suite

exacte (6) s'écrit :

(7) ... - Hp(Y-N;^(F)) - (^E^ ^ H^(N;H^.(^(F,)) ̂  Hp_, (Y-N;H^(F)) -

2Pour k ^ \^+1, le terme E est égal à :



(8) /, .E2 = H (Y-N;H (F)) C H , ( N ; H , (F ) ) .(k) p,q P q P-k q+k-p' o ' '

C'est, en tant que.module différentiel gradué, une somme directe

si k > \^+1 et une somme tordue (par ^ ) si k = \^+1.

P^OpO-A^con 2 . 1 0 . - Dans le cas de la suite spectrale obtenue

pour k = \), on peut construire une triangulation cellulaire (D) de Y

telle que la filtration de H^(X) soit donnée par F (H^(X)) = H^(f~1 (D^))

où D p désigne le p-squelette de ( D ) .

Démonstration au paragraphe 12 ( d ) .

RgjTKZA.^u.g. 2 . J Î . - La suite spectrale est somme directe des suites

spectrales de Serre des fibres f L , , : X-M ->- Y-N et f | , , : M - ^ N jusqu'à|X~M [ M
un certain rang a. Le choix de k détermine ce rang. Le morphisme ^

perturbant la somme directe est, brièvement parlant, induit par l'inverse

d'un isomorphisme de Thom et un morphisme bord. Il exprime la manière dont

sont "rattachés" les deux fibres.
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II - PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES.-

5) Extozô .̂on^ de. moduJL^ d^^QA.e.yubLaJU g .̂adqe.-ô.

Tous les modules et morphismes de modules considérés seront des

A-modules et A-homomorphismes de modules.

On rappelle que, si (A,d ) et (B,d ) sont deux modules différentiels
A D

gradués (en abrégé MDG), l'espace Hom (A,B) peut être muni d'une structure

de MDG comme suit :

HonT^A.B) = Hom (A,B) = n Hom(A. , B.^ )

(df) (a) = dg f(a) - (-l)068 f f(d^ a) .

Deux -morphismes f et g de Hom (A,B) sont dits homotopes

par une homotopie ^ (et on écrit $ ; f ^ g) s'il existe $ e Hom .(A,B)

tel que :

g - f = d $ = d $ + (-l)1' $ d

Deux morphismes homotopes induisent le même homomorphisme en

homologie.

Si l'on se donne deux MDG, ( A , d . ) et ( B , d ) , une extension
A D — ' — - —

de MDG sur B , de noyau A, est une suite exacte de MDG :

(E) 0 ——> A ——> X ——> B ———> 0
q P

L'extension (E) est dite équivalente à l'extension

( E ' ) 0 ———> A ——> X' ——> B ——> 0
q' P'

s'il existe un morphisme de MDG, y » te! q^ 1e diagramme :



soit commutatif. y est alors un isomorphisme.

On dit que l'extension ( E ) est triviale si elle est équivalente

à l'extension :

0 ——> A ——> A © B ——> B ——> 0

Notons Ext ( B , A ) l'ensemble des classes d'extensions de MDG :

et Ext ( B , A ) l'ensemble des classes d'extensions de modules gradués B , A .

Ces ensembles sont fonctoriels en A et en B et on a un morphisme canonique

g : Ext^(B,A) ——> E x t ' ( B , A ) .

Désignons par H ( H o m ( B , A ) ) le module d'homologie de dimension

- 1 du MDG H o m ( B , A ) , on a :

P^OpO&mon 3 . J . - ( [ 2 4 ] , Proposition 1 ) . La suite :

0 ——> H _ ^ ( H o m ( B , A ) ) —^ Ext^(B,A) ——> Ext^B.A)

est exacte, où 8 est défini comme suit :

Pour tout cycle V de Hom ( B , A ) , on note A ® B et on appelle
^

somme tordue de A et B par V , le MDG défini p a r . :
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(A © B) = A © B^ n n n

d^,(a,b) = (d^a + 4'b, dgb)

(Remarquons que d est une différentielle si et seulement si V est un

cycle de. H o m . ( B , A ) ) . L'injection et la projection canoniques induisent

une suite exacte de MDG :

(E ) 0 ——> A ——> A © B ——-> B ——> 0
^

d'où un élément bien déterminé de Ext ( B , A ) .

Ç.O^LoLtaÀA.Ç, 5 . 2 . - Si B est projectif, 3 est un isomorphisme.

L'inverse de 8 peut s'expliciter comme suit : Etant donnée

une extension de MDG :

( E ) 0 ——> A ——> X ——> B ——> 0
3- P

dans laquelle B est projectif, on note p : B —>- X un morphisme de modules

gradués tel que p o p = 1 (identité sur B) ; alors le morphisme

T = d p - p d est un cycle de Hom . ( B , A ) et les extensions ( E ) et (E )

sont équivalentes. On en déduit l'inverse de 3 , lorsque B est projectif.

L'extension de MDG

(E ) 0 ———> A ———»- A ® B ———> B ——> 0
. l V TT

donne lieu à une suite exacte d'homologie :

(9) ... ——> H (A) ———> H (A © B) ——> H (B) ——> H , (A) ——> . . .n ^ ^ n ^ n-1
'n n n

où 1' est 1'homomorphisme déduit de V par passage à l 'homologie desn
différentielles d et d .
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'P^LOpO^^bion 3.3.- ([l3], p. 73).- Soit le diagramme commutatif

(E ) 0 —————> A —————> A ® B —————»• B —————> 0

1 • ' 14 e! •
(E^,) 0 —————> A' ———^ A' ® B' ————?- B' ————> 0 -

T V

où les flèches sont des morphismes de MDG. Pour qu' i l existe un morphisme de

MDG, E, : A ® B ——> A' ® B' rendant commutatif ce diagramme, il faut et
V 1"

il suffi t qu ' i l existe une homotopie :

$ : 4" o B ~ a o V .

P^.0p0^-<>tioyi 3.4.- Soit le diagramme commutatif :

0 —-——> A ————^ X ——p——> B —————> 0

o _J, -J, -_'L,
P'

où les flèches sont des morphismes de MDG et les lignes horizontales sont

exactes. Supposons que B et B* soient des modules project i fs et qu ' i l

existe un morphisme 3' e Hom ( B ' , B ) tel que & ' o B = 1 (identité) et

(3 o @ ' = 1 + h ' . Si V est un cycle de Horn . (B ,A) induit par un relèvement p

de p, et si p est un relèvement de p ' , le morphisme p ' = Y P 3 ' ~ Ph* est

encore un relèvement de p' et le cycle V ' = d , p ' - P ' d , satisfait à af = 'F '3.

Si @ ' o B est homotope à l ' identité, on obtient le résultat

suivant, qui est aussi une conséquence de la proposition 2 bis de f"24] :

Co^LOU-cUAd 3.5.- Soit le diagramme commutatif :
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^Zl'ZCl̂
où les flèches sont des morphismes de MDG et les lignes horizontales sont

exactes. Supposons que B soit un module projectif et qu'il existe un mor-

phisme de MDG 3' : B' ->- B satisfaisant à :

3 o @ ' = 1 3' o 0 = 1 + dJc + k d-
D D

avec k e Hom . ( B , B ) . Alors, pour tout cycle ^ de H o m . ( B , A ) induit par

un relèvement de p, on a :

i) V = a4'e' est un cycle de Hom ( B ' , A ' )

ii) le morphisme <Ï> ' = -al'k réalise une homotopie

<î> ' : T ' B ^ af .

La proposition 3.3 permet de montrer :

'Ph.OpO^AybiûYl 5.6.- Etant donnée la situation suivante :

B'

"1
(E ) 0 —————> A —————> A ® B —————>- B ————>• 0

T 1 ^ 1
6

Y +

A' B'

où les flèches sont des morphismes de MDG, posons V * == al'B* et 6 * 8 = 1 + h.

Pour qu ' i l existe un morphisme de MDG, 6,. rendant commutatif le diagramme

0 . A ^ ^ .

1 --.el . \
s 'V



il faut et il suff i t que aVh soit homotope à zéro dans Hom . ( B , A ' ) .

Cû^O^UAg. 3.7.- (f24~| , Proposition 2 bis).- Dans les hypothèses de

la proposition 3.6. , si on a une homotopie k : f3 ' o (S ^ 1 , le morphisme 6

existe et e-st donné par 9(a ,b) = (a(a) + a^kÇb) , B ( b ) ) .

De la même façon, on a :

PfLOpO^^bion 3.8.- Etant donnée la situation suivante :

A'

•\
(E ) 0 —————> A —————> A © B —————> B —————> 0

î v îa t ! e l !
A' B'

où les flèches sont des morphismes de MDG, posons V = a4'f3' et a'a = 1 + h'

Pour qu ' i l existe un morphisme de MDG, 0 * , rendant comnutatif le diagramme

^

"'1 9'} ^
0 ————> A1 ———^ A' © B' ————> B' ————> 0

V

il faut et il suff i t que h ' V B * soit homotope à zéro dans Hom_ ( B ' y A ) .

Co^iOitcuAe. 3.9.- ( [24~] , Proposition 2) . Dans les hypothèses de la

proposition 3.8, si on a une homotopie k' : a' o a ~ 1 , le morphisme G *

existe et est donné par 6 ' ( a ' , b 1 ) = ( a ' C a ' ) + k'^' (b1 ) ,£ ' (b' )) .

Co^ottcuAe, 3.10.- ( f 2 4 | . Proposition 3). Dans les hypothèses des

corollaires 3.7 et 3.9 le morphisme 9 ' o . 9 est homotope à l ' identi té de

A © B au moyen de k" : A © B ->- A © B défini par :
V V V

k"(a ,b) = (k ' ( a ) + k'^b) ,k(b) ) .
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Siujte, ^p2.cXA.ai<i cu^oc^dç, à. anç. ^omm^ to^duLd.

De même que pour le "mapping cylinder" ([jlj , exposé 3), on construit

la suite spectrale d'une somme tordue de la façon suivante :

Nous entendrons par MDG f i l t ré la donnée d 'un module différentiel

gradué (A,d ) et, pour tout entier p, d 'un sous-module F A de A satisfai-A P -
sant à :

( i ) U FpA = A . FpA CF^A , F^A = 0 si p < 0 .

( i i ) d . ( F A) CL F A ,A p p.

( 1 0 ) - (iii) F A = ® F A O A ,
' p n P

(iv) Pour tout n , il existe u(n) tel que F (A ) = Ap n n
si p >, u(n) .

Il existe alors une suite spectrale dont on note E^A) = © E1' ( A )
P , q p>q

les modules bigradués et d les différentielles. E (A) est le module

bigradué associé au module gradué H ( A ) , filtré de la manière suivante :

F (H ( A ) ) est l'image dans H ( A ) des cycles de F (A ) .P n n P n

Soient (K»^) un second MDG filtré et 4' un cycle de Hom_ ( B , A ) ;

on suppose qu'il existe un entier positif a , tel que :

( 1 1 ) V (F B) C F ( A )P p-a

V induit alors, pour r >. a , un homomorphisme

V1" : E1" ( B ) -̂  E1' . ( A )p , q p-a,q+a-l

et y se déduit de V par passage à l'homologie des différentielles d1'

et ̂

Définissons sur A ® B la filtration croissante :
f



(12) F (A © B) = F A © F B.

Lejnine. 3 . 1 1 . - Si 4'(F B) C" F A avec a ^ 0 et si les filtrations———— v p / p-a

de A et B satisfont aux relations ( 1 0 ) , la filtration ( 1 2 ) de A © B
4'

satisfait également aux relations ( 1 0 ) .

On en déduit une suite spectrale dont on note E les modules
P » q

gradués et d1" les différentielles. En tant que module gradué, le terme

E se décompose en somme directe :
P,q

E° = E° (A) © E° (B) .
P,q P,q P,q

Si a > 0 (dans ( 1 1 ) , la différentielle d définie sur A © B

induit sur E° l'opérateur d° = (d°d°). En tant que MDG, le terme E

entre dans l'extension :

(13) ^0 ——————> E\A) ——————> E1 ——————> E^B) ——————> 0

Supposons a = 1 (dans ( 1 1 ) ) , et soit z = ( z ' , z " ) un élément de

E , un calcul classique montre que :
P » q

d\z) = (^(z') + Az"), d^(z"))

et on a l'identification : E = E (A) © E (B).
P,q P,q i • P.q

- f
La suite exacte d'homologie (9) associée à l'extension ( 1 3 ) s'écrit :

.2 ,,, . ,2 _2 ,„ _ , ,2E , (A) ———> E , ——> E , (B) —^ E (A)
P + l , q P-» - l ,q P-^ïq ^ P > q.2

où 1' est 1'homomorphisme induit par 4' , déduit de 4' par passage à

l'homologie des différentielles d et d .
^

Si a > 1 , l'extension ( 1 3 ) est triviale, le terme E entre dans

l'extension :
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0 ————> E^A) ————. E2 ————. E^B) ____. o .

Par le même raisonnement, cette extension est non triviale si

a = 2 et triviale si a > 2.

De façon générale, on a :

P^OpO^U^on 3 . 1 2 . - Soient A et B deux modules différentiels

gradués filtrés, la donnée d'un cycle V de Hom^ (B,A) satisfaisant à ( 1 1 )

implique l'existence d'une suite spectrale associée à la filtration ( 1 2 ) du

MDG A © B et convergeant vers H^(A (B B) convenablement filtré. Pour

r y

r ;? a , ses termes E entrent dans l'extension de MDG :

0 ————^ E^A) ————. E1' ————. E^B) ————. 0

triviale pour r < a , non triviale pour r = a.

Autrement dit, sur E^ = F^q<A) ® ^^W , la différentielle

est :

,r , r ,r.d - ^d ,d } pour r < a

et da = (d^ . ^.d^)

où y" est induit par ^. La suite exacte d'homologie associée à l'extension

0 ————. E^A) ————. E" ———. E°'(B) ————. 0

s'écrit :

- —— Ç;»> —— ̂  —— •;:;<•> ̂  ̂ ,,..-,<« —— ...

où ^ se déduit de T01 par passage à l 'homologie des différentielles d01

« <-



4) Lg. thzo^ma do. ShA,h pou/i tu c.omp^g.xg^ ^JiwpUjiJiaux.

On appelle classiquement DGA-algèbre (resp. DGA-coalgèbre) un MDG

avec produit (resp. co-produit) et augmentation ([il] exposé 2 et [19]).

On considère les données suivantes :

K et K' sont des DGA-coalgèbres, avec coproduit noté A,

a : K -> K' est un morphisme de DGA—coalgèbres.

G est une DGA-algèbre avec produit ^.

L est un MDG sur lequel opère G par le morphisme de MDG :

o : G x L ——> L .

Si T est un élément de H o m , ( K , G ) , on définit :

( 1 4 ) î 0 (k 0 i) = (1 0 ^) o (1 0 ï 0 1) o (A 0 1) (k 0 1)

pour k e K et .^ e L. .

'\> '\i
Supposons K. = G. = 0 pour i < 0 et définissons T . (J T . parrr 1 1 ' i j l

(î^ U î ) (k) = i|) o (î^ 0 î.) o A(k)

f\,
On dit que T est une cochaîne tordante si on a :

(15) d î + î . d + ï î . u î . ^ O , V n e Nn n-1 ^ i n-i '

Dans ce cas, 1'homomorphisme d : K 0 L ——> K 0 L tel que

d^k 0 ^) = d(k 0 t) + î'0 (k 0 t) = dk 0 i + (-O^S: 0 di + î H (k 0 i)

est une différentielle. On note K 0 L , et on appelle produit tensoriel tordu,
T

le produit tensoriel K 0 L muni de la différentielle d .
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Soit alors - r* un élément de H o m . (K* ,G) satisfaisant a
Oj '\, — r— -i

T = T o a , il vient d'après (J 9j :

(16) (a 0 1) [ï H (k 0 ^~\ = ï' 0 (a 0 1) (k 8 <0

LfWmç. 4.1.- Si T ' est une cochaîne tordante, T est une cochaîne

tordante.

iwme, 4 . 2 . - Si K et K' sont des modules libres, si H (G ) = A———— o
et si a est une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes,

a 0 1 est une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes entre

K 0 L et K' 0 L.
T • T '

'O^.moyï^tAcuULon. - Semblable à celle du lemme 3 . 3 . de \\ 9\.

On suppose que L est un sous-MDG de L' et qu'il existe une

rétraction par déformation r de L' sur L réalisant avec l'injection

i : L ->• L' une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. L'action

a de G sur L s'étend à L' par < j ( g , ^ ' ) = o ( g , r ( ^ ' ) ) et le produit

tensoriel tordu K 8 L' est bien défini.
T

LêJîWie. 4 . 5 . - Si K est libre, l'injection 1 0 i et la rétraction

1 0 r réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes entre

les complexes K ® L et K 0 L ' .
T T

Ve.mon^VLCuU.on. - Voir ( [ l 9 ] , lemme 3 . 3 . ) .

Dans la suite du paragraphe, les ensembles simpliciaux seront

notés B , F , . . . ; C ( B ) désignera le module A-libre ayant pour base

l'ensemble simplicial B , enfin on notera F x B le produit cartésien
T

tordu de F et B à l'aide d'une fonction tordante

T : B -> G prenant ses valeurs dans un groupe simplicial, sous~monoide du

monoïde simplicial Hom(^R,]F) ( (~12j , exposés 1 et 3 ) .
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T^eoA-em^ 4.4.- (Shih [243).- A tout produit cartésien tordu ¥_ x JB ,
T

'V»
on peut associer une cochaîne tordante de degré -1 , T : C(B) ->- C(G) appelée

cochaîne fondamentale. Il existe une équivalence d'homotopie de complexes de

chaînes entre les complexes C(_F x B) et C(B) ® C(_F) .
T T

La démonstration de Shih consiste à construire explicitement des

morphismes de MDG

V1" : CW 8 C(F) ————> C(I? x j5)
T T

f'1 : C(F x B) ———————> CW 8 C(F)
T T

tels que f^ o VT = 1 et V1' o f^ = 1 + d ^ + (j)Td (ou ^ est un endomorphisme

de CQ^ x I î)) .
T

C<z6 d'an ^c6 .̂c dg. SWLQ. :

Pour tout espace X, on notera (en principe, sans ambiguïté) X

l'ensemble simplicial des simplexes singuliers de X. On a, par définition

C(X) = C(X). Si f : E -^ B est un fibre de Serre, de fibre F , f : JE -^ JB

est une fibration de Kan (appelée fibre de Kan dans [) 2]), de fibre _F. On peut

lui faire correspondre une fibration minimale f ' : E' ->• J3 qui en est un

rétracte par déformation (-[4] , III théorème 4 . 1 ) . La fibre F' de f : E' -> JB

est un complexe minimal .de _F, rétracte par déformation de ¥_.

Si B est connexe, il en est de même de JB et dans ce cas,

f : E* -»- JB est un fibre de Kan ( [4] , IV proposition 2.2) isomorphe à un

produit cartésien tordu JF' x B^ ( [4~[ , Q2]). On appellera encore cochaîne
T

fondamentale associée au fibre f : E ^ B la cochaîne fondamentale associée

à la fonction tordante T. Comme E_' est un rétracte par. déformation de

E, il vient d'après le théorème de Shih et le lemme 4.3 (appliqué à

L* = C(F) = C(F) et L = C(F')) :
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PftOpO^mon 4.5.- Soit f : E ->- B un fibre de Serre de base B
<\,

connexe et de fibre F, on peut lui associer une cochaîne fondamentale T

et un produit tensoriel tordu C(B) 0 C(F) tels qu'on ait une équivalence
T

d'homotopie de complexes de chaînes entre les complexes C(E) et C(B) 8 C(F).
T

Par abus de notation, on notera encore V et f les morphismes

VT : C(B) Q C(F) ^ C(E) et f1" : C(E) -^ C(B) 8 C(F) réalisant cette
T T

équivalence d'homotopie.

Sou^-^cb^.e.A. - Soit f : E ->• B un fibre localement trivial de

fibre F et de groupe structural G et F* un sous-espace de F stable

par l 'action de G, on peut construire un fibre localement trivial

f : E' -> B de fibre F ' , sous-fibre de f : E ->- B. Les fibres simpliciaux

correspondant à f : E ->• B et f : E' -> B sont associés au même fibre

principal, on peut leur attribuer même fonction tordante T et même cochaîne

tordante T . Le complexe C(B) 8 C(F ' ) est un sous-complexe de C(B) 8 C(F) .
T • T

En notant par des crochets les classes d'équivalence dans les

quotients C(F .F ' ) = C (F ) /C(F ' ) et C(B) 8 C(F) /C(B) 8 C ( F ' ) , on a :
T T

P^Opo^^Uon 4.6.- Le complexe quotient C(B) 8 C(F) /C(B) 8 C(F ' )
T T

est isomorphe à C(B) 8 C ( F , F ' ) , muni de la différentielle :
T

d^b 8 [c]) = d(b 8 [c] ) + Ç 0 (b 8 c)J

= d(b 8 [c]) + î n (b 8 [c]')

où c e C(F) et b € C ( B ) .

Ve-moyi^t^at^on. - Ceci vient de ce que _ F ' , sous-ensemble simplicial

de F, est stable par les opérateurs de dégénérescence, que F^' est stable
r\,

par l 'act ion de G et enfin de la défini t ion de T n •



Le. th^oftwç, do, ShÀk poa^ to comptoe^ ^^np^cc^aax:.

Pour tout espace topologique B muni d'une triangulation, on

désigne par B le p-squelette de B, ensemble des simplexes de dimension

inférieure ou égale à p et a l ' injection canonique a : K(B') -> C(B) .

On se propose de montrer le résultat suivant :

P^.0p0^>utton 4 .7 . - Soit B un espace topologique muni d'une trian-

gulation (K) et base d 'un fibre f : E -> B de fibre F. On peut munir le

produit tensoriel K(B) 8 C(F) d'une différentielle, encore notée d^,

telle que, si K(B) 0 C(F) désigne le complexe ainsi obtenu, l ' injection
_ T

a = a 8 1 ; K(B) 0 C(F) -> C(.B) 0 C(F) soit un morphisme de MDG. Celui-ci
T T

est une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes respectant les

filtrations suivantes :

.<P).F [K(B) 8 C(F)] = ï^B'P7) 8 C(F)
P T T

F [_C(B) 0 C(F)] = CKB^) 8 C(F) .
p T T •

On notera g : C(B) 8 C(F) -^ K(B) 8 C(F) un morphisme réalisant
T T

avec a cette équivalence d'homotopie.

• Ve.moyUïiA.CLtioyi. - L'injection canonique a : K(B) -> C(B) (C 1 0]»

exposé 9 ou ['15]) est une équivalence d'homotopie et respecte les filtrations

suivantes :

< 1 7 ) F |jC(B)] = KCB^) F [CW'] = CCB^^ .

'\i
Si T est une cochaîne fondamentale associée au fibre f : E -> B ,

'\, —
T o a est une cochaîne tordante (lemme 4 . 1 . ) . On note K(B) 8 C(F) le

T

produit tensoriel K(B) 8 C(F) muni de la différentielle

d^k 8 f) = d(k 8 f ) + (î o a) H (k 8 f) et gradué comme suit :
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(K(B) 8 C(F))^ = ^ K^(B) ® C . ( F ) .
T n i+j=n 1 J

Le morphisme a = (a 0 1) : K(B) 8 C(F) -> C(B) 0 C(F) est,
T T

d'après le lemme 4 .2 . , une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes.

En considérant la restriction du fibre E au p-squelette de B,

on définit, par restriction, des cochaînes tordantes sur C(B^) 8 C(F)

et K C B ^ ) 0 C(F) et un morphisme :

a' : KCB^) 8 C(F) -> CÇB^) 0 C(F)
T T

induisant un isomorphisme en homologie. Comme les filtrations ( 1 7 ) sont

finies, la proposition résulte du lemme suivant :

Lgjnmg. 4. S.- Soient pP, L15, (p = 0,1 ,... ,n) des complexes de

chaînes composés de groupes abéliens libres, a : pP ->- [ p des morphismes

induisant des isomorphismes en homologie et i : pP -> Kp+l , j : L15 -> Lp+l

des injections telles que :

3? ° " p = Vi "S p = o ' l - • • » n - l

on peut alors construire des morphismes 8 réalisant avec les morphismes a
P P

une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes et tels que :

S ° ^p = %+1 ° 3? P ' 0 , l , . . . , n - l .

VmoYUïiAcubioYi. - Elle consiste à montrer que, dans la démonstration

classique (par exemple [)7], p. 154), tous les morphismes construits commutent

avec les injections.

Ç.O^.oUxuAS, 4 .9 . - Soit B un espace topologique muni d 'une triangulation

et base d 'un fibre f : E -> B de fibre F. Notons Ep = f ' ^ B ^ P ^ ) la

restriction du fibre au p-squelette de B. Les morphismes ^T = V1' o a et



y 0 o f réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes :

^(18) K(B) 6> C(F) ———-————> C(E)

'~r
et respectent les filtrations suivantes :

F [K(B) » C(F)J = KCB^) 0 C(F)
p T T

Fp[c(E)] = C(EP) .

5) Re.aLC&cuU.on de, i1 ̂ omon.phÀ^ma de, Tkom au YUJJ^CLUL du compi^x.^

de, ckain^ ^nga^ce/ie^.

Dans ce paragraphe, nous explicitons, en suivant | 2 [ , une réalisation

de 1'isomorphisme de Thom au niveau des complexes de chaînes singulières. Par

la suite, nous nous servirons de cette réalisation explicite, pour montrer

que la différentielle de la suite spectrale respecte la f i l t rat ion.

a] Rappel .ÔKA t1 ̂ omo^phÀÂme, da Tkom.

Soit À : T ->- M un fibre localement trivial de base M et de

fibre D. On suppose que D est un espace à point base {0} tel que :

(i) l'homologie réduite H (D) est nulle en tous degrés.

0 q + P
(ii) H (D,D-{0}) =

q A q = p .

M s ' identifie à une section de T. Notons À la restriction

de À à T-M. Le faisceau de Leray de À module À° , engendré par le

préfaisceau : <à -^ H^À"^), À"1W H T-M) (î2 ouvert de M ) , est appelé

faisceau d'orientation du fibre À et noté H ( X , À ; A) [7~]. C 'es t un

faisceau localement constant de fibre :

a r ° q + p
H^D.D-^O}) = \

l A q = U .
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On dit que le fibre À : T -> M est A-orientable si son faisceau

d'orientation est constant. (Si M et T sont des"variétés, les faisceaux

d'orientation de M et T coïncident sur M ) . Une orientation du fibre est

une section u de H ( À , À ; A) au-dessus de M telle que, pour tout x

de M, u(x) = u soit un générateur de la fibre en x. Si on se donne une

orientation u, on dit que le fibre À : T -> M est A-orienté. La section

u définit alors un élément de H^CT, T - M ) , encore noté u , et appelé

classe fondamentale du fibre. L'application :

( 1 9 ) t^ = À^(u H . ) : H ( T , T - M) -> H (M)

est un isomorphisme, appelé isomorphisme de Thom.

b ) V^cAÂ,pHon du. cap-p^odu^t pan. a.

Par exception, les complexes de chaînes singulières considérés en

( b ) et ( c ) seront les complexes non normalisés.

Soit U = { U . } . - un atlas de M composé d'ouverts de triviali-i ici
sation du fibre À : T ->- M ; on désigne par E = { À ( U . ) } . et par C (T)

le complexe des chaînes singulières, de T, petites d'ordre E ( [ l u ] , exposé 8 ) .

On note u un p-cocycle représentant la classe fondamentale du fibre.

L'application TT : C ( T , T - M) ->- C __ ( T ) définie par

ïï(y) = u H y est surjective et induit un isomorphisme en homologie [ 2 ] .

Comme on opère sur des chaînes petites d'ordre F, nous pouvons

expliciter TT en en donnant une description pour un fibre trivial :

Puisque H ( D , D - { 0 ) ) est A-libre- de base finie, le cup-produit

externe donne lieu à un isomorphisme H ° ( M ) 9 H^D.D-IO}) ̂  1^(1, T - M) .
A

La classe u s'écrit z uv avec z e H ° ( M ) et v générateur de H^D.D^O}).

Désignons par 'z et v des cocycles représentant les classes z et v ,

l'application TT s'écrit alors :



(20) (z 0 v) n . : C (M) 6> C (D,D-{0)) -> C (M) 6> C (D)
p A q P A q-P

û) Rea^aa^con de t'^omo^pki&m^ da Thom [2]

La projection du fibre A-orientable À : T ^ M admet pour relèvement

la section canonique À ' du fibre. Elle induit un morphisme surjectif

À : C(T) -^ C(M) donnant lieu à un isomorphisme en homologie. L'isomorphisme

inverse est induit par l'injection canonique À ' : C(M) -^ C(T).

Soit y l'injection canonique C (T) ->- C(T) et y ' la surjection

C(T) -> C (T) induite par l'opérateur de subdivision barycentrique (Ho) exposé 8.,

ou [l7j chap. VII). Y ' réalise avec y une équivalence d'homotopie de

complexes de chaînes.

La composition des morphismes de MDG :

C^(T,T-M) -C__ c^(T,T-M) ————. c^(T) ————. c^(T) ————. C^(M)

notée t, induit en homologie 1'isomorphisme de Thom t

Soit MP une filtration finie de l'espace M ; on note îP = X'^MP).

Les morphismes y et y ' respectent les filtrations en CÇT13) et

C(T , T -M15). Il en est de même de TT (voir (20)) . On peut construire un

morphisme TT ' réalisant avec TT une équivalence d'homotopie et respectant

aussi ces filtrations (lemme 4.8. ) .

Le morphisme composé :

(21) t ' : C^W ———> C(T, T - M)

défini par t ' = Y o i r ' o y ' o À ' induit en homologie l'inverse de t

En notant

(22) s = y o TT o y ' et s' = y o -iï ' o y '

on en déduit :
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P^LOpO^^ion 5 . 7 . - Supposons le fibre À : T ->- M , A-orienté et

soit M1 une filtration finie de l'espace M ; on peut réaliser 1'isomorphisme

de Thom par le morphisme composé :

C(T, T - M) —s——> C^CT) —À——> C^W

et son inverse par :

(^"^(M) —À——^ C^m —s—^ C(T, T-M)

de manière à ce que chacun des morphismes respecte les f i l trat ions en M

et ^p = À'W).

Rewo^LÇU.2. 5 .2.- Par la suite, nous noterons de la même manière

les morphismes de MDG définis au niveau des complexes de chaînes normalisés

et déduits des précédents au moyen de l'équivalence d'homotopie entre complexes

de chaînes normalisé et non normalisé ((^16]; théorème 4 . 1 . ) . La proposition 5 .1 .

est encore vraie pour les complexes de chaînes normalisés.



III - VEMONSTR^TION VU RESULTAT PRINCIPAL.-

Nous démontrons, dans ce chapitre, les résultats énoncés au
chapitre I.

6 ) Ve.moyi^VLa.U.on de. ta. pn.opo^>ubion 2 . 7 .
Soit ( X , M ) un espace C-stratifié orientable et soit

^ = dp - pd un cycle de Hom_^(C(X,X-M) , • C(X-M)) induit par un relèvement p

de la projection p : C(X) ->- C ( X , X-M) ; (nous expliciterons au paragraphe 10 ( c )

un tel relèvement p ) ; le morphisme

^ : C(X-M) ® C ( X , X-M) ̂  C(X)
^

défini par < ( ) ( x , y ) = x + p ( y ) est un isomorphisme de MDG.

On note T un voisinage tubulaire de M dans X et À : T -> M

la projection de T sur M. C'est un fibre A-orientable de base M. Le choix

d'une orientation de À : T ->- M donne lieu à un morphisme

t' : C (M) ->• C ( T , T-M) induisant en homologie 1 ' isomorphisme inverse

• d e 1'isomorphisme de Thom (remarque 5 . 2 . ) .

D'autre part, l'injection e : (T.T-M) -»• (X,X-M) induit un-

morphisme de MDG (homomorphisme d'excision) encore noté e

e : C(T,T-M) -> C(X,X-M)

Posons

(23) 6 = e o t' et V ' = Ï o ô

Le morphisme :

(24) 9 ' : C(X-M) © C^M -> C(X-M) @ C(X.X-M)
V y
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défini par 6 ' ( x , y ) = (x ,6 (y) ) est un morphisme de MDG, il induit un

isomorphisme en homologie (proposition 3.8.). Il 'en est de même du morphisme

<() ' : C(X-M) © (^"^(M) ———> C(X) défini par :
T

< ( > ' ( x , y ) = î o 6 ' ( x , y ) = x + p6(y) .

On en déduit la proposition.

7) Vémoyb&t^cuLion de. ta. p^opo^^tion 2.3.

Soient (X,M) un espace C-stratif ié orientable et

f : (X,M) -^ (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,F ) . D'après

la proposition 4.5. , on peut associer au fibre f j : M -> N de fibre F une

cochaîne fondamentale T e Hom . ( C ( N ) , C(G ) ) (où G est un groupeo -1 — —o —o

simplicial d'automorphismes du complexe minimal de F ) et des morphismes de MDG

T T

V ° : C(N) 0 C(F ) ———> C(M) f ° : C(M) ———> C(N) 0 C(F )o o
T T

0 0

réalisant une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. On notera
T T T T T .

^ o o f o = } + d ^ o + ^ o d avec 4> ° € Hom. (C(M) , C ( M ) ) .

De même, on peut associer au fibre f i v , , ; X-M ——> Y-N , de| x—d
fibre F, une cochaîne fondamentale T . e H o m . ( C ( Y - N ) , C(G)) et des morphismes

de MDG :

T , T!
V : C(Y-N) 0 C(F) ——> C(X-M) f : C(X-M) ——> C(Y-N) 8 C(F)

T! T!

réalisant une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes. On notera

T T , T T T
V o f = l + d < ( ) + < t ) d avec 4> e Hoirie (C(X-M), C(X-M)) .

T T

Posons V" = f o f ' o V ° , où y ' est défini en (23) et

formons la somme tordue (que nous avons notée (3)) :



fc(Y-M) e ces)] » [cdO 9 C(F )1( p^
T"

1 0

On déduit alors directement du corollaire 3.10., la proposition :

P^LOpO^^ct^ion 7 . 1 ' . - Les morphismes de MDG

V : [C(Y-N) 0 C(F)] © [C(N) 0 C(F )] (-p) ——> C(X-M) ® (/"^(M)
T, V" T ° y'

1 0

f : C(X-M) © (^"^(M) ^ [C(Y-N) 0 C(F)J © [C(N) 0 C(F )] (-p)

4" T , H'" T °
1 0

T . T T T

définis par V (a,b) = (V (a) + <j) 4" V (b) , V (b))

et f ^ ( x , y ) . = (f ^x) + f '4" <^ °(y) , f °(y))

réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes.

Ç.OfLOVJCUAe, 7 .2. - (Proposition 2.3).- Le morphisme de MDG :

^ o V^ : [C(Y-N) 0 C(F)] © [C(N) 0 C(F )] (-y) ———> C(X)
T! rl "o 0

réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes.

S) V movi^ locution de ta. p^opo-ô^tc-on 2.4.

Les hypothèses sont les mêmes qu'au paragraphe précédent. On note

U un voisinage tubulaire de N dans Y. Y - U est un rétracte par
0

déformation de Y - N et l 'inclusion i : C(Y-U) -^ C(Y-N) induit un
^ 'v' . ^

isomorphisme en homologie. La cochaîne fondamentale T . du fibre

f i , , . , : X-M ^ Y-N induit par restriction une cochaîne fondamentale| X-M

T . o i sur C(Y-U) . D'après le lemme 4 .2 . , on a :

P^OpO^^tion & . 1 . - Le morphisme i 0 1 : C(Y-U) 0 C(F) -^ C(Y-N) 0 C(F)

" , T! T!
est un morphisme de MDG, il réalise une équivalence d'homotopie de complexes

de chaînes.
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On note j un morphisme de MDG j : C(Y-N) 0 C(F) ̂  C(Y-U) 0 C(F )
• T ! T !

réalisant avec i 0 1 cette équivalence d'homotopie.

Supposons N et Y - U munis d'une triangulation, et notons

a les injections canoniques a : K(N) ->- C ( N ) et a : K(Y-U) -̂  C(Y-U) . Il
résulte de la proposition 4 . 7 . :

P^OpO^^tion S. 2.- Les morphismes

a^ = a 8 1 : K(N) 0 C(F^) ——> C(N) 0 C(F )

o'0 ° To 0

et c^ •= a 0 1 : K(Y-U) 0 C(F) ——> C.(Y-U) 0 C(F)
T! T!

réalisent des équivalences d'homotopie de complexes de chaînes.

On note :

6^ : C(N) 0 C(F ) ————> K(N) 0 C(F )
'o ° \ °

et @ ^ : C(Y-U) 0 C(F) ———> K(Y-U) 0 C(F)
T! T!

des morphismes de MDG réalisent avec a et a respectivement ces

équivalences d'homotopie.

Le morphisme :

(25) V : K(N) 0 C(F ) ——> K(Y-U) 0 C(F) ,

'o ° T!

obtenu comme composition y = 3 o j o V " o a , est un cycle de degré - 1 .

Il vient, d'après le corollaire 3 . 1 0 :

P^iOpO^AjLion S. 3.- Il existe une équivalence d'homotopie de

complexes de chaînes :



^

[K(Y-U) 6 C(F)] e [K(N) 8 C(F )j (-p) -a——^ ["C(Y-N) 8 C(F)~] © [~C(N) 8 C(F f| ("^

-l ^ -o 0 ^—— T! rl- ^ °

décrite de la manière suivante :

Si, pour i = 0,1, on a a. o 3. = 1 + d(j). + <^.à. , a* et £ '

sont définis par :

a ' (a ,b) = (o^(a) + <^ ^ V" a^(b) , cx^(b) )

et. e ' (x ,y) = ( B ^ ( x ) + e ^ V" <{)^ (y ) , 8^(y)) .

Ç.QftoSUiaÀA.Q, S . 4.- (Proposition 2 .4 . ) . - Le morphisme (()' o V o a'

réalise une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes entre C(X) et

le complexe (3) :

[K(Y-U) 0 C(F)J ® [K(N) 0 C(F )] (-p)

T, 1' T ~
1 0

9) 'TnÂjOLYiQuJLat^OY^ a.da.ptç, e^.

Soit (Y,N) un espace C-stratifié, de codimension \) ; rappelons

que SU = U - U est l'espace total d 'un fibre de base N et de fibre une

variété topologique de dimension \>-1 . On note co : 3U -»- N la restriction

a 3U de la projection de U sur N en tant que fibre.

Pê^^ùz-ôt-con 9 . ? . - Soit (Y,N) un espace C-stratifié de codimension v

et U un voisinage tubulaire de N dans Y, on dit qu'une triangulation

(K) de Y est une triangulation adaptée au triple ( Y , N , U ) si , ( K ) 'est

compatible avec une triangulation (K ) de N et une triangulation (K^)

de &U et si de plus., pour tout simplexe o de K. , .œ (o) est un

sous-complexe de dimension q+v-1 de (K^) .
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P^OpO&^Uon 9 . 2 . - Soit ( Y , N ) un espace C-stratifié triangulable,

pour tout voisinage tubulaire U de N dans Y , le triple ( Y , N , U ) admet
des triangulations adaptées.

On montre d'abord le lemme suivant :

Lemme. 9 . 3 . - Soient ( Y , N ) un espace C-stratifié triangulable

et de codimension v et U un voisinage tubulaire de N dans Y. On peut

construire des triangulations ( K . ) et (K«) de N de 8U respectivement,
telles que, pour tout simplexe o de dimension q de ( K . ) , œ (o)
soit un sous-complexe de dimension q+\;-l de (K^) .

VwiOtUVLCUtion. - On appelle (K ) une triangulation simpliciale

de N assez fine pour que tout simplexe de ( K . ) soit contenu dans un

ouvert de trivialisation du fibre œ : 9U -»- N . En se servant du corollaire

1 de {^ij , on construit (K^) par récurrence au-dessus des squelettes de

dimensions successives de ( K . ) .

Vwioyi^^La.Uon di ta p^opo^^Uàn 9 . 2 . -
Donnons nous une triangulation ( K 1 ) de U compatible avec une

triangulation ( K . ) de N (plj ; lemme 3 . 7 . ) . On peut subdiviser ( K ' )

de manière à satisfaire aux conditions suivantes :

a) tout simplexe o de ( K 1 ) ayant au moins un sommet dans N

ne rencontre pas 9U ,
b) tout simplexe de ( K . ) est contenu dans un ouvert de trivia-

lisation du fibre û) : 3U -»• N.

On appelle alors ( K . , ) une triangulation de 8U satisfaisant

au lemme 9 . 3 .
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Notons V l'ensemble des simplexes fermés de ( K * ) dont au moins

un sommet est situé dans N et V* le sous-complexe de V composé des

simplexes de V n'ayant pas de sommet dans N. V* ne rencontre pas • 3U.

On sait construire une triangulation (K) de Y-V compatible avec une

sous-triangulation de V' sur V* et de (K» ) sur 3U , puis une triangu-

lation de V compatible avec (K) sur N et avec la sous-triangulation de

V* sur V * . La réunion de cette triangulation sur V et de (K) sur

Y-V fournit une triangulation de Y , encore notée ( K ) , satisfaisant à

la proposition.

Co^iO^icuAe, 9 . 4 . - Soient ( Y , N ) un espace C-stratifié triangulable

et de codimension \> et U un voisinage tubulaire de N dans . Y.'Notons

(K) une triangulation adaptée au triple ( Y , N , U ) et âU15 la restriction

de 8U au p-squelette de N , on a : KOU^ c K((8U) ( p + v - l ) ) .

1 0 ] La p^-opo^^uUon ^ondame.yitate..

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de .montrer la proposition

suivante :

P^OpO-A^qm 1 0 . 1 . - Soient ( X , M ) et ( Y , N ) deux espaces C-stratifiés

et f : ( X , M ) -^ ( Y , N ) une application C-stratifiée/de fibres ( F . F ) .

Supposons que ( X , M ) soit orientable et que ( Y , N ) soit triangulable et de

codimension v ; on note U un voisinage tubulaire de N dans Y et (K)

une triangulation adaptée au triple ( Y , N , U ) . On peut construire un morphisme

de modules différentiels gradués homotope à V (et encore noté ' ? ) , tel que :

yOcÇN^) 0 C(F ) ] C K^Y-n/P^"0) 8 C ( F ) .

La proposition résultera, en partie, de la commutativité à homotopie
près du grand diagramme ci-dessous. Nous montrerons la commutativité à homotopie

près de chacun des éléments de ce diagramme en définissant à chaque fois les

flèches qui interviennent dans ces éléments :



1+8

Fn

0

oa —

Q

-

C.

-

U U t^

S •——————————». ® H ) . ® p ^ ® p

c

0

"<?>

?3 ^ -.•—s <o 1 y r
& —————————————————————————^ ^ .... . •s , -

^ X" 1&< ^ p- <
^ u ^ .

©

g —————————. E

J -̂< ^

e p>

S"<^> /-~\
/-N •> Q

Q Q tï>

J •>-!

. s
ç,

© ,°3
z>

S
—s
-< ———————»• E-

-3 "tO E-

(L

M

E^
<t

E-

Ç.

©

(-->

•'-1

î i? ^

© ,°5
?>

Q"

©

a S
—1 > ^
ï

© -

-i y
o E-
-< (M s.
-' ^ C.
J

p
>

©

9-'

^ S

^ C-

© ^s
?>

-i
î: 5

^ u

? (S\ l ^ p ocr ^
-• VC/ o ̂  o ^3

^ ^ ^
U ^

î ' t

S © S
•r-1 |, -H |

^ ?

C.
—s
—|

•o —————————). <s

J P'~
4-1 ^-

c

L

1 © -,•
?>

^

z
1
>-i

^>

-> u
g> „. ——————). ®

P —
oa

1 1ï ï

u u u u

z o o o^ ^ . pk 1^
u u t^

2 Z ^

.̂ , t^l .̂ 1



^9-

<x) Commo^gî LU^ûc a homotopJLo, p^e-ô da ctaig -̂ajmie. 7 .

(X,M) désigne un espace C-stratifié orientable et de codimension p,

et T un voisinage tubulaire de M dans X.

Le voisinage T est l'espace total d'un fibre localement trivial,

de base M, de fibre D et de groupe structural G.

Soit, comme précédemment, D l'ensemble simplicial défini par

les simplexes singuliers de D et notons e le générateur de C (D),

c'est-à-dire le 0-simplexe singulier que définit le point base de D. De

l'existence de la section canonique du fibre \ : T -»• M , on déduit :

Lemme. 10.2.- On peut définir une fonction tordante T : M ->• G ,

associée au fibre À : T -»• M , de manière à ce que, pour tout x de M et,

pour toute suite i.,...,i, (éventuellement vide), on ait :

T(x) (s. ...s. e ) = s . ...s. e (où les s. sont les opérateurs dégénérescence).
1 k 1 k

On a, d'après Shih (proposition 4 .5 . ) , une équivalence d'homotopie

de complexes de chaînes :

^C(M) 8 C(D) —-——> C(T)

'. T . ^~
P^-OpO-ô^toon 10.3.- . Soient d et dT les différentielles ordinaire

et tordue respectivement, sur C(M) 8 C(D) ; on peut construire une cochaîne
/Y,

fondamentale T, associée au fibre À : T ->- M , de manière à ce que l'on ait :

(d^d) (e ) = 0 et V1 (x 0 e ) = V(x 8 e ) .
0 0 0

Ve.moyi&^A.CL^ion. - Soit V l'opérateur d'Eilenberg-Mac-Lane

V : C(M) 8 C(D) -> C(D x M) ([lô], page 64) et soient 9 et 3'1 les

différentielles des MDG C(D x M) et C(D x M) respectivement ;
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on déduit du lemme 10.2 que l'on a :

0^9) o V(x 8 e ) = 0n o -

pour tout x^ e C^(M). La proposition résulte alors des expressions explicites

de d^ et de VT ([24], formules ( 1 ) page 27).

Notons i' : C(M) -^ C(M) 8 C(D) l'application définie par

tensorisation par e^ et À ' le morphisme À ' : C(M) ^ C(T) défini par

la section canonique du fibre À : T ->- M. On a :

Co^oVLcuAd 10.4.-

i) L'application i' est un morphisme de MDG.

ii) Le diagramme (1) commute à homotopie près.

Ve.mon&Vi.a.ti.on. - (i) vient de ce que l'on a :

^n 8 ̂  = ̂ n 0 ̂  = ^n 0 ̂  pour ^ e cn(M) •

De la définition de V ([lé]) , et de celle de À : C(T) -»• C(M) , on déduit

que :

À o V1 o i' (x 0 e ) = À o V(x 8 e ) = xn o n o n

d'où (ii) en utilisant le fait que À ' et À réalisent une équivalence

d'homotopie de complexes de chaînes.

b) Commu^tcutiv^te. à homotopie. p îè-ô de^ cLicig^Lammu 2,3.

Le bord BT de T est l'espace total d'un fibre de base M

et de fibre 9D , associé au même fibre principal que le fibre À : T -> M.

On peut donc lui associer la même cochaîne fondamentale T et on a,

d'après la proposition 4.6., une équivalence d*homotopie :



C(M) 8 C(D,3D) —v——> C(T,3T)

^~t~ .
Notons r : C(T,9T) ->- C(T,T-M) le morphisme déduit de l'inclusion

9T ->- T-M et 6 l ' injection canonique 6 : C(T,T-M) -> C ( T , 9 T ) . r et 6

réalisent une équivalence d'homotopie de complexes de chaînes et on a

r o 6 = identité.r

Soit s' : C(T) ^- C(T,T-M) le morphisme défini en (22), on définit

le morphisme de MDG j * : C(M) 0 C (D) -»• C(M) 0 C(D,8D) par la composition :
T , T

j ' = f T o 6 o s î o V T

'P^.0p0-&-^tion 70.5.- Le diagramme (2) est commutatif à homotopie près.

De plus, si M désigne une filtration finie de l'espace M , le morphisme

j ' respecte les filtrations suivantes de C(M) 8 C(D) et C(M) 8 C(D,3D) :
T • T

F [C(M) 8 C(D)] = C(MP) 8 C(D)

F- [CW 8 C(D,3D)] = C(MP) 8 C(D,3D)

Pêmon^^KX^con.- La commutativité à homotopie près du diagramme

est évidente. Pour montrer le respect des filtrations, on regarde comment

est transformé un simplexe singulier de CCM^ par chacun des morphismes

entrant dans la définition de j ' . Le résultat provient de la définition de

^ et ^ ([îô]) et de la proposition 5 . 1 .

D'autre part, le diagramme (3) commute, par définition même

de Ô (voir (23)) .

c) Commata^iv^te. à. homotopie. p^ô dg^ dJuciQn.asm^ 4^5 ,6 .

L'homomorphisme d'excision e : C(T,T-M) ->- C(X,X*-M) est induit

par l'injection, encore notée e, e : T -> M.

On peut écrire le diagramme commutatif de MDG :



0 ————> C(X-M) ————> CW -p———> C(X,X-M) ————> 0

t. t. î.
0 ————> C(T-M) ————> C(T) p3 ) C(T,T-M) ————> 0

îi î l îr
(26) ! 1 p, I

0 ————> C(9T) ————> C(T) ——2—^ C(T,9T) ————^ 0

^ tv- ^ tv-
0 ——> C(M)8C(9D) —> C(M)8C(D)—^ C(M)@C(D,8D) ——> 0

T T T

dans lequel les homomorphismes de la colonne de droite induisent des isomor-

phismes en homologie.

Etant donné un relèvement p de p dans la suite exacte courte :o 'o

0 ———> C(D) ———> C(9D) ———> C(D,9D) ———> 0 .

^

on définit un relèvement p de p en posant :

p ^ ( x 8 [y]) = x 8 p^[y] où [y] c C(D,9D)

Notons 'F = dp - p d et V, = d1' p, - p, d\ il vient :
o o o 1 1 1

(27) ^(x 8 [y]) = (-\)deë x x 0 ^[y] + î n (x 0 p^ [y]) - p ̂ ( ï 0 (x 8 [y]))

où, d'après ( 1 4 ) , la différence des deux derniers termes est égale à :

(28) (1 8 (fop®P^)-P^J o (îei)))(A(x)8[y|)

A l'aide du relèvement p , on peut construire (proposition 3.4.)

un cycle 4'. de Hom_ (C(T.3T) ,C(9T)) tel que V'1^ = f ^ .

L'injection canonique 6 : C(T,T-M)-^ C(T,9T) estunmorphisme

de MDG tel que r o 6 soit l'identité de C(T,T-M). On peut donc d'après

le corollaire 3.5., construire uncycle 4 - de Hom_ (C(T,T-M) ,C(T-M))

tel que l'on ait une homotopie : $„ : i o 4'.- ;ï ^^ o r.



Enfin, soit C le complexe des chaînes singulières petites d'ordre

F = { T , X - M } , notons 6 la projection ô : C(X,X-M) ->• C(T,T-M) composée

de la projection canonique C(X,X-M) -»- C (X,X-M) et de 1'isomorphisme

C^X.X-M) ̂  C(T,T-M) ; 6 o e est l'identité de C(T,T-M) . D'après la

proposition 3 . 4 . , on peut construire un cycle î de Hom (C(X,X-M) , C ( X - M ) )

induit par un relèvement p de p et tel que l'on ait e o ^̂  = f o e .

On pourra choisir, au paragraphe 6, pour cycle V , le cycle

ainsi déterminé.

P^LOpO^^ion 10.6.- Les diagrammes (4) et (6) commutent, le

diagramme (5) commute à homotopie près. De plus, pour toute filtration M^

de l'espace M , le morphisme 1. respecte les filtrations suivantes de

C(M) 0 C(D,8D) et C(M) 8 C(9D) :
T T

F [C(M) 0 C(D,3D)J = CCM^ 8 C(D,9D)
p T

F [C(M) 0 COD)] = C(MP) 0 C(^D) .
p T

Vw\OYUïVLOUti,OYl. - Les commutativités sont évidentes, le respect

des filtrations vient de la formule (28).

d) CommiLtcuU,v>U.e, ci komotop^ p .̂e.6 de^ dLia.g^.ammu f^^.

En -plus des hypothèses énoncées en (a) , on suppose que M est

l'espace total d'un fibre f : M ->• N de fibre F et de base un espace N

muni d'une triangulation.

On note N le p-squelette de la triangulation donnée de N

et M? = f^d/^) la restriction du fibre f : M ->• N à N^ . Enfin î
i\i

désigne une cochaîne fondamentale associée au fibre f : M -»• N et T la

cochaîne fondamentale associée au fibre À : T ->- M et précédemment définie

(proposition 10.3).
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P^-Opo-ô t̂Ùm 10,7.- L'application d1' définie sur le produit

tensoriel [K(N) 0 C(F )] 0 C(D) par :

dT(x8y8z) = d °(x8y) 8 z + (-l)^^^ x8y8dz + î'n (V °(x8y) 8 z)

est une différentielle. Soit [K(N) 0 C(F )] g C(D) le MDG ainsi déterminé ;
o

on peut construire une équivalence d'homotopie

r -i P ^ l[K(N) 8 C(F )J 8 C(D) v -> C(M) 8 C(D)
T ° T ^ ^ T ~ ~ T

f °

respectant les filtrations suivantes :

F ["(K(N) 0 C(F )) 8 C(D)J = (^(N^^ 8 C(F )) 8 C(D)^ o ^

F [C(M) 8 C(D)3 = CCM^ 8 C(D)

'OemOYl&VijQUtioYl. - Que d1 soit une différentielle et que ^ ° 8 1

soit une équivalence d'homotopie résultent de (18 ) et du lemme 4.2. On déduit

du corollaire 4.9 que les filtrations sont respectées et le lemme 4.8 explicite

f"0 .
La proposition est encore valable en remplaçant C(D) par C(3D)

^T

ou C ( D , 9 D ) . Dans chacun des cas, on note f ° un morphisme réalisant

^o1 équivalence d homotopie avec V 8 1 .

Définissons

i" : K(N) 8 C(F ) ——> [K(N) 8 C(F )J 8 C(D)

"o 0 "o 0 ^

par tensorisation par e € C (D) et posons :

-sï T ^T T

j" = f ° o j 'o(^-° 8 1 ) et 4' = f ° o 4' o (V ° 8 1 )



P^LOpo^^ion 1 0 . 8 . -

i) i" est un morphisme de MDG rendant commutatif le diagramme (7).

ii) Les diagrammes (8) et (9) commutent à homotopie près.

iii) Le morphisme composé V o j" o i" respecte les filtrations

suivantes : •

F fK(N) 0 C(F )~1 = KKN^) 0 C(F )p - ^ o -' o
o ,

F^[(K(N) Q C(F^)) » C(9D)J = (K^N^) 0 C(F^)) 0 C(8D)

o

V&moyUït^cubion. - (i) provient de la définition de ï et donc

de d (même démonstration qu'au corollaire 10 .3 ) . (ii) est évident.

(iii) résulte des propositions 1 0 . 5 . , 10 .6 . et 1 0 . 7 .

e.) Commu.tcuUv^te. ci homotop^ç. p^& du (Liag^amm^ 10 <it 7 7 .

Nous supposons désormais donnée une application C-stratifiée

f : (X,M) ->• (Y ,N) , de fibres (F,F ) , pour laquelle (X,M) est un espace

C-stratifié orientable et (Y,N) un espace C-stratifié triangulable. On

note U un voisinage tubulaire de N dans Y dont l'image réciproque

T = f (U) est un voisinage tubulaire de M dans X. En plus des notations
<\, r\,

des paragraphes précédents, on désigne par T . et T ' des cochaînes

fondamentales associées aux fibres f ( , , , , : X-M -> Y-N et œ : 9U ->- N| X-M

respectivement. La fibre de œ : •9U ->- N est notée 9D ' .

Le fibre fi^ : 9T -^ âU est la restriction du fibre
1 °

fl . . .- : X-M ^ Y-N à 3U (propriété 1 .8 . ) . La cochaîne fondamentale
[ À—M

(\,
de f [ : 3T -> 9U est donc la restriction de T , à 8U , on la note| 9T 1

^ 1encore T , . Il vient, par définition de f (paragraphe 7) et des morphismes

j et 3, (propositions 8 . 1 . et 8.2.) :
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P^OpO^^Uon 10.9.- pour toute triangulation de Y compatible avec
0

9U e.t Y-U, les diagrammes (10) et ( 1 1 ) commutent à homotopie près.

<S) CommatotcAU^g à homotop^ç, p^ dm cLiag^amme, 1 2 .

D'après la propriété 1.8., 9T est l'espace total d 'un fibre

sur fibre de base N de deux manière différentes. De même qu'à la proposition

10.7. on définit une équivalence d'homotopie :

<\,'[- *
[K(N) 8 C(3D')] _8 C(F) v el C(9U) 8 C(F)

^ f^ T l

d'où un morphisme de MDG :

g : [K(N) 8 C(F f| 8 C(9D) ——> QK(N) 8 C(3D')] _8 C(F)
~ T ° T T ' T ,

0 . 1
^ , T . . T

obtenu par composition g = f o f o V T o ( V 0 8 1 ) . Comme précédemment,

on désigne par 3U = LO (N ) la restriction du fibre a) : 9U -^ N au

p-squelette de N.

P^OpO^^tion 10.10.- Le diagramme (12) est commutatif à homotopie

près. De plus, le morphisme composé (V 81) o g respecte les filtrations

suivantes :

F [(K(N) 8 C(F )) 8 C(9D)] = n^^) ® W )] 8 C(^ D)
p T ° î ~ °

0

F [COU) 8 C(F)J = COUP) 8 C(F)
p T!



'Oe.moyi^tn.CLtioyi : D'après la proposition 1 0 . 7 . , il suffit de montrer
que g respecte les filtrations en K d T 1 ' ) . Pour cela, nous allons donner
une décomposition explicite de ce morphisme, sous forme "semi-simpliciale"

et en utilisant le fait que 8T est l'espace d'un fibre sur fibre, de base
N, de deux manières différentes (propriété 1 . 8 . et Appendice).

Si f : E -> B désigne un fibre de Serre, de fibre F , le complexe

minimal associé à l'ensemble simplicial JF des simplexes singuliers de F
sera encore noté F.

Nous montrerons en appendice (proposition 1 5 . 1 ) que l'on peut écrire
9T sous forme de "double produit cartésien tordu", plus précisément, qu'il

existe des fonctions tordantes T" et T'.' telles que l'on ait des isomor-
phismes p . et \^. :

P, v,
C(3D x (F x N)) ————> C ( ( 9 D x F ) x N) ————^ COT)

—— T -° TQ- - T"-0. T^- —-

PO ^2C(F x OD' x N)) —————> C((jF x 9 D ' ) x N) ———> C(8T) .
T, ' T ' " T"—— T' ——

D'après la proposition 1 5 . 1 . , les isomorphismes u. et 'V. res-

pectent les filtrations de ces complexes en N — (ensemble simplicial des

simplexes singuliers de N^) et 31^ (avec ^TP = X~1 o f^N^) =

f o œ (N p ). Il en est de même du morphisme composé

l P = U n O V 2 O ^ ^ O P 1 • Mais celui-ci rentre précisément dans la compo-

sition (voir théorème 4.4.) :
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^O T "I?

[K(N) 0 ^o)] 8 COD) v el > C(F x N) 8 COD).-7——> C(8D x (F x N)) —^
T T T T T ~° T
0 0 0

T i ^ » »

———»- C(F x OD» x N) ) -^— COD' x N) 0 C(F) -i-——> ["K(N) 8 C O D ' ) ) 0 C(F)
T ^ ~ T 1 - ""T' - ^ T ' Ï^

où tous les morphismes respectent les filtrations en N p - , d'où le

résultat.

9) V2.moyi&tn.cuU,on de, ta. p^iopo^^ion 1 0 . 1 .

Avec les notations des paragraphes précédents, on définit le

morphisme

î : K(N) 0 C(F^) ——> K(Y-U) 0 C(F)

"o 0 T!

par la composition

V = (i 0 1 ) o ^ o (^Tl 0 1 ) o g o y o j" o i'

(voir le grand diagramme). Le morphisme 4' étant celui défini en (25),

c'est-à-dire par :

' ^ g ^ o j o ^ o ^ o ô o v 0 ,

on a :

(i) Les morphismes V et V sont égaux à homotopie près,

autrement dit : le grand diagramme commute à homotopie près. (corollaire 10.4,

propositions 10.5, 10.6, 10.8, 10.9 et 10.10)

(ii) Î^N^) 0 C(F )] C K^Y-U/1^"0) 0 C(F)



ce qui provient du respect des filtrations par les différents morphismes

intervenant dans la composition de ^ (Propositions 10.8, 10.10, 4.7 et

corollaire 9.4).

La proposition 10.1 résulte directement de (i) et (ii).

1 1 ] Ve,moyLf>^tCuUon du. the.on.m<i 2.5.

Notons A = K(Y-U) 8 C(F) et B = [K(N) 0 c(-vo'>] {'^
T!

en tant que MDG. Pour un entier k >. 0 fixé, on filtre A et B comme suit :

F (A) = KRY-U)^] 8 C(F)
P L

OoV^ = KLN^"10] ® C(F^) .

La suite spectrale associée à la filtration F (A) de A est,

à partir du terme E , isomorphe à la suite spectrale de Serre (en homologie)

du fibre f | ... : X-M -^ Y-N. On note E1' (X-M) son terme E1' de bidegré|X-M p,q

(P ,q ) .

La suite spectrale associée à la filtration

F (K(N) 0 C(F )) = i^N^) 0 C(F ) de K(N) 0 C(F ) est isomorphe, àp ^ , o o ^ o

partir du terme ^ , à la suite spectrale de Serre (en homologie) du fibre

f i . , : M - > N. On note E1' (M) son terme E1' de bidegré (p ,q) . Si
| M p, q

, ^T (B) désigne le terme E1' de bidegré (p,q) de la suite spectrale
\K.) p » q
associée à la filtration / .F (B) de B , on a la relation :

(k)^,^6) = ^-fe.^k-pW .

D'après le paragraphe 3 (formule (12 ) ) , on déduit des filtrations

de A et B la filtration suivante de la somme tordue A ® B :
^

(29,k) ^(A ^ B) = F^(A) (B ^F^(B)

= [^((Y-U)^) 0 C(F)] © [KÇN^"10) 9 C(F^
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Les morphismes T et f sont homotopes et induisent le même

morphisme en homologie. Les sommes tordues A ® B et A ® B ont même homologie.
^ ^ ^

On pourra donc se permettre de noter encore f le morphisme y.

D'après la proposition 10.1 ; on a l'E-)1' (B?] c- F -(^+1)^)-

On en déduit :

Co^LO^tcUA^. 1 1 , 1 , - Dans les conditions de la proposition 10.1, et

pour tout entier k ^ v-1, la différentielle d définie sur la somme tordue

A ® B respecte la filtration (29 ,k) .
y ••

Cette filtration induit donc, pour k >. v-1, une filtration

de H (X) , notée :

(30,k) (k)FpLH^X)] .

La proposition 1 0 . 1 montre que f satisfait à la relation ( 1 1 )

du paragraphe 3 (avec a = k - ( v - l ) ) . Pour que la suite spectrale déduite

de la filtration ( 2 9 , k ) du MDG A ® B converge, il suffit donc que l'on
^

ait k ^ v-\ (lemme 3 . 1 1 ) .

Le théorème 2 . 5 . est alors une application directe de la proposition

3 . 1 2 .



^ - PROPRIETES ET APPLICATIONS VE LA SUITE SPECTRALE PES APPLICATIONS

C-STRATIFIEES.

Dans tout ce Chapitre, (X,M) désignera un espace C-stratifiê

orientable, de codimension y, (Y,N) un espace C-stratifié triangulable,

de codimension v, et f : (X,M) ^ (Y,N) une application C-stratifiée

de fibres (F,F ). Sauf indication du contraire, on suppose que les fibres

F et F sont connexes.o

PROPRIETES.

1 2 ) Vn.opïvL'itU.

a] CCL& d'ULYi ^cb^e da SgAAg..

P^OpO^>uUon 12.1.- Soit f : X -+ Y un fibre de Serre, de fibre F,

et N un sous-espace fermé de Y, notons M = f (N) ; si les données

(X,M), (Y,N) et f, satisfont aux hypothèses énoncées ci-dessus, le terme
2E de la suite spectrale (obtenue pour k = \») de l'application C-stratifiée

Q

f : (X,M) ^ (Y,N) est isomorphe au terme E de la suite spectrale de Serre

du fibre f : X -̂ - Y.

V.&mon^^fLCUUon. - L'équivalence d'homotopie C(X) -^ K(Y) 8 C(F)
.. _ ^ " < . . T

démontrée au corollaire 4.9. donne lieu à une équivalence d'homotopie :

K(Y) 8 C(F) -^——> [K(Y-U) 8 C(F)] 0 [K(N) 0 C(F)] ̂  .
T T ^ T

Cette équivalence d'homotopie respecte la filtration :

F [K(Y) 8 C(F)] = KCY^^ 0 C(F) de K(Y) 0 C(F) (définie par les lemmes
T • . T •

1 2 . 8 et 12 .9 ) et la filtration (29,v) de la somme tordue. Un calcul long,

mais facile, montre que l'homotopie est d'ordre r $ 1 , d 'où le résultat

([l3], chap. XV, prop. 3 .1 . ) .
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b) So^fe. ^pac^oJie. du p^emieA qu.a.dA.a.yit.

La suite spectrale d'une application C-stratifiée f : (X,M) -»- (Y,N)

converge si k ï v - 1 . Dans ce cas, elle est toujours dans le secteur

p ^ 0 , q ï inf(0,v-k). Elle vérifie donc toutes les propriétés des suites

Spectrales du premier quadrant. En particulier, on a :

7 ° ) F^Uu-de. d<2^ g^oupe^ d'komotûg^e..

P^opo^^U.on 72 .2 . - (voir [23], proposition 1 du chapitre III).

Si A est un anneau principal, si les systèmes locaux formés par H.(F;A)

et H.(F ;A) sur Y-N et N respectivement sont triviaux pour tout i ,

et si les groupes d'homologie de F , F , Y-N et N sont des A-modules

de type fini en toutes dimensions, il en est de même pour X.

2°) La. ^{jJULç, 2xa.ci.te. du tvw\ç^ de, b<L& deg^-é.

'P^.Opo^^U.on 72 .3 . - (voir [j3], théorème 5 . 1 2 a du chapitre XV).

Les suites spectrales obtenues pour k = ( \ > + l ) , . . . , p donnent lieu, pour

y > 2 , à une suite exacte :

,2
H^(X) -. H^(Y-N;H^(F)) ———> H^(Y-N;H^(F) ) ^ H^(X) -^ H^(Y-N;H^(F) ) -> 0

2où la différentielle d est celle de la suite spectrale de Serre du fibre

^X-H1 ^-ï-"-

Pour y = 2 (v = 1 ) , lasuite exacte s'écrit :

,2
H^(X) -^ H^(Y-N;H^(F)) ® H^(N;H^(F^)) -——> H^(Y-N;H^(F) ) -^ H ^ ( X ) -^ H^(Y-N;H^(F)) -^ 0.

3°) CCL& ou. t^ komoiog^ de. Y-N, N, F e^ F^ ^owt mjitiu

en ^ande. donQ,vLî>^ûyi.

'P^.OpO^^UbioYi 72.4 . - (voir [23] , proposition 3 du chapitre III). Soit

f : (X,M) ->• (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,F ), si A



est un corps et si les systèmes locaux formés par H . ( F ; A ) et H . ( F ; A ) suri l o
Y-N et N respectivement sont triviaux pour tout i ̂  0 , supposons que

l'on ait :

H (Y-N) =i 0 pour p > n H (N) = 0 pour p > n-\»-l

H (F) = 0 pour p > m H (F ) = 0 pour p > m-(p-v) •»• 1

alors H (X) = 0 pour p > m+n et H (X) est isomorphe à :
p m+n

H (X) = [H (Y-N) 0 H (F)] © [H , ( N ) 0 H , , , (F )1 .m+n '-n m -' L n-v-1 m-(p-^)+l o-

On remarquera que les conditions portant sur les degrés ne sont

pas naturelles puisque, par exemple, si N et Y-N sont des variétés et si

Y-N est de dimension n, alors N est de dimension n-v.

4 ° ) Su^uta. g.xac :̂e. de. S>wi.t.

P^iOpO^^ti.on 1 2 . 5 . - (voir [23] , proposition 5 du chapitre III). Soit

f : (X,M) '-> (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F,F ) , si A est

un anneau principal, supposons que le système local formé par H.(F;A) sur

Y-N soit trivial pour tout i ï 0 et qu'il existe des entiers p et q

tels que :

i) \?-1 $ p $ y , p + q $ p

ii) H^(Y-N;A) = 0 pour 0 < i < p

iii) H . ( F ; A ) = 0 pour 0 < i < q

On a alors la suite exacte :

Hp^_,(F;A) -. H^_,(X;A) -> H^_,(Y-N;A) ^ H^.^(F;A) -. ...

. . . -> • H^(Y-N;A) - H (F;A) -- H (X;A) ->• H (Y-N;A) ->• 0 .
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L'homomor phi sine d" : H (Y-N;A) ->- H (F;A) , 1 $ n $ p+q-1

est l'homomorphisme de transgression du fibre £ ( „ : X-M -»• Y-N . En posant
| A"~rl

q = 1 , on a :

Ç.on.oULcujLd, 12.6.- Soit f : (X,M) -»- (Y,N) une application

C-stratifiée de fibres (F,F ). Supposons que A soit un anneau principal

et que le système local formé par H . ( F ; A ) sur Y-N soit trivial pour

tout i ï 0 ; supposons de plus que H . ( X ; A ) = 0 pour tout i > 0 et

qu'il existe un entier p ^ v-1 tel que H. (Y-N;A) = 0 pour 0 < i < p.

Alors, on a H . ( F , A ) = 0 pour 0 < i < p-1.

c.) Mo^-p^côme^ de, ^uJut^ •ôjje.eUa^ô.

' P^LOpO^^Lcon Ï2 .7 . - Soient (/i.^E1 ' , d1') IGS termes et différentielles

de la suite spectrale d'une application C-stratifiée f : (X,M) ->- (Y,N)

de fibres (F.F ) et (E^X-M^d1' .,) les termes et différentielles de la
0 X"~"M

suite spectrale de Serre du fibre f |y_M : X-M ^ ^^ » l 'inclusinn

X-M -»• X induit, pour r ï 2 , des homomorphismes :

^ : Er<x-M) - (k)^

\ : Ew^ -> (k)^

i^ : H^(X-M) -^ H^(X)

, ii".r •^•,Ttels que d ^ = 1^ .̂

Vwoyi&^La^ion. - Avec les notations du paragraphe 1 1 , l'inclusion

X-M -»- X induit l'injection naturelle i : A -> A ® B définie par
y

i(a) = (a,0). Celle-ci est un morphisme de MDG compatible avec les filtrations

F (A) et / . . F (A ® B) (formule (29 ,k) ) . On en déduit la proposition.
P W P ^



d) f^iWiO^ion de, H (X) (pour k = v).

Nous démontrons ici la proposition 2 . 1 0 . Celle-ci précise la filtration

(30,k) de H^(X) , dans le cas où k = v. Elle résulte des deux lemmes

suivants :

Lwme. 1 2 . 8 . - Soient (Y,N) un espace C-stratifié triangulable,

U un voisinage tubulaire de N dans Y , et œ la projection du fibre

(jû : 9U -)- N. Il est possible de construire une triangulation cellulaire (D)

de Y satisfaisant aux conditions suivantes :

i) (D) est compatible avec une triangulation (K«) de 9U ,

ii) toute cellule de (D) est transverse à N (autrement dit,

il existe une triangulation (K ) de N telle que, pour toute q-cellule o

de (D), o n N soit un sous-complexe de dimension q-\» de (K )),

iii) pour tout q-simplexe s de (K ) , œ (s) est un sous-complexe

de dimension q+v-1 de (K^),

iv) toute cellule de' (D) est contractile.

Ve.moyi&^idtion. - Similaire à celle de la proposition 9.2.

Lejnmg. 1 2 . 9 . - Supposons Y muni de la triangulation définie au

lemme 12 .8 , l'équivalence d'homotopie entre C(X) et

A © B = [K(Y-U) 0 C(F)] ;® [K(N) 8 C(F )1 (~li)

'y T , y T °
1 0

décrite au corollaire 8.4. respecte les filtrations suivantes :

.F [C(X)] = C^X1') = C ( f ~ l ( D ( p ) ) ) : , ;

et F [A C Bj = [^((Y-m^) 9 C(F)J ® [^(N^"^) 8 C(F )](~p) .
P u / . . 0

Ve.moyi&t/LCuU.on. - On vérifie que les morphismes induisant l'équivalence

d'homotopie respectent les filtrations naturellement induites sur chacune des

sommes tordues.
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e.) Compa^-gLcôon a.ue.c ̂ q ^ubita .ôpe-c^ia^g. de I. FoA-y.
Nous admettrons ici le résultat :

Pn.OpO&^U.OYl 1 2 . 1 0 . - Dans les hypothèses suivantes :
a) X et Y sont localement compacts,
b) Le couple ( Y , N ) est un espace C-stratifié orientable,

c) Y est une variété topologique, N et Y-N sont des variétés
9topologiques orientées,

d) F et F sont des variétés topologiques orientées,

la suite spectrale (obtenue pour k sa \î+l) de l'application C-stratifiée
f : ( X , M ) -»• ( Y , N ) de fibres ( F , F ) est duale de la suite spectrale
de I. Fary ( ( j 8 ] ; cas particulier de deux strates).

APPLICATION.
La plupart des résultats qui suivent sont exprimés en homologie.

Il est facile d'en écrire l'équivalent en cohomologie. On supposera que
N et Y-N sont connexes par arcs et que les systèmes locaux formés par
H . ( F ) et H . ( F ) sur N et Y-N respectivement sont triviaux pour1 0 i —-—————
tout i. L'anneau des coefficients (que l'on omettra) sera toujours A .

Dans le cas où les homologies réduites de N et Y-N sont
nulles en toutes dimensions, la suite spectrale, écrite pour k = \)+1 ,
permet de retrouver la propriété 1 . 1 3 . De plus, le morphisme ^ de la
suite exacte ( 2 ) est donné par la différentielle d de la suite

spectrale.

De même, si F a le type d'homologie d'un point et F celui
d'une sphère orientée de dimension p~\i, la suite spectrale, écrite pour

k = v , permet de retrouver la propriété 1 , 1 6 .



1 3 ] SuÂtç, exacte de. SnU>tk-Gy^>in.

P^LOpO^^Uon 1 3 . 1 . - Soient (X,M) un espace C-stratifié orientable

de codimension p, (Y,N) un espace C-stratifié triangulable de codimension v

et f : (X,M) -> (Y,N) une application C-stratifiée de fibres (F.F ). Si
o

F a le type d'homologie d'un point et F celui d'une sphère orientée (de

dimension \i-v > 0), on suppose en outre que N et Y-N sont connexes par

arcs, on a alors la suite exacte de Smith-Gysin :

,p-\)+l
( 3 1 ) ... ^ H^(Y-N) -. H^^(X) -. Hp^(Y-N) ® H^(N) d————— H^ (Y-N) -. ...

^ n
VWfnovU>tn.a^U.on. - Le terme E de la suite spectrale obtenue—————————— p^q

pour k = y est égal à :

E2 = H (Y-N;H ( F ) ) 9 H ( N ; H (F ) ) .P , q p q p-v q o

Pour tout entier p fixé, il est nul sauf éventuellement :

E2 = H (Y-N) ® H (N)P,o p p-p'

et . E2 = H (Y-N) . .P,V-^ P

En appliquant le lemme classique de deux lignes ( ["13"] , XV,

théorème 5 . 1 1 . ) , on obtient la suite exacte ( 3 1 ) .

Cette proposition, ainsi que les corollaires 1 3 . 2 . et 1 3 . 6 . ci-dessous

ont été obtenus par Bredon dans les cadres suivants : en cohomologie à supports

compacts, à l'aide de la suite spectrale de Fary ( J T ] ; IV, 12) et en cohomologie

de Cech, dans le cas d'actions de S sur une variété différentiable X avec

nombre fini de types d'orbites (|~8] ; p . 1 6 1 ) . Dans les hypothèses de la

proposition 1 2 . 1 0 . , les résultats de [^7] et ceux de ce paragraphe sont duaux.

D'après la proposition 1 2 . 7 . , la suite exacte de Gysin du fibre

en sphères ^ } ^ ^ î X-M -»- Y-N et la suite exacte ( 3 1 ) entrent dans le
diagramme commutât if :
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... ^ Hp(Y-N) -. Hp^(X) -. Hp^(Y-N) ® Hp_^(N) ^———. Hp_, (Y-N) ^ ...

î  |(id,0)

... ^ Hp (Y-N) ^ Hp^(X-M) ————— Vp-^) ———e———— V^-H) " • • •

où i est induit par l'injection X-M ->- X , et où 9 est le cap-produit

par la classe d'Euler e e H (Y-N) du fibre f | . La premièreX—M.

composante de la différentielle :

d4""' : H^_^(Y-N) ® H^,(N) -. Hp(Y,N)

est donc le cap—produit par e. De même que dans [7J (ex, ( 2 1 ) , page 172 et

ex. (53), page 1 1 7 ) , cela permet de montrer :

Co^LOtjLcUAQ. ?3 .2 . - Supposons, en plus des hypothèses de la proposition

13.1., que Y soit localement compact. Dans ces conditions, on a :

a) S'il existe un entier a tel que H (X) = = 0 pour p > a ,

alors H (N) = 0 pour p > a+p-1 et H (Y-N) = 0 pour. p > a+(p-\0+l .

b) S'il existe un entier 0 tel que H (X) = 0 pour p < @ ,

alors H (N) = 0 pour p < 3 - p et H (Y-N) = 0 pour p < £.

Du corollaire 1 3 . 2 . , on déduit le théorème démontré en cohomologie

module 2 par Conner et Dyer ( j j ^ ) » Théorème 1 . 1 . ) :

- T^lêo^Lêmg. Î3.3.- Soit f : (X,M) ->- (Y,N) une application C-stratifiée

de fibres F, une sphère S orientée, et F , un point, si X est

compact et tel que H (X) = 0 pour p ï a , alors H^M) = 0 pour p >, a.

et H^Y) ^ H^N) pour p ï a-(v-\0 . . .

, Pa:r une démonstration en tous points analogue à celle de Conner

et Dyer [)^]» on peut alors généraliser les résultats de [3] et [_14j comme suit :



T l̂ême 73.4 . - Soit f : (X,M) -. .(Y.N) une application C-stratifiée

de fibres F, une sphère Sr orientée, et F^, un point, si X est une

n-sphère homologique, il existe k tel que M soit une n-k(r+l)-sphère

homologique.

F^b^.a^otzô dg. HopfÇ.

On déduit immédiatement de la suite exacte (31) :

Co^oUa^a 73 .5 . - Soit f : (iR^O) -^ (fl^.O) une application

C-stratifiée de fibres (8^,0), avec S^ orientée, alors p = 2 (^ -1 ) .

Rappelons que, en supposant de plus que l'application f est

propre, Timourian [27] a montré que l'on ne trouve que les fibrations à

singularités de Hopf, avec : (p,\)) = (2,2), (4,3), (8,5) ou ( 1 6 , 9 )

(voir les exemples 1 . 1 0 (i) et 1 . 1 1 (avec d = 1 ) ) .

ÎYi^QaJU^.e. de. B^edcrn.

Co^oita^A^ 73.6.*- Dans l'hypothèse de la proposition 1 3 . 1 . et

si A est un corps, posons m = p-^+1. Il vient, pour tout entier p :

00 00

jL dim V^^^ -< ̂  dim Vjm® + dim Vm^ -

VemoY^tn.a^ion.- Identique à([7] ; IV 1 2 ) .

On trouvera des équivalents cohomologiques de cette inégalité dans

Bredon ( [?] ; IV.12) et([8] ; théorème 10.9. , p. 1 6 3 ) .

Signalons d'autre part que la suite exacte ( 3 1 ) permet aussi de

retrouver la première inégalité du corollaire 1 . 1 9 .

^ 4 ] Appt^.c.cuU,om aux ac^ccxzô de. g^oape^.

Dans ce paragraphe, différenttable signifiera différentiable

de classe C .
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a] Vo^na.Q^ ÙJLbuicuAQ^. ( [8] : VI. 2 ) . Soient G un groupe de Lie
compact, et M une variété différentiable sur laquelle G agit diffëren-

tiablement. Un fibre vectoriel différentiable E , de base M, est un

G-fibré (différentiable) si G agit différentiablement sur E , linéairement
sur les fibres, et si la projection du fibre est équivariante.

Considérons une variété différentiable X sur laquelle G agit
différentiablement. Il existe une métrique riemannienne sur X pour laquelle
G est un groupe d'isométries.

L'ensemble des points fixes par l'action de G , noté M = Xe ,
est une sous-variété de X non nécessairement connexe. Toute composante

/->
connexe A de X admet un voisinage tubulaire ouvert invariant Q au

sens suivant : il existe un G-fibré vectoriel différentiable S, de base A,
et un difféomorphisme équivariant

iP : E -^ ̂

tel que la restriction de ^ à la section nulle de E soit l'inclusion de
A dans ^l.

Puisque G est compact, tout voisinage tubulaire ouvert invariant

de A contient un voisinage tubulaire T fermé et invariant. T est un
voisinage tubulaire de A dans X au sens de la définition 1 . 1 .

Notons f : X ->- X/G = Y la projection de X sur l'espace des
c r*orbites et N l'image de X par f . Si X est connexe et si l'action de G

sur X est semi-libre, c'est-à-dire libre en dehors de X , l'application

f : ( X , X ) ->• (X/G.N) est une application C-stratifiée de fibres ( G , { e } ) .

1 1b ) Aĉ cc»z6 de s , S <it d<^ to^.u>.

Dans toute la suite, où il s'agit d'actions semi-libres de G
c r*sur une variété différentiable X, on suppose que X et X/G - X sont



connexes par arcs et que le système local formé par H . ( F ) (où F est

homéomorphe à G) est trivial sur X/G - X .

La suite exacte de Smith-Gysin (proposition 1 3 . 1 . ) et ses corollaires

s'appliquent au cas d'actions semi-libres de S et de S (groupe des

quaternions de norme 1 ) . On obtient :

P^OpO&^bion 1 4 . 1 . - • Soit G = S11 l'un des groupes S ou S ;

supposons qu'il existe une action semi-libre de G sur une variété différen—
/->

fiable X et que l'ensemble des points fixes X soit connexe. Posons

\) = dim X/G - dim X . Dans ces conditions, on a la suite exacte :

• • • - V^ - XG) - VnW - ̂n^ - XG) e "p-^) " "p-lWû - XG) - •

Co^OJU.CLiA^ 1 4 . 2 . - -Dans les hypothèses de la proposition 1 4 . 1 . ,

posons p = dim X - dim X ; s'il existe un entier a tel que H (X) = 0P
pour p ï a , alors H (X ) = 0 pour p ^ a + p - 1 et H (X/G - X ) = 0p p
pour p >, a + ( p — v ) + 1 .

Par des démonstrations du même type que celles de (8J , la proposition

1 4 . 1 permet de retrouver, en homologie, des résultats similaires à ceux de

Bredon, notamment les théorèmes 1 0 . 9 , 1 0 . 1 1 , 1 0 . 1 2 , de ( [s] ; chapitre III).

On en déduit un cas particulier d'un résultat de A. Borel ( [ 5 ] ; XIII).

T,
T^lêoA-ëmg. 7 4 . 3 . - Supposons que le tore G = T opère sur une

n-sphère homologique avec deux types d'orbites et sans points fixes. Pour
ktout sous-tore H Cl T de dimension k-1, notons r(H) l'entier, compris

TJ
entre -1 et n pour lequel X est une r(H)-sphère homologique. Si H

^décrit l'ensemble des sous-tores de T de dimension k-1 , on a :

n + 1 = ^ ( r ( H ) + 1 ) .
H

On a, bien entendu, convenu que l'ensemble vide est une (-l)-sphère.
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Les résultats du paragraphe l , c s'appliquent également aux

actions de S et de S . En particulier, on a :

Tkdo^LdttKL 1 4 . 4 . - Soit n = 1 ou 3 , il est impossible de construire

une action semi-libre de G = S" sur une sphère X = S"1 et telle que X
' ("' P 'soit connexe et H (X/G - X ) = 0 pour tout p >. dim X - dim X - ( n + 1 ) .P

Tkê.O^.e.ma 7 4 . 5 . - Soit X une variété différentiable de dimension m ,

telle que H (X) = 0 ; il est impossible de construire une action semi-libre

de G = S" (n = 1 ou 3) sur X, telle que X soit connexe et

H (X/G - Xe) = 0 pour tout p ï dim X - dim Xe - ( n + 1 ) .
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Nous montrons qu'en théorie semi-simpliciale, un fibre sur fibre peut

s'exprimer sous forme de double produit cartésien tordu (Proposition 1 5 . 1 . ) .

Nous renvoyons à ( [ô] ; Appendice 1 ) pour le détail des démonstrations. Contrai-

rement aux notations précédentes, les complexes (semi)-simpliciaux seront notés

tels que X. Nous utilisons, sans les rappeler, les définitions de [4J , dont

le lecteur est? supposé avoir connaissance.

Soit p : X ->- B un G-fibré de fibre F ; on suppose que la fibre

F est la base d'un G'-fibre TT : E ->- F de fibre F' et que G est un groupe

d'automorphismes du G'-fibre principal ir : E ->- F auquel est associé TT : E -)- F

([^4] ; Proposition 4 . 4 . ) .

Il existe donc un homomorphisme de G dans le groupe des homéomor-

phismes de TÎ : Ê ->• F qui commutent avec l'action de G ' . L'image de g e G

par cet homomorphisme sera noté g . Les homéomorphismes induits sur F (en

tant que base de v : Ê -»- F) sont ceux qui définissent l'action de G. sur F

dans le G-fibré p : X -»- B .

L'homéomorphisme g x 1 : Ë x F' '-> E x F' est compatible avec la

relation d'équivalence qui définit E = E x F ' . G est alors un groupe d'homéo-
G'

morphismes de E qui commute avec TT.

On peut définir un G-fibré œ : T ->- B de fibre E , associé au même

G-fibré principal p : X -> B que le G-fibré p : X - > - B , en posant T = X x E.
G

Comme l'action de G commute avec TT, TT induit une application À : T ->- X

rendant commutât if le diagramme :



TU

^ 7TX 1 ^X x E ——————-—————>. X x F

où les flèches verticales sont les projections canoniques sur le quotient.

Les opérations de G et de G* sur E commutent, Z = X x E
G

peut être considéré comme G*-fibre principal de base X, l'action de G*

sur Z étant définie par l'action de G* sur E . ' On a un isomorphisme :

(X x E) x F' =r X x (E x F ' )
G G' G G'

et \ : T -^ X est un G*-fibre de fibre F' associé au G'-fibré principal

^ : Z ->- X.

On dira que T est fibre (en \ : T ->• X) sur le fibre p : X -^ B.

On peut alors construire des fonctions tordantes régulières T , T*

et T" (notations E, de [4]) et des produits cartésiens tordus (réguliers)

tels que l'on ait des isomorphismes

F x B
T



l-, 1.
F* x x ———^ T E x B ——'—^ T .

T" T

L'action de G sur F* x F étant définie comme ci-dessus (par
T'

l'intermédiaire de i « ) , on définit les doubles produits cartésiens tordus

F' x (F x B) et (F' x F) x B
T" • T T ' T

par :

(F' x (F x B)) = ((F ' x F) x B) = F' x F x B
T" T n T ' T n n n n

et avec, pour opérateurs-face et dégénérescence :

( i ) 9 ^ ( f ' , f , b ) = ( T " ( i ^ ( f , b ) ) . ^ f ' , T ( b ) 9 ^ f , 9 ^ b )

et 9 ^ ( f ' , f , b ) = ( T ( b ) ( ï ' ( f ) . 9 ^ f ' , 3 ^ f ) , 9 b) respectivement,

(ii) 9 ^ ( f ' , f , b ) = (^f ' ,^f ,^b) , i > 0

(iii) s . ( f ' , f , b ) = ( s ^ f ' , s ^ f , s ^ b ) , i >. 0 .

Lg-mpig..- Les applications

p : F1 x (F x B) ——> (F' x F) x B
T" T T * T

\) : (F' x F) x B ——> T
T * T

définies par : p ( f ' , f , b ) ^f^f .b)

^ ( f ' , f , b ) = B ( b ) ( i 2 ( f ^ f ) » < S ^ ) (avec ^ V

où {@(b)} définit un G-atlas du G-fibré œ : T -> B et où <5 est l'élément

générateur de l'ensemble simplicial type A" (voir [4]), sont des isomorphismes

(de fibres de base B).
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Remarquons que 1 * on a :

p o À o ^ ( f^ f .b ) = GO o ^ ( f^^b) = b.

On en.déduit :

V^OpO^mon 1 5 . 1 . - Soit À : T -^ X, G'-fibré de fibre F' sur le

G-fibré, p : X -»- B, de fibre F ; on peut construire-des fonctions tordantes

T, T et T" telles que l'on ait des isomorphismes de complexes de chaînes :

CCF' x (F x B)) ——y——> C((F ' x F) x B)
T T T * T

C C C F ' x F) x B) ——^——> CCI).
T * . T l

De plus, si ^'p) est une filtration de B et si T11 = (^(B^),

p et V respectent les filtrations induites sur chacun des complexes.
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