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Résumé. On étudie l'équation de Schrôdinger semi-classique en dimension
deux, en présence d'un champ magnétique et d'un potentiel périodique et
possédant une symétrie de rotation d'ordre six. On traite les cas dits trian-
gulaires et hexagonaux qui sont ceux où le potentiel atteint son minimum
une ou deux fois par cellule de périodicité.

On montre que la partie inférieure du spectre de ces opérateurs est
le spectre d'opérateurs pseudo-différentiels à symboles périodiques dans les
deux variables, qui peuvent dans certains cas favorables être étudiés comme
les opérateurs de Schrôdinger.

Abstract. We study thé two dimensional semi-classical Schrôdinger équa-
tion, with periodic magnetic field and potential in thé présence of a sixfold
rotational symmetry. We treat thé so called triangular and hexagonal cases,
which are those when thé potential reaches ils minimum once or twice per
periodicity cell.

We show that thé lower part of thé Spectrum of thèse operators co-
ïncide with thé Spectra of pseudodifferential operators which symbols are
periodic in thé two variables, that, in thé best cases, can be studed like thé
Schrôdinger operators.
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0. INTRODUCTION

Ce travail est une étude semi-classique du spectre des opérateurs de
Weyl qh = cosx + cos (S 4- hD) 4- (§ - hD) agissant sur L^R; C) par

( x h\ . -. ( x h\
qh{u{x) == cosxu(x) 4- cos ( - 4- j ) u{x 4- ^) 4- cos ( - - - 1 t((;r - h)

et

/ 0 l+e^e1^
g / l ^ l 4 - e — + e - t A D 0 J

agissant sur L2 (R; C2) par :

qh 0^2) (x) = ((1 4- e1^) ̂ 2^) 4- ̂ (a; 4- h), (l 4- e-^) u^x) 4- ^i(rc - /i)) .

Ces opérateurs s^introduisent notamment lors de Pétude de Inéquation
de Schrôdinger en dimension 2, en présence d^un potentiel périodique possé-
dant une symétrie de rotation d'ordre Ç et d'un petit champ magnétique
constant.

Plusieurs études de ces opérateurs ont été faites.

Claro et Wannier [Cl-Wa] ont construit un analogue du fameux papillon
de Hofstadter pour l'opérateur q^ traçant le spectre de q^ en fonction de h
lorsque — est rationnel à dénominateur assez petit. On sait que le spectre
de q^p pour p et q entiers et premiers entre eux est formé de q bandes
(intervalles de R) qui peuvent se toucher mais pas se chevaucher. Le dessin
obtenu par Claro et Wannier présente des trous dans lesquels ces auteurs
étudient la densité d'états.

Récemment une prébublication de Bellissard, Kreft et Seiler [BKS]
donne une étude semi-classique du spectre d'un opérateur légèrement diffé-
rent de qh pour -L proche d'un rationnel. Ces auteurs étudient le spectre
de leur opérateur près des extrémités des bandes simples de celui correspon-
dant h = 2^.

Dans un article [Wi-Au] proche de mon travail, Wilkinson et Austin
étudient un opérateur un peu plus général. Leur approche, qui n'est pas
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entièrement rigoureuse mathématiquement, consiste à considérer des "puits
micro-locaux" dans l'espace cotangent T*R, interagissant par efïét tunnel
comme les puits de potentiel pour l'équation de Schrôdinger. Ils indiquent
comment l'analyse de ces interactions permet de ramener l'étude de cer-
taines parties du spectre à celle d'un opérateur proche de celui dont on est
parti, avec une nouvelle constante de Planck, et pensent qu'on peut obtenir
la structure complète du spectre en réitérant indéfiniment cette procédure,
ce qui est possible si -L admet un développement en fraction continue con-
venable.

Dans mon travail certains résultats pressentis par ces auteurs sont
démontrés rigoureusement. Ceci a été possible grâce aux techniques et
aux théorèmes obtenus par Heiffer et Sjôstrand dans une série d'articles
sur l'équation de Harper [He-Sj]4,5,6 et aux techniques qu'ils y ont intro-
duites. Ces auteurs se sont intéressés à l'opérateur cosa; + cos hDy d'abord
dans la partie du spectre où les courbes d'énergie sont connexes ([He-Sj^),
puis dans les zones de "branchement" ([He-Sjje). Dans le premier cas, suiv-
ant l'intuition de Wilkinson, ils étudient une matrice d'interaction entre
les puits, dont il peuvent majorer les coefficients par des estimations de
décroissance exponentielle des fonctions propres. Ils se ramènent ainsi à
un opérateur pseudo-différentiel, avec une nouvelle constante de Planck.
Cette opération a reçu le nom de renormalisation. Ils arrivent également à
obtenir des minorations de certains coefficients de la matrice d'interaction
par des constructions BKW et montrent ainsi que l'opérateur renormalisé
est proche de l'opérateur de Harper, et a conservé ses symétries. L'opérateur
renormalisé peut alors être étudié de la même façon. A chaque étape de la
renormalisation, les zones de branchement ont été laissées de côté et font
l'objet d'un étude spéciale ([He-Sj^).

J'ai adapté cette méthode aux deux opérateurs que j'étudie, en laissant
de côté les zones de branchement, soit un ou deux intervalles suivant qu'on
étudie l'opérateur scalaire ou le système. Pour chacun des deux opérateurs,
la renormalisation conduit à chacun des deux, suivant la zone du spectre
que l'on étudie. L'innovation principale de mon travail consiste en ceci :
dans l'étude des zones du spectre qui conduisent après renormalization à
l'opérateur scalaire, les constructions BKW n'existent plus au delà d'un
point où la phase est singulière. On a alors besoin de déplacer le problème
dans le complexe et d'étudier l'opérateur sur une droite R + rfz, avec d > 0
petit.

On obtient ainsi :
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Théorème 1. Soif CQ > 0. Alors il existe deux constantes CQ et CQ telles
que si ̂  admet le développement en fraction continue -h- = 1

? 1 + — 1 i
avec qj ç l,\qj\ >. Co^ on a : le plus petit intervalle fermé qui confient

Sp(^) est de la forme \-^ + ° (ï^) ̂  + 0 (r^)],

SP(^) C (UK,<N, Jj) U Io U (Ui<k<N,Kk) où Jo, les J, et les Kk
sont des intervalles fermés de longueur non nulle, avec 9Io,9Jj,9Kk C
Sp(ç/i),Jj < Jj+i < Io < Kk < Kk+i. Ces intervalles sont séparés d'au

moins û̂p IQ est de longueur 2eo + 0 ( —r ), contenant -1 à une distance

0 [ J—r ] ^ son centre. Les bandes Jj et Kk sont de largeur e~~^ et

e~nrf avec co < a{j) <, ̂  et CQ < b(k) ̂  i.

Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(Ç/i) est de la forme

L3+c,(__),3^-)],L \kil/ Vlîil/J

Sp(Ç.)c( U ^)ui-iu( U J/)u^uf U K^
\Mi<k<-l ) \1<;'<M2 / \l<k<Ms )

où I-i, Ji les Jj et les Kk sont des intervalles fermés de longueur non nuîîe^
avec

9I^9J^9Kk C Sp(Ç/0,i^

< K^ < I-i < Jj < J,-+i < h < K^ < Kk,+i
pour Â*i <^ —1 et Â'2 >. 1.

Ces intervalles sont séparés d^u moins -r^-r, Z^i est de longueur 2$:o4-

0 ( r—r j, contenant ±1 à une distance 0 ( T -̂r ) de son centre. Les bandes

^ ^ a(J) fc(fc)

J, e< J<jfc 'son^ (fe largeur e W et e W avec CQ <, a(j) <: •^ et Co <, b(k) <,

'^Q'

II existe une fonction affine ̂  qui transforme Kk en [—§,3] (respec-

tivement une fonction affine 4 qui transforme Kk en \-^3\) telle que
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£k (Sp(ç^) H Kk) (respectivement i^, (Sp(Ç/i) n Kjç ) vérifie les mêmes con-

clusions que Sp(ç/t), avec q\ remplacé par Ç2*

Soit fj la fonction affine croissante qui transforme Jj en [—3,3] (re-
spectivement fj la fonction affine croissante qui transforme Jj en [—3,3]).

fj(Sp(qh.)n J j ) (respectivement fj (Sp(Ç/i) H J j ) vérifie les mêmes con-

clusions que SpÇQh)} avec Ci remplacé par q^.

Et ainsi de suite, en remplaçant à chaque étape Çn pur Çn+i-i

Coinrne nous l'avons déjà vu, les opérateurs que nous étudions provi-
ennent de l'équation de Schrôdinger et le théorème 1 a donc une application
à l'étude de cette équation.

On considère dans R2 l'opérateur de Schrôdinger avec champ magnétique

PiM = W^ - ̂ Ai(^))2 + (hoD^ - tA^x))2 + V(x)

où V et A sont analytiques.

Le champ magnétique B est donné par B(x)dx\ A dx'z
= d(Ai(x)dxi + A'2(x)dx-î), soit B{x) = Q^A^x) - O^Ai(x).

On suppose que V et B sont invariants par la rotation /c de centre 0 et
d'angle 7T/3, et par translation selon un réseau Zi^i ®Zî/2» avec î/i -^ 0, v^ =
/î(ui).

On traite deux cas :

Le cas triangulaire est le cas où V atteint son minimum en un seul point
par cellule de périodicité. Compte-tenu des symétries que l'on s'impose, le
minimum est atteint en 0.

Le cas hexagonal est celui où V atteint son minimum en deux points
par cellule de périodicité. Ce minimum est alors atteint en fr {y\ 4-^2) et

en j(^i 4-^2)

On suppose que ces minima sont non dégénérés et, sans perte de
généralité, qu'ils sont nuls. On considère alors la distance dy associée à la
métrique d'Agmon V(x)dx2 et on suppose que les minima les plus proches
pour la distance usuelle de R2 sont aussi les plus proches pour la distance
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dv) et que ces minima sont reliés par une unique géodésique, non dégénérée
au sens de [He-Sjjs.

On a alors :

Théorème 2. Il existe un réel strictement positif Co(A^V) tel que, si

(t. ho) ç. —7^~î7^" x O» 7^~ L ^ désigne le flux de B à travers une
L ^o ^oJ L ^oJ

cellule de périodicité, et 7^0 admet le développement en fraction con-

tinue : -ĵ - = , 1 i —, avec qj ç Z,[^[ ^ CQ^(t,ho) est la plus
îi+^p-

petite valeur propre de Voscillateur harmonique (/lo-^i + -BÇxo^x^) +

ÇhoDx^ — ^B(xo)x\) + i (y"(xo)x \ x) où XQ est un point où V s'annule^
alors : le plus petit intervalle fermé contenant Sp (Pt,ho) H] — 00,^(^/1) 4-
Co^o] ^st de la forme

,̂ h,)-}-p{h,) [-3 + 0 (^\ + 0 (e-^\ ,34-0 f1) 4- 0(e-^)]L 2 \çi7 v / \çi/ J
^i on e^< dans le cas triangulaire,

]l{t,ho)+p(ho)\-3^o(^}+o(e~^Y3+o(^}+0(e~^)\
[ \çi/ v / \çi/ J

5î on est dans le cas hexagonal. Dans les deux cas, ]l(t^ho) — ^(t^ho) =
0 (h^Y p(ho) a un développement de la forme p(ho) = h^^0^ (h.o)e~ ^ ,
où VQ ç. R,ÛO ^t un symbole analytique elliptique, 0 <. S(t) — S <: Ct^^S
étant la distance d'Agmon entre les puits les plus proches.

De plus, après une similitude, le spectre de Pf^o a ^a même structure
que celle expliquée au théorème 1, pour l'opérateur scalaire si on est dans le
cas triangulaire, pour le système si on est dans le cas hexagonal, avec -sj— ==

_ — — 1 -^ c9 est-dire que h est le plus petit réel tel que h = —-r—[27rZ].
^ "̂î

Nous avons suivi le plan suivant :

Les trois premières sections traitent Inéquation de Schrôdinger :
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Dans la section 1, on construit des opérateurs commutant avec l'opéra-
teur de Schrôdinger étudié, pour pouvoir conserver les symétries lors de la
renormalisation.

Dans la section 2, on ramène l'étude de l'opérateur de Schrôdinger
triangulaire à celle d'une perturbation de l'opérateur scalaire ÇA.

Dans la section 3, on ramène l'étude de l'opérateur de Schrôdinger
hexagonal à celle d'une perturbation du système Qh.'

Dans la section 4, on construit des opérateurs commutant avec q^ ou
Qh, ainsi qu'avec les perturbations de ces opérateurs qui se sont introduites
aux sections 2 et 3.

Les sections 5 à 7 sont consacrées à l'étude de l'opérateur q^ : dans la
section 5, on prépare l'étude de la matrice d'interaction par la démonstration
d'inégalités à poids.

Dans la section 6, on majore les coefficients de la matrice d'interaction.
Dans la section 7, on minore les plus grands coefficients de cette matrice

et la renormalisation nous ramène à des perturbations des opérateurs q^ et
Qk.

La section 8 étend les sections 5 à 7 à l'opérateur scalaire perturbé.
Enfin la section 9 est consacrée à l'étude des systèmes.



1. LES TRANSLATIONS ET LA ROTATION MAGNETIQUE.
Comme annoncé dans l'introduction, nous définissons ici des opérateurs

appelés translations magnétiques et rotation magnétique, qui commutent'
avec un opérateur de Schrôdinger vérifiant les hypothèses du théorème 2.

On commence par traduire l'invariance de V et B par translation. Soit
TI la translation de vecteur z/i : r^u{x) = u (x - 1/1). Alors dÇA - 7-1 A) = 0
donc il existe une fonction <^i telle que tA - r^tA == cf^i. On définit alors
la translation magnétique associée à la translation TI comme l'opérateur
unitaire Ti = e~^Ti.

On a alors :

Lemme 1.1. T\ commute avec P.

Démonstration. Posons D = -ihd, où d est la différentielle extérieure.
Alors :
V^çCo00^2),

CD - tA^ TI = d^{x)e^r^u + e^r^Du) -tAe^r^u

= e^ri [(-M + D)u] === TïÇD - tA)u.

Donc pour j == 1,2, (ôj - tAj) Ti = Ti (ôj - tAj}.

Passant aux adjoints, on a :

(D,-tA^T,=T,(D,-tA^

et comme P = ̂  ( î ) j - tAj\ ( D j - tAj\ +V, et que V est 1/1 -périodique,
J=l,2

[Ti,P]=0.|

On définit de même T^ = e~7^2'T2, avec ï2^(a;) = u (x — v^) et d^ =
M — r^tA. Comme Ti, Ts commute avec P.

Nous avons besoin d'une relation de commutation entre Ti et T^ :
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Lemme 1.2. TiTz = e^TîTa OÀ ^ désigne le flux de B à travers une
cellule de périodicité: ^ = f^ Bdx^dx^.

Démonstration. On a : TiTz = e—î~~e—^~ Tiï2

et^2^l=ei£l^e^T2Tl
donc TiTz = e^1^^1^^2^2^"^"^2^7271'
Avec les notations de la figure ci dessous :

x - V i - v ^ (3) x - V 2

On a : ^i(rr) - ̂ {x - ̂ ) = J^ d^ = ;, (M - T^A) = < J^ A

et ̂ {x - 1/1) - (^O) = Ji ̂ 2 = Ji (*A - T2M) = t ̂ 3 A.

Donc ç?2(a; - 1/1) - ̂ (x) + ̂ i(x) - ̂ {x - ̂ ) = t Ji+2+3+4 A = t Se dA =

^/^B dxidx'2 =^.

Donc rira = e^rzTi.

Construisons maintenant la rotation magnétique : on a /c*(dA) = c?A,
donc il existe une fonction / avec tA — K*tA = df. On pose alors T =
e '̂  /c*, ^~ agit sur les espaces des fonctions et des 1-formes de carré intégrable
et est unitaire sur ces deux espaces. On a

Lemme 1.3. ^ commute avec P.

Démonstratîon.
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V u <E CS° (R2) ,f (S - tA\ u = e^/c* (b - tA\ u

= e^ \D^u - (/c*M) (/c^)]

= e^ (P/^n - A/c*n 4- dfi^u\

^(D-tA)(e^^u)

= (5 - tA} Tu.

Passant aux adjoints on a :

f(î)-tAY^ (D-tAY T

et comme (ô - tAY (b -tA\ = ̂  (hDj - tAj)2 + V, et que T com-
J'=l,2

mute avec V^f commute avec P = ̂  (hDj — tAj) 4- V. |
j==l,2

Lemme 1.4. Quitte à ajouter à f une constante^ on peut supposer J^ =
Id.

Démonstration J^ = id pour tout h équivaut à / + fï*f 4- • • • 4- /t*5/ = 0
et on a :

dU+^f+'-'+^f)
=tA- ^tA 4- ̂  {tA - i^tA} 4- • • • 4- /c*5 (M - ̂ tA)

== tA - /c^M = 0.

Quitte à ajouter une constante à /, on peut avoir /4-^*/4-- • •4-^*5/ =
0, et donc F^ = id. |

On a aussi besoin d^une troisième translation magnétique Ta définie
comme 2i et T^ à partir du vecteur ^3 = ^(^2) = ^2 (^i) et d'une fonction
y?3. On peut obtenir des relations de commutation commodes :

Lemme 1.5. Quitte à modifier ^1,952^3 en ^eur a'jouta.nt des constantes,
on peut supposer:
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(1.1)

(1.2)

(1.3)

P. KERDELHUÉ

JFT2 = Tî

jrTa = T2^

jFr;-1 = Ts^

Démonstration. On a les trois équivalences
Pour tout h > 0,^T2 = T^F ^=> (1.4)/ + ̂ 2 - <^i - r\î = 0

Pour tout h > 0,^3 == Ï2J' <==> (1.5)/ + ̂ 3 - y 2 - r^f = 0

Pour tout /i > O^Ti"1 = T^T ^=^ (1.6)/ - TS^I - ̂ 3 - 7-3/ ^ 0.

Les différentielles des membres de droite des égalités (1.4), (1.5) et
(1.6) sont nulles et les expressions à annuler sont donc des constantes.
Si on ajoute trois constantes a\^a^^a^ aux fonctions (^1,^2 et (^3, ces
trois expressions sont modifiées respectivement de —ai 4- o-îi—o-î + as-,

/ - 1 1 0 \
—ai — 03. Comme la matrice j 0 —1 1 [ est inversible, on peutV-i o -i/
trouver a^û^?0^ telles que (1.4), (1.5) et (1.6) soient vérifiées. |

Lemme 1.6. Pour ce choix de ^i,^?^^ on a ^es égalités :

(1.7) riT3 = c'^Ti = e^T2.

Démonstration. On a :
« ( ^ l + ^ y g ) «(^l+r^g-^)

21^3 = e h r - i == e h 1^

et d(^p\ + Tiç?3 — ^2) = O? donc (^i 4- Ti^3 — ^ 2 est une constante a et
rir3=e^r2.

On conjuge cette égalité par F. Les relations de commutation du Lemme
1.5 donnent ^T^T^ = TzTf1 et ̂ T^ = Ts et donc T^T^ = e^T^
soit r3Ti =e~^T-2.
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Ces deux relations combinées donnent TiTs = e^-T^Ti et le Lemme
1.2 avec Ta au lieu de T^ donnent T^ = e^T^, donc ̂  ES ^[27r] pour
tout À, d'où a = ̂  et le lemme est démontré. |

On remarque alors que T^~1 est une translation magnétique :
T^r^e-^ = exp (-z^1-) r-^
et rf(-T-^i) == -r.^c^i = -T_^ (M - TitA) = M - T-^M.

Ceci permet de considérer les trois translations magnétiques T^ =
ri-1^^-1 etT6=T3-1 .

On introduit h' le plus petit réel en valeur absolue tel que h1 == - ̂  [271-].

Ainsi eV = ±e~!^, et, quitte à changer tous les Tn en leurs opposés dans
le cas où e~^~ = —e^, on a, en considérant l'indice n comme un élément
de Z/6Z :

[p,^]=[p,r,]=o
T rp—1

^+3 == -ï-n

r̂,+i = r,.F

ïnîn+2 = e'^^Tn+l

r^2rn=e^r,+i
^+1^=6^7^n+l^n = e jtn^n+l

T7 — (°~'^T^ ,î-n+l — e •ln+2^nVTe^r.^e-^r.^

Posant alors F0 = el^i^^^l^2û2 pour a ç Z2, on a :

1.8) (F0)"1 = (F0)* = e-1-^1^^-02^-01(i.
=el^^^l-Q1^2-Q2

_ rp—Oi

et
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(1.9) r°r^ = e'^010^1^^1^1^24'^1^2^1

«^(o^l -°'1^2) i a
== g——' • 5——L-A2mQ-+/î

î̂ ^^+^

avec (T(Q,^) = 03^1 - ai^.

Enfin,

(1.10) ^•T0 = e- ^-01 y^^.

= exp î/i' f 0 1 0 2 " 0 1 ) Ti01^-01^2^^)]^

ïiM y^+o= exp '̂ f01^-01) r^+^r^01^
^ yr-^o-)^-

où r : (aiQ:2) »—>• (—û;2îQ'i + ûa) est la rotation d^angle TT/S dans le repère
suivant :

ît/3

Remarquons que, si on identifie Z2 avec le réseau 1Lv\ (3)2^ on a r

L'objet des deux sections suivantes est de ramener l'étude du spectre
des deux opérateurs étudiés, en fond de puits, à celle d'opérateurs pseudo-
différentiels.



2. REDUCTION DU CAS TRIANGULAIRE.
On veut ramener l'étude du spectre de l'opérateur de Schrôdinger tri-

angulaire en fond de puits à celle d'un opérateur pseudo-différentiel.

On commence par obtenir des fonctions approchant l'espace spectral
associé à un petit intervalle situé à la limite inférieure du spectre en con-
sidérant les fonctions propres d'un opérateur proche de celui que l'on étudie,
mais dont le spectre est discret, qu'on obtient en bouchant tous les puits
sauf un.

Soit donc w une fonction C00 à support dans la boule de centre 0 et
de rayon 77, r) étant assez petit. On prend w radiale, w >_ 0, w(0) > 0.

On pose Po,o == P + V^ w(x — 0). Pour /3 ç Z2, on a noté 0 =
/?eZ2\(o,o)

ftl^l +/?2^2.

Ainsi, avec ^ 0 0 = V+ Y^ w(x-ft), i =liminf Vo,o > 0 et, d'après
' z—' M—••oo

^1^(0,0)

un théorème de Persson, le spectre de Po,o est discret dans l'intervalle [0, ^].
Soit A(/i) la plus petite valeur propre. Elle est simple et il existe une con-
stante C telle que 0 < \(h) < Ch et Sp(Po,o)n] - oo,À(/i) + ^] = {A(/i)}.

Les résultats de Carisson [Ça] généralisés à A -^ 0 ramènent l'étude
du spectre de P dans I(h) =] - oo,A(/i) -h ^] à celle d'une matrice infinie
opérant sur L2 (Z2).

Soit ç?o,o une fonction propre normalisée de Po.o associée à la valeur
propre \(h) et ro,o = (p - ^W)yo^o. Ces fonctions ont les propriétés de
décroissance suivantes :

/ / dv{0,x)(l-£)-£\
(2.1) ^o,o^o,o = 0. (exp (——————^—————)

dans ^(R2)

/ / dv(Q,x)(l -£)-^
(2.2) V<A^o,o,V<Aro,o = Oe (exp (———————,——-——
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dans L2 (R2), avec VM/ = ((^. - M,) /)^ .

Ces inégalités sont à prendre au sens suivant :

(l-e)dy(O.a:) | 1

e——r—— (bo,o| + |ro,o| + |VM^O,O| + |V<Aro,o|)| ^ ^ Ce^

De plus, supp 7-0,0 C |j B(^rj).
/?eZ2\(o,o)

On utilise alors la fonction <^o o Gt ses translatées (pet = î^^o o pour
construire une base orthonormée de F(h\ espace spectral de P associé à
I{h\

Soit donc r^ == T°'ro,o = (P - \(h))y^.

Les fonctions c^co7'» vérifient des propriétés de décroissance :
^,^VM^,V^ = Oe (exp ̂ -<M^(i-^^ dans L2 (R2).

Suppr^ C U^û5^7?)-

rij? étant le projecteur othogonal sur jF\ Carisson [Ça] a montré que
{i? • jb} = {IIj?ç?,jfc} est une base hilbertienne de F pour h assez petit.

Les propriétés de décroissance des fonctions y a -, fa permettent de mon-
trer que la matrice D définie par D^^ = (v^ \ v ^ ) s'écrit D == I-{-0 ('D^).

On note A = 0 (V^) si pour tout e il existe h(e) tel que |Ac^| <: ( d ^ g )
pour h <^ h{e\ avec

d^\ = ^ inf \dy (S^i) + ̂  (^2) + • • • + dy (^, /?)] .
' / ^» / - - . . . -_ c -a 2 L \ / J0<,-rr.-r— €Z 2

a-^-tijt---yS:-r^ yi/3
t-î.

On introduit alors la base orthonormalisée des VQ :

'-E"'̂ -'"),,-
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On connaît le comportement des e^ sous l'action des T^ et de F.

Lemme 2.1. On a ; e^ = T^eo e< i7 existe une constante c telle que

\c\ =1 et J^CQ = COQ

Démonstration. Par construction, y a = T^o- Comme Po,o est invariant
par conjugaison par ^, J^CQ est un vecteur propre de Po,o associé à À(/i).
Cette valeur propre étant simple, T^Q = cyo pour un c ç. C, et comme 7
est unitaire, [c| = 1.

Les opérateurs T0' et ^F commutant avec P, ils commutent aussi avec
IIp, donc VQ = T^VQ et FVQ = ct?o.

L'opération d'orthonormalisation commute avec les opérateurs uni-
taires T0' et F, et donc :

T0 {e^} = F0 (orth{e^}) = orth^ {e^})

. f ' • fa ' («2^1-o '1^2) 1
: orth < e 2 v^+/3 f '

On constate alors que

f .V(a2^1-"1^2) 1 f «^(02^1-^^) 1
orth ^ e 2 ^4.^ ^ = ^ e 2 e^+^ ^

et donc

.^(a^i-^i^g)
T e^ = e 2 CQ+^

En particulier, T°'eo = e^.

De même, ^-{e^} = .F {orth v^} = orth (.F {^}) et JT^ = ^T^VQ =
T^'^^vo = r^'^c^o = c^,-i(,). Donc ^{e^} = orth {cv^-i^} =
{cer-i(o)}- Ainsi 7(ça) = cer-i(o) et le lemme est montré. |

Le résultat de Carisson s'énonce alors ainsi :

Théorème 2.2. La matrice de P<A|F dans la base des e<y est donnée par
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PtA\F == A Id +w = A Id +w 4- 0 (î^) .

w^=((P-A)^|e,)

^,/î = ((-P - A)ç^ | (^) .w

Nous allons à présent étudier comment les propriétés d invariance de
P se traduisent sur la matrice w. On a

w^ = (((P - A)e^ | e,) == ((P - À)T^o | T^o))

= (r^(P - A)e^ | T^o) = ((P - A)eo | T-^e^

^((P-Ajeole^V^^r^eo)

j f/i^o.^^-o,;^,)
donc Wo,/? = e 2 ^Q-/Î,O-

Posons /(a) = WÛ,G-

L^invariance de w par rotation s^écrit :

/(a) == ((P - À)eo | T^eo) == (^(P - A)eo | ̂ T^eo)

= ((P - A)^o | ̂ r-l(a)^eo) = w,-.(,),o = / (r-^o)) .

Donc / o r = /.

De plus w est hermitienne donc w^^o = ^0,05 i-e. /(—o') = 7(û').
Comme / est invariante par r, cette propriété exprime que / est réelle.

En résumé, on a montré :

Théorème 2.3. Il existe une fonction f sur R2, réelle^ à décroissance
exponentielle, invariante par r y telle que

^'(aiffy-ayfîï)

"W = e 2 /(a - /?).



RÉDUCTION DU CAS TRIANGULAIRE 21

On veut maintenant ramener l'étude de la matrice w à celle d'un
opérateur pseudo-différentiel dont le symbole possède des symétries traduisant
celles de w.

Remarquons tout d'abord que w est unitairement équivalente à la ma-
, . ^ i/ft . ŝ. ^'(ftiP^—a^ ay)tnce w denme par : WQ^ = e—^2—^'w^.

Cette matrice déûnit un opérateur sur Z^Z2) :

w.(a) ̂ y^^-^fÇa - /W).
0

C'est un opérateur de convolution en la deuxième variable, qui par
transformée de Fourier est unitairement semblable à l'opérateur w défini
sur ^2(Z x [0,27r[) par :

^(a^^^^e-^^^e^/^-A,^).^^)
/?

=Ef^1^^^0^-^
ft

^^^^^^^(^.^^^_^^^

Cet opérateur a le même spectre que sa restriction à Z x [0, h'[ et si on
identifie Z x [0, h'[ à R par x = h'a-^ — Oy on trouve que w a le même spectre
que l'opérateur w' agissant sur ^(IR) par :

w'u(x) =^fWei^e^xu(x - h'A)
(3

w1 est le /^-quantifié de Weyl du symbole réel, 27r-périodique en x et ^ :

(2.3) A^)- E îWe^^
0',^)eZ2

c'est à dire
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w'u{x) = (27r^)-1 ̂  ̂  e"^?0 ^(rc + y\i\ uÇy)dyd^.

Traduisons la propriété d'invariance de / par r :

po(^o=E^o^o'^)e~^('a;+^
U,k)

=E^^)e~t(r"lo'Â:)l(^))
U,k)

== E /(^^e-W^-^l^))
(j,^)

^^/(^^e-^W^))
O'̂ -)

Donc

(24) p°(^ 0 = p°(^ ^ - x) = p° o p-\x, 0,

où p est la rotation de Tr/3 dans le repère suivant :

27T/3

->-x

Les résultats de [He-Sjjs permettent de minorer reflet tunnel entre
les puits les plus proches : VÊ: > 0, il existe Ce > 0 tel que, si a — f3 =

l^i | Jw^| > Cee-^ où D ̂  dy (0,1/1), D == dy (0,^)4-0 (^ sup \B\2} .

On obtient donc pour p°, en séparant dans la somme (2.3) les termes
correspondant aux interactions entre puits les plus proches, c'est-à-dire les
termes en a = (±1,0), (0, ±1), (1, -1) et (-1,1) :
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(2.5) p°(x, 0 = 2/(1,0) [q°(x, Q + r°(x, 0] ,

avec : q°(x^ ^) = cos a; + cos ̂  4- cos(a; — ^), r° est analytique, 27r-périodique
en x et ^, invariant par /9, réel sur le réel et [r°(a;,^)[ ^ Ce" A dans le
domaine complexe |Im(a;,^)| ^ ̂  pour un (7 > 0. ç° et r° vérifient la
propriété (2.4) d^invariance par rotation.



s



3. REDUCTION DU CAS HEXAGONAL.
La situation ne pose pas de problèmes nouveaux par rapport à la section

précédente du point de vue de l'analyse, mais la géométrie du problème est
plus compliquée.

Rappelons qu'avec les notations du dessin suivant :

M3.(2.-l) M3^0)

les puits sont situés aux points Af^o, = T^r^Me pour e ç {0,3} et a ç. Ï2.

On considère comme à la section précédente une fonction w réelle,
positive, de classe C00, à support dans une boule de centre 0 et de rayon 77,
77 étant choisi suffisamment petit. On prendra w radiale avec w(0) > 0.

On définit alors pour tout puits M :

PM = P + ^ w(x - N).
Npuits,N^M

Les PM sont conjugués les uns des autres par translation et sont donc
isospectraux. Leur spectre est discret dans un intervalle [0,^] avec i > 0.
Soit \o(h) leur plus petite valeur propre, qui est simple, et ^Q est une
fonction propre de P^o associée \o(h).

Nous aurons besoin dans la suite d'une invariance de ç?o par rotation.
On remarque que l'opérateur Ti.F4 commute avec PMQ-, et comme \o(h) est
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une valeur propre simple, îi^4^ = c^o, avec |c| == 1. On peut déterminer
c :

Les relations (1.2) et (1.3) donnent :

fîi.T74)3 = /^(l'o)^—2^(l'o)^—2y(l,o)^—2
=: TCl^jir^l^yr^l^)

^ y(l,0)y(-l,l)y(0,-l)

-i^= e 2

Donc c3 = e~ V et quitte à multiplier F par un multiple de e" ̂ , ce qui
ne change pas les relations établies à la section 1, on peut avoir c = e^^.

On pose alors (^3 = F^^RQ. ç?s est une fonction propre de PM^ associée
à \o(h) et :

Ti^3 = e'~'^~ç?o-

En composant à gauche par .773, on obtient :

T^F^Q ===e-1^^3.

On note mo,m3 les coordonnées de Mo, Ma dans la base (^i,^)» soit
^o^U) e t m 3 = - m o = (-3,-3).

Soit alors M = M^o, un puits. On définit alors y M fonction propre de
PM associée à \o(h) par :

^A^e11-^^:^.

On a noté : a{(x, ̂ ), {y, 77)) = ^y - xrj.

L'objet des paragraphes suivants est de décrire l'action de la rotation
et des translations magnétiques sur les fonctions ^M-

On a d'abord :
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•^yMo,» =Fe—-î—r^o
^e'^"1^"1^-1^,)

= ̂ '̂ "^"^-^-'(^(i.o)^

.^(r-^mo^r-^a^+^r-^aMi.O))-.^ .

=e——————————2————————T7 ' ^r^'^^.

Comme r~l(mo) + (—1,0) = ms, l'expression en exposant s'écrit

a (m^r~\a)) - - = a (m^r-1^) + (1,0))
o

car :

<7(m3,(l,0))=(r((——- lY(l,0))=-^.
\ \ 0 O/ / 0

Donc finalement,

7^ == ̂ ''^'^^T^W1^ _

= ^S.r-^^+Cl^) == ^/î-^A^o.a)

(on a fait l'abus de notation ç?e,/? == ç^Me ^ ) -

De même,

^A^.o == -;Fe 2 To'^3

^e^^"1^^"1^^--1^^
^ ̂ •^[^^(^-1^))-^^-.^^.,^^

^ ̂ ^[^-^^W.O^-1^))-!]^-!^)^.,^ ̂

Comme r~1 (ma) +(1,0) = mo et a(mo,(-l,0)) = -j, on a :

F^ ,,̂ ^^±^^-(^(-1,0)^

= ̂ ^-^^^-(-l^)

=^-l(M3,c.)
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De plus, on a :

T^^T^^^T^
_ .V[<r(m..o,)-Kr(g.a)1

T0-^
_ '^(^.^)+^.o-+m,)1 .
— e i ^ç^

»^g(/9,tt4-me)
= e 2 y?Me,^

«^<r(,9,Afe,a)

= e 5 ^ ( M e . . )

où M^o- = m^ + a désigne les coordonnées de Me,a dans la base (1/1,1/2).

En résumé, si M est un puits, on a les relations :

(3-1) -^M = ̂ K-KM)

(3.2) r°'^M=e' a ̂ M ^r«(M)

Comme à la section précédente, on considère F l'espace spectral de
P associé à l'intervalle ] - oo,Ào(À) 4- ^], la famille {VM} des projetés
orthogonaux sur F des y?M» et {e^} la base hilbertienne de F obtenue par
orthonormalisation de {VM}'

Les CM vérifient alors les relations :

(3.1)' FCM = e^-i(M)

(3.2)' ^QeM=e-^-2e^(^).

On appelle w la matrice de P(^ dans la base {CM}-) et on va maintenant
chercher la traduction sur les coefficients de w de l'invariance de P(h) par
les translations et la rotation magnétiques.
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Si M et N sont deux puits on a

29

(3.3) WM,N = (PeN\^M)
^^PCN^CM)
= (P^-^N^K-^N))
= W^-i(^)^-i(^).

et :

(3.4) WM,N = (PCN | CM)

= (T^PCN | T-CM)

( i h ' < T ( c t , N ) . «•
e 2 Pe^(N) [ e" e^ar^(M)

{ h 1 < r ( o t , N - M )
= e 2 wrot(M),Tct(N)-

Cette dernière formule s'écrit aussi :

^M,N = exp
[ i h ' a (^(M) - M, TV - Af) 1

WTÛ(Aif),ra(N)

i.e. :

e 2 ^A^,N = exp
\ih'a{^(M)^(N))}

WTO(M),^Û(N)•

Ceci conduit à introduire la fonction ^ définie sur F x F, où F est l'ensemble
des puits, par :

(3.5)
i h ' a Ç M . N )

^(M,N) = e——^——WM,N.

Cette fonction vérifie :
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(3.6) ^ (^(M), r°(AO) = ^(M, N).

De plus, (3.3) et la propriété de w (Têtre hermitienne donnent :

(3.7) ^(/<M), K{N)) = ̂ (M, AQ

(3.8) ^(M,AO=='<F(M,AQ

Grâce à (3.6), on peut trouver des fonctions gj^ j->k ç {0,3} telles que
^f(M,N) = 9j,k(N - M) pour M ç Tj et N ç Fjfc. (3.7) donne :

(3.9) ^(^M) = ̂ îM P0111" l/ € rjb - Fj, avec J = 3 - j.

Ainsi ^,jk(^) = ̂ (-^) et comme, grâce à (3.8), ffj^Ç-^) = ̂ (^ on a
: 9j,k^) = ̂ (^)^ i-e.

(3.10) <7iJ=^o,o et ^0,3 et ^3,0 sont réels.

On définit alors la fonction g sur F — F par :

g = 93,0 sur Fo - Fs
0? = ^0,3 sur Fs - Fo

^ == ^3,3 = ^0,0 sur Fa — Fs == ro — Fo.

(3.9) donne :

(3.11) g o ^ = = g

Grâce à (3.10), on sait que g est réelle sur FQ — Fs U FS — FQ.
On a donc montré :
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Théorème 3.1. Il existe une fonction g définie sur F - F, réelle sur
Fo - Fa U FS - Fo, telle que :

(3.11) g o K = g .

(3.12) WM,N == e1^^^ - M) si M ç Fo ou 7V ç Fo.

(3.13)
ih' <r(N,M)

WM,N = e 2 g(N - M) si A^f ç Fa ou 7V ç Fa.

On veut maintenant ramener l'étude de l'opérateur w à celle d'un
opérateur pseudo-différentiel agissant sur L2 (R, C2). On regroupe les puits
par couples (TVi, A^), tels que N-z — N^ soit vertical et la distance 1^2 — N^ \
soit minimale :

On a : L = \v^K = \ (2^^i) et £ = L = (j,0) ,k = K = (-^ j)
sont leurs coordonnées dans (^i,^). N'2 = N + K^N^ == N — K^ et on
repère le couple par l'élément a de Z2 tel que N = -L + 0'.

Soient P avec P = ̂  + /^, PI = P - K, PI = P + K. On note :

/W7Vi,Pi ^Ni,?2\
^û,(3 ==

,^N2,Pi ^NsA,

On a :
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^o,/î =

/ .V^PI.^) ih'af^.'NA

^——2——g(Pi-N^ e——5——gÇP^-N^

ih'ffÇ^,^ •V<r(P'2.^2)

Ve—^—g (Pi-N2) e——5——<7(p2-^)

/ .A'<r(P'-JV',Jk) .^<r(P+jî',fc) \
ihla(p'N) e-——S———^(Pi-TVi) e-——S——-g(P^-N,)

= e
•A^^P'+i^.fc) ./i'<r^?-i?,fc)

\ e————2————^ {PI - N2) e———S————g ̂  - ̂ 2) /

ih'<ï(/3+t,a+t)
= e 2
' ih'ff(0-a,k) ./i^(/3+û+2<,Jk) >

e 2 g(/3-a) e-———2———^(/5-a+2Â-)

.•fa>ïT(^+o'+2^.fc) .fe^(/3-ft,fc) .
,e 2 gÇ/3-a-2k) e——2——g(/3-a)

/ -l'L t̂UO
.^^(/J.a) ./i^(/9-q,<) / e 2

= e 2 e 2
t'^<r(a+<,fc)

C 2

< ̂ -i/.'.̂ -.,̂ ^ _ ̂  ^ (^ _ ^ + 2^) -

^ g (/? - a - 2k) ^<r((3-c.,k)g ̂  _ ̂  ^

/e^t^ 0 \

l 0 e-^^^J

/e-'^-^^^-a) g ( 0 - a ^ - 2 k ) \ _ ,

\ g ( 0 - a - 2 k ) e^^^^-a)) ft

/ -ih'ffi/S-a^)
^ ih'oÇfî^} l e 2 g^—Q:== e 2 ^4.̂ ,

où Von a noté :

/ ih'a(-f}-t,k)
ih'jri^t) ( e~————5————

A-y = e"
f fe 'o-f-r+^.fc)

C 2

La matrice w est donc unitairement semblable à la matrice w' définie
par :
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. .̂ .̂  (e-^^-^Tjdî-a) g^-a+lk) \
'^cx Q — e 2 i |

\ g(/3-û-2k) e^'^-^g^-a)}

Pour éviter une complication technique dans la suite, on travaillera
avec la matrice w11 : w^ = w^^-^, ce qui revient remplacer À; par
r2^) dans la formule précédente.

Considérons à présent l'application MB qui à F ç ^ (Z^A^C)) asso-
cie la matrice MaÇT) définie par

Ma(r)^ = e^^r^ - a).

On a une formule de composition :

[MB (r,) Ma (r,)]^ = y'^-^^T^ - a)w - 7)
7
i h 1 <r(/3,û) T—^ {h'fffe-a,^)

=e î ^e——5——ri(7)r2(/î-û-7)
7

=[MB(ri^r2)]^

où r\^W) = ^ e^^-^ri^)^^).
/3'+/3"=/?

Soit AB = [MB{f)\f ç^(î\M^C))}. AB est engendré par les
"translations" r^BA = MB (^A), où 7 ç Z2 et A ç M2(C).

Remarquons que les translations r3 A = M-a (<^-yA) commutent avec
i h ' a ( 0 , a )

AB et ô^BC/3 = e 2 ÔQ+^.

On cherche un morphisme entre AB et l'algèbre d'opérateurs de Weyl
engendré par exp^(x,D) == op^e^ et exp^(x,D) = op^.e^, où on a posé
^,0=(^2)=(^).

On définit donc -R(^A) = op^e^^A. Ainsi, comme T^BAlT.'BA2 =
{ h' a(/3 ,a ) _ rî

e 2 Ta+/î-4iA2 et

(o^e'0-^!) (op^e'/»-^) - e^^Wop^ (c'^^A^)
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ih'^^^ ^ ( i{(»+0)-t} \
= e 2 op^ ^e 2 AlAaJ ,

le prolongement R à £1 (Z^A^C)) : R(f) = op^. ^ e^^a) est tel
\,ûeZ2 y

que N /

A^a(/) ̂  -R(/) soit un morphisme.

Suivant [He-Sj]s, on montre alors que si / est à décroissance exponen-
tielle, jR(/) comme opérateur sur L2 (IR,C2) et MpÇf) ont le même spectre

II suffit de montrer que : 0 i Sp(R(f)) 4=^ 0 ^ SP(MB(/)).

Supposons donc que Ma(/) inversible. Son inverse [AfaC/)]"1 com-
mute avec les translations r33 Id et vérifie l'estimation

[Ma(/)]^ <Ce-^

pour un C > 0.

Donc il existe g ç ̂  (Z^Mzf^C)) à décroissance exponentielle tel que
MB(f)MB(g) = MB(^)MB(/) == Id. On a donc : R{f)R(g) = R(g)R(f) =
Id et -R(/) est inversible.

Supposons maintenant R(f) inversible. On utilise un théorème de
Béais :

Soit a ç S^o tel que A = op^a soit inversible au sens de C (L2 (H, C2))
alors il existe b ç 5^ o ^el que A~1 = op^^^.

Ce théorème permet d'affirmer que R(f)~1 est le quantifié de Weyl d'un
symbole b, et comme R{f)~1 commute comme R(f) avec e13" et e^ID\ b est

27r-périodique en x et ^ et donc b s'écrit b = V^ ^(û^e1^ où 6, transformée
a

de Fourier de 6, est à décroissance exponentielle.

Ainsi R(fr1 = R(g) et ^(/)^) = R(gW) = Id , MB(/)MB^) =
MB^MBU) = ̂  et MB(/) est inversible.

Le symbole associé à w" est :
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(3.14)

p^h'^y^^^11'^^9^ ^(^^W) \
\ g{a-2r\k)) e^^'^g^))

^îi0", '̂) p^ç) \
[ P2°i(̂ 0 P^^h'))

C'est un symbole hermitien, 27r-périodique en x et ^ dont on va main-
tenant étudier les symétries de rotation.

On a d'abord :

p0(_^_^,^,,^ /^(-^(a) ,(.-2^))

\ ff(o+2r2(fc)) e-i'l'•r(o•'-2(A))y(a)

Donc:

(3.15) p°(-.,-^/,')=^ ;)PW,A')(; ;).

On veut aussi une invariance par rotation de ̂  dans le même repère
q^à la section 2.

On commence par remarquer que r^a) = (—ai — 02,01) et :

P\x^h')=

\^ e'K"'^1"02^""^'^1^-^]
Q

^-"l'ff(r2(&)•r4(^•))ff(a) 5 (^(a) + 2^4(fc))

g (r\a) - 2r4(k)) ^'^^'^g (^(a))

Comme r4(2k) - r2(2k) = (1,0), le changement de variable /? = r2(a)
dans la somme donne :
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Po(x^,hl)=

( <^(^,r2(fc))+/92

(̂-.)̂ -.)) e--1-^-^) ,(^2^W+(1,0))
E

——' . .^C<^,- • : > (^) )+<^2
/î ^(/Î-^W+O.O)) e1"-—————<7(/3) .

Posons (?/, 77) = ($ — a*, —a;) = ^~2(^î 0- On a obtenu :

(pïiÇy-^^h1) e-^o/^) \
p°(ï,e,/i')=

\ e"'p^(y,'?) p^(y+^,^h1))

et on veut traduire cette relation au niveau des opérateurs, on a :

(P'îi(y-^,r,,h1) e-'^y^) \
op^po(y^hl)=\ ' \

\ ^p^rj) p°^ [y +^-,»?, h') f

/T^ 0 \ /T_^ 0 \

\opw,,p\y^hl) -.
Y 0 T__) \ 0 r ^ j

En effet :

[(r^.op^(x,^h')T_^)u^x)

= (2.k'r1 f 1^-^^ (| (- f-^ ,̂ ') " (^ I) dy ̂
J J V ^ V " / / \ " /

= (27rft')-1 ( f e^^pîi Q (x + ̂ ) - -^, ̂ , A') u(^) ̂  ̂

=[(^pîi(^-^e,/»'))«](^).

De même, r_^op^p^(a-,^,/i')T^ == op^p0^ (x + ̂ ,^,/i')
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Et :

[T^Op^^2(a•^)T^U] 0)

^s^r^/e11-^,^!^-^,),,).^-^,^,
= (2^')-1 / / e112-1^?, 0 (. + .) ,̂  «(,)<^

-{^(e-'^.OHCr).

De même, r_^ (op^i0,0) r_^ = op^ (e'^rr.O) .

On a montré :

(3.16) opï, (P0 o p2) = T (op^P°) T-1.

OU

r-f^ °
V 0 T-^
/^ 0 ^
V ° T-^ /

L'étude complète des invariances des opérateurs déduites des symétries
de leurs symboles sera faite à la section suivante.

On veut maintenant séparer dans la somme (3.14) les termes correspon-
dant aux interactions entre puits les plus proches pour chaque P^- Dans
les expressions donnant P^ et P^') aucun de ces termes n'intervient. Dans
l'expression de P-^, il faut retenir les termes correspondant à a = 0,(1,0)
et (0,1). P^ est le conjugué de P^, et on obtient, avec c(/i) = g (r^Â;)) :

(3.17) P°(rr, ̂  h ' ) = c(h) [Q\x, 0 + R\x, ̂  h1)]

avec :

V£ > 0,3C, > 0, —e-^ ^ \c(h)\ ̂  Cee-^
^e

OÙ
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dv (I(l/l + l/2) î J (l/l + l/2)) ̂ D^dv(- (^1 + ̂ 2) , j (^i 4- ^2)) + Ci2

pour un C assez grand dy (j (1/1 + 1/2), j (1/1 + ^2)) est la distance d'Agmon
entre les puits les plus proches),

Q ° ( x n - ( ° l4-e-+e^\
^ ̂ ^- ^i+e-^+e-^ 0 J

-R0 est un symbole analytique, 27T-périodique en x et ^ hermitien pour x et
(, réels, et il existe C > 0 et CQ > 0 tels que \R°(x,^ h'\ <, Ce-^ dans la
bande [Im(a-,$)| <, ^, Q° et Jî° vérifient les relations d'invariance (3.14)
et (3.15).

De plus, det(ÀId-Ç°) = X2 - [3+2ç°(:r,0] où q\x^) = cosa; +
cos ^ + cos(a; — ^) est le symbole introduit la section précédente.

Ce résultat et celui de la section 2 entraînent le Théorème 2, si on
admet le Théorème 1 pour des opérateurs perturbés qui est l'objet des
sections suivantes.



4. OPERATEURS COMMUTANT AVEC LES OPERATEURS
ETUDIES.

Comme nous Pavons fait pour les opérateurs de Schrôdinger dont nous
sommes partis, nous allons traduire les symétries des symboles obtenus au
chapitres 2 et 3 par Inexistence d'opérateurs commutant avec ceux que nous
étudions. Ceci nous permet de suivre les symétries des symboles à chaque
nouvelle renormalisation.

On supposera dans cette section h > 0 et on verra à la section 8
comment on adapte ce qui suit au cas où h < 0.

A. L'opérateur scalaire.
On étudie d'abord les opérateurs de Weyl scalaires introduits à la sec-

tion 2, dont les symboles p°, comme q°Çx^) = cosa; -{- cos^ 4- cos(rr — ^)
dont ils sont proches, vérifient :

(4.1) P ° O P = P ° , avec p(x^)=(x-^x)

(4.2) A^+27r,0=p°(^) ; A^^+27r)=p°(rr,0.

On introduit la h- transformée de Fourier unitaire

FH : W^) = (27T/i)-? / e-^u{x)dx,

qui vérifie :
^opïa(x^)^1 = op^aÇ-^x)

pour tout symbole a.

Comme e^ (op^a(x, <0) e"'̂ " == op^a(x, $ - x), on a :

op^{x - ̂ x) == e^^op^x^^e-^.

Ainsi (4.1) exprime sur le symbole que l'opérateur op^p° commute avec
l'opérateur U = e^"^. U est associé à /?~1, rotation d'angle —î dans le
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271/3

°\

On veut modifier U pour que U3^ qui est associé à la symétrie de centre
0, ait une expression simple. On a immédiatement :

^^^^(^3

Calculons cette expression (les intégrales étant prises au sens des intégrales
oscillantes):

(e^e'^ e^~u) (x)

=(27r/i)-1 ( f eil^e^le^'e^Lu(y)dyd^

r f «[$2+2(x-î,)$+(a•-î/)2+2a•^/]

=(27r^)-1 y y e ^ — — — — — — u { y } d y d ^

=(27r/i)-1 [ e^-d^ [ e^u(y)dy

e^f^)"1^^) olf(^)~l^).

Ainsi, si on pose U = e~^U^U commute avec op^p° et U^u = ù[=
rK t—> u(—x)].

On introduit aussi des translations : on pose

T^u == T^u[= x h-> uÇx — 27r)] = op^ (e~ /l ) u,
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et Tn == ^r-"4-1^^""1 pour n ç Z/6Z. Tn est associé à la translation T^,

où z/n est le vecteur de longueur 2?r et d'argument '——g / . D'après (4.2),
Ti, donc tous les Tn, commutent avec op^p°.

Calculons quelques relations :

Tn+sTn = l7-n-2^lî7n+2l7--n+l^l[/n-l

^^-n+lV^Vy^n

=Id.

^ == U-'T.U == opï (e-^op-1^^))
,••>„•/f -yt

^op^e

T, ̂ U-^U2 =op^ (e-^ o^-2^)) =op^e1^

Ainsi

r.T^o^^-121^)^?^^-^)

=op^(^{-2^-l"}op^el^^))

iâzi ^ / ilii—lil̂= e h op^ \e ^ J

(les accolades désignent le crochet de Poisson) et
->,-2 / i 2 v ( x - 20 \r,r,=e——^(e———)

doncr2ri ̂ e^r^.

On en déduit :

Tn^Tn=U-n+lT2T-,Un~l

=el^l^-n+lTlT2=ei^^7-n+lTlT2Î7n-l

,4^2= e^^rurn+i.

De même,



42 P. KERDELHUÉ

rnTn+2 = U-^TïT^-1

=^-n+l^(e-^)o^(ei2^£)^n-l

= ̂ -"-^e-^rzi/""1

=e-^^,

et Tn^Tn^e^T^^ln+2^n = C ^ ^n+1-

^ 47T2On note h' = /^(/i) le plus petit réel en valeur absolue tel que h' — -î- ç
1 2 ir ̂  » /i/

27rZ. Alors e"~/r" === ±e~5~, et, quitte à changer tous les Tn en leurs opposés
dans le cas où on a le signe —, on a l'équivalent des relations de la section
1 :

în+3 = n̂"

l/Tn+i = TnU

r,Tn+2=e-^r,+i
rn+ar^e^rn+i

m m _ in, m m
^n+l^n — e -^n^n+l

[l7.op^o]=[^„,op^o]=0.

B. Cas de Popérateur matriciel
On étudie ici les invariances des opérateurs introduits à la section 3,

dont les symboles P°(a;,^,/i), proches de :

^( c\ ( ° l+e^-he1^
ç^=(,l+e--4-e-^ 0 )

possèdent les symétries que nous rappelons : Avec p(x,^) = (x — ^,x), on
a :

(4.14) P° o p3 = AP°A, avec A = A-1 = (̂  1N),

(4.15) ^(Poo/>2)-^^PO)^-l, avec T = Ç^ ^J,
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et que l'on a montré au paragraphe A que, pour tout symbole B, l'opérateur
scalaire e'^e^J;» vérifie :

op^(Bop)=U(op^B)U-1.

On a donc :

U3(opïPO)U-3=A(op^PO)A
et:

U2 (op^P°) U-2 = T (op^P°) T-1.

On remarque que U3^-3 ^= ^T^ = T~1, donc :

(op^P°) = UU^U2 (op^P°) U~'tU-3U-l

= VV^T (op^P°) T^U^U-1

= UT-1!;3 (op^P°) U^TU-1

= UT-^A (op^P0) ATU-1

=(UAT)(opïP°)(UATr1.

eiAr=r-A=(^ ^)

Comme précédemment, on a l'espoir que l'opérateur UAT qui commute
avec (op^P°) ait des puissances simples. On calcule donc (UAT)3 :

(UAT)3 = U3 (U^ATU2) (U^ATU) AT

== U^A (U-^U2) (U-^T-^U} T

On pose T = ( e 2 °s. ] et donc T = op^r.

Ainsi

(UT A)3 == U3A opï (r o p-2} (op^-top-1) (op^r)

-•.^(e„ï^)^(.rA)^(e„ÏA)
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-A(e~tT \(e-'-r 0 \
\ 0 e ^ r )

— .n. 1 th
\ 0 Ê^-

Posons

^^V A) ^ V=Î/AT.

Y commute avec op^p°, Y3 = A^ et Y6 = Id.

On construit maintenant des translations commutant avec op^P0.

Posons Ti = ï2^ et Tn = y-n+l^lyn-l pour n G Z/6Z. Ti, et donc tous
les Tn, commutent avec op^p°.

On a:

Tn+a = y""4'1^"3^^3^"""1 = y-^1^1-1-^-1 == 7^-1

Calculons T^ et 73 :

Ta == (AT^U^TïUÇAT)

fO T - ^^ / w i2zl^l\ ( 0 r_à\=^ o2)^6 - )(^ o 2 )
_ fe^^ 0, \
- °Ph \ i2,^-^-Cl j

\ 0 e————/
i ' 2 v ( x - ç )

= -op^e-^-^I.

Ts = (A^)-li7-1^2^7(A^)
- , ( ° ^e^f0 r-^
- {r^ 0 )e ^ 0 ;

( ;2ir(t+*) \

e———2- 0 \
— ~ .2T(*-4) 1

0 e———'-)

=e^I.

Ainsi les Tn sont des opérateurs scalaires, ce sont des translations associées

aux vecteurs de norme 27T et d^argument
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On peut conclure comme au paragraphe précédent : Soit h1 le plus
r i e\

petit réel en valeur absolue tel que S— = T-[Z]. Alors, quitte à changer
tous les Tn, en leurs opposés, on a les relations :

2n+3=2n-1.

VT,+i = TnV.
- . »

TnTn+2 = e'^^Tn+i

^n+2Tn==el^T^-n.

Tn+lTn == e1 ^^4.1.

[^„o^o]=[y,op^o]=o.

Comme au paragraphe A, ce sont les mêmes relations que celle de la section
1.



s



5. INEGALITES A POIDS POUR I/OPERATEUR NON PER-
TURBE.

On s'intéresse dans cette section à l'opérateur de symbole ç°(a*,^) =
cosrc 4- cos<^ 4- cos(a; — ^) qui s'est introduit à la section 2. Les autres
opérateurs scalaires que vous avons rencontrés seront traités à la section 8
comme perturbations de celui-ci.

On traite les puits micro-locaux de g0, qui sont les composantes con-
nexes des ensembles {(a-,0; ç°(^,<0 = E}, comme les puits de potentiel de
l'équation de Schrôdinger aux sections 2 et 3. On commencera par définir
les opérateurs auxiliaires à un puits q^ dont le spectre est discret dans
l'intervalle ] — oo,—l — eo] ou dans [—1 4- ^Oî+oo[ (La partie du spectre
comprise entre —1 — CQ et —1 -h Co ne sera pas étudiée dans ce travail).
Près de chaque valeur propre de ces opérateurs, on fait une étude analogue
à celle qu'on a faite près de la première valeur propre de l'opérateur de
Schrôdinger, et on montre que le spectre de q° est concentré dans des inter-
valles de longueur 0(h°°) contenant l'une de ces valeurs propres. L'objet de
cette section est de montrer une inégalité à poids sur le projecteur spectral
associé à chacun de ces intervalles, pour pouvoir, dans la section suivante,
majorer les coefficients de la matrice d'interaction.

Les valeurs critiques du symbole q° sont :
Le maximum 3, atteint sur 27rZ2,
Le minimum —3/2 atteint sur

/47T 27T\ , 2 /27T 47T\ _ ^

(ï-y)4-2^ ^T-y^2^
la valeur -1 obtenue aux points selle (?r + 2Â:7i-, 2Â^7r), (2Â;7r,7r 4-2Â:'7r) et
(TT 4- 2k7r, TT 4- 2k1'Tr) pour (À-, À;') e Z2.

Ces points critiques sont non dégénérés.

L'ensemble {(rr ,^) ; ç°(.r,$) = —1} est la réunion des droites d'équation
x = (2k 4- l)7r, ( = (2k 4- I)TT et x - (, = (2k 4- I)TT pour k ç Z.
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On peut alors tracer les courbes de niveau du symbole q° :

E = - l
- - 1 < E < 3

-- - 3 / 2 < E < - 1

On préfère se ramener à une situation plus symétrique par le change-
ment de variables symplectique (x^) ^ (^+^) et on travaille avec

Popérateur

qÇx, (f) == cos x 4- cos (x 4- ^) + cos Çx - ̂ j = cos x + 2 cos ̂ J cos ̂

On utilise systématiquement la quantification de Weyl et on désigne par
une même lettre un opérateur et son symbole, q et q° sont conjugués :

(5.1) q = e 4h q°e 4/l
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et comme q° commute avec U == e~^^e't^ J^h^q commute avec U = e'^Ue1^
_ • w • a;2 • a-2 -~-' .a.2 . 3.2

= e -^T?e t^^7Ae I^^, et avec les Tn = c'^T^e^. Dans la suite, on ne
s^occupera plus de q° et on oubliera le signe ~.

Au niveau des symboles, q commute avec la rotation d'angle -j- : p :

(a*,^) ^ ( l ' — ^ ^ ' + I ) (c^est une rotation dans un repère orthogonal,
mais non norme) et les translations r^, où v\ == (27r, -7r) et v^ = Pn~l (^i)
est un vecteur de longueur indépendante de n et d'argument ^ — ç (dans
le repère où p est une rotation).

Traçons les courbes de niveau du symbole q facilement déduites de
celles de q° :
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Pour la partie du spectre au-dessus de —I+Ê'O) nous avons la géométrie
de la section 2 et on va ramener l'étude du spectre de q près des valeurs
propres des opérateurs auxiliaires à celle d'une perturbation de fi{K)\à.
-{•€.~^op^,qQ^ avec C w 1.

Pour la partie du spectre au-dessous de —I—£Q, nous avons la géométrie
de la section 3 et on va ramener l'étude du spectre de q près des valeurs
propres des opérateurs auxiliaires à celle d'une perturbation du système
^h)îâ+e-ïop^Q°.

A. Conjugaison par des exponentielles.
Pour utiliser au maximum l'ellipticité du symbole ç, on conjugue q par

une exponentielle. On est alors amené à calculer f e~ï~ Puudx^ où P est le
À-quantifié de Weyl du symbole cos (t 4" <^) + cos (f — <^) et la phase ^> est
une fonction réelle de classe C71'1, avec ^ p ' i^>11 ç- L°°. On utilise toutjours la
h- quant incation de Weyl, on note u^ = e^u et = désigne Inégalité modulo
0(/i)||^[|2 lorsqu'il s'agit de scalaires, et modulo 0(h) \\u^\\ dans I^R)
lorsqu'il s'agit de fonctions.

Alors, si u est une fonction C°° à support compact :

/ e^Puïï.dx = / (e^Pe~^} u^u^àx.

Nous allons donner deux démonstrations de l'inégalité suivante :

(5.2) Ree^Pulldx

^ j [cos (^ + zV^)) 4- cos (| - z^(rr)) | |̂ |2 dx + C(^h \\u^\2

la première est plus élégante, mais exige que ç? soit C00 à dérivée bornées ;
la seconde est plus calculatoire, mais n'exige que y ç C1'1.

Première démonstration. Supposons donc que y est C00 à dérivées
bornées. Alors e^ Pe~^ est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole
est dans la classe

5o% = {a(.^,/0 <= C°° (R3) ;V(a,/3) ç N\3C^, 9^9^a(x,ç,h) ^ C^} ,
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et dont le symbole principal est

cos (J + i^(x) 4- )̂ + cos (J - i y ( x ) - ̂  .

Ce symbole s^écrit :

(cosQ [cos (^ 4- ̂ 0)) + cos (̂  - z^(rc))]

4- (sinQ [sin (J - iy(x)) - sm (J + z^(rr))] ,

sa partie réelle est donc :

(cosQ [cos ̂ j + 2^(2-)) + cos (^ - i^Çx)^

( ^ \ r / ̂  \ /y, \ 1 / X \
== cos ^ j [cos (̂  + ̂ '(a')J 4- cos (̂  - î^^rr)^ cos (^J

- sin ̂ D [cos (J + ̂ '(rr)) + cos (J - z^^.r))] sin (^ .

On a donc :

! I-L ^Re / e h Puudx

= f [cos (J + r^(x)) + cos (| - ,y (.-))]

^ hD\ 2 \( . hD\ 2\,
cos-^-\Uy - (sm-^- lu^ l dx.
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Et comme :

hD' hD'
cos—— nJ -}- sin—— ^

= . T^Uy 4- T'-^Uy 4- ^ |ï/,./2^ - ̂ -h/2Uy\

1 /, 2 2^

^ ^[^^ 4- T_^

on a :

Re [ e^Pu'ïï.dx <.C^)h\\1 1 ^ 1 1

/ ^ cos (J + ̂ '(^)) + cos (J - iy(x)) | (\n
i2 2^

î^y + r_h_u^ ) Ja:

et donc :

(5.2)
Re / e2^ Pu~udx <_ / cos Ç-+ iy'(x)\ + cos ̂ -- iy'(x')jUUy\2 dx.

+c^v) |Kl|2.
C-z^) dépend de sup [^^^ pour J ^ 1. B

Nous allons maintenant montrer (5.2) pour y ç. C111^), avec y'\^" ç
L^(R'):

Deuxième démonstration. On a :

e^Pe~^u^

= ̂  [opï (e^^ 4- e-^t4-^ 4- e^t-^ + e-^t-^)] (e-^^^)

^ e^e^e^e-^^^^u^ + e .̂)
(e ,^) '€{- l , l} 2



INÉGALITÉS À POIDS POUR L'OPÉRATEUR SCALAIRE NON PERTURBÉ 53

=| E e^e-e-^^+.'/O
(t,t)'6{-l,l}2

=| E e-e-^n^+e'h.)
(^)'e{-i,ip

= cos ( — ï [(ch ç/ + sh ç/)(cos /i-D — z sin hD)u^

+(ch^ -shy){coshD+ismhD')Uy]

= 2 cos f^ [ch ̂ (.r) cos(hD)u^ - i sh ^'(rr) sm(hD)uy]

et comme

2 cos (J) chy\x) = cos (J + z^\x)) + cos (J - iy(x)) ,

Re / e^'Pu'udx

= / [œs (J + ̂ (rc)) + cos (J - zy(rr))] co</î.^)cos (- — iy\xn cos(h.D)uyUyUydx

= / [cos (I + iyl{x)) + cos (I ~ ̂ /(a;))]

hD
COS ———Uc,

. ÀjD
sin ——u,, dx.

et on conclut comme dans le cas où y? est C00. On a montré (5.2) pour
y ç C^(H\ avec ̂ ^ ' ç L00^). |

B. Un théorème de Heiffer et Sjôstrand.
On rappelle ici les résultats de la section 2 de [He,Sj]4 :

Théorème 5.1. Soit P ç. S^Q, avec P(x,ç,h) = p{x^)modS~1, tel que
{(.r,^);detp(a-,^) = 0} = UUa (union finie ou dénombrable) où les Ua sont
compacts et disjoints entre eux.
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On suppose même que :
II existe RQ tel que le diamètre de chaque Ua est inférieur à Ro.

Il existe eo > 0 tel que les Ua 4- BÇO^eo) soient disjoints entre eux,
et pour tout a, on peut trouver dans un borné de S^o un symbole PQ tel
que P = Pa dans Ua 4- B (0,£:o) e< que P est elliptique en dehors de Ua 4-
B (0,£:o)^ uniformément par rapport à a pour tout e €]0,Ê:o[-

On suppose qu'il existe un intervalle compact I(h} qui tend vers {0}
quand h tend vers 0 et a{h) >_ h^ une fonction qui tend vers 0, tels que
Pc, n'a pas de spectre dans I(h) + [~2a{h),2a(h)]\I{h) pour h <: ho, uni-
formément en a.

Soit fîk = {z',dist(2,I{h)) < a(h)}. Alors pour z ç Q^ih.P - z est
inversible et^ uniformément en z, ||(P — 's:)'"1!) <: Ca(h)~1.

De plus, si on pose

J((.r, 0, (?/, 77)) = min{J((^, Q, (î/, 77)), d{x, $), l/,) 4- d(U^ {y, ̂ ))},

si ^i et ^2 appartiennent à un borné de S^o^ et si cf(supp^i, supp^2) >.
Co > 0, alors pour tout entier N, il existe CN > 0 tel que ||xi(-P — ^)~1X2|| <:

CN^d (supp ̂ i, supp ̂ 2)" •

On suppose de plus que Sp(-Po) H I(h) = {f^a} où fia ^t une valeur
propre simple, et que d(Ua',U^) ~ |a — /9[. Soit y^ un vecteur propre
normalisé associé à (Pûî^o)-'

(P<,-/^)(^,= 0,||^||=1.

Alors la matrice infinie ((^a | ç^/?)) ^ ae ^ forme 1 4- K,
avec K^,/3 = 0 (^N (l 4- |a - ̂ N)) pour tout entier N, et donc K =
0(/i°°) dans ^(L2^2).

Si E est l'adhérence des combinaisons linéaires des ^o^^a} ^st une
base "hilber tienne" de f^Çh) au sens suivant : tout u ç. E s'écrit de manière

unique u = V^^o^o, et \\u\\ c^ ^\UQ\ ) , uniformément par rapport à
a

h.
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Soit F l'espace spectral associé à Sp(P) D (J(/i) -h [~a(h),a(h)]) et TT?
le projecteur correspondant On pose Va = Ilp^a- Alors si \ appartient à
un borné de S^y, et c?(supp^, Uo) >, €o > 0, on a, pour tout entier N :

llw.ll + llx^ll = o ̂ dÇsupp^u^)
et sans restriction sur supp^, si \ appartient à un borné de 5°, pour tout
N entier :

\\X(^ - ̂ )|| = 0 (/^(l ̂ (supp;^))-^) .

La matrice Ç(va [ ^)) s'écrit 1 + T, avec pour tout 7V, t^^
= 0 (/^ (l + |a - ̂ 1""^)). Les v^ forment une base "hilbertienne" de F
et dÇE^F) = 0(h00) avec, selon la terminologie de [He,Sj]i,

^).S«p(^)+Sup(^).
xGE \ 1 1 ^ 1 1 / yçF \ ||2/|| /

Nous allons maintenant utiliser ces résultats et l'inégalité (5.2) pour
obtenir des inégalités dans des espaces L2 à poids pour les opérateurs qui
nous intéressent.

C. Majoration des projecteurs spectraux pour la partie
supérieure du spectre.

Comme pour l'équation de Schrôdinger, "cas triangulaire", on a des
puits, cette fois micro-locaux, qui sont les composantes connexes de {a-, <^) ;
q(x^ç) = £'}, pour E > —1, et un groupe de déplacements échangeant
les puits engendré par la rotation p d'angle ^ et la translation de r^ de
vecteur v\ = (2?r, —'?r). On appelle Uo le puits centré en 0 ; les puits
sont les Ua = (ï^)01 (^a)02 ^o pour a ç. Z2. Soit ^o une fonction réelle,
positive, de classe C00, invariante par la rotation /9, à support compact

dans [J Uo(E). On note ̂  sa translatée par (r^)^ (^a)02? l•e• :

-K.E<3
Xa(x^) = XQ^', 0 — ûi^i — 02^2)) et on veut étudier le spectre de q dans

[—l+^o, +00 [,^o > 0 étant donné. On choisit ^o de sorte que Ç — V ^ Y Q , — ^
a

est elliptique pour E ç [—1 + ^o»4-oo[.
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On prend comme choix de Pa du paragraphe précédent Ço, = q— ^ ^ ^^,
^a

associé au puits Ua centré en ai^i -t-û'2^2- Ces opérateurs sont isospectraux
car conjugués : q^ == T^qoT"0.

L'étude du spectre de ÇQ, dans [3 — Ch, 3] pour C > 0 arbitrairement
grand est entièrement analogue à celle de l'équation de Schrôdinger en
présence d'un puits ponctuel non dégénéré (voir [S1J2, [He, Sj]i). Dans
l'intervalle [—1 4-^o?3 — Ch], on peut d'autre part appliquer les résultats
de Heiffer et Robert [He,Ro]2. On obtient ainsi le résultat suivant :

Proposition 5.2. eo > 0 étant donné, pour h assez petite

Sp(g<,)n]3,4-co[=0

et :

Sp(ço)n [-1+^,3] -{^oW^iW,---^AwW},

où les ^j(h) sont des valeurs propres simples, f^j(h) — ^ij^(h) w /?., 3 —
^o(h) ̂  h.

Ainsi, grâce aux résultats de Heiffer et Sjostrand que nous avons rap-
pelés :

5p(î)n[-i+^]c |j J,,
0<j'<N(/î.)

où Jj est un intervalle de longueur 0 (h00) centré en {jLj(h).

Comme nous l'avons fait dans la section 2 pour l'opérateur de Schrô-
dinger "triangulaire", nous allons ramener l'étude de chaque Sp(ç) H Jj(h)
à celle du spectre d'un opérateur proche de ^j(h) 4- e~~^op^,qo^ avec une
nouvelle constante de Planck h' et C ̂  1. L'objet de la suite de ce para-
graphe est d'obtenir des inégalités à poids sur le projecteur spectral de q
associé à un J j .

Dans la suite on fixe un f-^(h) == / / , / / , )( /? .) , et tout marchera uniformément
par rapport à ce choix.

On est dans la situation du paragraphe précédent avec I(h) = {^.(h}}^
a(h) ==•,—, Co étant choisi assez grand. I(h) ne tend pas vers {0}, mais
reste dans un compact, ce qui ne change rien.
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Pour E ç] - 1,3], les projections des puits Ua(E) sur l'axe H^ sont des
intervalles Ik(a) centrés en 27rk(a) = 27r(û:i + 02). On peut les définir par
une inégalité :

x ç. |ĵ  Ia(E) équivaut à :

3$ 6 H, cos x + 2 cos (°-} cos $ - E = 0,

E^ ç [--1,1], cos ;r +2 cos- ^ -^ =0,

et comme cos x — 2 cos ^- — £' = 2 cos ̂  ( cos S — 1 ) — E — 1 < 0, et que

la fonction de t : cos x + 2 cos ̂  t — E est croissante, on a

(5.3) a-e |ĵ  4=^cosrr+2 cos J -£^0.

Nous sommes maintenant en mesure d'écrire des inégalités à poids, en
commençant par un opérateur à puits bouchés :

Lemme 5.3. Soit 8 un réel strictement positive OQ ç. C^(\ — ^^[) une
fonction positive^ à support dans [x\ cos x 4- 2 cos ̂  - (f^(h) — 6) > 0}, telle

que œsx -h 2cosS - ^(/i) - 0o(x) <: -^ pour -TT ^ x <: TT, et 0k(x) =
0o(x - 2Â;7r).

Soit y ç C^^R.R) telle que ̂  ̂ " G I/00,^ = 0 sur (Jsupp^, et
k

cosrc+2 cos^ chy'(x)- ( ^{h} - ~ ) ^0 sur H\ |j supp^..
2 \ z/ .̂

^oK ç'== q—^ Ok l'opérateur " à puits bouchés". Cet opérateur vérifie

V inégalité :

(5.4) Re / e^(q- ^h)}midx <: (-J + C(^h\
v \ /

1^-JI .
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Démonstration. I/ hypothèse sur 0o donne :

cos rc 4-2 cos .- - ̂ (h) - ̂ ^(aQ <, - ,

pour tout x et donc cos a; + 2 cos î ch(^(a;) — (^(^) — ^ ) — ^^ ^(a;) < 0
À:

sur [ J supp 0k car y ' = 0 sur cet ensemble.
Jl-

D^autre part, l^hypothèse faite par y donne :

cos x +2 cosî chy'(x)- (^h)--) -^0k(x) <,
1 ^ z^ k

cos.r+2 cos^ ch^(a-)- {^{h)- ^) ^ 0

sur IR\ ( | supp^ .
À;

Ainsi, sur tout R, cos x +2 cos ̂  ch^Çx)- (//(/i) - j)-^ ^fc(^) ^ 0,
jfc

et, grâce à l'inégalité (5.2), on a :

Re ^ e^ (q — ^)u'adx

/ cos x 4- co6 (^ + ̂ VO)) + cos (^ - zV(a-)) - ̂  ̂ (rr) - ̂ (h)
J L vz / vz À; J

< I cos a;

l^l^a'+C^^II^II2.

^(-|+^(^) II^-JI .

Soit ^îh le disque de centre ti(h) et de rayon a(h) = .4-, avec C\ assez
grand. On a :
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Théorème 5.4. Pour tous e > 0 et Co > 0, il existe Ce > 0 tel que : si
z e asîh,
h ̂  ̂ - et y ç C^R.IR) avec |̂ | + |̂ | $ Co, e< si
œsx + 2 [cos I| ch^(rr) - (^(/i) - e) ̂  0
^îAr suppç?^ alors l'opérateur (g — -sO"1]!^ admet une extension bornée
à L^= [u\e~ïu ç. ^(R)} et la norme de cette extension dans C (L2 ,L2 )
est inférieure à -^r.

Démonstration. On choisit un 8 ç]0,ç[ et comme dans le Lemme 5.3 une
fonction OQ ç. C^(] — 7r,7r[), positive, à support dans {rr; cos a; 4- 2 cos S- —
(fi(h) -6)> 0}, telle que cos a; 4- 2 cos | - ̂ {h) - 0o{x) <, -^ pour -TT ^
x <, TT, et on pose 0k{x) = Oo(x - 2k7r). Alors (p vérifie les hypothèses du
Lemme 5.3, qui donne, pour z ç. Q^ et h <, h(e):

(5.5) M^^C(e)\\(q-z)u\\^ pour u ç C^(R),

et par un argument de densité on obtient :

(5.6) IKî-^IL^,^^)

dans le cas où y est constante près de Pinfini. En prenant une suite de
fonctions ç?j constantes près de l'infini convergeant vers ^>, on obtient (5.6)
pour les y vérifiant les hypothèses du théorème.

Posons maintenant q^ = q — V^ Oj = ?+ ôk-
j^-k

Les qk sont des opérateurs dont les puits sont bouchés sauf dans une
rangée. Les résultats de [JTe, Sj]^ que nous avons rappelés s'appliquent à q^
en prenant comme opérateurs de référence les ç^ pour les valeurs de a telles
que Â-(a) = k. Le spectre de qk dans ^(h) - ̂ -^(h) 4- 3^1] est donc
inclus dans un intervalle [//(/i) - 0 (À00), ^i{h) + 0 (/i°°)] et on obtient :

iî -nL^)^
pour z ç. QÇt^ et h assez petit.
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Etudions ensuite (q^ - z)~1 de plus près. Comme (q^ - z){q - z)~1 =
1 +^k{q- ^)~1, on a

(5.7) (ç, - z)-1 = (ç- ^-1 - (^ _ ^)-^,(ç- ̂ )-i.

Passant aux adjoints et remplaçant z par ~z, on obtient :

(5.8) (ç, - ̂ )-1 = (g- ^)-i - (ç- ̂ )-^,(ç, - ̂ )-i.

Une substitution de (5.8) dans (5.7) donne :

(5.9)
(qk-z)-1 = (q-z^-Çq-zr'OkÇq-zr'+^-^r^kÇqk-zr^kÇq-zr1'

Comme on a pris 8 <^ ç, y est constante sur les supports des 0k et on
obtient :

(5-io) 11^-^11^^^,^^,^^.

Pour aborder (g — z)~1 il nous faut un peu plus de marge et on prend
6 ^ ^. Soit %k la fonction caractéristique de [27TÂ; — 7r,27r^ + TTJ et posons :

^=E^-^)~1^-
fe

Posons a^k = \\Xk(qk — •20~1^A;||^2 ^ 2 ) - Comme on a un peu de
marge dans le choix de y, on obtient facilement à partir de (5.10) :

(5.11) a^^^ si l^-^l^

a^e-^^ si \,-k\^

Soit v = j?^^, = 11^,1:11^ ̂  = ||.Y ,̂||̂  .
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Alors \\v\\2^ = I>JJHÎ  = ̂  et on a Vj <, ^a3^uk' vu la

k
majoration (5.11), on obtient :

^ IÎ (W) ^ ̂ 1

DWre part, (q - z)R, = J + K, avec J< = ̂  ̂  ̂ -(çj^ - ̂ )-^^ et
}^k

de la même manière que pour (5.12), on obtient : ||̂ ||̂ 2 ^ 2 \ <: | si /i ^

^y; ceci avec (5.11) donne le théorème puisque {q — z)~1 == R^ÇI -{- K)~1

1

Corollaire 5.5. Si ( î e^ (^2 sont définies comme précédemment avec ( î
^>2 •S'^T' ^•s projections des puits, alors

(5-13) lin^ll^. ^ )^^).

Démonstration. Si ^ = V^^î on obtient comme pour (5.9) :
k

Çq - z)-1 = (î- ̂ )'1 - (?- ̂ -^(?- ̂ -1 + (?- ̂ )-1^ - ̂ )-^(g- ̂ )-1

et seul le dernier terme contribue à la représentation intégrale de 11̂  car les
deux premiers sont holomorphes au voisinage de Q/i. Comme la longueur
de QÇîh est 0(h) et a{h) ̂  À, on obtient alors (5.13) à partir du Théorème
5.4. |
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D. La partie inférieure du spectre.
Ce cas est assez semblable au précédent, on a ici P analogue de Inéquation

de Schrôdinger à symétrie hexagonale et non plus de l'équation de Schrôdinger
à symétrie triangulaire.

Commençons par examiner la disposition des puits ;

M3,(2.-l) M3^

On pose Mo = (4ï, O) , Mj = ^ (Mo) pour j = 1, • • • , 5. Les centres

des puits sont les points Me,a = Çr^)01 C7'^)^2 ̂  P01^ {e'>a) ^ {^3} xZ2 .
On note Ue^ le puits centré en M^- On a Ue^a = (T^/l)al C7'^)02 ^,o-

On définit maintenant des opérateurs à puits bouchés : Soit \o une

fonction C00, positive, à support compact dans \ ^ Uo o(-^)) invari-
-|<E<-1

ante par la rotation (r^)"1 p2, telle que q{x^) + Xo(^,0 >. —1 — ^ dans

\ J ^(^o^)- (On étudie le spectre dans l'intervalle ] — oo, —1 — £o}).
-3/2<,E<-1

On pose alors ^3 = \o ° P3 et ^g^ = Xe ° (^i)"^1 0 (T^2) -a2î ̂  bouche le
puits Ue^a.

On a g + ^ ^ \e^ >, —1 — — et on peut définir comme au paragraphe
(^û)

C des opérateurs à un puits :
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Çe,a==Ç+ ^ ,̂û'

(î',a')^(e,Q)

associé au puits Ue^. Ces opérateurs sont isospectraux car conjugués :

Î3,o = U^qQ^U-3 et ^ = T^o^"0.

Leur spectre dans ] - oo, —1 — eo[ est :

Sp(çe,o)n] - co, -1 - 5o] = {^oW, ̂ i ( / i) , . . . , /^)(/i)} ,

où les ^j(h) sont des valeurs propres simples, ^(h) 4- à w /i, fij^(h) —
^j(h) ̂  h.

Ainsi, grâce aux résultats de Heiffer et Sjôstrand que nous avons rap-
pelés, on obtient:

Sp(g)n]-œ,-l-^o]C J </„
0<J<N(h)

où Jj est un intervalle de longueur 0(/i°°) centré en f^j(h).

Comme nous l'avons fait dans la section 2 pour l'opérateur de Schrô-
dinger "hexagonal", nous allons ramener l'étude du spectre de q dans chaque
intervalle Jj(h) à celle du spectre d'un opérateur proche de e~~^'oq^Q°y avec
une nouvelle constante de Planck h' et C c^ 1. L'objet de la suite de ce
paragraphe est d'obtenir des inégalités à poids sur le projecteur spectral de
q associé à un Jj.

Dans la suite on fixe un ^i(h) = /^(/,.)(À), et tout marchera uniformé-
mement par rapport à ce choix.

On est dans la situation du paragraphe B avec I(h) = {/^(/i)}, a{h) ==
çr-, CQ étant choisi assez grand. I(h) ne tend pas vers {0}, mais reste dans
un compact, ce qui ne change rien.

On veut maintenant caractériser par une inégalité les projections des
puits sur l'axe R,;, qui sont des intervalles Jj^, k ç Z. On note 1^ la
projection de puits centrée en ̂  4-27TÂ-, ^Jfc+i la projection de puits centrée
en -T1 + 27TÂ;, de sorte que Ik+i est immédiatement à droite de Ik et IQ =
n^,o.
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La réunion de ces projections est :

{r r ;3<^ ç IR,cosrK +2cos (^} cos<^- E = 0\

= {a-; 3t ç [-1,1], cos a: +2 cos x- t - E == 0} .

Or cosrr + cos | - E == 2 cos |1 (tcos ̂  + l) - 1 - E > 0, et la

fonction de t : cos x + cos ^ ^ — E est croissante, donc la réunion des
projections des puits est

^ x ; cos x — 2 cos — — E <^ 0 ^ .

On a un lemme analogue à celui du paragraphe C :

Lemme 5.6. Soit 6 un réel strictement positif, OQ ç C'oîo(]—-7^,7^[) une/onc-
tion positive, à support dans {a-; cos a- - 2 cos (|) - (^(/i) + 6) < 0}, telle
que
cos x - 2 cos I - //(/i) + ̂ o(.r) ^ j P^y -TT ^ a: $ TT, e^ ̂  = Oo(x - 2k7r).

Soit y ç C^^R^IR) telle que ^ ̂ " ç 2.°°,^ = 0 sur (Jsupp^,
k

et cos x - 2 cos ̂  ch^(x) - (^(h) + à) >. 0

^•^r IR\ ^Jsupp^jb.
À;

^oî^ ?= ç4- ^ ^fc l'opérateur "à puits bouchés". Cet opérateur vérifie
k

lf inégalité :

(5.14) Re fe^ (q- ^h))u-udx ï (^ - C(y)h} \\Vy\\2 .
v \ ̂  /

Démonstration. L'hypothèse sur ÔQ donne :

cos x - 2 cos - - ̂ i{h) + ̂  ôk{x) >_ •_ pour tout x
2 k 2
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et donc

cosx-2 cosJ ch^)- Ç^h)+ J) 4-^^) ̂ 0

sur ^J supp ̂  car ç^ = 0 sur cet ensemble.
k

D^utre part, l'hypothèse faite sur 95 donne :

cos^-2 cosJ chy(x)- ^)+^V+^^(rc)^

COS.E — 2 cos — chy'Çx) — ( /^(À) 4- - ) ^ 0

sur H\ [ J supp Oh '
k

Ainsi, surtout R, cos a:-2 cos 5- chy'Çx)- (l^Çh) 4-j)+y^ ̂  (x) >_ 0
Jk

et grâce à l'inégalité (5.2), on a:

f 2^ _
Re / e'^~ (q — ti(h))uudx

(J + zy(rr)) + cos (J - z^(rr)) | + ̂  ̂ (^ - ̂ )^ / cos a;- œs^-+iyl(x)}+cosl--iv'(x)}\+^0k(x)-
fc J

u, ,|2 & - CÇy)h ||̂ ||2 ^ (| - C(y)^ ||̂ ||2 .

Une fois ce lemme établi, le reste est entièrement analogue au para-
graphe précédent. On considère Q/i le disque de centre ^(h) et de rayon

a(K) = •7f-, avec C\ assez grand. On a :

Théorème 5.7. Pour tous e > 0 et Co > 0, î7 existe Ce > 0 ̂  ç^e ^ -2' ç
9Q/,,/i ^ ^- et y ç ^^(IR.R) ûvec |^[ 4- |̂ | ^ Co et

cosx — 2 cos ̂  ch^Çx) — (/^(/i) + £) ^ 0 5îAr suppc^, alors l'opérateur
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(ç ~ ^)~" IL^ admet une extension bornée à Vespace
L^ = [u\e~~ïu ç. ^(R)} e^ /û norme de cette extension dans C [L2 L2)

est inférieure à —rfv.

"On a aussi" :

Corollaire 5.7. Si ^>\ et ^2 sont définis comme précédemment avec ( î =
ç?2 sur les projections des puits^ alors :

\W\^,^)^C{e).



6. MATRICE D'INTERACTION POUR L'OPERATEUR
SCALAIRE.

A. La partie supérieure du spectre.
Rappelons que Von étudie Popérateur q = cos x-}-cos(hD-{-^)+cos(hD—

!•) pour un h > 0, et que Pon a introduit des opérateurs auxiliaires à un

puits qa = q — y ^ X^- Ces opérateurs ont un spectre discret dans la région
f3^.Q

qui nous intéresse ici et sont reliés entre eux par: q^ = T^qoT^^y où T01 ==
e'-^^-T^T^.h1 = h\h) est le plus petit réel
tel que h' — 4— ç. 27rZ. (On prend les mêmes définitions qu^à la section
1 pour obtenir les mêmes relations de commutation et donc retomber sur
les mêmes opérateurs). On choisit une valeur propre ^{h\ et un a(h) ==
h/Co tel que 5p(^) H K/Q - 2a(h)^(h) + 2aÇh)} = {/</Q}. On sait
que /^(A) est une valeur propre simple et on introduit la fonction propre
^o '• (ço - ̂ W)^o = 0, ||^o [I = 1. On pose y? o, = T^o pour a € Z2 et ainsi
(^-^(/O)^ =OJ|^||=1.

Diaprés le théorème de Heiffer et Sjôstrand rappelé au paragraphe o.B,
si F désigne Pespace spectral de q associé à Pintervalle [^(h) — aÇh), ̂ i(h) +
aÇh)}, la famille {IIp^a} est une base "hilbertienne" de F.

Ce n^est pas dans cette base que nous allons écrire la matrice de q,
nous allons utiliser des fonctions dont nous savons quelles ont de bonnes
propriétés de décroissance.

Nous utilisons un lemme montré dans [He-Sj]4 dans une situation ana-
logue:

Lemme 6.1. Soient (a-o^o) çUo,b> 0. Alors on peut trouver Çxh^h) ^î
que
|(^^)-(^o)| -^ 0 etc(h) avecc(h),cÇh)-1 == OÇh-^) tels que go{x) =
c(h)e^(x~xh^h~^(x~xh)'i vérifie les hypothèses:

(6.1) O/oho)-!

(6.2) ll^oll =0^°)

(6.3) H^oll = 0(ÀArrf(suppx^o)-N),

uniformément pour \ dans un borné de S^ o si dÇs-app^^Ua) >. €o > 0.
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On veut une invariance par rotation. Un calcul explicite montre que:

ll̂ MI -1^)| (»' + ̂ -t «p (-(ÎF^F. (. - fa - ̂ ))

|̂ (.)| - |.(t)| (»' 4-1)-» «p (-(.̂  (- & + ̂ ))

On peut donc remplacer go par (^ol^o)"1^ où §o est l'une des 6 projec-
tions de go sur les espaces propres de U et vérifie K^ol^o)] >. ^. Le nouveau
go est vecteur propre de 17, vérifie (6.1)-(6.3) et:

„.(.)!, K,)|.,p[-ĵ ]

toujours avec IQ = HxUo.

On pose alors <7a = T10'̂  et on a:

(6.1V (<7oha)=l

(6.2y II^H =0(/,^°)

(6.3/ [1^11 = 0(^^suppx,^)-N),

uniformément pour \ dans un borné de S^o si ^(supp^,^) >: £0 > 0.

Rappelons que les v^ = IlF^a forment une base hilbertienne de F et
que:

(6.4) [|x(^ - ̂ a)|| = 0(^(1 4- <supp ̂  ̂ ))-N)

pour ^ dans un borné de S^ o, sans restriction sur supp^,

(6.5) H^all + Hx^ll = O^dÇsMpp^U^)

pour ^ dans un borné de S^ o» sl ^(^PPX? Ua) ̂  é'o > 0. On a:

(IIp^M = (^|u/î) = (^1^) 4- (ga\v/s - ̂ (s),

et d'après (6.1)-(6.3): (^|^) = ̂ ,/î 4- 0^(1 + |o - /?|)-N).
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Diaprés (6.3), (6.4), on a (g^ - <^) == 0(/^(l + |a - /?|)-^ donc:

(6.6) (ÎÎF9M = <^ + 0(^(1 +|a - ̂ D-^).

Si {e^} est la base orthonormalisée de {^o}, alors:

K} = {eo}(-r + (Â:^)), avec : Â:̂  = 0(^(1 + |a - /^D-^),

et (6.6) reste valable avec v^ remplacé par e/s.

Autrement dit:

(6.7) IÏF^ == e^ + E^^e^, avec : ̂  = 0(^(1 + \a - /îl)-^).

On en déduit que {^pg^} est une base hilbertienne de F. C'est dans
Porthonormalisée de cette base que nous écrirons la matrice de q.

On veut maintenant utiliser le Corollaire 5.4 pour obtenir une majora-
tion de IIj^Q.

On considère la fonction poids <î> définie par: <î> est réelle, croissante
constante sur les projections des puits, et ch^'Çx) = ^W^^ hors des
projections des puits. 2

On définit à partir de <3> une distance dégénérée sur les projections des
puits, par D(x,y) = [^(a;) - <^(î/)|.

Le Corollaire 5.4 s'applique à toute fonction <Ï>^ vérifiant W \
^ min((|^| - e)+, ^), |<^| ^ ^ et on obtient:

(6-8) Vç > 0, lle^n^oll^R) ^ c(e)

où on a posé:
7(rr)=infG(î/)+D(l)(r^,î/),

y

D^Çx, y ) = min D(x, Ik)-}-D(Ik,y), où les Jjk sont les projections des puits,
et
^( \ 26d2(^;l/o)2 i .3' • i(-r(x) = (46^4.1)' mesure la décroissance de go.

On a la même propriété pour les transformées de Ilpgo par l'opérateur
de rotation U = e'^e^^e^:

He^n^oll 4- lle^î/II^oll 4- He^^II^oll ^ c(£).
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On considère la distance d'Agmon entre les puits les plus proches: S =
<Ï>(27r) - <Ï>(0). Alors il existe un v avec 0 < v <: S tel que 7(271-^) > rk,
pour k entier positif.

Alors, si 27TÂ; < \x\ <, 27r(k 4-1):

(6.9) 7(:r) ̂  min((^ + D^k, |^|)), (^ + 1) + D{^{k + 1), |rc|))).

On continue de noter Ua le puits centré en a\v\ -^-OL^V^ et on définit les
entiers: ^(a) = n^1-1 ̂ v^^ pour z = 1,2,3 (Ainsi TT^ == ^(^)

^(a,^)= sup \W-W)\.
i=l,2,3

^ mesure la distance entre les puits, ^(a, /? )==! lorsque î/o et U^ réalisent
la distance minimale entre deux puits.

On reprend aussi les notations de [He,Sj]i:

^)(a,/?) == mm ^(a,ai) + 8{a^a^) + ... ̂ (a^i, ̂ )
O'î^O'lî^-.'i'io'Z-lî11^

et, si A est une matrice infinie indicée sur Z2, A = 0(exp — v6, ) si:

^ ̂  (.-(l-yW(a,/J)^ ̂  ̂  ^
ft

On considère maintenant {^û} la base orthonormalisée de {11?^^}.

Si on change la normalisation de Ilp^a pour avoir Hlljp^oll = 1, les
relations (6.8) et (6.9) permettent d^affirmer:

{^^{n^KJ+ôCe-^))
et donc si / est définie par:

f(x) = min((^ + D^k, |rr|)), {^k 4-1) + D{^{k + 1), |^|))),

pour 27rk ^ \x\ ̂  27r(k + 1), on a:

(6
( l - t ) / (» -ÎT<;(<») ) (l-«)/(l-;.-<;(o))

10) V £ > 0 , | | e 1 — — « ^ | | + | | e - — — • ^ ' "[/^
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i i ( l-e)/(g-2^<a(Q)) » -
+||e1 '^ ' t^H ̂  C^

On s'intéresse maintenant à la matrice W de q\p dans la base {lia}.
L'étude des invariances de cette matrice par les translations est entièrement
analogue à celle faite à la section 2 pour l'équation de Schrôdinger et la
matrice de q\p est de la forme p,I-\- TV, où la nouvelle valeur de u(h} diffère
de 0(/i°°) de l'ancienne, et:

(6.11) TV^e'^'T^W^,,,,

où h' = ̂ [^}.

Comme (6.10) reste vraie avec UQ remplacée par quç,^ on a:

T^=Ô(e-^).

A priori T/ <^ S et cette estimation est insuffisante, mais nous pouvons
l'améliorer pour |a — /?| petit en utilisant la procédure mise en place par
Heiffer et Sjôstrand à la section 4 de [He,SjJ4, qui supplique sans modifica-
tion.

On obtient:

WQ,O = 0 ( e ~ ^ 1 } pour tout e > Osi .max |^(a)| == 1
t—l ;2,3

Wc,,o = 0(e"~ ^ )si max |^(û')| ^ 2, pour un CQ > 0.
t—l 52,3

Grâce à (6.11), ces estimations permettent de majorer Wa^ pour 0 -f- 0.
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B. La partie inférieure du spectre.
On a les puits suivants (calculés dans la section 5):

—0 >• x

On veut avoir la même géométrie qu'à la section 3. On considère les
centres des puits les plus proches de 0:

Mo
M-2

M4

=(^0); Mi==A.T(3,(o,i))=(^^)
= A^o,(-i,o)) = (-f,^); ^3 = (-^,0)
= M(o,(o,-l)) = (-^, -7T); Ms == A^f(3,(i,o)) = (^î:, -^)

On note toujours M,,̂  = (r^)01 (î-^)^ A^ pour £: e {0,3} et a e Z2,^^
le puits centré en M^o et ç^a. l'opérateur dont tous les puits sauf Ue,a sont
bouchés.

On se donne maintenant (rro,^o) € ^0,0 et & > 0, et on construit
comme au paragraphe A une fonction go(x) = c[h) exp -1-î—^—/l^'7 x —
avec (a;A,^) -^ Oo,<?o) et c(/i), ̂ j = O^0), et telle que, si ^o est une
fonction propre normalisée de ço,o'-

(6.12) ( f fo |yo)=l

(6.13) 115011=0^-^)
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(6.14) \^go\\=0(hNd(suw^Uo,orN)

pour tout N entier, uniformément en \ pour \ dans un borné de S^ g ®t
dÇsupp\,Uo,o') >. €o > 0.

On modifie alors go pour qu'elle soit valeur propre de T;^72, tout en
vérifiant (6.12)-(6.14) et

i / M ̂  i ^M f 2^(3;, Jo)1|go(^|c(fe)|exp[-^^J.

On pose alors ^3 == U3go, et:

^,a = e T"<7.

exactement comme dans la section 3, pour avoir les mêmes symétries. On
rappelle que h' est le plus petit réel tel que ̂  = ^PL

Alors, comme au paragraphe A, Tlpge^a es^ une base hilbertienne de
Fy espace spectral de q associé à [^{h) — Ch,^(À) + Ch].

On veut maintenant majorer les TlLF9e,a au moyen du corollaire 5.7.

On considère donc la phase ^ définie par: ^ est réelle croissante, con-
stante sur les projections des puits, et: Ch<^ = ^os^i nors ^es P1'0"
jections des puits.

On obtient une distance dégénérée sur les puits en posant D ( x ^ y ) =
|<3>(a;)—<&(?/)|. Le problème est alors de comparer les deux distances possibles
entre puits voisins:

M2
0-- T C^

M, Mn

47C 271 °

"T "T
2n 47t
T T

c'est-à-dire de comparer DÇ-^, 2^) et D{2^, ̂ L)

On a:
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Lemme 6.2. 23(-2f, 2f) = £>(2f, ̂ )

Démonstration. On va raisonner sur les puits UQ^UI^UÎ centrés en
MO, Mi, MÎ dont les projections sur R,; sont les intervalles [a,, ô,], i = 0,1,2.

On a à comparer Si = <^(ûo) — ^(^i) et S-z = ^(ai) — ^(62).

Soit y définie sur JTT, ûo[par ç? = <^. y est réelle, positive, et ç(a;, iy'(x)) ••
^(h) sur ]7T,ao[- On ne peut pas prolonger y? holomorphiquement au voisi-
nage de TT, mais on le fait sur le domaine hachuré:

^ IR

Sur ce domaine,

cos x + cos ( — + i^(x)\ 4- cos ( — — iyÇx) ) = ̂ (/^),

donc
/x\ ;</0+1

ch^=-cos^)+^^-.

Sur le trajet pointillé C, Im cos -j- < 0 et lorsque l'on contourne le point
TT de la droite vers la gauche, Imchç?(rc) < 0 et îmy pase de 0 à —TT. Sur
Pintervalle réel jôi .ûot,^ ' = Re^>.

On peut donc écrire 5i = Im^, çdx^ où Ci est le chemin complexe
x ç. C, ^ = iy(x)^ qui relie L^ à î/o? que l'on oriente de Uo vers Uo.

De même, on a: S-z = ImJ^, ^Ja;, où €2 est le chemin défini par:

x e r ^ ye r 3 ' 3 '

et

Re^=w, Im^O,

q(x, 0=^)
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qui relie U^ à Ui, que l'on oriente de U^ vers Ui.

On fait un changement de variable dans Pintégrale définissant 62 au
moyen de la rotation p-1 d'angle -f qui échange les puits.

Cette rotation est définie par

,-W)=(|+(,44-|).

Elle est symplectique donc avec (y, 77) = p{x^), on a d(rjdy) = J(^) d'où
r]dy = ̂  + c?/, où / est une fonction holomorphe réelle sur le réel.

Donc 52 = Imjp-i^)^ et on cherche à déformer p-1^) sur Ci.
/î"'1^) est dans X = {(a;, ̂ ); ç(rr, Q = ^z(/i)} et en projection sur C^ il a la
forme:

"xP"^)

Ea! b! ao bo

On peut, en restant dans X, déformer légèrement le chemin y?"1^)
sur un chemin €3 pour que, en projection sur C,;, €3 ait la forme:

-S3

-> Ra! bi ao bo

Sur ce chemin q(x^) = ^i(h) et donc cos<^ = cosiy(x), d'où ^ = ±?'^(a') 4-
2Â;7T, À; Ç Z.

Au voisinage des extrémités du chemin, ^ = iy(x), et pour que cette
égalité ne se propage pas le long du chemin, il faudrait qu'en un de ses
points y(x) = ZÂ-TT, mais alors:

^Çh) = cos x + cos (J 4- z^O)) + cos (J - iy(x)\ = 2 cos2 ^ - 1 ± 2 cos ^
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i.e. ̂ ^ = (cos t±j)2 et comme /.(A) > -|, cos f e R. Or Imcos f =
-SH^^I^sH12!^), et comme sur le contour C^Rex e]0,27r[, cette égalité
implique que x est réel. Ceci ne peut arriver qu'aux extrémités du chemin,
et on propage donc l'égalité ^ = iy(x) le long de €3, à partir du voisinage
d'une extrémité.

Pour déformer €3 sur C\, il suffit de déformer les projections en x et de
toujours avoir ç = i^>{x\ et on obtient l'égalité 62 = 5i. |

Dans ce qui suit, certaines démonstrations tout à fait analogues à celles
du paragraphe A ne seront pas reprises.

On pose:
^x)=mîG{y)^D^\x^

où D^ est la distance indirecte et G(x) == 2 (452^1? ' Alors, pour tout
e > 0:

(6.15) Ik11^ !̂!̂ )̂!!̂ ) ^ c{e).

On a un résultat analogue pour les transformées de ÎÎ.FSO P^ 1s' rotation U

(6.16) \\eil•zlM^UTlFg^x)^m ̂  <6)

(6.17) ^'^^U^Fg^x^w ^ c(^).

Comme dans la section 5, on indice les projections de puits sur Z de
sorte que Ik+i soit immédiatement à droite de If: et IQ = IIa;î7o,o-

Alors il existe un réel i/, avec 0 < v <: S = D(-^-, ̂ ) == D(^, ̂ )
tel que si x e JT^ 7(^) S: |^|^. P^ conséquent, si Ik ^ ^ ^ ^4.1, on a:

7(2:) ^ min(|Â-|i/ + D(Ik,x), \k + 1|̂  + I?(^+i^))-

Si Î7 est un puits, on note ti(U) pour i = 1,2,3 l'entier tel que Ie,(u) soit
la projection sur l'axe des x de p^U, et (^Y) = sup |^(E7) - ̂ (Y)|.

t'=l,2,3
On définit aussi:

6^\U, V) = min ê(U, U^ ) + . . . + <î(^-.i, Y).v ' / t7^l/i5é...5é^_i^V v 7 -l/ \ <: lî /

Ofc
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Comme on a besoin d'une distance orientée à Jo» et que <& est définie
à une constante près, on décide que ^ == 0 sur IQ. (On rappelle que $ est
constante sur les projections des puits.)

Ainsi, si on pose/(a:) = mm(î/\k\+D(Ik^x),î/\k-{-l\+D(Ik+i,x)) pour
Ik <: x <, Jjfc+i, on a: f(x) = A(^(a;)), où A est la fonction paire vérifiant
A(nS) = v\n\ pour n ç. ï dont le graphe est:

Soit Ue^a la fonction associée au puits Ue.,a' (6.15)-(6.17) donnent:
Vç > 0, '

(6.1S) II .«p [-"-'W^-^'-»] ̂ -..,J|.,<«, i ̂

et, si ^ et V sont deux puits,

e / (l-e)v6(l)(U,V)\
|((ç - /.(^))u^[^v)| ̂  G^ ^-——/ ^ ^ .

On s^intéresse maintenant à la matrice de q\p dans la base
{^,cJ(î,Q)e{o,3}x22-

Comme précédemment, cette matrice s'écrit fi{h)I -h Wy avec \{i(h) —
^(/i)| = OÇH^^WM^N = (1 - ̂ o(M - ̂ V))(^N|^M) où ^o désigne le sym-
bole de Kronecker, et on a la même géométrie qu'à la section 3, et donc
l'équivalent de la formule (3.4):

(6.19)
i h ' <r(a,M-N)

WM,N=e—'i——'TV,Ta(M),Ta{N)
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où M représente les coordonnées du centre de puits M dans la base (z/i, ^2)?
r0 = T^r^.h1 = ^^TT]. On a aussi: WM,N = ̂ (e-^).

Comme a priori v <^ 5, cette estimation est insuffisante pour S(MyN)
petit et nous allons l'améliorer en utilisant la procédure de HeIfFer et Sjôstrand.

On fait l'hypothèse de récurrence (H) = (Hl) - (H4:):

(Hl) \WM,N\ <. Ce exp _il=tM^m où a : N* -^ R+ vérifie:

(Tï'2) 0 ̂  a(k + 1) - a(Â;) <, v

(HÏ) a(l)<,S

(Jy4) a(k) >, eok pour un €o > 0.

Il s'agit d'améliorer la fonction a.

On commence par estimer (g — ^)UM = ̂  Wp^MUp. On a: up =
P^M

^[exp-^^^5^^1], où g(x) = ÔÇe-^) signifie: Pour tous A' com-
pact, e > 0, il existe CK,£ > 0 tel que

i i / \ ( l~eV(a?) ii .- ^ .£.| | ^ ( a ; ) e ? l | | L 2 ( K ) S CÂ:,£ e7.

Les termes avec ^i(P) = ^i(M) se majorent par

, / [a(2)+A(^)-^i(M))]\
U ^exp ^ ^ .

Ceux avec ^i(P) 7^ ^l(A4r) fixé se majorent par

^( K|^i(M) - ̂ (P)|) + A(^(^) - ̂ i(P))]\
0 ^exp-————————————^————————————J .

Donc (ç - ti)uM = ÔÇe-^^'^'^) où L(y) = min[a(2) + A(î/),
min a(|Â;|) + A(î/ - kS)}. Pour 5Â; < |î/| <: S(k + 1), on a donc:
k^-Q

L(y) = min(a*(Â;) + \y\ - Sk, a\k + 1) + S{k 4-1) - |î/|),

pour
a^k)=a(\k\)sïk^0,
a*(0) = a(2).
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On cherche une estimation de WM,N pour ̂ i(M) •^ ^i(7V), par exemple
^i(AT) > ̂ i(M). On pose a = ̂ (N) - 4 (M) > 0. On écrit WM,N = ((ç -
^)UN, UM) = ((1 - x)(q - AO^N, UM) 4- (î^N, x(î - ̂ M) 4- (u,v, [ç, ̂ ]UA^) =
^ + ̂  + ni, où ^ = l]-oo,A], avec À à choisir, <^(À) ç]5^i(M), ̂ i(AT)[.

Premier cas: a = 1.

On prend î^ == ^i(M) -h j, ce qui donne pour 1 et II:

I+^=ô^-mnm+^aw+s^

^ôfexp-^0^^) d'après (H2).

Comme [P^x] est à support dans [A — /i,À + h]y I I I = Ô(l)e~^, et:

w ^ ^ min(a(l)+^^)^WM,N == 0 [ exp -————,———— j .

Deuxième cas: a est pair, a >_ 2.

On prend ̂  = ^i(A^f) + ̂ ^ et on obtient:

,̂ c,(»,-(ïi± )̂

,̂o(̂ .î îi±a)
, i TTr ^ / min(ï/(o-l)+5,i/f+a(f))\et donc WM,N == 0 (exp-——L-——\ 2—-^—J.

Troisième cas: Q est impair, a ̂  3.

On prend î^ = -êi(M) + f et on obtient:

^^.ô^.ra^ta1))
,n-a^-'^î±^
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et donc WM,N = Ô [exp - " min(^-i)^^l+a(^) \ ^^ ̂  ̂  ̂

2 et 3,

W^=Ô ̂ p_""n(^-l)+^^t])+(^-[tl))\ .
\ ^ /

On peut refaire ceci avec UuM,U2UM au lieu de UM et cela montre
que les hypothèses (Hl) et (H3) sont vérifiées par la fonction b définie par
6(1) = min(5,a(l)+^) pour^ ^ 2, b(j) = min(^-l)+^a([^])+a-[^])).

Montrons que b ̂  a:
Pour j = 1, d'après (H3), S >: a(l) et donc b(j) ^ a(j').
Pour j ̂  2, diaprés (H3) et (H2):

5+<7-1)^(1)+ ^ {a(k-{-l)-a{k))=a(j\
l<k<j-l

et d'après (H2),

^ ( f i D - ^ ^ ^ - t J D ^ ^ f l l ) ' ^ ^ (^4-1)-^))=^-).
V L J/ V L J/ W^k<j-l

Donc b >, a. En particulier, 6 vérifie l'hypothèse (H4).

Il reste à montrer que b vérine l'hypothèse (H2).

Pour j = 1:
6(l)=min(5',a(l)+^)
6(2) ==mm(5>+^a(l)+^)

donc 0 <: 6(2) - 6(1) ^ z/.

Pour j ^ 3:

60- 4-1) = min (^ 4- 5, a ([L-1]) + v ( j + 1 - \î—l

\ \L z J / \ L - ' -

et feO) = min (v(j - 1) + 5, a ( ̂ ] ) + v Çj - [|]

Posons A = {a([^]) + v{j + 1 - [^])} - {a([^]) + i.O- - [^)}. Il suffit
de montrer 0 < A < v.
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On a: A - (a([^] - a([^)) - ̂ ([(2^] - i) + v. et d'après (H2):

-(m)-^])-^]-.)-
donc ^(1 - [^r1] + [{}) <: A ^ ̂  et comme 0 ^ 1 - [Lal1] + [^], on a bien
0 ̂  A ̂  ^ et b vérifie (H2).

On itère plusieurs fois cette procédure en commenant par a°(j) = vj.
Comme ̂ '^(l) == min(aÀ;(l) 4- ̂  5), au bout d'un nombre fini d'itérations,
on aura: a^l) = 5. A l'étape suivante, a^^) = min(5 + ^a^C1) 4- ̂  =
5 + z/ et donc, pour j > 2, a^4'1^') ^ S 4- ^. On a donc montré:

(6.20)
WM,N = Ô(l)e-i£±^ si <?(M, 7V) ^ 2,

=Ô(Y)e-^ si6(M,N)=l.
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7. MINORATION DE I/EFFET TUNNEL ENTRE PUITS LES
PLUS PROCHES.

Il s'agit d'obtenir une minoration du terme wu,v où U et V sont deux
puits avec 6{U^V) = 1. Rappelons qu'à chaque puits U on a associé une
fonction uu telle que {uu} soit une base orthonormée de F et que uu soit
microlocalement concentrée sur le puits U. {uu} est la base orthonormalisée
de {Ilpgu}, où gu est une gaussienne concentrée sur U.

On a besoin pour ces minorations d'approximation BKW des -fonctions
uu et uy sur un domaine commun, mais dans l'étude de la partie supérieure
du spectre, on a vu que les phases utilisées ne sont pas analytiques entre les
projections des puits. On résout cette difficulté en regardant les fonctions
uu et uy sur une droite complexe R + (fz, avec d -^ 0 petit. L'étude de la
partie inférieure du spectre ne comporte pas ces complications.

A. La partie supérieure du spectre.
On veut estimer le terme Wa,(î pour <S(a,/9) == 1. Grâce aux symétries

de la matrice W, on peut supposer que a == (0,0) et /3 = (1,0), c'est-à-dire
qu'on s'intéresse aux puits centrés en 0 et (27l-, —7r).

On veut utiliser la méthode mise au point par Heiffer et Sjôstrand pour
l'équation de Harper, qui consiste à écrire des développements BKW des
fonctions UQ et u^ entre les projections des puits Uo et U^. La fonction
poids <3> que nous avons utilisée n'est pas analytique en TT et on ne peut
espérer avoir l'approximation BKW de UQ qu'à gauche du point TT et de u^
qu'à droite du point TT.

Par contre, on peut définir une phase ^ holomorphe sur le domaine
hachuré:

\SfÇx) = ̂ (x) sur le segment ]^, 7r[
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^(x) = $(a-) + 7ri(x - TT) sur le segment JTT, 27r - t[.

Les transformées de Fourier des fonctions UQ et u^ étant à décroissance
exponentielle, ces fonctions sont holomorphes sur un voisinage du réel et on
va chercher à en obtenir des approximations BKW sur une droite R + di
où d > 0 est petit. '

Heiffer et Sjôstrand ont montré à la section 5 de [He, SJJ4 comment
obtenir une approximation B.K.W. de UQ près de i, à droite de ce point.
Pour pouvoir appliquer leur résultat, il faut vérifier qu'on a ici la géométrie
du cas qu'ils traitent, c'est-à-dire que la courbure du puits UQ au point (^, 0)
n'est pas nulle.

Lemme 7.1. La courbure de Uo(^) au point (^,0) est non nulle.

Démonstration. Dans un voisinage de (^0),Uo est de la forme (.r(0,0.
Dérivant deux fois la relation cos(^)) + 2cos (^•} cos^ = ̂  on obtient:

(7.1) -cos(x^)x\ç)2 - sin(:r(0)^(0 - 1 cos (xw} x1^)2 cos ^
21 \ 2 /

- sin (̂ ) x"W cos ̂  + 2 sin (̂  x1^) sin $ - 2 cos (^) cos^ = 0.

On a: a-(O) = (,a:'(0) = 0 et (7.1) appliquée au point ç = 0 donne:

0 - sin (a;"(0) + 0 - sin (-) ï"(0) + 0 - 2 cos ('-} = 0,

soit;

(7.2) (l + 2cos (^)) sin (^) .r"(0) + 2cos (^) = 0.

Comme 0 < i < a-, (7.2) entraîne:

(7.3) a;"(0) < 0
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ce qui montre le lemme. |

On peut donc appliquer le résultat de Heiffer et Sjôstrand qui s'énonce:
étant donné un point yo réel, choisi arbitrairement près de A, avec yo > ^
on peut décrire UQ dans un voisinage complexe de yo par

-^(7.4) uo(x)=bo(h)aa(x,h)e

avec:
Ve > 0,3C,, IWI + ——M ^ C^,

ao(x^ h) est un symbole analytique avec 0,0 (î/o, h) == 1.

Par la méthode BKW exposée dans [Sj]i on prolonge le symbole ao en
un symbole analytique elliptique défini sur le domaine

Vo — £o ^ Re x <: TT + £o

0 < ïmx <: do.

Soit a'Q^x^h) une réalisation de ce symbole sur un compact de ce do-
maine et définissons

-^vo(x,h) = bo(h)ao(x,h)e

On a alors, pour 0 < d <^ do :

(7.6) (uo-vo^e^ <Ce-^

dans un voisinage complexe de yo

(7.7) |ke |̂| <.W)eï
v / II \\Lnyo-€o+di,7r^-£o+di]

pour 0 < d ̂  do.
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(7.8) le^^-^ol^e-^

dans L2 ([yo — eo 4- di^ TT + ^o 4- c^])» avec eo(<f) > 0. qd représente l'opérateur
q sur la droite R 4- di^ défini par:

((^u) (x) = cosrr u(x) 4- cos ( -x 4- -^ ) ^(a- + A)

/l 1, \ . ,,
4- cos ( -_x — -.h \ u(x — h).

Dans ces inégalités, OQ est une réalisation de ao au voisinage du segment

[yo — £o + ̂ , TT 4- ^o 4- ̂ ].

Il nous faut maintenant majorer (c^ — //) Uo sur la droite R 4- di. On
a:

Théorème 7.2. 5i 2^ ç 90^, alors (ç^ — ^) e5< invertibîe et:

(") ll̂ -r'll̂ ^-
Dérnonstratîon. On considère la transformation de F.B.L:

Tu(x) = Ch~^ / e~(J!L^l~u{y)dy.

On définit les classes H^ == {u entière ; e""̂  ç J^y2(C)}.

Pour un choix convenable de C^T est unitaire: de ^(R) dans ^$o,
avec ^o(^) = ^ ï̂11, et de L\R 4- dz) dans ̂ ,, avec <^rf(^) = l!B l̂l.

Après conjugaison par T, ç^^ est l'opérateur défini sur H^^ par:

q^Çx) = (27TÀ)-1 /* / e'̂ -̂ç o /c~1 f^^) ^y)dyd^
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où K est la transformation canonique associée à T: ^(î/,^) = (y — ir],r]\ et
un bon contour est

{(,,.).c^(î)^)^}.

Ainsi q et q0' coïncident sur H^Q H H^^.

On considère à présent la fonction holomorphe: ^(rc, y) = — "g^ , qui
vérifie ^(x^x) = ̂ o(x). On a:

<W + <W - 2Re^>,î/) = lî-^L,

et l'opérateur

B^^^Je^^e-^LW,

où L{dy) représente la mesure de Lebesgue sur C, qui pour un choix con-
venable de C est le projecteur orthogonal de L^ sur H^^. Le noyau de

e~ï Beï est estimé par ^e~ 4/1 .

Soit {^cJoç22 un recouvrement de C w H2 par des cellules de périodicité
du symbole g, tel que chaque Qa est borné, son intérieur contient un puits,
et ^îa est à distance non nulle des autres puits. L'identification C » IR2 est
faite par (y,rf) i-> II^y,^) = y - ̂ .

On définit les opérateurs ^a de H^^ dans H^^ par ̂  = B o 1 .̂

On veut à présent donner un sens à l'expression:

(7.10) (g - z)^u = ̂ (g - zY^XaU

pour u ç. H^a'

La majoration du noyau de B permet d'écrire une première majoration:

(7.11) 11^11^ ^_n.) ^ C h||<,,,n.
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IMk^-^ e-^K.)!2^))172.

Comme |ôrfVi:$d(a:)| est borné, on contrôle les normes Hdl,., et
IHÎ  l'une par l'autre: " "^•"°

(7.12) ^ |̂̂

^^IMI^^^e^lHI^.

où a*û, est un point quelconque de f^.

Comme on n'a pas de résultat de continuité de (ç - z)~1 pour le poids
<^Q — —1^—22, on revient aux fonctions sur R.

On considère donc T^^^u, qui s'écrit:

(T-1^) (î/) = Ch-î ye^^e^0 ^" e-^0" ^" ^^(^)^

et on choisit le contour d'intégration Rex = y. On obtient:

l|r-\o<^5îG|H|^,

où IQ est la projection sur H de Qcy.

Donc, si y est une^fonction constante dans unjyoisinage uniforme de
chaque puits, nulle sur J^, décroissante à droite de 1^, croissante à gauche,
et telle que \^'\ <, è où 6 > 0 est assez petit, on a:

(7-13) IÎ ÎL ̂ CM^

Le théorème 5.4 s'applique alors et on a:
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(7.14) iKç-^-ir-^^II.^^IHI^^.

Comme on peut avoir les mêmes inégalités pour U(q — z^^'T"1^^)
et U2^ - J^)~1^~1()(:Q"), on déduit en appliquant T:

(7.15) ||(ç - ̂ r1^^)!!^ ^,n.+B(o.c))

^N
^0,"^ •

Soit C1 > C. Alors pour \d\ <, ^ - ^7, on a:

(7.16) ||(î - ̂ r1^)!!^-^"^0^))

e-^ „, ,_i, ,„ ^(X.)-^Q(X.)
> —^— ||̂  - ̂  (Y^^ll^., ^,n^fl(o.c)) e h

De plus, (7.12) s'écrit:

C\d\ »rf(A^)-^o(A-a) ,, ,,

(7.17) |H|<̂  <. C e . ^——-.——— \\u\\^

Ainsi, (7.15)-(7.17) donnent:

(7.18) ||(ç - zr\X.u)\\^^^^ ^ Ce^ -^^-

Cette relation assure la convergence de (7.10) dans H^^. On a donc
C\d\

construit un inverse à droite de q01 — z de norme inférieure à C^jy. Le
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résultat est vrai pour son adjoint q'~d - ?, donc cet inverse à gauche est un
inverse et le Théorème 7.2 est démontré. |

Remarque. Le Théorème 7.2 reste vrai pour z ç. Q^, \z-^\ >. h^^, h <, h^,
en remplaçant a(h) par \z — fi\ dans son énoncé, mais nous avons besoin
pour le montrer d'une version améliorée du théorème 5.4. Ceci montre que
le spectre de q3' dans Çt^ est à une distance 0(/i°°) de celui de q. |

On a aussi besoin d'un inverse de l'opérateur q^ — z sur la droite IR + di.
On rappelle que l'on avait à la section 6:

î - î -E^-

ÎJk =Î-E^' = î+^
j^k

où 0j est une fonction positive destinée à boucher le puits centré en 27rj.

On prolonge les fonctions 0j au domaine complexe par Oj(x) = Oj(Re x),
ce qui permet de définir sur la droite R + di les opérateurs:

^--i E^'?W-E^'
j

(îdk=<Ïd-'E^=lqd+^
J^k

Soit ^e une fonction de IR -h di dans FS vérifiant la condition

(7.19) (e) |^|^(|Re$'|-e)+. <3>W ^ - pour k >_ 1.

L'opérateur e e^ (ç^ — 2;) e" e^ est elliptique pour h assez petit en
fonction de e et donc, pour h assez petit:

||(5--)-t.iC

(î--.)-l^c..
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On va contrôler q^ — z à partir d e q d — z e t q d — ^ :

Lemme 7.3. Il existe une constante C > 0 telle que, si z ç 9Q/,, alors

qî- z est inversible et Hfg^ - ̂ )~1|| < C^3-.
•" 1 V- / 1 —• ®\.'-/

Démonstration. On note toujours Ij les projecteurs des puits. Soit A un
intervalle de R tel que Ijç CC A et A ne rencontre pas Ik-i U IA-H. Soit B
vérifiant les mêmes propriétés et tel que A CC B.

Soit y positive, à support près des extrémités de .0, nulle sur A,
vérifiant (7.19) (e:o) pour un certain £Q:

(p(x)

A

^k+l

Alors, pour u ç. L2, on a:

{qî - ̂  "IL, > ||IB (<?' - ̂  "||̂  = ||IB (^ - ̂  «|î

^ ||(g«-z)l^||^- I I [ç^lB]»!^

Or (ç4 — z) est continu sur L2 car:

^-z)-^^-.)-1-^-.)-1^^^-.)-1

\ •> /
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+(^-)~1 fE^) (^-)"1 fE^) (^-r\ J ) \ ^ )
et (̂  est constante sur [ Jsuppé?,.

j

Donc

(7.20) ||(̂  - .) u||̂  ^ ̂  e-^a(h) ||1^|[^ - e-A |[«||̂  .

Il nous faut une inégalité analogue avec IA remplacé par IR\A, que
nous obtenons de la même manière:

Soit D un intervalle avec Ik CC D CC A. Maintenant supp^? est
proche de QD. On a:

II (^ - ̂  «|L, ̂  HIRVZ, (^ - .) «||̂  = ||llî\D (^ - ̂  U\\^

^ll^-^lR^H^- 11^,1^0] «|H

et donc:

(7.21) ||(̂  - ̂ ) u||̂  ^ ̂  ||lR\A"||^ - e-A ||u||̂  .

Pour \d\ assez petit, (7.20) et (7.21) entrainent

(7.22) \\(qî-z)u\\ï^e-^a(h)\\u\\.

Comme on a la même inégalité pour l̂ adjoint (q^ — z)* = (q,~d — ?),
Il _i|| cirfl

qî-z est inversible et (ç^ - z) ^ ̂ ^m- et k lemme est démontré. |
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Nous allons en déduire des inégalités à poids, d^abord pour ç^, puis
pour ç^.

Soit donc <^ vérifiant (7.19)(e). On a:

(^ - .)~1 = ̂  - .)~1 - (^ - .)"1 ̂  (^ - .)-1

^-.r1^-^)"1^-^)"1

et comme <&^ est constante sur le support de ô^i

C\d\

(7.23) \\(,i,.)-^^c.^.

Nous allons réutiliser la construction de (q^ — z\ à partir de (q^ — z)~1

pour montrer le:

Théorème 7.4. Il existe une constante C > 0 telle que, si y vérifie (7.19)
(e + C\d\) et z ç ÔQ/», aJor^:

(7.24) H^-.)-1!^^^^zî "L;-"^)

po-iAr À ^ h(e).

Démonstration. On reprend dans le complexe la démonstration du Théorème

5.4. On pose R^ = ̂  (ç^ - z) ^ OÙ ^fc = l{^;2Â;7r-n-<Rer<2Jl-7r+7r} et

^=h(^-)-1^.,ll^(^)

Comme on a un peu de marge sur ^?, on a:

-.e^e
^^^^T si ^ - ^ l ^ 1'</o

C\d\ ^

^ ^ e IJ-fcIfCM+e) . , | ^ oûj,fe ^ C^——re CH si |j - k\ >_ 2.
G(/l)
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— <^M
Donc, si C est assez grande, ||̂ |L^) <: c^e^'

De plus, {qî - z)-1 R^ = I + K^ avec ^d = ̂  ̂  0, (^ - ̂ )-1 ̂ ,
Â; J^^Grâce à la marge qu'on s'est donné sur ^,

C[d\

fi {nd ^~ 1 VT/ II ^ H e h ^l^+^l-'--^^(^-^ U^^^y6 ^
et si C est assez grande, et h <, h{e),\\K\\^ ^ <, j, ce qui achève la
démonstration. |

Corollaire 7.5. Si <^i et ̂  vérifient (7.19) (e + C\d\\ et y?i =^3 ^r Ze^
projections des puits, alors le projecteur îl^, défini par sa représentation
intégrale^ vérifie:

(7.25) ll^lk,^ ̂ e£jû

Démonstration. On écrit

{qd-.)~l^^-.)~l-(?d-.)-l(^e}^-.)-l

\ 3 î

+(^-)"1 fE^ (^-)~1 fE^ ^--)~1

\ J ) \^ !
et seul le dernier terme contribue à la représentation intégrale de 11̂ . On
obtient alors le Corollaire à partir du Théorème.

Revenons maintenant aux fonctions UQ et u^. {u^} est la base or-
b'd^Çx,!^ /^)

thonormée de {11^^} avec HIIF^H == 1 et |̂ | ̂  \c{h)\e~———j-1—- pour
b1 >0.

Sur l'axe R 4- '̂, |^o(a*)| <: ^oÇRex^e^ pour un c > 0 et diaprés le
Corollaire 7.6:
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\Tjd ( \\ ^/^ ^ (l-e-CMh^r)[n^o(a0| <: C^e^e ^

où 7^) = inf D^\x,y) + bd(Rey,Io)2 Dd est la distance de
y€R+dt

IR + di associée à la fonction Re ̂ , et D'^ est la distance indirecte associée.

Ainsi, quitte à réduire un peu la valeur de v à la section 6, on a:

^70^ .^i-e-cm)/^) _^fH(7.26) e A ^ u o ( x ) <, CeC ^
II L^IR+dî)

/d est la fonction définie sur IFS 4- di par

(7.27) f\x) = Min(^ + D^k, \x\) , z.(Â; + 1) + D^Çk + 1), |rr|))

pour 27r ^ |a;| ^ 27r(Â; 4-1).

Comme de plus (ç^ — fi) UQ = y^ w^^u^^ et que les w^o sont expo-
77^0

nentiellement petits,

(7.28) IL^^-^JI <e-^.
Il v / llL2([yo-<rO+d^^+îO+^]) ~

Or nous savons par (7.6) et (7.7) que UQ vérifie la majoration:

(7.29) uo(x)e^ <,C^

dans un voisinage complexe de î/o, pour tout e > 0.

Nous allons pouvoir améliorer Pestimation (7.26) au voisinage de Pinter-
valle [yo,7r •}-eo]:

Soit ^(rr) la fonction réelle continue définie sur R + di par ^(rr) =
Re ̂ Çx) sur [yo — CQ + di^ TT + ^l] , ̂ d est constante à droite et à gauche de
cet intervalle.
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Soit \ : R + di -^ [0,1] une fonction troncature à support dans
[2/o - CQ 4- c?2, TT 4- eo 4- ^'], valant 1 sur [yo - ̂  + ̂ \ TT + j^o 4- di].

On a:

(/ - ̂ z) ̂ o = x (^ - ̂ ) ^o 4- [q^ x] UQ

(7.28) permet de majorer le premier terme:

le^X^-^ol ^e-ï.
Il v / \\L^(R+di)

[^fX] es^ a support dans

[yo - eo + ̂  î/o - ̂  4- di\ U TT + —°- + di, TT + ^o 4- di\ ;

grâce à (7.29) la partie dans [yo - eo 4- ^,î/o - ̂  4- di] est Ô(l)e-^, et
grâce à (7.26) la partie dans [^4-^4- di, TT 4- é:o 4- '̂] est Ô(l)e-2i£JT£m

(car j 0 - coïncide avec Re^ sur l'intervalle [yo 4- cù',7r 4-^0 4- di]Y elle est
donc0(l)e-^1^.

Donc e^ [^^] ^ o | | . _ . , ^ C^ puis
L^R+di)

^(çd-.)(x«o)||^^^^(7.30)

Nous savons que si y est une fonction réelle définie sur IR + di avec
|̂ | < [Re^|, l'opérateur e^ (^ - ̂ ) e-^ est elliptique. (7.30) en-
traîne donc:

I ^d(x)

e ^ UQ\ <:C^,
^'([yo-Ï+di^+^+rfi])

et comme sur le segment [yo - ̂  4- di, TT 4- ̂  4- di] , ̂ ^(a;) = Re ̂ (^), on
a:

(7.31) «oe
^ <:w.

^'([yo-^+di^+^+d.]) -
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Enfin, si on regroupe les majorations (7.6)-(7.8), (7.28) et (7.31), on a

^(^-^-^)|| n<^-^
v r / v 'IlL^o-^+^+^+rfi]) ~

pour 0 < d <, doy

e~^ (uo -vo)\
L^[yo-^+di^+^+di])

<: C^d)e^

pour 0 < d <^ c?o, et e~7— (^Q — i?o) <: Ce~~^ dans un voisinage complexe
de yo.

Compte tenu de l'argument d'ellipticité déjà invoqué, ceci entraîne:

(7.32) 116^(^0-^)11 / r , < C d e ~ ^ .
v / II v '^^([yo-^di^+^-^di])

Récapitulons les formules dont nous aurons besoin par la suite. On a
montré que, pour tout e > 0, on a les majorations:

(7.6)
e hx (a0' — u} vo\\ <: Ccie h pour 0 < d <, do.

v ' / llL2([yo+dt,-n-+eo+^])

(7.7) He^uoll ^ Ce(d)et pour 0 < d <, do.
v / II llL2([2/o+^+fo+rfi])

(7.28)116^(^-^)^011 <Ce~^ pour 0 <: d <, do.
v / II v ' / \\L^[yo+di,7r+eo+di}) ~

(7.31) lle^tJI <: C^ pour 0 <, d <, do.
v / " llL2([^,o+^>+-o+d^])

»

''f(x)

(7.32) e ^ (uo - vo)
^([yo+di^+eo-^-di})

eo(d)

<: CdC~ h pour 0 < d<, do.
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Maintenant que nous avons obtenu ces approximations BKW, nous
pouvons passer au calcul du coefficient w^o-

On a:

Wf3,o = / (î — ^)uo(x)~u^dx.

Donc, avec \i = l]_co,<] pour t dans un voisinage de TT:

w^,o = y Xt(^)(ç - ̂ )uo(x)uft(x)dx

+ y ^oQc) (1 - XtO)) (î - ^Uft{x)dx

- j uo(x)[q,\t}ufs(x)dx.

Les deux premiers ternies de la somme sont majorés par e~~^' et on
peut calculer le troisième car:

fx-^ /a^^
[^ X] = l[t,(+A] cos ^ ——^- j T^ - l[f-A,<] cos ^ —^- j r-/,.

On a donc

(7.33) WQ o = / cos ( - — — ) [uo(x — h)'u.g(x) — uo(x)'ïïgÇx — h)} dx
J[t,t+h] \2 4/

+0(e-^)

Ceci nous conduit à introduire la fonction holomorphe:

A{z) = cos ( - - - j [uo(z - h)~U(s(J) - uo(z)'ïïft(J - h)}

A vérifie la majoration:
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(7.34) \r^A-A\=o(e-^)

dans le domaine D = [z\ TT + £A <, Re 2; ^ TT -4- ^o et 0 <: Im 2- ^ c^o}.
En effet:

(r-AÂ - A) 0) = cos Q + ̂  ) M^CS" 4- /i) - uo(z + ̂ (J)]

-cos (i - i) ̂ 0^ ~ A^O) - ̂ o(^)^(^- /i)]

, J ^^ h\^. , ,, /^ /iV . 1
== no(^) cos ( ~ + - j Uft(z 4- h) 4- cos i - - - j u^z - h)

L V^ ^/ \^ •r/ J

- ̂  F /^ ^^ , ,, ( z h\ , J
-^0) c o s ( - + - j n o ( ^ + / î ) + c o s ( - - - z z o ( ^ - ^ )

L V" •E/ \zl •r/ J

= uo(^)(ç - ̂ u^(J) - ~U(s{~z)(q - ^)uo(z).

Il suffit alors de majorer (^d — ^) UQ et UQ par (7.28) et (7.31) et
(a — fi) Uft et Ufs par les inégalités analogues:

(7.28V Ile^^-^^ll ,. n<^
II v / 'llL2([7r+^+dt,î/i+di]) -

(7.31V 11^^11 .r 1 ^ < ^ e ^

II p\\L^[^^+di,y^di}) ~

où c? ç. [—do^ do], î/i est un point choisi arbitrairement proche de 27r — i^ par
exemple y\ = 27r — î/o, et F est le prolongement holomorphe de la fonction
S — ^(rc) + TriÇx — 7r) à un voisinage complexe de Pintervalle JTT, 27r — t[ sur
lequel elle est analytique.

Sur cet intervalle, on a:
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T(x) = S - <S>(x) - m(x - TT) == S - ̂ (x)

et donc, dans un voisinage de ]TT, 2.7T — t[:

T(J)=S-W.

Les majorations (7.28), (7.28)5, (7.31) et (7.3l)5 entraînent donc (7.34).

Il en résulte que pour d ç]0, do] et t ç. [^,^0] ;

(7.35) w^ = t A(z)dz + 0 (e~^} .
J[t+di,t-{-h+di] v /

De plus, Uft admet une estimation BKW v^ = b^(h)a^x^ h)e~~^'.
Plus précisément, on a:

(7.8V ||e^(^-^)J| , <e-^
II v / -IlL^^+^+dt^i+rfi]) ~

(7.32/ 116^(^-^)11 , < e - ^
II "IlL^Tr+^+^yi+di]) -

pour d ç [—do,do}.

Si on pose

B{z) = cos (| - 4) bo(^ - ̂ /?(^) - ̂ {z^^-z - h)},

alors \BÇz) — A(z)\ <^ e~~ h dans D et:

(7.36) w^o = t B(z)dx + Od (e~^^1)
J[t+di^eo+di] v /

pour 0 < d <^ do.

On peut calculer B(z):
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B(z) = ôoWWcos fl - h} L(z - /Oe-^^^OOe--^
\- 4/ L

/ x -±^i_ /_ ,^ -nz- îl—ao(z)e / l a ^ ( ^ — / l ) e 7l \

= bo(h)b(3{h) cos ^-^ ûoO)^(X)

^2^2^.^^ _ ,-^,^^1 ̂  ̂  ̂ ^

== 2bo(h)b^h)cos (-) ao(^)^(?)e-^6^^(^ - 7i)(l 4- ^(/^)).

Donc B(z) s'écrit e~ïbo{h)bft(h)d{x^ h) où d est la réalisation cTun
symbole analytique classique elliptique.

De plus, on montre de la même façon que (7.34):

(7.34/ \r^B-B\^Cde-^1

sur le segment

[7r+^+^,7r4-£o4-c?z] ,

avec 0 < d <^ do.

Ceci entraine que, sur ce segment, \d(x -\- h^h) — c?(rr,/i)| ^ C^e~ ^
et comme d est classique, on en déduit en annulant l'un après l'autre les
termes du développement de d: \d(x^h) — J(TT 4- CQ 4- di)\ <^ e~~^ sur le
segment

TT + ~ + di, TT 4- eo 4- di\ .

Comme

w^o== f e-^bo(h)b^h')dÇz,h)d2
J[t-\-di,t-^h+di]
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pOMrtç [7r+^,7T+£:o],et

'̂̂ ^biT^*'
on a montré:

Théorème 7.7. Pour tout e > 0, t7 ea^e C^ > 0 tel que, si U et V sont
deux puits avec c(U^ V) = 1, on a:

—e~^1 <, \wu,v\ <: Cee"15^12.
Ce

B. La partie inférieure du spectre
On choisit de minorer Pinteraction entre les puits centrés en M = MQ ==

( f ,0)etAr=M(3,( i , i ) )=(^,0) .
La phase ^(rc) = <3>(:r)— ̂ (^L) est analytique entre les projections des puits
UM e! UN e! on a ^es constructions BKW:

^Sf(v)
VM{x) = bMWe~ ^ aM^x.h)

VN^X) = bN(h)e~ ^ x a.N(x,h)

où: a M et a^ sont des réalisations de symboles analytiques classiques ellip-
tiques définis sur ]î/o, 27T -h £o[ et ]27r — Co, 47T — ?/o[, yo étant un point choisi
à gauche de H^UN) arbitrairement proche de cette projection, CQ un réel
strictement positif ; ^M(^) et b^Çh) vérifient:

l^^^^^l^^'-

Ces constructions vérifient:
^(g) 1 | eQ

e A ^-^^ll^-^o])^6"''

j^(^-^)|l <€-"
II "^^[-yo^o])

I 5-^(g) gQ

e h (q — /z) VN <^ e h

^([-e^yo])
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B S-^f(v) II g

e~f^ (UN - VN)\\ <e~~^
'll^d-eo.yo]) ~"

On conclut comme au paragraphe A, en restant sur le réel, et on mon-
tre:

Théorème 7.8. Pour tout e > 0, il Ce > 0 tel que, si UM et UN sont deux
puits avec < (̂M) 7V) == 1, on a:

1 s+e s-e
—e ^ <:\WM,N\<:Cee "~?~'.
^e

C. Renormalîsation.
A la section 6, nous avons pris soin en définissant les fonctions QM as-

sociées à chaque puits de choisir des relations entre ces fonctions entièrement
analogues à celles de la section 2 pour le cas ^(h) > —1, et de la section 3
pour le cas ^(h) < —1.

On peut donc dans les deux cas faire les mêmes réductions qu'aux
chapitres 2 et 3. On obtient:

Théorème 7.9. On considère l'opérateur
<îh = opï [cosx + cos (f 4- .0 + cos (I - <^)] .
Soit CQ > 0. Il existe c(eo) > 0 telle que, si h <, c(eo), le spectre de q^ est
inclus dans [—|}3] et:

Sp(ç/i)H [—j, —1 - Co] est inclus dans une réunion d'intervalles \ \ J^
J=l,-,n(/i)

Jj^-i est situé à droite de Jp à une distance équivalente à h, </i est situé à

une distance équivalente à h de -j, \Jj\ <, e""~^~,Spç/i H Jj est le spectre
d'un opérateur ^l4- CjOp^,P°, avec ^ ç J j , Cj est réel avec \cj\ = e"~^,c w
l^h1 est le plus petit réel tel que ̂  = ^[Z],P° est un symbole à valeurs
dans M2(C), hermitien, 2?r -périodique en x et <^ tel que:

A-..-^)=(; ;)p°(..^/.)(; ;)
et

P° (^(x {} h} - (p101 ̂  ~ ̂ ^h^ ^^^ \
^ ( ' s ) ' ; ) - l e^(.,0 P^(x+^ç,h))
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où p est la rotation d'angle 7r/3 dans le repère:

27C/3

De plus, P° s'écrit P° == Q° + R°, avec:

n ^ - ( ° l+e^+e^
^ - ^ l+e-^+e-^ 0 )

R0 se prolonge en un symbole holomorphe sur le domaine

{(^OeC^lImrrI+lIm^ ̂ } et sur ce domaine \R°(x^)\ ^ e-4^;

Sp(ç/i)n [—l+Ê:Oî3] est inclus dans une réunion d'intervalles \ j K j ,
j==i,-,n(/i)

-Ki-4-i est situé à gauch-e de K j , a une distance équivalente a h, K\ est

situé à une distance équivalente à h de 3, \Kj\ ^ 6 /i ,Spç/i 0 Kj est
le spectre d'un opérateur ^il + dj0p^,p°, avec fi ç. K j , dj est réel avec
\dA = e~^^c w l,p° est un symbole réel, 1^-périodique en x et ̂  invariant
par la rotation p.

De plus, p° s'écrit p° === ç° + r°, avec q° = cos x + cosf:, + cos(x — $), r°
se prolonge en un symbole holomorphe sur le domaine {(x^) G C2; |Ima;|4-

|Im^| ̂  £(^} et sur ce domaine \r°(x^)\ ̂  e-^.

(Dans cet énoncé, "a est équivalent à h" signifie que - et — sont ma-
jorés par une constante qui ne dépend que de £o).



8. EXTENSION A I/OPERATEUR SCALAIRE
RENORMALISÉ.

Le but de cette section est de montrer comment l'étude de l'opérateur
q° = cos;r4-cos^+cos(rc—^) faite aux sections 5 à 7 s'adapte aux opérateurs
perturbés p° = q° + r°, où r° est un symbole défini sur {(rr, <^); | Im(:E, ̂ )| <,

^} et vérifiant ^^ lô^ol <: ^ sur ce domaine, holomorphe, réel sur le réel,
H<2

27r-périodique en x et ^ et invariant par la rotation p(x^) = Çx — ^x).

A partir des courbes de niveau du symbole q° étudiées à la section 5,
on peut déduire celle du symbole p° grâce à une étude analogue faite dans
[He,Sj]4. On a les résultats suivants :

Les valeurs critiques de p° sont :

1. Le maximum p°(0,0), atteint aux points (2Â-7T, 2k'7r) pour (A-, À:')
dans Z2.

2. Le minimum pQ{2f, ̂ ) atteint aux points (^ + 2Â-7T, ̂  + 2^71-) et
(^ + 2Â-7T, ̂  + 2^7r) pour (k, k ' ) dans Z2.

3. La valeur c w —1 obtenue aux points selle (Â-TT, À;'?!-) pour (À:, À;') dans
Z2 tels que À; ou k1 soit impair.

La courbe de niveau de p° correspondant à une valeur E G]?^^ ^-f), c[
est une réunion de cercles déformés entourant les minima de p°. De même,
pour E ç]c,p°(0,0)[, c'est une réunion de cercles déformés entourant les
maxima de p°. L'ensemble {{x^)^p°(x^) = c} est décrit par : {(x^)
;P°(^0 = c} = /({(a*,0;ç°(^,0 = -1}), où / est 27r-périodique, proche
de l'identité et laisse fixes les points (Â-TT, k ' T r ) pour ( k ^ k ' ) ç Z2 et k ou k1

impair.

On étudie le spectre de p° dans R\[—l — £o^—l + £o] où £o > 0 est
fixé et on cherche à écrire des résultats vrais pour 8 <_ è{eo). L'étude
du spectre au-dessous de —1 est entièrement analogue à celle faite à la
section 7 de [He,Sj]4; nous n'étudierons donc que la partie supérieure du
spectre. A partir de maintenant, on fait le changement de variables sym-
plectique (rr ,^) »-> (rr ,$ — -|) et on travaille avec p = q + r, où p(x^)
=p°(^-t), ^,0=cos^+2cos(t)cos^, r(x^)=r°(x^-j).

On commence par prendre 6 <^ ^û-, avec C assez grand. Ainsi les
projections des puits restent séparées par au moins cfo ^ avec c indépendant
de 6.
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Soit E ç. [—1 + Ê'o,p(0,0)] et Uo(E) la composante connexe de p^^E)
entourant le point (0,0), XQ > 0 le réel tel que 7o = II^l/o = [—a'o,a:o]- On
a :

Lemme 8.1. Il existe une fonction To{o) tendant vers 0 avec 8 telle quCy
dans le domaine D :

iR,

->• R
^ C - T o ( ô ) 7C-T()(0) 1K-^ 1K

(la hauteur du rectangle ne dépend pas de 8) il existe une fonction holomor-
phe ^+, telle que îm^(xo) = 0, p(x,^{x)) = E, et 0 ̂  Im^ <, ^.

Démonstration. On sait que le lemme est vrai pour p = g, et la situation
est stable près des points tournants; loin de ces points, on veut appliquer
le théorème des fonctions implicites. Soit donc ̂  la fonction vérifiant le
lemme pour p = g.

On sait que près de TT, |̂ | w — Log \x —7r | , et si on prend ro{o) = e~^
pour C assez grand, |<^.| <: ^ dans -D. On a :

q(x^°^x)+^-E

= cosx 4-2cos(^)[cos^(.r)cos^-sin^(a:)sin^] - E

== (cosa; — £')(! — cos<^) - 2cos(-)sin^(a') sin$.

Comme | cos(|-)sin^(a;)| >, c, et que, uniformément en (x,^) pour x ç. D
et |Im$| <, ^|r(^,0|+|9^r(.r,0| <, 8, on peut résoudre p(x,^ (x) )-E = 0
dans D avec \^(x) - ^+(x)\ <: C8. |

Pour x dans D, les zéros de la fonction p(x^) — E sont les points
^(x) + 2A-7T et ç-(x) + 2^?r, pour k ç Z, avec $-(.T) = -(^+(27r - rr). Pour
x ç. D et |Im^[ ^ min(Im^-(-(.r),Im^-j-(27r—.T)),p(3',^)—^ ne s^annule pas.



EXTENSION À L'OPÉRATEUR SCALAIRE RENORMALISÉ 107

Sur le réel, ^-(a") = ^-(rr) + 2Â;7r. On prolonge la fonction <^(rr) ==
Im^+(a;) sur tout R : d'abord par 0 sur ]TT — To(^),7r + 7-o(<^)[î puis entre
les puits par péridicité, et sur les projections des puits par 0. On définit
alors le poids $ comme la primitive de ç(x) qui s^annule en 0, la distance
^,î/)=[^)-^(z/)|.

On peut refaire Pétude des sections 5 et 6 avec ces fonctions. La seule
modification est qu^n ne contrôle plus le support de [p, ̂ ] lorsque \ est
une troncature, mais le résultat suivant de [He,Sj]4 (paragraphe 7.1) suffit
: Si ;<' = li—oo <| e^ ^i e^ ^2 sont des fonctions réelles uniformément lips-
chitziennes, avec |(^| + [^l ^ "èï e^ ^iW = ̂ (^î alors pour tout e > 0,
il existe Ce > 0 tel que :

llbA^^c-^.

On a donc :

(8.1) Ile11^^^)!!̂ ) ^ C^

f est la fonction définie sur IR + ai par

(8.2) f(x) = mn^k -+- D^k, \x\\ ̂ k + 1) + D(27rÇk + 1), \x\))

pour 27TÂ; ^ \x\ <^ 27r(Â; + 1), où v est un réel vérifiant : 0 < v <: S'(p) =
D(0,27T).

On en déduit, comme à la section 6, que la matrice W vérifie les ma-
jorations :

CQ£(a,0)

(8.3) \WQ Q\ <. e~~ h pour un £Q indépendant de è.

(8.4) |w^| <, e-^^1 si é(Q^) ̂  2

(8.5) [Wû,/?[ <: Cee'^ hco pour tout e > 0, pour ^(a,/3) = 1.

Il reste à minorer w^,/? pour 6(a,{3) = 1. La phase ^ que nous allons
utiliser pour les constructions BKW est la primitive de ^±— qui s'annule
en 0. On sera amené à considérer deux distances entre XQ et 2?r — XQ :

S(p) = Re^(27r - xo) et S\p) = ^(27r - xo).



108 P. KERDELHUE

On a :

Lemme 8.2. Il existe une fonction Ti(<^) tendant vers 0 avec 6 telle que :

(8.6) Q ^ S ^ - S ' W ^ r ^ ) .

Démonstration. S(p) — S'Çp) = ImJ^ ̂ (z)dz où C est le chemin :

C
•^ ^ ~" ^

/ \
/ \

7t-To( 5 ) ^ TC+To(§ )
IR

Donc S(p) - S ' ( p ) = ïmfc £^(z)dz + ïm f^+(z) - ̂ (z)}dz. Il résulte
de l'étude de ̂  de la section 6 que la première intégrale est positive et
équivalente à —To(<^) Log TO^), et du Lemme 8.1 que la valeur absolue de la
seconde est majorée par Cèr^8\ ce qui montre le lemme. |

Corollaire 8.3. On a :

(8.4V \w^\ ̂  e-^^1 si 6{a,/3) ̂  2.

Démonstration. Ceci résulte du Lemme 8.2 et de la majoration (8.4). |

On définit comme à la section 7 l'opérateur pd comme l'opérateur p
agissant sur la droite R + c?z, pour d >_ To(^). On prolonge la fonction
^(rc) = min(Im^4.(a'),Im^4-(27r — x)\ qui est définie sur le segment [XQ +
di^TT—xo-}-di] à IR-l-cfz par périodicité au-dessus des intervalles séparant les
projections des puits, par 0 au-dessus des projections des puits. La fonction
poids ^d que nous utiliserons est la primitive de ((x) qui s'annule en di. La
distance associée est DdÇx^y) = |^d(^) — ^d(y)\-

On va maintenant écrire des formes B.K.W. pour estimer le terme
^(o,!)^- Soit UQ la fonction associée au puits I/o. Il existe un réel yo > XQ
tel que, dans un voisinage complexe de ?/o, on ait :

(8.7) uo(x) = co(À)e-^oo(.r, h),

où ûo^ h) es^ un symbole analytique classique elliptique vérifiant û(î/o, h) ==
1, co(h) un complexe tel que pour tout e > 0, |co(^)| 4- . 1^. <: C^ -
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Par la méthode B.K.W. analytique, on peut prolonger le symbole a sur
[yo —£o+ diy TT + Co + dÏ\ pour d >, r(6). On appelle vo(x) une réalisation de
CQ(H)e~ h. ao(x^h). On obtient alors, comme à la section 7, pour T ( 6 ) <
d ^ d o :

(8.8) He^O^ - ̂ olk^o+^+.o^]) ^ C(d)e-^

(8-9) lle'^'^oIlLSdyo+dt^+eo+di]) ^ C{e,d)e^

(8.10) He1^2^ - ̂ )^o[|L.([,o+d^+eo+di]) ^ 0(^6-^

(8.11) Ile^^noll^^o+rf^+eo+dz]) ^ C^d)e^

(8.12) ||e±^2(uo - î;o)||^([t,o+^>+eo+^]) ^ 0(^6-^.

Comme |^(a;) - Im^+(a-)| ^ CT, |^d(o-) - Im^(.r)| ^ C<? sur [?/o + di, TT +
£o + <^] et on a :

(8.8)' He^^ - ̂ o||L'([,o+rfi,x+.o+<"]) ^ C(d)e-^ey

(8.9)' Ile^volk^o+d.^o+d.]) ^ C'(e,ri)e^e^

(8.10)' He^^^ - ̂ oIlL^o+^+eo+d.-]) ^ ̂ (^e-^e^

(8.11)' Ile^uolk^o+d.^+.o+d.]) ^ C(£,<f)e^e^

(8.12)' He^^^o - vo)||£2([»<,+d.-,^o+d,-]) ^ C^e-^e^

On écrit :
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^(o,i),o = / uo(x)(p- ^)uço^){x)dx
JR

= / ^oOXp-^ - ^)u(o,i)(2)dz avec To(^) < d <, do,
JH+di

et on remplace la fonction troncature par K = J n , ^ - X^)71'^6» °ù ^ est
définie sur IR+^z par ^ = l{^;Re^<7^} et ^a est Popérateur de multiplication
par C\h~^e ^ , ^s{x) = iCo{x — S^^CQ est réelle positive choisie assez
grande, et C\ est choisie pour que jRi^Tr^)^ = 1.

On a alors :

^(o,i),o = / b^^o^^o,!)^)^
JR+di

+ / (K^ - ̂ (z))u^z)dz
JR+di

+ / ^o(^)((l - K)^ - ̂ u^){z)dz
JR+di

compte tenu des majorations (8.8)/-(8.12)/ et du Lemme 8.2, les deux derniers
S+co(d)-C6

termes sont majores par e ^ . On fixe a et pour 6 assez petit, ces
S+CQ

termes sont majores par e~ ^ . Le premier terme se traite exactement
comme dans le travail de Heiffer et Sjôstrand [He,Sj]4 et on obtient : Pour
tout e > 0, il existe Ce > 0 tel que :

(8.13) TT6"^ ^ Ki^hol <: Cec~
^c

On a donc montré qu^il existe eo > 0 tel que :

(8.3) |w^[ ^ e-'06^'^

(8.4V \w^,/3\ ̂  e-^ pour ^(a,/5) ^ 2

(8.13) —e"'^ <. 1^,^1 ̂  C^e"^ pour ^(a,/3) = 1.
^c

On peut alors étendre le Théorème 7.7 à Popérateur perturbé :
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Théorème 8.4. Soit €o > 0. Il existe un réel 60 avec 0 < 6o < £A tel que,
si r°(a;,^) est une fonction réelle, 2TT-périodique en x et ^, invariante par la
rotation p{x,ç) = (a; — $,a;), et se prolongeant en une fonction hoîomorphe

sur le domaine complexe |Im(a*,^)| ^ j-y avec y ^ \9clro\ < CQ sur ce
\a\<2

domaine, alors : La fonction p° = q° + f° admet trois valeurs critiques
M±,c avec |M+ - 3| <: 80, |M- + || ̂  60, |c-H| ̂  80. Le Théorème 7.7
est vrai pour p°, en remplaçant le maximum 3 e< /e minimum —| ^e ç° par
A^ e< M-.

Remarque. Cas où /i < 0 :
Après le changement de variables qui conduit à p, on note que op^pÇx, $)

= opw^p(rc, —^) et le symbole p(rr,^) = p(a*, —$) a les invariances dont nous
avons besoin et est proche de q. Le Théorème 8.4 est donc valable pour
/ i < 0 .



s



9. ETUDE DES SYSTEMES.

Il ne nous reste plus qu'à adapter les sections 5 à 8 aux opérateurs ma-
triciels qui sont introduits lors de l'étude des problèmes à symétrie hexag-
onale, qui sont les quantifiés de Weyl de symboles de la forme:

?-<,'..,.,e.̂ ,̂ (̂ ,̂ ., l^e••f)

où R° est un symbole analytique classique (il s'agit de fonctions holomor-
phes en (.T, ̂ ,/i)), 2 TT-périodique en x et $, hermitien, s'étend en une ap-
plication holomorphe de {(a',0 ^ C2; | Im(rr,^)| <: ^} dans M2(C) avec
||^°||c2 <: ̂  ^ étant un réel strictement positif suffisamment petit.

De plus, R° vérifie les conditions d'invariance par rotation:

(3.14) R°(-x,-^h)=(^ ^R\x^h)(^ ^

/ R^^x-^^h) e-^^,^A)'
(3.14)' R°[p\x,^h}=[

\ e^R°^(x,^h) R^(x+^ç,h}^

où p est la rotation d'angle 7T/3 dans le repère:

2it/3

On a vu au paragraphe 4.B que ces relations sur les symboles se
traduisent sur les opérateurs par:

[R°,V°}=0

[R°,T^=0
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avec

et

v=.-ft.^(^ T,*)
(Y0)6 = Id

Ti° = T2^[= ÎX ̂  U(. - 27T)]

^0 ^ /TrO\—n-{-lrriO/YO\n—l.

a. Etude des surfaces d^énergîe réelles.
On étudie les lieux E°(^) = {(a-,0 € R2; det(Po°(^) - £;) = 0}, où

P^ est le symbole principal de P°.

Remarquons que pour P° = Ç°, on a:

det(Ç° - E) = E2 - (3 4- 2ço(^ 0) où g°(rr, ̂  = cos x + cos $ + cos(.r - $)

est l'opérateur scalaire qu^on étudie dans les sections précédentes. On
connaît donc les courbes S°(J^) dans ce cas:

Pour E ç] — 3,—1[U]1,3[, S°(JS) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de (27rZ)2.

Pour E ç] — 1,1[\{0}, S°(£J) est une réunion de cercles déformés en-
tourant les points de

(^)^u(^)^z).

S°(-3) = S°(3) = (27rZ)2 et une seule valeur propre de Q° ±3 s'annule
en ces points,

SO(0) = ^^)+(27^Î)2U(^-^)+(27TÎ)2 et le symbole Q° s'annule
en ces points; pour (x, Q proche de (a-o, $0) ê S°(0), les deux valeurs propres
de Q° sont ±(f(x^))^ avec

/(^, 0 = (x - xo)2 4- ($ - Co)2 - (^ - ̂ o)($ - ̂ o) + 0{\x - rro|3 + |$ - Col3)

pour E i [-3,3],E°(^) = 0 . S°(-l) et E°(4-l) sont des réunions de
droites.

On peut étudier les courbes d'énergie de P^ comme une perturbation
du cas Q°.
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Les relations (3.14) et (3.14y montrent:
- d'une part, que la fonction de (x,^) : deiÇPg(x^) - E) est invariante par
la rotation /?,
- d'autre part, qu'au voisinage d'un point (a-o^o) € (¥^) + (27rZ)2 U
(^,f)+(27rZ)2,^ s'écrit

(P^ P?A
^W)- \ po po I

V21 • l 22/

avec P^rco^o) =P^,^) = 0,

l̂ -(^) - P^o^o)! < C^lrr - rro| + (^ - 6)|)

|P?,(rco,6))l ^ ̂  ^ '=1,2.

On en déduit qu'il existe 6 réels M- < c_ < m- ;< 7774. < C+ < A^f-i.
tels que:

\M± - (±3)[ ^ ^ |c± - (±1)| ^ ^ |7n±| ^ <^.
Pour E ç]M_, c- [U]c+, M^. [, S°(^) est une réunion de cercles déformés

entourant les points de (27rZ)2.

Pour E ç]c-, m_[U]m4., c+[, S°(^) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de

(^)+(2.Z).u(^Wz)'
\ 0 0 / \ 0 0 /

S°(M-) = E°(A^4) == (27rZ)2 et une seule valeur propre de Po° - M±
s'annule en ces points,

E°(^_) = S°(m+) == ( ,̂ ̂ ) + (2.Z)^ U (4- 2-} + (2.Z)2,
\ 0 0 / \ 0 " /

la valeur propre est simple si m_ < m-|-, double si nz_ = m+; pour (a",^)
proche de (a-oi^o) € S°(m±), les deux valeurs propres de P(?(a-,^) sont
Ai(a-,0 - /i(.r,Q - (/2(^,0)î et ̂ ,0 = /i(.r,0 + (f^x,^ avec

/i(^, 0 = j(^+ + m-) + 0(Â[(^ - .ro)2 + ($ - ̂ o)2]) et

f,(x, ç) = ̂ (m- - m_)2 + (a: - a-o)2 + (^ - ̂ o)2 - {x - xo)2^ - ̂

+ 0(6(x - xo)2 + 6^ - ̂ o)2 + \x - xo\3 + |$ - ̂ o|3)

et en particulier, Ài(a:,i^) ^ m- ^ m+ $ \-i(x,^). Si ?n_ < m+ alors pour
E €]m_,m+[, E°(£;) = 0. Pour £ ^ [M-,M+], E°(£) = 0. E°(c-) et
E°(c-(.) sont des réunions de droites déformées.
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b. Définition des opérateurs de référence et étude de leur spectre.
Comme on l'avait fait pour les opérateurs scalaires, on fait maintenant

le changement de variable symplectique (a1,^) '—> {x^ -j- £) et on travaille
avec les opérateurs:

P=e-^P°e^

P=Q+R, R^e-^R^^

Q est l'opérateur de symbole

/ o i+e^+e^4-!)^

^l+e-^+Ê-^t) 0 )

Ces opérateurs commutent avec V = e~'^~V°e^' et Tn = e~l^~T^el^'.

Nous allons utiliser les notations et les résultats de [He-Sj]5.

On note Ài(;r,^) et \2(x^) les valeurs propres de Po(^,0, symbole
principal de P, avec M_ :< Ài(a',<^) ^ m_ :< m-j- ^ \-zÇx^) ^ A^f-i-.

Si £' est un réel, on note E(£1) = {(a-,0 € H2; det(Po(^0 - E) = 0},
et si 1 est un intervalle E(7) = U S(jE).

Eç.1
On étudie le spectre de P en laissant de côté les intervalles [c_ —é:OîC-+

Co] et [04. — £•o»c+ + ^o] où $0 > 0 es^ donné. Comme à la section 8, on
choisit 6 assez petit en fonction de CQ pour que les projections de deux puits
(composantes connexes de S(jE)) soient toujours disjointes ou confondues
pour E hors des deux intervalles exclus.

a. Cas des valeurs supérieures à c+.
Pour E ç]c+,M+], S(£') = U Sa(-K), où E^(£7) est la composante

o€Z2

connexe de S(£?) contenant le point OL\V\ -h ^2^2? ^ec z/i = (27r, —7r) et
Z/2 = (27T,7r).

Il est montré dans [He-Sjjs qu'il existe une fonction UC°° de So([c4. +
^,A^+]) dans A^(C) telle que U(x^) est unitaire et

/Ai(^) 0 \
^l(rr,OPo(^,0^,0=

\ 0 A2(rr,0/
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^Soit ^ un difféomorphisme de R2 dans Eo([c+ + ^,Af+]) vérifiant
\QiQf,X\ <. Cjk et dont la restriction à So([c+ + ^Af^) est l'identité.

On définit Popérateur de référence associé à So:

^°W^)=W^)^).

C'est un symbole C°°, classique, et en posant U^Çx^) = U o \{x^\
le symbole principal P^ est diagonalisé par la famille unitaire U^:

^M 0
^o)(^0-lPo(o)(^^(o)(^0=

< 0 A^Or^

^O^) < c- pour tout (x^),

X^ = \2 dans So([c4. 4- ^.M+j),

(A^)-1^ + ^,M+]) = Eo([c+ + ^A^-]),

<AW(^0,[c+ + 2tiL,M+]) ^ ^ pour |^| + \ç\ ̂  C.

Les valeurs propres de P<0) dans [c+ + ̂ , +oo[ sont de la forme:

^iW > ̂ (h) > ... > finwW avec ^,-(/i) - //i+i(/i) ^ ^ et
|^i(/i) - M+l ^ CÀ pour un C > 0.

On pose alors P^) = 3^p(o)r-<^ ^ qui assure Pisospectralité des
p(û)

Soit y>o un vecteur propre normalisé de P^ associé à une valeur propre
^iW-, ^a = T^^o est vecteur propre de P^.

Comme à la section 5, si F est l'espace spectral de P associé à l'intervalle
[^i(h) - ch,fii(h) + cA], avec c > 0 assez petit, la famille {Hp^a} est une
base hilbertienne de F proche de {^a}.

0. Cas des valeurs comprises entre m^. -h e\ et c-(-.
On se donne e\ > 0 et on étudie à présent la région [m-j. + e\, c+ — £:oL

c'est-à-dire qu'on évite la zone où les deux valeurs propres sont proches.

On numérote les puits comme à la section 3:

Mo=f^o),M3=-Mo=f-^,0'
\ 6 / V 3 )

=f^O\M3=-Mo= (-
\ ô / \

M^ == M^ +Q'i^i 4-0/2^2 pour a = (oo.oi.o^) G {0,3} x Z x Z.
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Pour E ç. [7724., C4.[ on appelle T,aÇE) la composante connexe de E(£1) con-
tenant le point Ma-

II est montré dans [He-Sj]s qu'il existe une fonction C00 U{x^) de
S([m+ + ^,04. - ̂ ]) dans M2(C2) telle que U est unitaire et:

/c(^0 b(x^)\
U-\x^Wx^)U(x^)=

\ô(^0 c(x^)j

On considère alors une fonction \ définie dans un petit voisinage de
Mo et on perturbe Pô dans E^o)^) en 1e remplaçant par:

/c(^o+x(^0 ^,0 \
^,0= \U-\x^)

\ b(x^) c(^0-x(^,0/

ce qui nous ramène à un opérateur à valeurs propres simples. On procède
alors comme précédemment et on obtient un symbole C°° classique P^ et
une application C°° U^ de R2 dans A^(C) telle que ï/^ est unitaire et

\(o)À^O 0
^^O-1^0^^0^^

0 A^(.,Q/

A^^rr,^) <: mi pour tout (rc,0,

À^ = À2 dans So([m+ 4- f,^ - 2^],

(A^))-i = ([^4. + ̂ f,^ - 2^]) = So([m4. + ̂ ,c+ - ̂ ]),

^(^^(^O,^ + ̂ 04- - ̂ ]) ̂  è P0113- 1 ^ 1 + 1 ^ 1 ^ a

Les valeurs propres de P^ dans [m+ + ̂ jS^ - 2M] sont de la forme:

^i(^) > ̂ W > ... > ^n(h)W avec ^i(/i) - ̂ i4-i(71) ̂  /^-

On définit alors l'opérateur P^ = V^^P^V3 attaché au point M^,
puis P^ = r^1^^?^0^"^1^^ attaché à Ma pour a e {0,3} x Z x Z.

Soit (^o un vecteur propre normalisé de P^ associé à une valeur propre
^i{h). On pose (^3 = '^3(r)o puis y o = T^'^'^oo- ^û est vecteur propre
normalisé de P^\
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Comme à la section 5, si F est l'espace spectral de P associé à Pintervalle
[^i(h) - ch^i(h) + ch], avec c > 0 assez petit, la famille {Hp^a} est une
base hilbertienne de -F proche de {y a}'

7. Cas des valeurs comprises entre m- — £1 et m-i- +é:i.
On prend un difféomorphisme \ de R2 sur S(o,o,o)([^- - j,m+ 4- j])

tel que |<%<9^| <, C^ et la restriction de \ à E(o,o,o)([^- - ̂ ,m+ + ^]) est
l'identité. On définit P<°) par P^\x^K) = P(x(x^),h). Ainsi, si À^ et
A^ sont les deux valeurs propres de P^°\ avec A^ < \^\ on a:

A^ ^ m_, (À^)-^^ - ̂ .m-]) = S(o,o,o)([m- - ̂ 7n-])

À^ ^ m+, (ÀW)-l([m+,m+ + i) = S(o,o,o)([m+, m+ + ̂

d(\j(x^\[m. - ̂ m+ + ̂ ]) ^ ^ pour |rc| + [^| ^ C.

Il faut maintenant étudier le spectre de l'opérateur à un puits P^ dans
un voisinage de 0. On prend Ci petit, 6 < £:i, E réel tel que \E\ <, ^i, et
on cherche si P^ — £? est inversible.

p(o) — ;̂ a pour symbole principal, au voisinage de (^,0) = Mo:

/pii-E Pi2 \
avec P2i = Pi2, \PjjÇMo)\ ̂  6, j = 1,2.

\ -PZI ?22 — ̂  )

De plus, |p^(^,0 -p,,(Mo)| ̂  C6\(x^) - Mo|2, ^ = 1,2

Pi2(Mo) = 0

\dP^(Mo) - dQ^(Mo)\ ̂  6

( tir 1 i T \e^+je-^\
et dQ^{Mo) = e-- y
II est montré dans l'appendice c de [He-Sj]6 qu'on peut trouver un

opérateur AE proche de l'identité tel que l'opérateur auto-adjoint A'g(P —
E)AE ait comme symbole, au voisinage de Mo:

/p,,-E+hF,(E,h) P^(x^,h)

\ P^(x^h) p^-E^hF^E,h\

Ici pjj est constant, Fj est un symbole analytique d'ordre 0, avec |F,| +
\QEF,\ ̂  C6,
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P^{x^K)^P^x^h\
p^(Mo) = 0 où p^ est le symbole principal de Pf^

IrêM - ̂ 12(^)1 ^ CT|(rr,0 - Mo|,

\9EP^x^K)\ ̂  C8.

Comme le symbole principal de AE est de la forme:

/ 1 012^,0 \

\Q2l(^0 1 ) '

on a: pjj =pjj(Mo).

On veut travailler avec des symboles définis sur tout R2 et on pose donc
AE = ÀE o ̂  où ^ est un difféomorphisme de R2 dans un voisinage de Mo,
dont la retriction à un voisinage de Mo est l'identité, et tel que: \9^9•XSf\ <^
Ca^ pour tous a,/3. De même on pose: AE = (A"g(P — E)ÀE) o ̂ . Ainsi
AE est proche de l'identité, les éléments diagonaux de AE sont constants
et AE : -^^(P ~ E)AE au voisinage de MQ.

Posons AE = f ̂  B } avec dj = Pjj(Mo) - E + hFj{E, h), B == P^
\^±f G2 )

au voisinage de Mo.

Comme première approximation du spectre de P^ au voisinage de 0,
on s'intéresse à a = {E € [-£i,£i]; 0 ç Sp(ÀE)}.

Proposition 9.1. a est un ensemble fini dont deux éléments disjoints sont
toujours distants d'au moins ch pour un certain c > 0. De plus, si 0 ç a, 0
est valeur propre simple de AE'

Démonstration. Commençons par remarquer qu'on connaît les spectres
de BB* et de B*B dans l'intervalle [0,2£2]:

Sp BB* H [0,2e2] == {ao(E, h\ ai(E, / i) , . . . . a^E, h)}

Sp B^B H [0,2e2,] = {a,(E, h),..., a^)(£;, /Q}

avec ûo = 0, Qj+i — a^ w h. Ce sont des valeurs propres simples.

De plus, nous savons que B est injectif, mais non surjectif, et que B*
est surjectif mais non injectif.
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1er cas: a^a^ -^ 0.

Soient u = (^1,^2) et i; = (i?i,U2) = A^. Alors on a:

(1) aiîzi 4-5^2 = î;i

(2) B*UI 4- Û2^2 = V-2

d'où

(3) (ûia2 - BB^UT, = 02^1 - B^

(4) (aiû2 - B*B)u^ = 01^2 - B*t;i.

Si AJE; est inversible, a^ - B*VI peut prendre n'importe quelle valeur
donc (ai<32 — B*B) est surjectif, donc inversible.

Réciproquement, si (<2i<32 - B*B) est inversible, alors a^ - BB* l'est
aussi et (3) et (4) donnent:

IHI ^ Gidl̂ i - Bv^\\ + \\a^ - B*^||) ^ C2||^|| = C2||AE^||

donc AE est inversible.

Dans le cas où A^; n'est pas inversible, AEU = 0 équivaut à

!(ûi<32 - B*B)U<2 =0

ui = -a^"lB^2

0 est donc une valeur propre simple.

2ème cas: ûi = 0.
On a alors:

(iy Bu,2 = v,
(2) B*UÏ + Û2^2 = ^2

et comme B n'est pas surjectif, A£: n'est pas inversible.

f ^ 2 - û
De plus, AEU = 0 équivaut à ^ et comme le novau de B*

[ B^i=0
est de dimension 1, 0 est une valeur propre simple de A.

Sème cas: a-z =0, ai = 0.
Le système:
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(1)' oiui 4- BUÎ = vi

(2) B^i = ̂

donne B*Bu-2 = Balt^;l — 01^2» et comme B*B est inversible, [[i^H <: C^\\v\\.

Grâce à (iy, on a alors \\u\\ <, C^IHI et ̂  est inversible.

Finalement:

Si aia2 7e 0, 0 ç SpÀ£; <==^ ûia2 € SpJ3*jB

Si aiû2 = 0, 0 ç Sp A£; <==^ ai = 0 .

Lorsque 0 ç SpA^;, 0 est une valeur propre simple.

On a donc montré que a est fait de valeurs propres simples et est:

c r= { / ^e [-Ci, £1]; 3Â;çN*, Jî(^/i)=a^,/0}U{/2o}

où .R(£7, /i) = [pii(^o) - ̂  + ̂ i( ,̂ ̂ )]b22(A^o) - E 4- /î.F2(^, ̂ )] et /zo =
Pn(Mo) + 0(6h) vérifie pn(Mo) - /^o 4- hF^o.h) = 0.

Faisons un dessin pour plus de clarté:

\
\

-e!

\

\

^-3

)

\

j^

V--Î V--1 ^ 0 ~ ~ — —

^

/
^^ +

——— ^o ^

/
i, p

/

l2 ^

/
/

3 ^

R(
/|

146

E,h)

0x4 |E, h)

— 03 (E, h)

- 04 (E, h)

ai(E,ht

-i

a est formé des {ik et p.-k pour A; > 0 auxquels on ajoute celle des deux
valeurs ̂  et //o" qui vaut {J,Q. Pour que cette affirmation soit rigoureuse, il
faut montrer:

Lemme 9.2. A droite de ̂  [Resp. à gauche de //o~] les courbes Qjk(£',A)
coupent R(E^ h) en au plus un point
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Démonstration. On commence par majorer la dérivée logarithmique de
ak{E,h) pour \E\ <, e^ k ç N*.

QkÇE^h) est solution de:

(9-1) akV(E,ak,h)=kh

V est un symbole dont le symbole principal Vo vérifie:

(9.2) ayo(^a)=(27^)-lvol{(rr,0; |^(^0|2 < a} .

Ainsi \OEVo(E,a)\ ̂  C8 et \Vo(E,a)\ ̂  ^.

Dérivant (9.2) par rapport à £', on obtient:

{QE^k) [V(E, ajfc, h) + ajfc9,V(^ ûfc, /i)] 4- a^E^(^ ajk, /i) = 0

et comme \QEV\ ̂  \QEVQ\ + C h <, C{8 + /i), on a:

(9.3) \ak(E, h^QE^E, h)\ ̂  C{8 + h) .

Minorons la dérivée logarithmique de R dans la région où R > 0:

RÇE.h^OERÇE.h)

-1 + HÔEF^E, h) -1 + hQEF^E, h)—————————————— _j_
pn(^Vo)-^+^i(^) p22(Mo)-E-{-hF2ÇE,h)

donc
\R(E,h)-19ER(E,h)\

-l+hQEF^E.h) | -1+^^2(^/1)
1- / T t - r \ T - 1 . T T - 1 / T - I T \ ^ ^|pii(A^o)-£;+AFi(E,A)| |p22(Mo)-^+ftF2(^)

Ainsi la^1^^»! < llî"^^^! ce qui montre le Lemme 9.2. |

II reste à montrer qu'il existe c > 0 tel que les éléments de a sont
espacés d'au moins c h.
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Définissons ejc par:

ejb == /2jk pour k > 0 assez petit pour que fik existe,

eo == î4 .

Il faut montrer qu'il existe c > 0 indépendant de k et h tel que 6^.4. i —
e/c >. ch pour A; ç N.

On a:

^ R{ek^h)-R(ek,h)
ejfc+i — ÇA; ^ ————————i^ p.—

SMP^^\OER\
^ R{e^i,h)-R(ek,h)

4£i
ajfc-n(ejb-n, /i) - a^Ê^ ̂ )

>

4ei
aA;4-i(e+i, /i) - Q'fc(ejk-n, h) _ |afc(ejk4.i,A) - afc(eA:^)|

4:ei 4£i

Or afc4.i(ejk-n,/i) — ak(ek-\-i^h) >, Ch pour un certain C et d'après la
démonstration du Lemme 9.2:

\Qk(e-k+i,h)-ak(ek,h)\ <, C{8 + h)ei \ek+i - ek\ .

On a donc:

ch
(9.4) ejfc+i - e^ — .

^i

Ceci achève la démonstration de la Proposition. |

On peut maintenant montrer:

Proposition 9.3. Le spectre de P^ dans [~£^•',c^•\ est formé de valeurs
propres simples espacées d'au moins ch.

Démonstration. On va montrer que le spectre de P^ dans [—^5^] est
fait de valeurs propres simples situées chacune à une distance 0(h°°) d'un
élément de a. L'argument qui suit est très inspiré de [He-Sj]4.
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Soit donc E ç. a et posons fl.h == {z ç. C; \z\ <, /i^}, avec N ç N, 7V ^
2. On commence par construire un inverse approché de A'g(P^ — Z)AE
pour 2; ç_ QÇl^.

Soit ^ ç (^^(R2), valant 1 au voisinage de Mo, et à support assez
proche de MQ pour que A^(P^ — E)AE == Ajç micro-localement près de
supp^.

Soit Qz{^iC) un symbole dépendant holomorphiquement de z pour 2;
dans un voisinage de ft/i et tel que:

(A^(P(°) - I?)AE - z)Q, = I -x + 0{h00) .

On pose:

^=Ç.+(A^-^)-1^

et on a:

{AE{P^-E)AE-Z)R, = I+(Al;(P<o)-£)A^-A£;)(A^-^-lx+0(^oû),

et comme le support de (A^(P^ — E)AE — A£;) est disjoint de celui de ^
et de {(x^) ;det(p(o) - E) = 0} (p(o) est le symbole principal de P^), on
a, diaprés le théorème 5.1:

||(A^(PW - E)AE - A^)(As - ̂ -^L.- = 0(A00) .
Il II <t^\L )

Finalement (A^(P^-E)AE-Z)R. = Ï+K, avec/<, 0 S-00 . R^Ï+K,)-1

est un inverse à droite de (A^(P^ —E^AE—^) de norme ©(/i"^) et comme
on pourrait construire de la même façon un inverse à gauche, c^est un in-
verse.

Ceci montre que5p(Al;(P^-^)A^)n[-^^2] C [-0(h^\ OÇh^}].
Pour plus d'information, nous allons majorer la différence des projecteurs
spectraux TT et ^ associés aux opérateurs A'g(P^ — É)AE et AE et à
rintervalle [-h2, h2].

Soit Q^ tel que (A£; - z)Q^ == ï-\ + 0(^00). Pour ^ ç ^Q/i, on
pose R^ = Ç^ + (AE - ^)~1^. Alors (AE - z)R, = I+C)(ÀOO) et donc

^—(AE-^+O^0 0).
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On a donc, si les intégrales sont calculées sur le contour O^îh. conven-
ablement orienté:

7T - ̂  = (27TO-1 ^((A^P^ - E)AE - Z}~1 - (^E - ̂ )-1)^

= (27rz)-1 f [ÇQ, + (AE - (z - E)y\)

-(Q. 4- (AE - (z - E)))~\} dz 4- O(h^)

= 0(h00) car Qz et Çz sont holomorphes sur ft/i .

Ainsi HTT-^II = 0(/i°°) et le spectre de A^(P<°)-£)AE dans [-h2, h2}
est formé d'une valeur propre simple qui est 0{h°°).

Comme AE est proche de l'identité, le spectre de P^ — E dans
[—ch2ych2} pour c > 0 assez petit est aussi formé d^une valeur propre
simple qui est 0(/i°°).

D^autre part, si c?(/2,a) >, c/i2, on peut construire un inverse à
A^(P(°) - ^)A^ de la façon dont on a construit (A^P^ - E)AE - z)-1

précédemment et P^ — ̂  est donc inversible. Ceci achève la démonstration
de la proposition. |

On définit alors l'opérateur P^ = V^^P^V3 attaché au point Ma,
puis P^ = r^1'0^?00!^0150^ attaché à Ma pour a ç {0,3} x Z x Z.

Soit (^o un vecteur propre normalisé de P^ associé à une valeur /-^(/i).
On pose (^3 = y3^o puis y a = T^1'0'2^^' ̂ û est vecteur propre normalisé
deP(<

Comme à la section 5, si -F est l'espace spectral de P associé à l'intervalle
[^i{h) — c/i, ^i(K) + c/i], avec c > 0 assez petit, la famille {Hp^c,} est une
base hilbertienne de F proche de {^o}.

c. Décroissance exponentielle.

A partir de maintenant, on ne considère plus que la partie du spectre
dans [c- - eo,c^. -h Co} pour éviter d'avoir à reprendre le passage dans le
complexe, qui n'est pas différent de ce qu'on a fait pour l'opérateur scalaire.

E étant donné dans [7-^4-, C+], on trouve une fonction ^(a;), réelle sur
les projections des puits n.cS(^), de partie imaginaire positive et telle que
dé^PoO^^-^-O.

Les zéros de la fonction ^ »-> dét(Po(a",0 - ̂ ) sont les ^+(x) 4- 2k7r et
^"(.r) + 2Â-7T pour k ç. Z.
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La phase <& est une primitive de ^/z; la distance qu'on considère est
D{x,y)=\Re^(x)-<S>(y))\.

On va définir l'équivalent des opérateurs p+ S Ok(x) qu'on avait utilisé
dans le cas scalaire pour obtenir des inégalités à poids.

On se place près d'un niveau d'énergie E ç. jm-^.,^ — co]. On a vu
qu'il existe une application C^U : E([m+,c+ - ̂ ]) -, M^C) telle que
U(x^) est unitaire et

/ b(x,ç) c(x,^\
l/-l(a,OPo(^?.0=

Vc(rr,0 b(x,ç))

On considère alors une fonction \ positive à support dans E([m+, E}) et on
définit PQ*" par:

p+(x {\-U(x ^(^^^^^^ c(ï'^ \n-1^ f\ov'o-"(a;'s)^(.,o ^.0-^,0^ (x^
dans T,([m+,E])

-Po+(a•.0 = -Po(a-,0 ailleurs.

Ceci a pour effet d'écarter les valeurs propres. On considère alors une
application C^V: E([?n+,c+ - Sf] -»• A^CC) telle que V(a-,0 est unitaire

/À?(^) 0 \
y-^a-.OPo+^.ov^o^

\ o \î(x,^j
avec c_ < À^"(a;,^) ̂  m_ < m .̂ ̂  À^(a-,^) < c+. À^ et \^ coïncident avec
Ai et Aa hors de E([m+,.E]). Soit \e € C'°°(R,R) telle que ^t(*) = < pour
t > E + e et Xt(0 ̂  £" + j pour tout *.

Soit Pô défini par:

^(;r,0 0
Po(x,^^V(x^)[ )v-\x^)

\ o ^(À^O)/

dans E([m+,c+ - •^]),PO = PO ailleurs.

Ainsi le symbole P = Pô + (P - Pô) coïncide avec P hors de
E([w+,^+e]) et det(P - a) ̂  0 pour a € [m+,E+ j].
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Pour que P agisse bien sur les espaces à poids exponentiels, on quantifie
de la façon suivante: on considère 0 une fonction C00 de R dans [0,1], à
support dans un voisinage de U ïk (Les îk sont les projections des puits) et

valant 1 sur U h et on pose Pu = Pu + O(PO - Po)(^).

On a aussi besoin d'opérateurs dont une rangée de puits n'est pas
bouchée: On a:

P-P= ^ A^(a;,0 avec supp(A^) C S^([m+,E + e]) .
a€{0 ,3}x ïxZ

On pose Pk = P 4- Y^ N^(x^): on a bouché tous les puits sauf
{cr,Jfc(a)9^}

la rangée de ceux qui se projettent sur î k ' On quantifie alors de manière
analogue à ce qu'on a fait pour P.

Ces opérateurs construits, les modifications à apporter à l'étude du cas
scalaire sont indiquées dans [He-Sj]5, et on montre que, si F est l'espace
spectral de P associé à un intervalle 1 (/i) de la forme [^(/i) - c h, fi(h) 4- c h],
avec c assez petit, II p vérifie le:

Théorème 9.4. Si ^p\ et ^2 sont deux fonctions C°° de H dans H vérifiant
h'-| <: (|Re<^ \-e)+ etyi = ̂  surIl^(E), alors H p défini sur C§°(R, C2)
admet une extension bornée de L2^ dans L^ avec:

\W\^^)^C{eV

d. Matrice cPinteraction.

Nous continuons à utiliser les résultats de [He-Sjjs. Il est montré dans
cet article, dans une situation analogue à la nôtre, qu'on peut trouver une
fonction g^ € C°°(R,C2) de la forme:

g(°\x,h) = c(/0exp ̂  \z{x - x,{h))^h) - ̂ (x - ̂ (/Q)2] ^

avec d[{x,(h)^,W)^W] - 0 et \c(h)\ + |c(/.)|-1 = 0(h-^) et telle
que :

(9.5) (^l^)^
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(9.6) II^II^O^0)

(9.7)
||^(°)|| = ̂ (^[Supp^So^r^pour^ ç Netcf[Supp^, So(^)] ^ £o .

Comme lors de l'étude des opérateurs scalaires, on se ramène alors à
une fonction ^(0) valeur propre de TiV4, vérifiant (9.5)-(9.7).

On pose alors g^ = V3^ et g^ = T^^g^ pour
a = (ao,Q'i,û2) € {0,3} x Z x Z.

{IIp^^} est une base hermitienne de F. On appelle {u^} sa base
orthonormalisée. On a pour u^ des majorations et des constructions BKW
comme dans le cas scalaire et donc, si M et N sont deux puits, on a les
majorations:

e q 6 ( M , N )

(9.8) \WM,N\<:C

(9.9) \WM,N\ <: e-^ si è(M,N) ̂  2

(9.10) |^M,N| ^ C^e^ pour tout e > 0 si 6(M,N) = 1 .

e. Minoration de Peffet tunnel entre puits les plus proches.
Pour fixer les idées, on prend pour M et N les puits centrés en (4^, 0)

et (^,0) (c'est-à-dire: A^f = Mo et N = M(3^i)).

On peut appliquer les résultats à la section 7 de [He-Sj]4 et on obtient:

(9.11) WM,N = -hÇuM^Tï^u^+oÇe-^-^

avec £o > 0, ^ est une fonction C°° à support compact qui vaut 1 dans un
voisinage de 27T.

TSTT est donné par son noyau:

(9.12)
r (x- î / )< '+^.•co((^•-2^)24-(y-2^)2 ; .rr-hv .r 4- y , \ ,/,

T2,=cift-3/2 ye1————2———^———————^(-Ï-'0' -Y--^,h)M
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avec CQ > 0 assez grande, et ci = (2co)î(27r)~3/2.

Le symbole S(x^ <?, cr, h) est donné par:

(9.13) e-^ [Po(x,0 4- icoa) - Po(x,0 - ic^a)} ==

-ha^[e-^S(x,e,a,h)].

Ainsi, si 5o est le symbole principal de 5,

(9.14) 5o(rr,M)=^Po(^).

Pour un choix convenable de la phase <î>, qui n'est définie qu'à une
constante près, les approximations BKW de UM et UN sont:

(9.15) UM = CMWT^aMÇx)

S-4>(x)
(9.16) UN == CN(K)e~ h GN(^) •

La formule de la phase stationnaire donne:

(9.17)
WM,N = -hcMWcNW K^(27r) | ̂ Po(27r,-z^(27r))^(27r)) + 0(h)}

II faut donc montrer:

(9.18) W27r) | ^Po(27r,-2^(27r))a5v(27r)) ^ 0 .

Cas de la bande simple.

Ce cas est analogue à celui traité dans [He-Sjjs. On prend un e\ > 0,
avec S <€ £\i et on traite les valeurs de ^i avec [L '>_ e\.
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Pour (x, 0 au voisinage de (27r,^(27r)) ou de (27r,-z^(27r)), il existe
une matrice U(x^) vérifiant:

u-^Wx^u^^Ç^ ̂ )

et \^x,i<S>'(x)) = ̂ ,Ài(ï,^'(a-)) ̂  ̂  U(x,^ == (/-'(a-.O.

On pose alors

a°M(x) = ;7(ï,î$'(ï))^(a:); a°^x) = U(x,-i<S>'(x))bN(x)

ainsi:
< a^(2^)|9(Po(27r,-^'(27r))û^(27r) >

=< 6M(2îr)|y(27r,^'(27r))*9îPo(2^,-^'(27r));7(27r,-i$'(27r))&.v(27r) > .

Soit N(x,Q = (/^(^^^(^^^(^O = (Al(;'0 ^(^)) • Alors:

9çN(x,^ = ̂ ^^-'(^.^(^(ï^) - ̂ )^(-r,0

+U-1 (x^)afPo(x^)U(x, 0 + y-^ï, 0(Po(ï, 0 - ̂ )9^(a-, 0

et on a:

< ^(27r)|!7(27T, î$'(27r))*^Po(2îr, -t$'(27r))£/(27r, -^'(2;r))^(27r) >

=< 6^^(2701^(2^-^'(2;r))^(2îr) > .

Les premières coordonnées des vecteurs bu et b^ sont nulles, donc

| < (4(27r)|^Po(27r,-î$'(27r)(4(27r) > |

=||6A,(2^)||||&N(2^)ll|9^2(27r,t<î>'(27r)|

et comme, par construction de <M^2(27r,î$'(27r)) ^ 0, on a montré (9.18)
dans ce cas.

Cas de la bande double.
On travaille cette fois dans la région \fi\ ̂  £1 , où €i est assez petit et

6 < e-i.

Ce cas est un peu plus compliqué que le précédant car la matrice
po(x,iï'(x)) n'est plus diagonalisable. Toutefois la matrice ôçPo(a:,î^'(a-))
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est inversible et on peut faire des constructions BKW. L'argument qui suit
est tire de [He-Sjjô:

On connaît les équations de transport vérifiées par a M et a^'.

^Po(x,i<S>'(x))(-iô^(x)) - i9^Po(x,i^{x))a°M(x)}}

+P^x,i<S>l(x))aoM(x) + (Po(a-,^'0c)) - ̂ a^Çx) = 0

^Po(x,-iÏ'(x))(-ia^Çx)) - iô^Po(x,-i<!>\x))a°^x)}}

+Pi(a-, -iï\x))a^(x) + (PoQr, -iÏ'(x)) - ̂ )a^(ï) = 0.

On en déduit:

(9.19) Q, < (4(.-r)|^Po(rr. -iï'(x))a°^x) >= 0.

On peut donc calculer cette expression ailleurs qu'au point îv. On
prend x ç. [^ + T], ̂  + îrj\ avec S « Ci < r^ < 1. Alors:

p^ n-»- (Pii^^)-^ Pi2(a-,0 ^
0 1 ' s ; ^~\ P2l(^,0 P22^()-^)

avec p^(x, 0 == /?($ + ia(x - ̂ )) + 0((rc - ̂ )2 + ̂ 2)

^==e-ï+0(^)

a=(|)i+0(é)

^,(a-,0 = 0(5+^ - ̂ )2 +e2), .7 = 1,2

$ vérifie det[Po(a:,t<l>'(a:) - fi} = 0 et Re<E>' ^ 0, donc pour x ç.
[if.+^^+ 2ri], $'(a") = û(a; - âf) + O(^). Donc Po(a-, ̂ '(.r)) - /. =
/O 2îRea\ -, „. , ,, „ /2î"ReQ 0\ „/ ,. .
[o 0 j+o(7?)etPo(a•,-^$'(a•))-/ i=( p ^1+0 (^ )0 * ,

comme (Po(a:,2$'(a;)) - ̂ ()a^(a:) == 0,

^(^(^o^^)
avec |7M(^)| = IK^)11.
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De même, a%(x) = ( 0 ^ ) + W avec ^(a-)! = ||a )̂||.

On a aussi 9çPo(x, -iÏ'(x)) = ( ° 13 ) + 0(»?), donc

< a^(:r)|^Po(^-^'Or))^) >

- (7M(.K) 0) (^ ^) (^^) + OW = hMÇxWx) + OW.

Finalement,

| < a^x^P^x.-i^ÇxWx) > | = |/3| 11^)11 IÎ MII +0(^).

En choisissant 77 assez petit et a; ç [^ + ^^ ^L + 2?7], on obtient <
a^(rr)|9^Po(^,-^'(^))a5v(^) >+ 0 et (9.18) est montrée.

On a ainsi montré que Pétude du spectre de P hors de deux inter-
valles correspondant à des zones de branchement se ramène aux opérateurs
scalaires ou aux systèmes que nous avons étudiés. Ceci achève la démons-
tration du Théorème 1.
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10. APPENDICE.

Le dessin de la page suivante représente le spectre de op^ç, qu'on
dessine horizontalement en fonction de l'ordonnée À, pour les valeurs de h
telles que ^ soit compris entre 0 et 1 et soit rationnel de dénominateur
inférieur à 30. On se contente de cet intervalle car le dessin complet est
47r-périodique et symétrique par rapport à la droite h = 0.

Pour ^ = £, avec p et q entiers et premiers entre eux, la théorie de
Floquet permet de montrer que le spectre est formé de q bandes qui peuvent
avoir des extrémités communes mais pas se superposer. Le problème du
nombre exact de bandes disjointes est ouvert.
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