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SUR
LA « SOMME » D’'UNE FONCTION

Par N. E. NORLUND,

Membre correspondant de I’Académie des Sciences de Paris.
Professeur 4 I'Université de Copenhague.
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INTRODUCTION.

L'étude d’une équation linéaire -aux différences finies comperte -
deux problémes de genres différents. On peut rechercher tout d’abord
s'il existe des solutions possédant certaines propriétés analytiques
simples, par exemple, qui soient analytiques ou entiéres. Mais de
telles conditions laissent subsister une grande ambiguité dans le choix
des fonctions périodiques arbitraires dont dépend la solution géné-
rale, et, d’'une maniére plus précise, on peut chercher des solutions
-possédant en outre certaines propriétés asymptotiques, qui soient
aussi simples que possible, et caractéristiques.

Nous exposons ici les principaux travaux auxquels ont donné lieu
ces deux problémes pour I'équation

Sz + u:n) =f(2) _ o(a),
ou ¢(z) est une fonction donnée. La solution générale, qu'on appel-
lera somme indéfinie de 9(x) est de la forme

f(z) =F(z)+ (),

F(z) désignant une solution particuliére, et 7 () une fonction pério=
dique arbitraire de période w; et sa détermination s'appellera la
sommation de I’équation. :

Les premiéres théories de cette équation ont consisté a démontrer
I'existence d’'une solution entiére, ou méromorphe, lorsque ¢(z)
posséde 'une ou l'autre de ces deux propriétés.
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" Pour pouvoir caractériser une solution principale, il faut en outre
préciser le caractére de ¢ (z) a l'infini. On réussit ainsi a définir une
solution ne dépendant plus que d’une constante additive arbitraire,
et que I'on appellera la somme principale, ou, plus briévement, la
somme de ¢(x).

Les hypothéses que I'on fait sur ¢(z) pour démontrer I'existence
d’unc somme, telle qu’elle est définie au Chapitre T1I, peuvent étre
rendues moins restrictives en généralisant convenablement cette
définition. On trouvera ici méme un exemple de généralisation, mais-
on congoit que I'on puisse étendre encore la classe des fonctions qui
admettent une somme, de méme que l'on étend, en généralisant la
définition et les procédés, la classe des séries divergentes sommables.

CHAPITRE 1.

LES POLYNOMES DE BERNOULLI.

1. On appelle nombres de Bernoulli la suite des nombres By, B,,
B,, ... définis par la relation de récurrence
By=1,

Z(:)“-‘:Bv (v=12,3,4 .. )

»2=0

On voit immédiatement sur ces équations que ce sont des nombres
rationnels, et tels que (v + 1)! B, soit entier. Le role important de ces
nombres dans l'analyse résulte de ce qu’ils permettent de sommer
aisément les puissances entiéres positives de z.

On appelle polynome de Bernoulli B,(x) le polynome qui satisfait

*al'équation (')

(2) Af(z) =vart,

(') Dans ce qui suit on pose

Af(z) = f(z+1)—f(=z),

(5]

’
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et qui est tel que
B-,(O) = Bv.

Ces deux conditions déterminent complétement ce polynome, et

Ton vérifie de suite qu’il s’écrit:
v
(3) Bu(z) = 2 (] ) Bear;
s=0 )

il est donc toujours de degré v.

On peut écrire symboliquement ce second membre (z +B)Y, en
convenant de remplacer B par B; dans le développement suivant les
puissances de B. En particulier, on peut écrire (1) sous la forme

o (v=0,2,3,4....),

(v=r).

Si l'on remplace, dans (3), z par z + &, on a

(") (i+~B)v—B,=

B,(z + k)= (z+ h+ B),

qui,.développé suivant les.puissances de A, donne la formule générale

4 - By(z+ ) = 2<:>lszv_s(z).
s=0
On voit, en particulier, que
dB, '
) S =Bt

Plus généralcment, si ¢(z) désigne un polynome quelconque, on
déduit immédiatement de (1') I'identité symbolique

(6) #(2+1+B)—9(x+ B) =¢'(r),
de sorte que

: B
f(z) =¢(z+B)=9(z)+ %’ () + F9'(@) +...
admet ¢'(z) pour différence finie. On a donc

() f(2+1)= (xz+h+B)= o(x) + B’—(h—)?’(x)+ Bz+lh)9"(z)+...;

de cette formule générale découlent les applications des polynomes
de Bernoulli dans le calcul aux différences finies.
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La différence finie des deux membres extrémes de () conduit & la
formule sommatoire d’Euler ct de Maclaurin, relative 4 un polynome,

(8) ¢ (z+h)=24a3(x)+ E:(TMA;'(J)+%’I—)AQ”(Z)+....

Remarquons encore que (6) peut s’écrire
$(1+B(x)) — 3(B(z)) = ¢'(2),

ou l'on convient de remplacer les puissances B*(z) du dévelop-
pement par B;(z). Pour ¢(z)==x" on retrouve l'équation (4),
avec h—=1.

2. En changeant z en 1 — 2, on, voit que I'équation (2) est égale-
ment satisfaite par le polynome (— 1)B, (1 — z), dont la différence
avec B, (z) doit donc étre une constante. En égalant les dérivées de
ces deux polynomes. on voit que

(9) By(1— z) = (—1)'By().

Voici une autre application importante de (5). Cette équation est

équivalente a
y —
f B,(s)dz = Bv+l(.}’3 = le+1(-’”) ,
.

"z et y étant quelconques. En particulier
41
(10) f By(3)ds = av.

On en déduit I'expression de la somme des puissances semblables
des n — 1 premiers nombres entiers

- Byr1(n) — Byyy

VA2Vt o+ (n—1)V
v

(v> o).

Clest cette propriété des B,(x) qui a attiré tout d’abord sur eux
I'attention des géométres.

3. L’équation

pormes (om )
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ou 7z est un entier positif, admet évidemment les deux solutions

n—i
1 s
n—vB,(nz) et n ZBV(.L‘—P- ’-l)
§=0
On a donc -

n—1
EBV (w + %) = n*~vBy(nz) + nC.

§=0

En intégrant de z & = + ’—‘l, on'voit, grice a (10), que

. x+1 +;—:
C =f Bv(z)dz—n'—"f By(nz)dzs=o.
x x

n—i

(11) EBv(x—t— -:;):n"“'Bv(n-z‘)-

§=0

On a 'donc

Inversement, on peut déduire (10) de (11) en divisant cette
derniére équation par n, puis en faisant tendre n vers l'infini.

On déduit de (2), (9) et (11) les valeurs des B, () pour certaines
valeurs rationnelles de z. Par exemple, (2) et (9) donnent

(12) B.(1) = By(0) = By=(—1)"B, (v>1);

les nombres de Bernoulli d’indice impair supérieur a 1 sont donc
tous nuls; on a encore
Bay(1) = Bsy(0) = Byy,
Bays1(1) = Byyi(0) =0  (v>o0).

Pour x =0, n=2, (11) donne
1 I
Bv(:)=(lT—-i- —I)Bv.

4. Formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin. — La formule (8)
s’étend 2 toute fonction ¢(z) admettant une dérivée continue
d’ordre m, dans un intervalle x <3<z + w. Considérons la fonc-

tion B,(x) de période 1 qui coincide avec B,(z) dans linter-
valle oSz <1. Siv>1, (12) montre que B,(z) est continue; par
contre, B, () fait un saut brusque égal a — 1 quand z traverse une

valeur entiére, car B, (z) = xr — E Il résulte de (3) que, lorsque v
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est supérieur a 1, B,(x) admet des dérivées continues, jusqu’a,
Vordre v — 2, la (v — 1)'*™ étant discontinue.

Ceci posé, soit I'intégrale

1=
Rm=——w"’f WQ("“(z+wz)dz (o LA <)
o !

m — 2 intégrations successives par parties donnent

m
wY \
Rm= —2 V_! Bv(h)%?(v_ll(x) -+ Rh
v=2

et une derniére inlégration par parties, compte tenu de la disconti-

nuité de B, (h—3) au point 3 =1/, donne enfin la célébre formule
sommatoire d’'Euler

‘ ; T4+w - m W '
(13) ¢(c+wh)= o ‘/; 3(3) dz+z 77 Bv(h)‘%q; v=1(z) 4+ Rp.

v=1
Le terme complémentaire R,, a été étudié par un grand nombre
d’auteurs, notamment par Poisson [1], Jacobi [1], Malmsten [1],
Darboux [1], Sonin [1] et Lindelsf 1, 2, 3].
En posant ¢ () =e7, il vient

m

'
wewh wV wn+1 B,,(h—23)
(4 = =2v—!-Bv(h)—em_ fo ews dz.

I i m!

v=0

La fonction au premier membre est la fonction génératrice des
polynomes de Bernoulli qui a servi de base a un grand nombre
d’études sur ces polynomes.

En remplagant » par iw, (14) donne, pour & = o, le développement
classique

m
w w ~ wiv w
(15) ;""‘E:Z‘“")V(m)! Brvt —— Ry
vy=0

Y

ou
1
R = (—1)m+1 2, [ Bam(2) cos (z— %)w dz
. A

(2m)!

1 B!m+l(z) . 1
——= ~sin(z— - )wds.
=(_l,m+lwlm+l (2”1 -!-l)! 2)
0
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5. On déduitaisément de (15) les développements trigonométriques
des polynomes de Bernoulli. En multipliant les deux membres

R T !
par sin - il vient, pour w = 2vwr, Rp=(—1)", donc

(2m)!
(zvﬁ)!lu

1
f B2 (3) cos2vrnz dz = (—1)m+t (m>o0),
0
(2m +1)!
(2vm)yrm+i’

1
f Bami1(3)sin2vrzds = (—1)m+1
0

En se rappelant la formule (g), on a donc les développements

®

2(2m)! Cos2VR L
B’m(z) = (_x)m+1 (‘271')”" Z vam ’
V=1

(16) »
2(2m —+1)! Esinwn:p

(21-:)'"1-!-1 y2m+1

Bamsa(z) = (— 1)m+1

v=1

Si m est positif, ces séries convergent absolument et uniformément,
et représentent la fonction au premier membre dans Vinter-
valle 0 <2 <1. Elles représentent donc les fonctions périodiques B, (x)
pour toutes les valeurs de z.

On peut déduire de ces développements les expressions des sommes
des puissances semblables négatives des nombres entiers. Par
exemple, pour z = o, la premiére équation (16) donne

(17) ZV_:;' =(_1)m+l (2‘“)2"1 Blm-

2(2m)!

vy=1

CHAPITRE 11.

FORMATION D'UNE SOMME INDEFINIE D'UNE FONCTION ENTIERE OU MEROMORPHE.

6. De la définition des polynomes de Bernoulli, on peut déduire
directement, pour la solution rationnelle de I'équation

(1 Af(=) =2avm",
V=0
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Pexpression

n
(2) Zv+1 By+1 () + const.

v=0

Lorsque le second membre de (1) devient une série entiére; la
série (2) correspondante n’est généralement pas convergente. Mais
on peut remplacerles B, (z) par toute autre solution ¢, (z) de I'équa-
tion (2) (§ 1) et faire ce choix de maniére que la série formée soit
convergente.

A. Hurwitz [I] retranche de B,(x) un certain nombre des pre-
miers termes de son développement en série trigonométrique, qui
sont bien des fonctions périodiques de . Etant donné, comme le
montre tout de suite (14) (§ 4) que

) er:dz
B.(= —;ﬁf(ez—x)z"

C, étant un cercle entourant le seul pole z =o0, par exemple le
cercle | z| =, cet auteur consideére la fonction

eridz
T oy ?
i ¢, (e2—1)5Y

3) bv.r(2) =

C, étant le cercle | z| =(2r +1)x, ou r est un enlier. C’est encore
une solution de (2) (§ 1) D’ailleurs, on voit immédiatement, par la
théorie des résidus, que

 erhmic —1)Ve—2Rix
b2 = Bu(e) =B TR 2,

k=1

c’est-a-dire la somme, changée de signe, des r premiers termes du
développement (16) (§ 5) de B,(z)(v2>1).

SiI'on retranche, par exemple, les m premiers termes de ces déve-
loppements, les fonctions ¢, (x) obtenues sont telles que I'on ait,
pour oSz <1,

[dv(z)| < — < C.

(‘ﬂ )"
On en déduit que, ~ étant un entier quelconque positif,

Huv(a:in)}<vi|a:'in¢| [V—'+lz—_tnq_-2lv-i+...+lzl"—’l+C
<GCvlzxnp (elx <),
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c’est-a-dire que, quels que soient x et v,
14z} | < Ev izl
[l résulte de la que, si 9(r) désigne une fonction entiére,
) (Z) = Ap+ A1 Z + Ay T +-.. .,

la série

t;o‘ll:(-l‘) + %' ba(z) + % Y3(z) +. .,

est absolument et uniformément convergente dans tout le plan; elle
représente donc une solution entiére de 1’équation

() Af(z) = ¢(2).

On peut se demander quelles sont les fonctions entiéres (4) pour
lesquelles, quelle que soit la région finie I' da plan, on peut former,
avec une valeur constante de r, une solution

ay
(6) f(@) =P =2 ()
v=0
de (5), uniformément convergente dans I'. A. Hurwitz montre que la
condition nécessaire et suffisante est que la série

E3

(7) Zv!avx"

v=90
so1t convergente.

Supposons d’abord que (6) puisse étre rendue uniformément con--
vergente dans toute région finie T, grace a une valeur constante de r.
Prenons pour I' une région contenant lintervalle (o, 1). La
somme f(x) de (6), étant holomorphe dans cet intervalle, admet un
développement de Fourier.

flz) = 2 cnetnmiz,
nN—==—»

ou
1
_ —2nRix . = =+ ew *
Cn ‘/‘:f(.ar:)ei't z (n=o0,*x1, 2, ...

On peut substituer (6) a f(x) et intégrer terme a terme; il vient
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alors
ayv! v!
€= e (z—‘unn)z"‘“’
d’ot l'on conclut que cy=ci=cCr3=...=cCsr=0, et que,
pour | n [ >r, :
_ \ ayv!
N er i
v=0
I
Donc (7) converge pour x = TS En posant
.~ ayv!
(8) g(z) = Gmizy*
v=0
il vient ‘
(9 S@)=— D [g(n)ersiz+ g(—n)e—trtiz] (o< <1)."
n=r+1

Réciproquement, si (8) converge pour |z |> [, prenons pour r la
partie entiére de /, et formons la série (6) correspondante. La somme
de ses n -1 premiers termes est

a,v! e2nixz oz
"(“”)— (2n¢)v+1f(e’ntu_l)zw1

C étant un cercle de centre O ct de rayon compris entre [ et r—-1.-
Si gu(z) est la somme des n 1 premiers termes de (8), on a

S,(x) _.f peL g,,(z)dz,

et ceci tend bien uniformément vers une limite, en méme temps
que g, (z), quand n augmente indéfiniment. On peut donc énoncerle

Tutorime. — St une fonction entiére (4) est telle que la
série (8) converge pour |z |> l,de partie entiére r2 o, la série (6)
est uniformément convergente dans toute région finie, et repre-
sente une solulion entiére de U'équation (5). Cette solution se
représente encore par

fr= [ i s(a)d,
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oi C désigne un cercle de centre O et de rayon compris entre
et r4-1, et (9) donne son développement en série de Fourier.

7. P. Appell [1] considére la solution ¢, (z) de (2) (§1) définie
dans Vintervalle o <o <<1 (2 = + i7) par l'intégrale

.(lo) bo(x) = /'Hx= cos2(v—nmr _ ids

cos2(v —1)T3z 1 — ehx—3)’

—joo

le prolongement analytique hors de cetintervalle s’effectue A I'aide de

I'équation (2) (§ 1). En développant - .

——me suivant les puissances
décroissantes ou croissantes de e2™(*=2' selon que s est sur la partie.
positive ou négative de 'axe imaginaire, on vérilie aisément que ()
admet un développement trigonométrique qui coincide avec celui
de B} (.r) a partir du v*™ terme, tandis que les coefficients des v — 1
premiers termes sont de l'ordre de celui du v*™ terme quand v

augmente indéfiniment. Les fonctions d’Appell peuvent donc remplir

le role de ., (r).

8. La définition de ces fonctions est une application de l'intégrale
générale grice a laquelle C. Guichard [1] a démontré que toute

Jonction entiére est la différence finie d’une fonction entiére. Soit
" Pintégrale

o
(1) f(t)=fA o(ry =@y dt

w(t) 1— ermia—ti’

ol le chemin d’intégration est un segment de droite paralléle a 'axe
des imaginaires, et n(x) une fonction analyltique de période 1.

Eig. 1.

8 B, 8., % B, By 8

A As AL A A A ry

(l 1) définit une fonction périodique de x, admettant pour lignes Ce
discontinuité les segments... A_,B_,, AB, A,B,, A,B,, ... con-
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gruents de AB(*). En effet, si E et F sont deux points infinimeni
voisins, respectivement a droite et & gauche de AB, on voit, sur
I'expression

(.z-)—-f () _:((‘:;))[l___e:wﬁz—l) - zni(:—E)Jdt
+j [(t)'n:(.z') ?(x)] _dt +<p(x? [B dt

2Ti(t —x) 2ni J, t—ux

que, lorsqu’on passede E a F, f(z)admet la méme discontinuité que.
la derniére intégrale, qui est une intégrale a coupure d’Hermite. La
valeur de cette intégrale en un point M non situé sur AB est

I - B arg(B— M) —arg(A — M)
‘{‘('”)(.;‘“_i‘ log A—-Ml P )

donc sa variation, quand M passe de E a I sans traverser la coupure,
estg(x), pourvu que ces deux points ne s’approchent pas indéfiniment
des extrémités A et B du chemin d'intégration, la cote de A étant
supposée inférieure a celle de B. On en conclut que la valeur de V'inté-
grale (11) augmente de ¢(x), 4 un infiniment petit prés, quand z
passe du point E au point Fy, =F +1.

Par conséquent si I'on prolonge le chemin d'intégration en « et 8
au deld de A et B, et si 'on définit f(z), dans le rectangle ABB, A,,
par lintégrale (11) de chemin a3, et, hors de ce rectangle, par
I'équation aux différences (5), cette fonction est analytique et con-
tinue dans la bande limitée par les deux paralléeles A'AA” et B'BB’ &
I’axe réel.

Il a suffi que ¢(z) fat analytique dans une bande contenant la
bande A’A", B'B". Si o(x) est entiére, on saura donc former une
solution entiére de (5), si 'on sait trouver une fonction entiére
périodique m(x) telle que l'intégrale (11) converge quand A et B
s’éloignent a l'infini. Etant donné le développement (4) de ¢ (=), il
suffit de prendre

]
n(z):Elanlcosznnx;

n=o0o

(') C'est-a-dire I'ensemble des points z, zil, x + 12, ... correspondaat aﬁx
points z de AB.
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en effet, si AB est, par exemple, sur I’axe imaginaire, on a
- Z| Qan I "
?(i2)
©(i3)

n=—0
< 2 3
al
Zla,,lch'znnz
n=0

qui tend vers zéro plus vite que toute puissance de z quand |5}

e yap . 1
augmente indéfiniment. Le falcleurITE,—_M.M—"rz

restant fini, 'inté-

grale (11), prise le long de I'axe imaginaire, a donc un sens et repré-
sente, dans la bande oS <1, une solution entiére de’équation (5)..

9. Si ¢(x) estseulement holomorphe dans un cercle |z — a|=R,
en prenant A et B trés voisins des points de cotes extrémes de ce
cercle, la méthode de Guichard définit une solution de (5) holo-
morphe dans ce cercle. On peut encore, avec H. Weber [1], rem-
placer le chemin rectiligne AB par un chemin curviligne variable ABC,
“tout entier intérieur & (R), et traversant la ligne des points z *= v
(v entier) entre x — 1 et z. 1l suffit d’ailleurs de prendre n(z)=1.
Cette intégrale définit alors la solution f(z) dans tout le cercle en
question (').

10. On connait une solution de I’équation (5) toutes les fois que

P'une des séries
—2?(00 +), 2?@ =)
v=0

v=i

est convergente. Ceci se produit avec des fonctions non nécessaire-
ment entiéres, et permet de sommer certaines fonctions méromorphes.
D’une maniére générale, A. Hurwitz [1| a démontré, par le procédé
de Miuag-Leftler, gu'une fonction ¢(x), méromorphe dans toute
région finie du plan, est la différence finie d’une fonction de
méme nature.

En supposant d’abord que tous les pdles de o(x) soient a gauche
d'une droite ¢ =b, les ¢ (x + v) sont holomorphes a I'origine pour
toutes les valeurs de v > &. On peut retrancher, du développement de

(') Cf. également R. D. Carmichael [1], p. 173; K. P. Williams [1}.
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Maclaurin de ces ¢(z +v), la somme g,(z) d’'un nombre suffisant
des premiers termes, de maniére que, dans le cercle |z | <v — b, on
“ait '

(12) le(z+v)--gv(z) [ <ev  (v> ),

les ¢, étant les éléments d’une série positive convergente. Cette inéga-
lité est vraie dans toute région finie I' du plan, dés que v est suffi-
samment grand. Donc la série ’

F(z) =Y, [8v(2) —o(z+ V)],

v=0

ou les g,(x) sont des polynomes, converge uniformément dans toute ‘
région finie du plan, tout au moins si 'on néglige un nombre fini de
ses premiers termes. Elle représente donc une fonclion méromorphe
dans toute région finie.

La différence finie de F(x) est également méromorphe, mais

AF () — o(2) + go(2) =lv-;n Hgo(z+1)—8.(@)] +[g1(z +1) — g2 @)] +...
+ [ gv—1 (2 +1)— gy(2)]
+g.,(x+1)—q>(z+l+v)]_

est entiere, car o (z -+ 1+ v) devienl holomorphe dés que v est assez
grand, dans toute région finie du plan. On a donc

AF (&) = ¢(x) + (),

¢1(«) étant une fonction entiére. En déterminant, par l'un des
procédés que nous avons exposés, une solution ecnti¢re F,(z)
de A f(z)=¢,(x), la fonction F(z)— I, (r) admettra o (z) comme -
différence finie et sera, comme F(x), méromorphe dans toute région
finie du plan.

Si tous les poles de ¢ (x) sont dans un demi-plan ¢ > 0, on peut
former de méme une série

F(o)=Y[e(z—v) —su(2)], ,

v=1

ou les g,(z) sont des polynomes, qui représente une fonction méro-
morphe dans toute région finie du plan, et telle que AF(x)— ¢(z)
soit une fonction entiére.
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Enfin, dans lc cas général, on sait qu'on peut toujours décom-
poser ¢(z) en la somme de deux fonctions méromorphes dont les
poles soientrespectivement dans les demi-plans R (z)> bet R (x)< b,
et il suffit d’appliquer les résultats précédents a ces deux fonctions.

CHAPITRE 111.

LA SOMME D'UNE FONCTION.

11. Pour résoudre I'équation

(1) ANSf(x)=¢(x),

w

oil » est un nombre positif quelconque, on peut considérer ('),
au lieu de la solution formelle

() —oN g ),
v=0
qui diverge généralement, la série
3) Fo(elow) = f ?(z)e*-ﬂf-d:{—cchp(.z‘+vw)e""l(-"-‘+W’,
va V=0

@ étant une constante indéterminée. Pour que cette série converge,
«quelque petit que soit le nombre positif =, il suffit de supposer
_que ¢ () est une fonction, réelle ou non, continue pour 20, ettelle
que 'on ait

(1) lim p(z)eM*=0
x> o
quel que soitn>o0. Or,on a
DFp(r|w) = p(z)e s
donc, si F,(z|w) tend uniformément vers une limitc quand » tend '

vers zéro, cette limite F (2| w) est une solution de (1). Elle est définie
a une constante additive prés, et nous l'appellerons la solution prin-

(') Cf. N. E. Nérresp [4]
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cipale de (1), ou somme de ¢(z). Elle sera désignée par'la notation

F(z|w) =S<p(z)%z = %i_;nan(z} w).

D’ailleurs, lorsque (2) converge, F(z | w) représente sa somme, a une
constante additive prés. '

Supposons que F, (z|w) tende uniformément vers une limite F (z |w)
quand 7 tend vers zéro, dans un certain intervalle 6 <z <B. On déduit
immédiatement, de sa définition, que cette limite est une fonction
continue de z dans cet intervalle. D’autre part, de 'égalité évidente

n—1
1 sw lw
s=0

on déduit la formule de multiplication

n—i

i sSw . w
o S
s=0
Quand n augmente indéfiniment, on a donc

. ® I X+ W
lim F(x\; =— F(z|w)dz;
n> o x

cette intégrale s'évalue aisément, car en intégrant terme a terme la
série uniformément convergente (3), on a

é/‘I-HnF,l(xlw)dx: fw?(x)e—ﬂxdx

r+w 2
- f E ¢ (7 +va ) e nie+vel dg

v=e
= f 9(z)e*dz,

de sorte que, en faisant tendre n vers zéro, il vient

(6) %LI+MF(zlw)dz=£rq(;)dx.

\
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On voit ainsi que la somme F(a: \ %) devient justement la primitive

de ¢ () quand » augmente indéfiniment.

Signalons que les deux opérations /\ et \ ne sont pas permutables,
w

a

car
) S[Q?m]gx: ggﬁw'm%z—ggvmgz
Hmw)m— ‘S“" )A= |
—ASw(w)Aw——£"+m?(w) de.

12. Théoréme d’existence. — Démontrons maintenant I'existence

de F (2 |w) dans le cas ou :
¢(z) admet, pour z 2> b, une dérivée m™®™ continue, infiniment
-petite a l'infini;
. 2° L'intégrale

(8) fmﬁ,,.(— z3)em(z +w3z)ds

converge uniformément dans l'intervalle 56<z<b + w.
11 résulte de la premiére hypothése que
?(m—s)(z-)

(9) :l;::n-—xa— =o0 (s=o0,1,2, ..., m)

D’autre part, nous utiliserons dans la démonstration l'inégalité

(10) ‘f‘-ﬁ,,,(h—z)c*‘ﬂw'dz < Ce—nwsz,

ou C est une constante. En effet, si ¢(3) désigne l'intégrale au pre-
mier membre, la périodicité de B,, () permet d’écrire

$(2)= - f Bu(h— 2 — t)enwt dt,

— v












