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FAMILLES NORMALES ET QUASI-NORMALES 

FONCTIONS MÉROMORPHES 
P a r M. G. V A L I R O N 

( Strasbourg) 

I. — INTRODUCTION. 

1. Historique. Questions à étudier. — Vers 1900 les développements 

de la théorie des ensembles et les nécessités des applications (problème 

deDir ich le t , calcul des variations) ont conduit à une élude approfondie 

des familles de fonctions réelles fermées. Dans sa Thèse , P . Montel, 

après avoir étudié les familles réelles, envisagea à un point de vue 

analogue les familles de fonction;» holomorphes et montra notamment 

que la famille des fonctions bornées dans leur ensemble dans un 

domaine est fermée. Ce résultat fondamental domine la théorie des 

familles normales. En 191 1 pu-ut un mémoire de Ci ra théodory et 

Landau, dans lequel les auteur» définissent la convergence uniforme 

des fonctions méromorphes et mettent en évidence le lien entre l 'étude 

des suites méromorphes convergentes et le théorème de Picard . 

A la même époque, P . Montel donna à sa théorie s i terminologie 

et son essor définitif, notamment dans ses beaux mémoires de 1912 

et 191G qui-cont iennent en germe un grand nombre des perfection

nements ul tér ieurs . P . Montel A définit les familles normales, étend 

à ces familles les propriétés des familles bornées , montre que le 

théorème de Stieltjes-Vilali est valable pour ces familles, étudie la 

valence de leurs fonctions, établit que les fonctions admettant trois 

valeurs exceptionnelles forment une famille normale et apporte des 

compléments nouveaux dans l 'élude des valeurs d 'une fonction un i 

forme dans le voisinage d 'un point essentiel. Ces derniers résultats 
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conduisirent G. Julia a de remarquables propositions, reprises et 
complétées par A. Ostrowski qui, grâce à l'introduction de la notion 
de continuité sphérique, donne une grande unité aux énoncés et 
établit l'équivalence des familles normales et des familles également 
continues sur la sphère. D'autre part V. Bloch indique un critère très 
simple de famille normale d'une nature essentiellement nouvelle. 

L'étude des familles quasi-normales fut poursuivie par P. Montel 
surtout depuis 192 i et lui donna des résultats nouveaux : extensions 
des théorèmes de Schottky et Landau, propositions relatives au 
domaine décrit par les valeurs d'une fonction, etc. La méthode des 
familles normales et quasi-normales s'est révélée dans ces questions 
comme un instrument simple, souple et très puissant; d'autres 
méthodes ont pu donner dans certains cas [des résultats plus précis, 
mais dans beaucoup d'autres les propositions obtenues parla méthode 
de P. Montel attendent encore des démonstrations directes. Cette 
méthode est d'une application commode dans l'étude de la représen
tation conforme, P. Fatou et G. Julia ont montré qu'elle joue un 
rôle essentiel dans la théorie de l'itération des fractions ration
nelles ( ' ). 11 n'est pas de question de convergence où elle n'intervienne 
avec succès, elle a désormais sa place marquée dans tout les traités 
d'analyse. 

La théorie elle-même atteint aujourd'hui une grande perfection; 
c'est surtout la recherche de nouveaux critères de familles normales 
on quasi normales que l'on pourra aborder. C'est d'ailleurs par des 
méthodes extérieures à la théorie des familles normales que cette 
recherche doit être poursuivie. A. Bloch a obtenu à cet égard des 
propositions très intéressantes, données en partie dans le dernier 
chapitre de cet exposé, propositions dont la démonstration pourra 
sans doute être simplifiée; il A a là tout un champ nouveau de 
recherches. Dans une telle étude on pourra se guider sur ce fait 
toujours vérifié jusqu'ici : si une propriété ne peut, appartenir à 
aucune fonction entière non constante (ou à aucune fonction méro-
morphe), les fonctions jouissant de cette propriété dans un domaine 
forment une famille normale. Ainsi, au théorème de Liouville corres
pond le théorème fondamental sur les fonctions bornées, au théorème 

.(1) Il ne sera pas question de ces applications dans ce fascicule, ni de-celle à la 
décomposition en facteurs des fonctions entières {voir fascicule II, n° 18). 
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de Picard la proposition sur les fonctions admettant trois valeurs 
exceptionnelles, etc. On peut faire une remarque analogue pour les 
familles quasi-normales. 

On pourra également aborder l'étude des familles quasi-normales 
quelconques, en particulier de celles dont toutes les fonctions limites 
ne sont pas méromorphes. 

2. Rappel de définitions et propositions classiques. — Nous appel
lerons domaine un ensemble de points tous intérieurs et bien 
enchaînés. La frontière du domaine est l'ensemble des points limites 
des points du domaine qui n'appartiennent pas au domaine. Un 
domaine est borné lorsque le point à l'infini n'appartient ni au domaine 
ni à sa frontière. Un domaine borné est simplement connexe si l'in
térieur de toute ligne polygonale simple fermée intérieure au domaine 
appartient au domaine. Un domaine D, est dit complètement intérieur 
à un au Ire domaine D lorsque les points de D, et de sa frontière 
appartiennent à D. 

Soit D un domaine ne contenant pas le point à l'infini et soit E 
l'ensemble des points de D dont la distance à la frontière est inférieure 
ou égale à t et dont la dislance à l'origine est inférieure ou égale à -
(E existe si c est assez petit). Chaque point P de E est intérieur à un 
cercle C(P) appartenant à D dont le rayon pourra être défini d'après 
une certaine loi. En appliquant le théorème de Borel-Lebesgue, on 
voit que E est intérieur à un ensemble D(e) d'un nombre fini de 
domaines complètement intérieurs à D et limités par des arcs de 
cercles. Lorsque £ tend vers zéro, D(s) tend vers D. Ceci reste vrai 
si le point à l'infini appartient à D (on supprime alors la seconde 
condition imposée à E) . 

D étant un domaine ne comprenant pas le point à l'infini, D, un 
domaine complètement intérieur à D dont la frontière est constituée 
d'un nombre fini de courbes simples sur lesquelles on peut définir 
l'intégrale d'une fonction continue, e t / ( - s ; n) étant une suite infinie 
de fonctions de h variable z toutes holomorphes dansD (n = i, 2, . . . ) , 
Weierstra^s a montré que : 

I. Si la suite f(z; n) converge uniformément sur la frontière 
de D , , elle converge aussi uniformément dans D n la fonction 
limite F(z) est holomorphe dans D n la suite des dérivées 
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d'ordre p, fW(z; n), converge vers FW(z) dans D , , la conver
gence étant uniforme dans tout domaine complètement intérieur 
à D , . 

Nous dirons avec P. Montel (b) que la suite f(z] n) converge 
uniformément à Vintérieur d'un domaine D lorsqu'il y a conver
gence uniforme au sens ordinaire dans tout domaine complètement 
intérieur à D. (Si le point à l'infini appartient à D, les nombres/(oo;.n) 
convergent vers un nombre a et \f(z ; n) — a | < e si | z | > A(e) 
et 72 assez grand). D'après le théorème I la fonction limite F (s) est 
holomorphe dans D si l e s / ( s ; n) sont liolomorphes. 

Une fonction holomorphe ou méromorphe dans un domaine est 
complètement déterminée par ses valeurs en une suite infinie de 
points admettant un point limite intérieur au domaine. Si une 
suite (*) de fonctions f(z; n) holomorphes dans D converge unifor
mément à l'intérieur de D vers une fonction F(z) non identiquement 
nulle et si D, est un domaine complètement intérieur à D dont la 
frontière ne contient pas de zéros de F ( s ) , les f(z; n) ont le même 
nombre de zéros que F(z) dans D, dès que n est assez grand. Les 
zéros de F(z) sont les positions limites de ceux def(z; n). 

If. — PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FAMILLES NORMALES. 

3. Théorème fondamental de Montel sur les fonctions holomorphes 
bornées dans leur ensemble. — P. Montel (b) dit que des fonc
tions f(z) holomorphes dans un domaine D sont bornées dans leur 
ensemble à l'intérieur de D lorsque, dans tout domaine D' complè
tement intérieur à D, le module d'une fonction/(5) quelconque de 
la famille est inférieur à un nombre (ixe M(D') . Lorsque le 
nombre M(D') ne dépend pas de D', nous dirons que la famille est 
bornée au sens strict dans D. P. Montel (a) a établi cette propo
sition fondamentale : 

IL De toute suite de fonctions holomorphes bornées dans leur 
ensemble à l'intérieur d'un domaine D, 'on peut extraire une 

. . ( 1 ) Dorénavant on dira simplement suite pour suite infinie. 



FAMILLES NORMALES ET QUASI NORMALES DE FONCTIONS MEROMORPHES. 5 

autre suite qui converge uniformément à l'intérieur de D vers 
une fonction holomorphe {ou vers une constante finie). 

Considérons d'abord une suite f(z\ n) strictement bornée dans le 
cercle | z | < /', le module étant moindre que M. Posons 

(i) J\z\ n) = cg -f-c'/s H- . . . -4 -c^ -h 

Les coefficients c vérifient les inégalités de Ciuchy, 

(•>) \Cj,\rPÏM. 

Le reste de toute série (i) dont les coefficients vérifient (2) est uni
formément moindre qu'un nombre s dans un cercle \z\^p<ir dès 
que le rang du premier terme de ce reste est supérieur à n(s). 

On peut extraire de la suite c'^ (n = ' 1 , 2, . . . ) une suite d'indices 
supérieurs /iJJ (p -=o, . . . ) convergeant vers un nombre y0 qui vérifie 
encore l'inégalité (2) correspondante. Delà suite C\ d'indices supé
rieurs n{) on peut extraire une nouvelle suite d'indices supérieurs njt 

convergeant vers un nombre y, qui vérifie encore (2) (/ ; .= ]), etc. 
La fonction 

F O ) = 7u-r-7i«+...-+ 7 / ^ + ---

est holomorphe pour | s | < r, ses coefficients vérifient (2), son reste 
est moindre que £ dans les conditions indiquées. On en déduit sans 
peine que la suite diagonale des suites 

A*;n"P), 
soit 

A * ; /i$), /(*;/«',), ..., /(«;«?), .., 

converge uniformément vers F (s) pour | z | ^p << /*. 
Passons alors au cas général. Soient un domaine D et une suite f(zm, 71). 

Si D(s) est un groupe de domaines intérieurs à D défini au n° 2 et 
formé de cercles C(P) dont le rayon est la moitié de la plus courte 
distance de P à la frontière de D, le résultat précédent s'applique à 
chaque cercle de centre P complètement intérieur à D; on pourra 
former une suite extraite de f(z\ n) convergeant uniformément dans 
le premier de ces cercles C(P) , puis extraire de celle-là une nouvelle 
suite convergeant en outre dans le second cercle, etc. Au bout d'un 
nombre fini d'opérations on a une suite convergeant uniformément 
dans D(e). Donnons as une suite de valeurs tendant vers zéro eteon-
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sidérons les suites correspondantes, chacune étant extraite de la pré
cédente. La suite diagonale de ces suites converge uniformément à 
l'intérieur de D. 

Ce procédé des extractions successives et du passage à la suite dia
gonale sera d'un emploi constant dans cette théorie. 

A. Convergence uniforme des fonctions méromorphes. Définition 
des familles normales. — On dit, d'après Landau et Caralhéodory et 
Montel, qu'une suite de fonctions f(z\ n), méromorphes dans un 
domaine D, converge uniformément à l1^intérieur de D lorsque 
tout point P de D est centre d'un cercle CP dans lequel l'une des 

suites f(z; n) ou JJ—%—- est constituée de fonctions holomorphes à 

partir d'une valeur de n et converge uniformément au sens 
ordinaire du mot. Nous désignerons la fonction limite par F(-3) 

dans le premier cas et par =-;— dans le second. Si F(z) est constant 

et égal à a dans un cercle CP, il en est de même dans tous les autres : 

si a est fini, les f{z\ n) sont holomorphes pour n > N(D') dans tout 

domaine D' complètement intérieur à D et y convergent au sens ordi

naire du mot; si a est infini, la suite jj—m—- converge uniformément 

vers zéro dans tout D', on dit alors que la suite f(z\ n) converge 

uniformément vers Vinfini à l'intérieur de D. Lorsque F ( s ) n'est 

pas constant, c'est une fonction holomorphe dans les cercles de con

vergence des f(z] /i), méromorphe dans ceux où j ^ - — converge 

sans que f(z\ n) converge, F(z) est donc méromorphe ou holo
morphe dans D, c'est la fonction limite d e s / ( s ; n). Si D' est un do
maine complètement intérieur à D et si l'on exclut le voisinage des 
pôles de F(-s) intérieurs à D', dans le domaine restant les f(z; n) 

convergent au sens habituel vers F(z). de même les -rr--—: conver-
A*ï n) 

gent uniformément vers ^—r dans D' privé du voisinage des zéros 

de F(z). Les pôles et les zéros de F(z) intérieurs à D' sont donc 
points limites de pôles et zéros d e s / ( ^ ; n) et inversement. F(z) est 
holomorphe lorsque les f(z) n) sont holomorphes dans D ou lorsque, 
ces fonctions étant méromorphes, les seuls points limites des pôles 
sont sur la frontière de D. 
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En particulier, pour une suite de fonctions holomorphes, la conveiv 
gence uniforme à l'intérieur .de D au sens actuel (sens large) signifie 
la convergence uniforme à l'intérieur de D vers une fonction holo
morphe ou une constante finie, ou bien la convergence uniforme vers 
l'infini. 

Si une s u i t e / ( 2 ; n) converge uniformément à l'intérieur de D', il en 
est de même de la suite R [f(z; n)] où l\(u) est une fraction ration
nelle. L'addition ou la multiplication des fonctions de même rang 
de deux suites uniformément convergentes ne conduit pas toujours à 
une autre suite uniformément convergente (ni même convergente). 
Mais si les fonctions a(z; 71), b(z; / / ) , c(z; /i), d{z\ n) convergent 
uniformément vers des constantes «, b, c, d finies, avec ad — cb ^é o, 
la transformation homographique 

a (g ; n)f{z\ n) + b(z\ n) 
c(z; n)f(z; /1)-+-</(*; n) 

transforme une suite / convergente en une suite convergente, (uni
formément) [21, b ] . 

Une transformation conforme simple sur &, transformant D en D', 
transforme une suite uniformément convergente dans D en une suite 
uniformément convergente dans D'. Enfin, si D ne comprend pas le 
point à l'infini à son intérieur, et si k(z; n) converge uniformément 
vers 1 dans D, les suites f(z; n) elf[k(z; n) z; n] convergent uni-
forment en même temps dans D et y ont la même fonction limite 
[Ostrowski (b), voir aussi (32, b ) ] . 

Car z0 étant un point de D et F (z) la fonction limite des f(z; w), 

supposée par exemple finie en z0;f(z) «) , converge uniformément et 

est uniformément bornée pour \z — z01 < /', f'(z; n) est uniformé

ment borné pour | z — z01< - r, donc dans ce cercle, 

\*(*)-'f[*{z;n)z;n]\ 

< | F ( * ) — / ( * ; * ) l + ![*(*; *) — i W J * + [*(*; * ) — I ] Û « ; n\\, 

ce qui démontre la proposition. 

Une famille de fonctions méromorphes dans un domaine D est 
normale dans D lorsque, de toute suite de fonctions de la famille^ 
on peut extraire une autre suite unijormément convergente à 
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l'intérieur de D. La famille est dite normale en un point P de D 
lorsqu'elle est normale dans un cercle de centre P [Montel(b, c ) ] . 

Le théorème de Borel-Lebesgue et le procédé des extractions suc
cessives et du passage à la suite diagonale permet de passer de la pro
priété locale à la propriété générale. 

III. Pour qu'une famille méromorphe soit normale dans un 
domaine D, il faut et il suffit qu'elle soit normale en chaque 
point de D [Montel (b)] . 

Des fonctions holomorphes bornées dans leur ensemble dans un 
domaine D constituent une famille normale dans D en vertu du théo
rème IL En faisant une transformation homographique à coefficients 
constants, on obtient cette généralisation : 

IV. Les fonctions méromorphes dans un domaine D qui ne 
prennent pas les valeu/s Z appartenant à un domaine A consti
tuent une famille normale dans D [Montel (c ) ] . 

On peut généraliser en faisant une transformation homographique 
à coefficients variables, 

5. Applications à l'étude de la convergence des suites. Théorème 
de Vitali. — Les fonctions des suites normales jouissent de propriétés 
qui conduisent aisément à des propositions sur la convergence uni
forme. Nous nous appuierons sur celte propriété générale : 

V. Les fonctions f(z\ n) d'une suite normale dans un do
maine D ne peuvent converger en chaque point de U vers les 
valeurs d'une fonction F(z) méromorphe dans D ( ' ) sans que la 
convergence soit uniforme à Vintérieur de D [ 17, b ; 11, b ] . 

Car, en supposant pour fixer les idées, que F(z ) est holomorphe 
dans un domaine D' complètement intérieur à D et que la conver
gence n'y est pas uniforme, on aurait, pour une suite de n et de 
points z,t correspondants de D', 

( ' j On entendra dorénavant par fonction méromorphe : une fonction méromorphe 
proprement dite, ou une fonction holomorphe, ou une constante finie ou infinie. 
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Or, on peut extraire de cette suite f(z; n) une autre suite qui 
converge uniformément dans D vers une fonction méromorphe qui 
est nécessairement F(z)1 ce qui contredit l'inégalité précédente. 

En s'appuyant sur la proposition relative à la détermination d'une 
fonction méromorphe, on déduit de là que : 

VI. Si une suite de fonctions méromorphes est normale dans D 
et si les fonctions de cette suite convergent (au sens large) en des 
points de D admettant un point limite intérieur à D , elles conver
gent uniformément à Vintérieur deD. 

Car toutes les fonctions limites sont égales, si F(z) est la valeur 
commune, f(z; n) converge nécessairement vers F ( s ) en tout point 
de D et le théorème V s'applique. On peut également déduire du 
théorème V cette proposition qui sera utilisée plus loin : 

VU. Si une suite de fonctions méromorphes f(z; n) est nor
male dans un domaine D et si, à chaque n correspond un 
ensemble É(/i) de points en lesquels f(z; n) — F(z) tend unifor
mément vers zéro ( ' ) , F(^) étant méromorphe dans D, la 
suite f(z] n) converge uniformément versF(z) ci l'intérieur deT> 
pourvu que toute suite d'ensembles K(/i) admette un ensemble 
limite E ayant un point d'accumulation intérieur à D. 

Le théorème VI énoncé par M. P. Montel (pour les fonctions holo
morphes) renferme des propositions obtenues par divers auteurs. 
Pour une famille bornée on a le théorème de Vitali ([34], voir aussi 
Porter [24]) : 

Vllf. Une suite' de fonctions holomorphes bornées dans leur 
ensemble à Vintérieur d'un domaine D converge uniformément 
vers une fonction holomorphe à Vintérieur de D dès qu'elle con
verge au sens ordinaire en une suite de points de D admettant un 
point limite intérieur à D. 

Cette proposition renferme elle-même celle qui avait été donnée 
en 189*) par Stieltjes [31] (qui correspond au cas où la suite converge, 
dans tout un domaine intérieur à D) et qui fut ensuite généralisée 

( l) Il suffit que la distance sphénque de F(z) à f(z; n) tende uniformément 
Y ers zéro. 
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par Osgood [20]. Landau et Carathéodewry [8^ c} ont énoncé une 
proposition voisine de VI et l'ont appliquée aux fonctions ne prenant 
pas trois valeurs exceptionnelles, fonctions qui forment une famille 
normale (voir chapitre III). 

E. Lindelôf (a) a montré que l'on peut exposer les présents résulV-
tats en commençant par le théorème VI, d'où l'on passe à IL La 
mirche suivie ici est celle de P. Montel. 

6. Représentation sphérique. Égale continuité. Théorème de A. Os-
trowski. — Considérons une famille de fonctions méromorphes/^:;), 
normale dans un domaine D. za étant un point intérieur à D, portons 
d'abord l'attention sur les fonctions telles que \f(z0) | < i; a étaat 
donné, il existe un cercle \z — z0 | << b dans lequel \f(z) —f(z$) | 
est inférieur à «. Sinon on aurait 

| / ( * o î n)—f(zn; n)\ïa 

pour une suite de n et de points zn correspondants tendant vers z0. 
Or on peut extraire de la s u i t e / ( s ; n) ainsi obtenue une autre suite 
qui converge uniformément vers une fonction nécessairement holo
morphe en z0, donc autour de z0, d'où une contradiction. On raisonne 

de même avec -^- lorsque \f(z0) |> i. En appliquant les théorèmes III 

et IV, on obtient ces propositions : 

1Y. Pour qu'une famille de fonctions f(z) méromorphes dans 
un domaine D soit normale, il faut et il suffit qu'à tout point z0 

deD et à tout nombre positif a, corresponde un cercle \ z — z0\<^ b 
dans lequel on a 

l A * W ( * o ) l < a 
ou 

i i 
<a, 

l/(«) /(«o)| 

suivant, que \f(z0)\ est inférieur ou supérieur à i. 

Y. Pour qu' une famille de fonctions f(z) méromorphes dans un 
domaine D soit normale, il faut et il suffit que, à chaque point z0 

de D corresponde un nombre M(s 0) e^ un cercle \z — zo\<ir(z0) 
dans lequel on a, pour toute fonction de la famille, l'une ou 
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l'autre des inégalités. 

I / (OI<"M:(*O) , 
A*) <M(*0). 

Ces propositions ne différent que par la forme de celles que Â. Os-
trowski a obtenues en introduisant la représentation sphérique des 
valeurs des fonctions méromorphes. A. Ostrowski considère le point 
représentatif de Z=f(z) non plus dans le plan, mais sur la srphêrœ 
de Riemann. OXY étant le plan de la variable Z, on considère la 
sphère S de centre O et rayon i et l'un des points w où la normale au 
plan en O coup? S. Au point P d'affixe Z du plan on fait correspondre 
le point Ç de la sphère situé sur coP. La distance sphérique | Z, TJ | de 
deux points Z, Z' est le plus petit arc de grand cercle joignant les 
points correspondants Ç, £'. On obtient aisément les relations sui
vantes : 

|Z, Z' |^|Z, Z"|+|Z", Z'I, 
I , i | = | Z , Z ' | , |Z ,Z + dZ| = TîJ^ f 

si drL est infiniment petit. Si | Z | <A, 

La définition de la convergence d'une suite de fane tisons méifo-
morphes prend une forme simple, car : 

XL La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de 
fonctions f(z\ n) méromorphes dans un domaine D converge 
uniformément à l'intérieur de D est qu'à toute régionD1 complè
tement intérieure à D et à tout nombre positif s corresponde un 
nombre N(s, D') tel que, quel que soit z dans D', on ait 

(3) \f(z;n\f(z;m)\<z 

si n et m sont supérieurs à N(s, D') [Ostrowski (b ) ] . 

La condition (3) entraîne d'abord la convergence en chaque-poiiït 
de D'. Si F(z) est la fonction limite et si F(* 0 ) ^ o o en un point z0 

de D', on a 
|o, F(z0)\ = x — 4* 0 > o ) . 
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Pour n0 supérieur à N (a, D') , on aura 

l/(*o;no), o |£ | / (* 0 ;*o) , F(*0)| + | F ( * o ) , o | < * - 3 « ; 

et \f(z; n0), o | sera encore moindre que7T — 2a si | z, z01 < Y?, donc 
d'après (3), y ( ^ ; m ) s e r a bornée dans ce cercle à partir d'une 
valeur de m, déporte que la condition (3) devient la condition de 
convergence uniforme classique. Si F(^ 0 ) est infini, on raisonne de 

même sur la suite -?- r« La condition est bien suffisante. Elle est 
/(*î n) 

nécessaire en vertu du théorème de Borel-Lebesgue. 
A. Ostrowski appelle oscillation sphèrique des valeurs d'une fonc

tion sur un ensemble E la borne supérieure de la distance sphèrique 
de ses valeurs. Loscillation sphèrique d'une famille sur E est la 
borne supérieure des oscillations sphériques des fonctions de la 
famille. L'oscillation en un point est la limite des oscillations dans 
des domaines contenant ce point et tendant vers lui (elle est indépen
dante de leur forme). Si l'oscillation sphèrique est nulle en un 
point la fonction est dite continue sur la sphère en ce point; si la 
valeur de la fonction est finie au point considéré, on retombe sur la 
continuité ordinaire. Une fonction méromorphe est sphèrique ment 
continue en ses pôles. Si l'oscillation sphèrique d'une famille est 
nulle en un point, la famille est dite également continue sur la 
sphère en ce point. Pour les fonctions bornées on retombe sur 
l'égale continuité d'Arzelà [1]. 

Le théorème de Borel-Lebesgue permet de passer de la proposition 
locale à la proposition générale [Ostrowski, b ] . 

XII. Si une famille de fonctions méromorphes est également 
continue sur la%sphère en tout point intérieur à un domaine F), 
elle est également continue à l'intérieur de D en ce sens que, à 
toute région fermée D' complètement intérieure à D et à tout 
nombre positif e correspond un nombre ^ (s , D') tel que l'on ait 

1/(0,/(01< = 

pour tout couple de points z, z de D' dont la distance sphèrique 
est inférieure à r\(z, D') . 

Moyennant ces définitions et ce théorème, le théorème XI s'énonce 
ainsi : 
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XIII. Pour qu'une famille de fonctions méromorphes dans un 
domaine D soit normale, il faut et il suffit qu'elle soit également 
continue sur la sphère à Vintérieur de D (Ostrowski). 

7. Compléments sur les fonctions bornées dans leur ensemble. — 
Le théorème qui vient d'être donné contient des résultats sur les fonc
tions bornée^ dans leur ensemble obtenus antérieurement par 
P. Montel. En particulier : 

XIV. Une famille de fonctions holomorphes bornées dans leur 
ensemble à l'intérieur d'un domaine est également continue au 
sens d'Arzelà. 

Des fonctions holomorphes bornées dans k u r ensemble à l'inté
rieur d'un domaine n'admettent pas de la fonction limite infinie. La 
réciproque est vraie. Car, si l'infini n'est pas fonction limite d'une 
famille normale holomorphe, les fonctions sont bornées dans leur 
ensemble en tout point z0 du domaine (sans quoi, il aurait une fonc
tion limite infinie en ce point, donc partout), et elles sont également 
continues sur la sphère, donc bornées dans leur ensemble autour de z01 

donc dans D' intérieur à D d'après le théorème de Borel-Lebesgue. 
Ainsi : 

XV. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une famille 
de fonctions holomorphes soit formée de fonctions bornées dans 
leur ensemble à l'intérieur de D est quelle soit normale et 
n'admette pas l'infini comme fonction limite; il faut et il suffit 
qu'elle soit normale et que les fonctions soient bornées dans leur 
ensemble en un point de D. 

La famille formée par des primitives des fonctions d'une famille 
holomorphe bornée à l'intérieur de D est normale dans D, la famille 
des dérivées est normale et bornée (propositions qui ne sont pas 
toujours vraies pour une famille normale quelconque). Comme appli
cation on peut montrer que les fonctions holomorphes dans un 
domaine qui ne comprend pas le point à l'infini à son intérieur et 
telles que 

(4) * f f\f\z)\«dxdy<M (a>o, z = œ + iy), 
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forment une famille normale. On jpeitt prendre pour D' le 
cercle |z | <; i. L'hypothèse entraîne que 

tf) f f \of*\f(z)\dxdy<W(*) 
J J\*\<\ 

(on-poso u ~u si u > o et u = o si u ^ o ) . En introduisant ia fonc
tion de EL Nevanlinna 

( 6 ) m(r,ff)=—l log\g(re*»)\du9 
2 7 U i / 0 

on a 

)rtfr <M'(a) . f rn{rj')7 

On déduit de là que les f'(z) sont bornés dans leur ensemble en 
utilisant la propriété de croissance de m(r, g) et sa relation avec le 
maximum M(r, g) de \g(relu) \ (voir fasc. U, nos 22, 24). On pourra 
rechercher la meilleure limitation de m(r,f) ou de M ( / , / ' ) résul
tant de (5) (voir [32, c]) ('). 

En particulier, en appelant, avec P. Montel, fonction multivalente 
d'ordre p dans D une fonction qui prend p fois au plus la même 
valeur, on voit que les fonctions multivalentes qui donnent la repré
sentation conforme d'un domaine D sur un domaine (p fois étendu) 
d'aire intérieure bornée forment une famille normale (voir n° 9 une 
proposition plus générale). 

Le théorème de Vitali a reçu divers compléments dans le cas où les 
points de convergence n'ont de points limites que sur la frontière 
de D . Ce théorème repose sur le théorème V et sur la propriété de 
détermination unique d'une fonction méromorphe par ses valeurs en 
une infinité de points. Or cette propriété d'unicité reste vraie lorsque 
les points donnés convergent vers la frontière du domaine pourvu que 
la convergence ne soit pas trop rapide. Dans le cas où le domaine est 
le cercle | * | < i , W . Blaschke [3] a donné un résultat que nous 
compléterons ci-dessous. jn(r, g) étant défini par l'égalité (6), le 
théorème de Jensen donne l'inégalité 

(7) log'M(r, g)ïm(r, <sr)£N(r, ^ ) + C ( r < i ) 

(1) R. Nevanfinna a résolu la question posée à la fin de cette Note. 
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avec 

J Cr dx 

[n(x, g.) — n(o, g)]— + w(o; ff)logr, 
o ^ 

n(x, g) désignant le nombre dss zéros de g dont le module est infé
rieur ou égal à x et C le logarithme du module du premier coefficient 
non nul du développement de Tajlor de g(z) autour de 5. = 0. 
Lorsque /• tend vers 1, N(r, g) converge en même temps que la 
série 

(8) S ( i - | * , , | ) , 

formée avec les modules des zéros zH dvg(z). Il s'ensuit qu'une fonc
tion «holomorphe pour \z | < 1 et telle que m(r, g) reste bornée est 
déterminée de façon unique par les valeurs qu'elle prend en des 
points ztl rendant divergente la série (8) . Le théorème de Blaschke 
énoncé ci-dessous avec le complément qui -y fut ajouté par R. et F . 
Nevanlinna [18] est une conséquence immédiate de celte remarque 
(voir aussi [25], [32, c]) : 

XVL Si les fonctions f(z\ p) sont holomorphes pour \ z | < 1 et 
si l'on a, quel que soit p et pour r < 1, 

m[r,f{z;p)]<M, 

la convergence des f(z\ p) en une suite de points zn tels que la 
série (8) diverge entraine la convergence uniforme à l'intérieur 
du cercle. 

Car toute fonction limite de la suite vérifie encore l'inéga
lité m(r, F) < M, elle est donc -unique et le théorème V s'applique. 
La condition de divergence de la série (8) est essentielle, car il existe 
des fonctions holomorphes pour | z \ < 1, s'annulant en des points 
tels que (8) converge et pour lesquelles la fonction m(r)< e»t 
bornée. 

A toute hypothèse de l'une des formes 

m(r,f)<l{r), M ( r , / ) < 0 ( r ) , 

ou les fonctions des seconds membres sont données et indéfiniment 
croissantes lorsque /* tend vers 1, correspond un théorème du genre 
du précédent. On peut aussi varier ces conditions, supposer par 
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exemple que 

' m(r,f)(i-r)l~idr 

est uniformément borné (k > o) (voir [32, c] ) . 
Des extensions du théorème de Vitali qui ne se rattachent pas à la 

théorie actuelle ont été données par F . et M. Riesz [27] et par A. Os
trowski [a]. L'hypothèse est celle de la convergence en certains points 
du contour. 

En ce qui concerne les fonctions méromorphes, la généralisation 
naturelle de l'hypothèse faite sur m(r) est l'hypothèse analogue sur 
la fonction T ( r ) de R. Nevanlinna 

T(r, *) = ##i(/-, *) + N(r, ± ) 

(on suppose g(z) holomorphe à l'origine). Ici encore les fonctions 
de la classe T(/ ' , / ) <] K pour r < i sont déterminées de façon unique 
par leurs valeurs en une suite de points rendant la série (8) diver
gente (certains de ces points, même une infinité d'entre eux, peuvent 
être des pôles), mais ces fondions ne forment pas une famille nor
male, la famille est seulement quasi-normale (voir n° 16), de sorte 
que la généralisation de XVI est la suivante : 

XVII. Les fonctions dune suite f(z: p) méromorphes pour 
\z\<ii, appartenant à une famille normale et pour les
quelles T(r,f) est uniformément moindre que M, convergent 
uniformément à Vintérieur du cercle vers une fonction méro
morphe dès qu'elles convergent au sens large en une suite de 
points zn rendant divergente la série (8). 

8. Étude des valeurs prises par les fonctions d'une famille normale. 
Applications. — On étudiera d'abord ici le nombre des points où les 
fonctions de la famille prennent une même valeur. Le théorème fon
damental, dû encore à P. Montel (c), s'énonce ainsi en introduisant 
la distance sphèrique : 

XVIII. Si les fonctions f(z) appartiennent à une famille nor
male dans D et vérifient la condition \f(z0), a | > c en un point z0 

de D, à tout domaine D' complètement intérieur à D correspond 
un nombre /*(D', a, c) limitant le nombre des points de D' 
oàf(z) = a. 
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On peut supposer a infini, alors \f(z0) | < U(c). Si la proposition 
était fausse, il existerait une suite de fonctions f(z; JI) de la famille, 
f(z; n) possédant n pôles dans D', l'infini serait la seule fonction 
limite possible pour les suites convergentes extraites de celle-là, ce 
qui est en contradiction avec l'hypothèse faite en *0 . 

Au lieu de supposer zQ fixe, on peut le supposer fonction d e / e t 
intérieur à un domaine complètement intérieur à D; l'essentiel de 
l'hypothèse est que a ne soit pas fonction limite de la famille consi
dérée. A. Ostrowski (b ) a complété ce théorème dans deux directions : 

XIX. Etant donnés une famille normale dans D et un nombre 
positif z, à tout domaine F)' complètement intérieur à D correspond 
un nombre n(D', s) limitant le nombre des points de D' ouf(z) = a, 
sauf pour les a dont la distance sphèrique à un point af est infé
rieure à s. 

Car, la propriété étant fausse, il existerait une s u i t e / ( s ; n) telle 
que f(z) n) prenne n fois au moins deux valeurs Zrt,

 rLa de distance 
sphèrique supérieure à e. On en extrairait une suite uniformément 
convergente pour laquelle Ln et 7Jn tendraient respectivement vers Z 
et Z' avec | Z, Z' |>£, la fonction limite devrait être à la fois Z et Z'. 

En modifiant dans un autre sens la démonstration de XVIII, on 
obtient ce second complément : 

XX. La famille f(z) étant normale dans D. et A et A' étant 
deux régions de la svlière complètement extérieures l'une à Vautre, 
à tout D' appartenant complètement à D correspond un nombre 
n(D', A, A') tel que toute f(z) qui prend une valeur représentée 
dans A' prend au plus n (Y)', A, A') fois les valeurs revrèsentèes 
dans A. 

Du théorème XIX découle ce corollaire que nous aurons à utiliser : 

XXI. Si la famille f(z) est normale dans D et si les aL 

(i= 1, 2, . . ., k) sont distincts, à tout domaine D' complètement 
intérieur à D correspond un nombre n(Dr, «, , «2 , . . . , ah) qui 
limite, pour chaque f(z), le nombre des racines inj^jr^eures 
à D', de k — i des équations f(z) = at. 

Nous donnerons encore ici certains critères 
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naître l'existence d'une fonction limite constante. Le premier a< été 
employé par G. Julia [a], puis explicité par G. Valiron (a): et 
P. Montel (g) . 

XXII. Si la suite f(z\ n) appartient à une famille normale 
dans D, et si dans un domaine D' complètement intérieur à D, 
f(z) n) ne prend pas la valeur a tandis que \f(zn) n), a \ tend 
vers zéro, la suite donnée converge uniformément vers a à l'in
térieur deF> ( '). 

P. Montel (g) généralise dans le cas où a est fini, en supposant que 
f(z\ n) — a ne s'annule pas plus de k fois dans D' tandis que 
f(zn; n) - a, / ' ( * „ ; n), f"(zn; n), ...,fW(zn; n) tendent vers 
zéro, z„ restant dans D'. On montre que z0 étant un point limite 
des zn, on obtient une fonction limite qui, si elle n'est pas a, doit 
s'annuler A -\-i fois en ce point, ce qui est impossible d'après le n° 2". 
a est la seule fonction limite et les considérations du n° o s'appliquent. 

D'après l'égale continuité sphèrique, les points où une fonc
tion f(z) d'une famille normale prend une valeur a peuvent être 
entourés de cercles de même rayon dans lesquels la valeur de f(z) 
est également voisine de a; en particulier, pour a. infini : 

XXIII. Si la famille f(z) est normale dans un domaine D ne 
contenant pas le point à Vinfini à son intérieur, à E positif donné 
et à F)1 complètement intérieur à D correspond un nombre ri(s, D') 
tel que, dans les cercles de rayon r\(z, D') ayant pour centres les 
pôles de f(z) intérieurs à D', \f(z) \ soit supérieur à - • 

P. Montel (c, f ) a donné une proposition complémentaire, retrouvée 
et complétée par A. Ostrowski sous la forme suivante : 

XXIV. Étant donnée une famille f(z) normale dans un do
maine D ne contenant pas le point à l'infini à son intérieur, à 
tout domaine F)' complètement intérieur à D, à c positif fixe et 
arbitrairement grand, et e positif fixe et arbitrairement petit 
correspond un nomb?^eM(D', c, s) tel que, toute f(z) de la famille 
dont le module est inférieur à c en un point de D' a son module 

(1) Voir aussi à ce suj H des notes récentes de M. M mdelbrojt. 
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inférieur à M(D', c, s) en tout point de D' extérieur aux <oerxles. 
de rayon £ ayant pour centres les pôles de f(z). 

Si le théorème est vrai pour un s, il est vrai pour les s plus grands; 
on peut donc supposer 2 s moindre que la distance des frontières 
de D et D'. Si la propriété est fausse, il existe une suite f(z\ n) uni
formément convergente à l'intérieur de D, \f(z; n) | étant supérieur 
à n en quelque point de D' extérieur aux cercles en question. La fonc
tion limite F(z) est effectûement méromorphe dans D, ses pôles sont 
les points limites des pôles des f(z; n) et ces points seulement. A 

l'extérieur des cercles T de ra^on 7 s ayant pour centres les pôles 

de F(z) intérieurs à D' ou à une distance de sa frontière moindre 
que s, F(z) est borné. Or tout cercle T contient un pôle def(z; n) 
si JI est assez grand, f(z\ n) resterait donc borné dans D' à l'exté
rieur des cercles de rayon s ayant pour centres ses pôles. 

Les théorèmes YVIII et XXIV ne caractérisent pas les familles nor
males, nous les retrouverons pour certaines familles quasi-normales. 
Mais l'ensemble des propriétés énoncées dans les théorèmes XXIII 
et XXIV caractérise les familles normales [Ostrowski (b) ] . Car z0 

étant un point de D, si la suite f(zQ] n) converge vers une limite finie, 
z0 n'est pas un point limite des pôles des f(z\ n) d'après YYIII, 
donc, dans un cercle \z — z0\<^a, les f(z; n) n'ont pas de pôles; 

elles sont bornées dans leur ensemble pour \z — z01 < a d'après 

XXIV. On raisonne de même si les f(z0; JI) convergent vers l'infini. 
D'après le théorème Y, si la famil le/(s) est normale dans D, tout 

point z0 de D est centre d'un cercle dans lequel T[r,f(z—z0)] 

ou T f/', -^— : ) est inférieur à un nombre M(s 0 ) . Inversement 
V J(z — zo)J 

cette condition entraîne que la famille est normale, car 

T [ r , / ( * - « „ ) ] < « 

entraîne que / (z — zQ) est holomorphe et bornée pour|^ — zQ\ < r e _ > K . 
Les théorèmes XVIII et XIV conduisent aisément à cette consé
quence : pour qu'une famille de fonctions f(z) méromorphes dans 
un domaine D soit normale, il faut et il suffit qu'à tout 
cercle \z — z0 | < R complètement intérieur à D corresponde un 
nombre M(z0, B.) tel que Von ait pour toute fonction f(z) l'une, 
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.ou l'autre des deux inégalités 

T [ R , / ( * - * o ) ] < M ( * o , R), 

T[R'7^]<M(*°'R)-

IQ. — LES FONCTIONS A VALhURS EXCEPTIONNELLES. APPLICATIONS. 

9. Le théorème de Schottky-Landau et le théorème fondamental de 
Montel. — La plupart des résultats exposés dans ce chapitre découlent 
du théorème de F. Schottky donnant une limite supérieure du module 
des fonctions holomorphes dans le cercle | z | < i où elles ne prennent 
pas les valeurs o et i et dont la valeur est donnée à l'origine. L'inéga
lité la plus précise dans cet ordre d'idées a été obtenue par E. Landau 
au moyen de la fonction modulaire (voir fasc. II, n° 8, et fasc. X X , 
n° M). Nous ferons ici usage des inégalités fournies par la méthode 
de R. Nevanlinna (a, b) qui conduit à un résultat moins précis, mais 
permet des généralisations aisées. En posant c0 = f(o), on trouve 
que f(z) holomorphe et ne prenant pas les valeurs o et i pour \z\ < i 
vérifie l'inégalité 

. (9) ™ ( ^ / ) < ç ( c o ) 7 Z ^ ; l o g j - ^ ; 

et par suite 

(io) log| f(z) | < 0 ( r o ) ^ r ^ l o g T ^ 7 , 

6(u) etcp(w) restant bornés tant que u est borné. L'inégalité (9 ) se 
généralise, s i / ( ^ ) est méromorphe pour | z | < 1, holomorphe àl'ori-
gine et ne prend pas trois valeurs dont les distances sphériques sont 
supérieures à d, on a 

T ( r , / ) < / . [ | / ( o ) | , ^ , r ] 

[32, j ] . D'autre part, convenons de dire que la valeur a est quasi-

exceptionnelle de poids (1 - j lorsque les po intsenlesquc ls / ( s ) = a 

sont d'ordre de multiplicité au moins égal à m (une valeur exception
nelle, c'est-à-dire qui n'est pas prise, est de poids 1). On obtient cette 
proposition, qui comprend les précédentes [32; d]. 

Sif(z) est méromorphe pour \z\<\^est holomorphe pour z = o 
et admet q valeurs quasi-exceptionnelles (dont Vu ne peut être 
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infinie) dont la somme des poids est supérieure à i (2<.q^o),oji 
a Vinégalité 

(») T(r,f)<»m] 
lOK-

i — /• ~ i — r 

B(u) reste fini tant que u est fini et ne dépend que de la plus petite 
des distances sphèriques mutuelles des valeurs exceptiojinelles. 

Gomme conséquence immédiate du théorème de Schottky et des 
théorèmes généraux sur les familles normales, on obtient le théorème 
fondamental de Montel. 

XXV. Les fonctions méromorphes dans un-domaine D qui ne 
prennent pas dans ce domaine trois valeurs exceptionnelles fixes 
forment une famille normale. 

Le résultat reste vrai lorsque les valeurs exceptionnelles dé
pendent de la fonction considérée, mais ont une distajice sphè
rique bornée ijifèrieurement. La généralisation du théorème de. 
Schottky donnée ci-dessus conduit aussi à un théorème de Bloch (d, f ) 
qui généralise ceux obtenus antérieurement par C. Carathéodory 
(a,b), P. Montel (c) et P. Fatou : 

XXVI. Les fonctions méromorphes dans un domaine D qui 
admettent q valeurs quasi-exceptionnelles dont la somme des poids 
est supérieure à 2 forment une famille normale dans D. 

D'après ce qui précède, les fonctions f(z) méromorphes dans un 
domaine D et telles que pour chaque f(z) l'aire intérieure du domaine 
balajépar le point représentatif sur la sphère soit au plus /\v: — a(a^>o) 
forment une famille normale, ce qui généralise un résultat antérieur 
de P. Montel (c) (•) (voir aussi [17, h]) . 

10. Familles non partout normales. Points de Julia. Théorèmes 
d'Ostrowski. — Nous considérerons ici une famille de fonctions méro
morphes dans un domaine D, mais qui n'est pas normale dans D. 
C'est donc qu'il y a des points de D où la famille n'est pas normale 
(Julia (a, b ) | , un tel point est un point de Julia, Vejisemble de ces 

( l ) Cette démonstration m'a été communiquée (pour les fonctions holomorphes) 
par M. Montel. 
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points est Vensemble de Julia ou ensemble J. Dès qu'il existe un 
point de Julia, il existe une suite au moins de fonctions de la famille 
dont on ne peut extraire aucune suite uniformément convergente à 
l'intérieur de D, c'est une suite exceptionnelle dans D. Une suite 
est exceptionnelle en un point P de D lorsque aucune suite extraite 
de celle-là ne converge uniformément dans un cercle de centre P et 
de rayon arbitrairement petit (Ostrowski). Tout point P auquel 
appartient une suite exceptionnelle est un point de Julia. Inverse
ment, si z0 est un point de Julia, l'oscillation sphèrique de la famille 
en z0 est égale à n (sinon la famille serait normale en P d'après le 
théorème IX), il existe donc une suite de fonctions f(z; n) et de 
points correspondants zn, zn tendant vers z0 tels que 

lim \f(3n; /i), / « , ; /i)l = *• 

Aucune suite extraite de celle-ci ne peut converger dans un cercle de 
centre z0. Par suite : 

XXVII. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point P 
de D soit un point de Julia est qu'il existe une suite exception
nelle en ce point. Lorsqu'une famille méromorphe dans D n'est pas 
normale, il existe au moins un point de D admettant iuie suite 
exceptionnelle [Ostrowski (b)] . 

Le théorème de Montel (XXV) montre que P étant un point de 
Julia, les fonctions de toute suite extraite d'une suite exceptionnelle 
en ce point prennent dans leur ensemble toute Valeur sauf deux au 
plus dans le voisinage de P. Inversement, supposons que toute suite 
extraite de f(z; n) prenne toute valeur sauf deux au plus dans tout 
voisinage de P. Imaginons qu'une suite extraite d e / ( ^ ; JI) converge 
dans un voisinage de P. Si la fonction limite est finie en P, les fonc
tions de la suite sont bornées dans leur ensemble autour de P, elles 
omettent de prendre plus de deux valeurs. Conclusion analogue si P 
est pôle de la fonction limite. Ainsi : 

XXVIII. La conditioji nécessaire et suffisante pour qu'une suite 
soit exceptionnelle en P est que les fonctions de toute suite extraite 
de celle-là prennent dans leur ensemble toute valeur sauf deux 
au plus dujis tout voisinage de P. [Ostrowski (b)}. 

Ce résultat est obtenu à partir du théorème de Montel SOMS la 
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forme XXV. En utilisant la remarque faite à la suite de ce théorème, 
on obtient un résultat plus précis. 

XXIX. Si une suite f(z; JI) est exceptionnelle enP,àtout e po
sitif et à tout cercle C de rayon d ayajit P pour centre corres
pond un entier N(s, d) tel que, pour rc>N, f(z; n) prend toute 
valeur dajis C sauf au plus celles appartenant à deux cercles de 
rayon s tracés sur la sphère (ces cercles dépendent de n) [Os
trowski (b)] . 

11. Application à l'étude d'une fonction dans le voisinage d'un point-
essentiel. Théorèmes de Julia. — P. Montel a appliqué la théorie des 
familles normales à la démonstration du théorème de Picard sur la 
distribution des valeurs d'une fonction dans le voisinage d'un point 
essentiel isolé. On sait depuis Weierstrass que la fonction est com
plètement indéterminée dans le voisinage d'un tel point. E. Picard 
a montré que la fonction prend effectivement toute-valeur, sauf au 
plus deux valeurs dans le voisinage du point. La démonstration de 
cette proposition au moyen des théorèmes obtenus ci-dessus est immé
diate. Considérons une fonction holomorphe autour du point "à l'in
fini, soit f(z). Introduisons avec P, Montel et G. Julia la suite de 
fonctions 
(12) / ( ? ; n)=f(za") (S = M > i ) , 

ces fonctions sont holomorphes dans la couronne C 

K\z\<r- . ( s ' > s ) , 

tout au moins à partir d'une valeur de n, et les valenrs qu'elles pren
nent dans la couronne 

sont les valeurs prises par f(z) à l'extérieur d'un cercle de centre 
origine. D'après les théorèmes de Gauchy et Liouville, chaque cir
conférence \z | = r contient un point z en lequel f(z) croît indéfini
ment avec r, le théorème XXII s'applique donc aux f(z] JI) : si la 
suite f(z) n) était normale dans F,f(z\ n) convergerait vers l'in
fini. Ceci est impossible d'après le théorème de Weierstrass. La 
suite f(z ; n) n'est pas normale dans T, les fonctions f(z ; n) prennent 
dans leur ensemble toute valeur dans T sauf une au plus (puisque 
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l'infini n'est pas pris). Le théorème général de Picard s'ensuit puisque 
si g(z) est méromorphe autour du point à l'infini et ne prend plus la 

valeur a pour | c | > R, ——-r est holomorphe pour les valeurs finies 

de module supérieur à R. 
La démonstration précédente est celle de G. Julia. L'important 

complément apporté par cet éminent géomètre en découle de suite 
(dans le cas des fonctions holomorphes autour du point essentiel) : 
il existe dans T un point de Julia au moins, donc : 

XXX. Si lri fonction f(z) est holomorohe autour du point à 
l'infini, à tout <J donné de module supérieur à i , correspond une 
suite au moins de points zn= z0crn tels que f(z) prenne une infi-
jiitê de fois toute valeur sauf une au plus dans Vejisemble des 
cercles Gn ayant pour centres les zn et pour rayon d\ zn \, d étant 
arbitrairement petit. 

Pour les fonctions méromorphes une proposition de cette espèce ne 
peut plus être vraie en général; c'est ce que montre l'exemple des 
fonctions invarianles par la transformation (z, za). G. Julia montia 
que son théorème est vrai pour toutes les fonctions méromorphes 
admettant une valeur asymptotique, c'est-à-dire pour lesquelles f(z) 
tend vers une limite lorsque z s'éloigne indéfiniment sur un certain 
chemin; c a r / ( s ; /i) tendantalors vers une valeur a sur un chemin L7/ 

traversant T, tendrait uniformément vers a dans tout T (théorème VII). 
Des conditions plus larges furent données par G. Julia (voir aussi 
[32, b]). Mais il appartenait à \ . Ostrowski de déterminer toutes les 
fonctions méromorphes faisant exception au théorème de Julia. 

XXXI. Le théorème XXX est vrai pour toute fonction mèro-
morphe autour du point à Vinfini qui 11 appartient pas à une 
certaijie classe de fonctions d'ordre jiul mais il peut y avoir 
deux valeurs exceptionnelles. Il est toujours vrai lorsque 

ÏÏm"^7'-^ = 0 0 (>)• 
# = » (log/-)* 

L'ensemble J(o-) des points où la famille (12) n'est pas normale a 
été étudié par G. Julia. J(o-) est invariant par la substitution (z, zd)r 

(') Voir aussi une note de W. Saver [28] et des travaux plus récents de cet 
auteur. 
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il est fermé puisque son complémentaire est formé de domaines. J(CT) 
peut ne posséder qu'un point dans la couronne ( i3) , c'est le cas 
pour 

/<*>=n(-i)-
Un point z0 de J(<r)ne peut être isolé si les f(z) n) ne prennent pas 
deux valeurs fixes a, b dans un cercle de centre z0. C'est une consé
quence d'une proposition qui sera donnée plus loin (th. XXXV). En 
particulier 3(cr) est un ensemble parfait lorsque f(z) ne prend pas 

deux valeurs a, b autour du point à l'infini dans ce cas -7— est 

holomorphe et J(o-) existe certainement • Si f(z) admet deux valeurs 
asymptotiques, toute courbe tournant autour de O renferme un 
point de J(o-), J(<r) renferme un ensemble continu joignant l'origine 
au point à l'infini; c'est le cas lorsqu'il y a deux valeurs exception
nelles. 

G. Julia obtient des résultats analogues en considérant les familles 

et les familles continues 

^ A < o o , 

/I*"(OL 

o-(/) étant une fonction continue du paramètre réel t, dont le module 
tend vers l'infini lorsque t croît indéfiniment. 

L'ensemble de Julia existe d'ailleurs pour toutes ces familles dès 
qu'il existe pour l'une d'elles [Ostrowski (b), Valiron (b) ] . 

Dans le cas des fonctions méromorphes d'ordre positif [c'est à-dire 
lorsque logT(/*, / ) : logr ne tend pas vers zéro] le théorème XXXI se 
rattache aux théorèmes généraux obtenus par R. Nevanlinna concer
nant la distribution circulaire des points oùf(z) = x [32, i]. Des 
procédés directs ont permis à H. Milloux (a, b, c) dans le cas des 
fonctions à valeur asymptolique, puis à G. Valiron (k) dans le cas 
des fonctions d'ordre positif, de donner des propositions quantitatives 
entraînant l'existence de l'ensemble i(a) ( ' ) . Le théorème XXIX 
permet d'ailleurs d'affirmer que, dès que J(o-) existe, on veut trou
ver une suite de cercles Tn dont le centre zn s'èloigjie indèfini-

(') Voira ce sujet des travauv récents de Milloux, Saxer, Valiron et Biernacki. 
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ment, qui sont vus de Vorigine sous un ajigiequi tend vers &èro 
et tels que, dans Tn la fonction méromorphe f(z) pvejid toute 
valeur sauf celles correspondant à deux cercles de la sphère dont 
le ravon sn tend vers zéro lorsque n décroît indéfiniment. 

12. Application à l'étude des fonctions méromorphes dans un 
angle où elles ne prennent pas trois valeurs exceptionnelles. — 
P. Montel a appliqué la méthode des familles normales à l'étude 
d'une fonction/(2), méromorphe dans un domaine angulaire S 

o < /• = | z I < R, — a < 9 = args <-t- a, 

ne prenant pas trois valeurs a, b, c dans cet angle, et a retrouvé et 
complété des résultats antérieurs de E. Lindelof. 11 introduit la 
famille f(z2~") et applique les théorèmes généraux. Il obtient 
notamment ce théorème (b, c, d) : 

XXXII. i° SoitT un chemin aboutissant à O CJI restant com
plètement intérieur à S (sur ce chemin | 9 |^a'<C a) . Si f(z) -tend 
vers une limite lorsque z tend vers zéro sur T, f(z) tend unifor
mément vers cette limite lorsque z tend vers zéro avec | <p | ^ a " < a. 
Si \f(z), a\ reste supérieur à k > o sur T, cette expression reste 
supérieure à k' ^> o pour | 9 | ^ a"<< a. 

20 Le domaine d'indétermination de f(z) lorsque z tend vers 
zéro sur deux chemins tangents eji O à UJI même rayon intérieur 
à S est le même; le dojnaine d'indétermination pour z = o le long 
de 9 = const. varie continûment. 

On peut compléter ces résultats l o r s q u e / ( s ) est holomorphe et 
bornée dans S. On trouvera dans ce cas dans le mémoire (b) de 
E. Lindelof de remarquables démonstrations ne faisant appel qu'au 
principe de Cauchy sur le maximum du module. En dehors des 
applications de ces propositions qui ont été faites dans la théorie des 
fonctions méromorphes ou dans celle de la représentation conforme, 
signalons ici celles faites par P. Fatou (b) dans l'étude des valeurs 
limites d'une fonction f(z) holomorphe dans le cercle | z ] <] 1 
lorsque z s'approche d'un point de la circonférence, étude doirt le 
point de départ est le théorème bien connu de Fatou (a). 

Lorsque le point z tend vers la circonférence sur les rayons 
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cp =r args = consL, f(z) tend vers ujie limite sauf au plus pour 
les 9 appartenant à un ensemble de mesure mille. 

13. Application à l'étude de la convergence uniforme des suites 
convergentes. — La théorie des familles normales a conduit Montel 
à un important théorème sur les suites convergentes, qu'il a établi 
d'abord dans le cas des suites de fonctions holomorphes, puis des 
suites de fonctions méromorphes (1). 

Considérons une suite de fonctions méromorphes / ( z \ JI) conver
gente en chaque point d'un domaine D. Tout domaine D' complète
ment intérieur à D contiejit UJI autre domaine D" dans lequel OJI a 

04) l/(*;/»')</(*; * ) l ^ i 

dès que JI et JI sojit au moins égaux à UJI nombre ra0- Si la propo
sition n'est pas vraie pour D', il existe deux nombres n\ et nx > n\ et 
un point de D' en lequel 

! / ( * ; / ! . ) , / ( * ; #•,)!> 
2 

Cette inégalité reste valable dans un domaine D, complètement 
intérieur à D' en vertu de la continuité sphèrique des f(z\ n). 
Si (i4) n'est pas vérifiée dans D, à partir d'une valeur de JI supérieure 
à z?, on peut recommencer le même raisonnement, et ainsi de suite. 
Au bout d'un nombre fini d'opérations on arrive au domaine 
cherché D" sans quoi on aurait une suite infinie de domaines D n 

D2 , . . ., D,,, . . . s'emboîtant les uns dans les autres et contenant un 
point commun intérieur z0 en lequel on aurait 

l / ( *o î nP), / («o, n'P)\>^ 

pour une suite indéfiniment croissante de couples de nombres np, 
np, ce qui est en contradiction avec le fait que les / ( z0 ; n) convergent. 
L'inégalité (r4) est donc valable dans D". JJjie telle inégalité entraîne 
que la suite est normale dans D", car f(z; n0) est continue sur la 
sphère, de sorte que le théorème X s'applique. La proposition VI 
donne alors le théorème de Montel : 

(1)1 Cette démonstration n'a été communiquée par M. Monter (voir [17, k] ) . 



2 8 G. VALIRON. 

XXXIII. Si une suite de fonctions méromorphes dans un 
domaine D converge (au sens large) en chaque point du domaine % 

il existe des domaines de convergence uniforme qui sont partout 
denses dans D. 

L'ensemble des points de D n'appartenant pas aux domaines de 
convergence uniforme est l'ensemble J. Il est fermé et ne contient 
aucun domaine. Dans le cas des fonctions holomorphes et de la 
convergence au sens strict, J ne contient aucun point isolé d'après 
le théorème de Weierstrass, c'est un ensemble parfait; en outre, 
d'après le théorème de Weierstrass cet ensemble est continu et d'un 
seul tenant avec la frontière [Montel (a ) ] . 

Dans tous les cas, si l'on désigne par E(a) l'ensemble des points 
limites des racines des équations 

f(z; n) = a 

lorsque n varie, tout point z0 de D appartenant à un domaine de 
convergence uniforme appartient à un E(a) et à un seul, celui pour 
lequel a est égal à la valeur de la fonction limite en z0. Tout point 
appartenant à deux ensembles E ( a ) , E(b) fait donc partie de l'en
semble J. D'ailleurs tout point de J appartient à tous les E (# ) sauf à 
deux au plus. L'ensemble J est dojic Vensemble des points communs 
à deux au moins de quatre ensembles E(a), E(b), E(c), E(d). 

IV. — LES FAMILLES QU \SI-NORMALES. 

14. Définition des familles quasi-normales. Suites irrégulières et 
points irréguliers. Familles d'ordre fini. — Nous dirons avec 
P. Montel (e, f) qu'une famille de fonctions f(z) méromorphes 
dans un domaine D est quasi-normale dans ce domaine lorsque 
de toute suite de fonctions de la fajnille on peut extraire une 
autre suite qui converge uniformément dans un domaùie obtejiu 
en supprimant de D des points n'ayant pas de points d'acciunu-
lation à l'intérieur de D (lorsque D comprend le pointa l'infini, on 
considère D sur la sphère de Riemann). Il existe donc deux sortes 
de suites convergentes : des suites convergeant partout à l'intérieur 
de D, ce sont les suites régulières; des suites convergeant dans D 
privé de certains points, ce sont des suites irrégulières, les points 
supprimés sont les poinis irréguliers de la suite considérée. Le 

file:///SI-NORMALES
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nombre des points irréguliers de chaque stiite irrégulière étant fini 
dans tout domaine complètement intérieur à D, le théorème de 
Borel-Lebesgue et la méthode des extractions successives et du 
passage à la suite diagonale montrent encore que : 

XXXIV. La cojidition nécessaire et sufjîsajite pour quyune 
famille soit quasi-normale dans un domaine est qu'elle le soit 
autour de chaque point zQ du domame, c'est-à-dire dajis un 
cercle de centre z0. 

Les transformations envisagées au n° 4 qui conservent les suites 
convergentes conservent les familles quasi-normales. 

Soit z0 un point irrégulier d'une suite irrégulière f(z ; JI):. S'il 
existe un nombre a pour lequel la solution de 

f(z\n)z=a 

la plus proche de z0 ne tend pas vers z0 lorsque JI croît indéfiniment, 
il existe une suite extraite pour laquelle 

[ou f(z; n) si a = oo] 
/(*'î n) — a 

est holomorphe pour \z — z01 <^ oc et converge uniformément à l'in
térieur de ce cercle privé de son centre. Si la convergence a lieu au 
sens strict, il y a convergence uniforme dans tout le cercle en vertu 
du théorème de Weierstrass. Donc, ou bien on peut extraire delà 
suite considérée une autre suite régulière en z0, ou bien la fonction 
limite de la suite extraite, donc aussi de la suite considérée, est a. 
Dans ce dernier cas, si l'hypothèse faite pour a se présente pour une 
autre valeur b on peut recommencer le même raisonnement, z0 sera 
régulier pour une suite extraite puisque b ne peut être valeur limite. 
En appliquant le procédé des extractions successives et du passage à 
la suite diagonale (lorsqu'il y a une infinité de points irréguliers), on 
voit que : 

XXXV. De toute suite f(z ; n) de fonctions d'iuie famille quasi-
normale OJI peut extraire ujie suite régulière ou une suite irrègu-
lière irréductible f(z ; n1). Chaque point irrégulier zQ de f(z] n') 
est irréductible : il est point limite des solutiojis de toute suite 
d'èquatiojis extraite de la suite f(z ; JI') = x, quel que soit x, sauf 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 38. 2 
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peut-être pour une valeur a de x indépendante de zQ. Si la valeur 
exceptionnelle a existe, a est la fonction limite de la suite irrè-
gulière. 

En particulier, dajis le cas des familles quasi-normales de fonc
tions holomorphes, l'infini est valeur exceptionnelle, toutes les suites 
irrégulières tejident vers l'ijifijii. 

Dorénavant nous ne considérerons que les suites irréductibles. Il 
est d'ailleurs clair qu'une suite irrégulière donnée a priori peut 
engendrer plusieurs suites irréductibles qui ont même fonction limite 
mais peuvent avoir des points irréguliers différents. Une suite irré
gulière irréductible est une suite exceptionnelle d'Ostrowski (ne 10) 
autour de chacun de ses points irréguliers. 

Une famille quasi-normale dans un domaine D est dite d'ordre fini 
au sens strict dans D lorsque le nombre des points irréguliers de ses 
suites irréductibles est borné par un nombre fixe. L'ordre p est le 
nombre maximum des points irréguliers de diverses suites irréduc
tibles [Montel (e, f)] . Une famille quasi-normale dans D sera dite 
d'ordre fini à l'intérieur de D lorsqu'elle est d'ordre fini au sens 
strict dans tout domaine D' complètement intérieur à D. Toute suite 
irrégulière irréductible possède w(D') points irréguliers au plus 
dans tout D' complètement intérieur à D, n(F>r) ne dépendant que 
de D' et de la famille. 

15. Familles à fonctions limites méromorphes. Familles d'ordre 
total fini. — La fonction limite d'une suite irrégulière en z0 peut 
admettre z0 pour point essentiel isolé. Par exemple, F(u) étant 

holomorphe en tout point à distance finie, F( - ) est fonction limite 

d'une suite de polynômes en - qui convergent uniformément 

pour | z | < R, | z | > o. P. Montel (f ) a donné une condition suffi
sante pour qu'un point irrégulier z0 soit point de méromorphie de la 
fonction limite. 

XXXVI. La fonctioji limite F(z) est méromorphe eji un point 
irrègulier de la suite f(z; n) lorsqu'il existe UJI Jiombi^e x et une 
suite de n pour lesquels le nombre des solutions de l'èquatioji 

(i5) f(z; n) = x 
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qui tejidejxt vers z0, lorsque JI croit ijidèfijiijnejit, reste ultérieur 
ou égal à UJI nombre fixe /a. 

ilJie famille quasi-norjnale dajis D dont les fonctiojis prennent 
n(Df) fois au plus ujxe valeur a(D') dans tout domaine F>f a toutes 
ses fojictions limites jnèrojnorphes. 

On peut en effet supposer x infini et se borner à considérer une 
suite pour laquelle f(z; JI) s. exactement/JL pôles tendant vers z0. On a 

f(-.n\ — * ( g ? yO 
J{ ' n)~(z-z't)(z-zii). ..(z-z-y 

g(z\ n) étant holomorphe pour \z — z0 | < a et les z? tendant 
vers z0. Si F(z) n'est pas la constante infinie, g(zm, n) converge 
uniformément au sens strict sur une circonférence | 3 — z0 | -== b, 
donc à l'intérieur, vers une fonction G (z) qui est holomorphe en z0. 
Par suite 

G(*) F(*) = (z— z0)V-

Supposojis que F (z) soit méromorphe eji z0 et que ce Jie soit pas 
une constante. Il est loisible de supposer F(z0) = 00. Si b est fini, 
on peut trouver un cercle | z — z0 | < a dans lequel | F(z) — b | > ( 3 > o 
et à l'intérieur duquel l e s / ( 3 ; JI) convergent uniformément au sens 
strict sauf au centre. On peut alors appliquer l'intégrale de Cauchy à 

f{*\n)-b' 

ce qui montre que, pour chaque n, la différence entre le nombre 
de solutions de ( i5) qui tendent vers z0 pour x = F(z0) et 
pour x 7½ F(z0) est indépendante de JI et égale au degré de mul
tiplicité de la racùie z0 de Véquation F(z) = F( z0). 

Si F(z) est cojistcuit et égal à a, on voit de suite que dans un voi
sinage arbitrairement petit donné de z0 et pour JI assez grand, les 
équations (i5) ont, pour un même n, le même nombre de solutions 
pourvu que | x, a | soit supérieur à un nombre fixe. Mais il n'y a plus 
de relation simple indépendante de JI entre le nombre de racines 
pour x ^= a et x ^ a. 

Ces considérations conduisent à la notion d'ordre d'un point irré-

2. 



32 G. VALIRON. 

gulier . Un point z0 irrégulier pour une suite f(z; n) est dit d'ordre 
fijii lorsqu'il existe deux nombres a, b tels que le nombre des racines 
de (i5) tendant vers z0 lorsque n croît indéfiniment soit au plus v(a) 
pouvx = a et v(b) pour x = b [Montel (f)] . D'après ce qui pré
cède, on peut extraire de la suite une nouvelle suite pour laquelle le 
nombre des racines de ( i5) tendant vers z0 est indépendant de JI et 
égal à un même nombre \x pour tous les x sauf un au plus. 

Cette nouvelle suite est complètejnent réduite en z0, elle est dite 
d'ordre p. en zQ. p. est au plus égal au plus petit des nombres v(a), 
v(b) lorsque lafojiction limite F(z) Ji'est pas une cojistanle, Une 
dépasse pas à la fois ces deux nombres lorsque F(z) = c et est 
égal au nombre de racines de f(z;n) — d,d^c, tendant vers z0. 
Lorsque les points irréguliers d'une suite sont tous d'ordre fini, on 
peut, par des extractions successives et le passage à la suite diagonale, 
obtenir une suite complètement réduite en chacun de ses points irré
guliers, c'est une suite complètement irréductible. L'ordre total 
d'ujie telle suite dans D' appartenant à D est la somme des ordres 
de ses points irréguliers dans D'. 

Une famille quasi-normale d'ordre fini au sens strict est d'ordi^e 
total fini au sejis strict dajis D lorsque tous les points irréguliers 
sont d'ordre fini et que l'ordre total dans D de toutes les suites com
plètement réduites est inférieur à un nombre fixe. L'ordre total est 
le maximum des ordres de ces suites. 

Une famille quasi-normale d'ordre fini à l'intérieur d'un domaine D 
est d'ordre total fini à Vintèrieur de D (ou au sens large) lors
qu'elle est d'ordre total fini au sens strict dans tout domaine D1 

complètement intérieur à D. 

XXXVII. Ujie fajnille quasi-normale dans UJI domaijie D dont 
les fojictions jie prenjient que p fois au plus une valeur a et que 
q fois au plus une valeur b (q^p) est d'ordre total fini strict au 
plus égal à p. 

D'après XXXV, la famille est d'ordre fini au sens strict au plus 
égal h p. Si une suite irrégulière a une fonction limite constante, elle 
engendre des suites complètement réduites dont l'ordre total est égal 
au nombre des points où sont prises les valeurs b ou a suivant que a 
est ou n'est pas la valeur limite. Si une suite irrégulière a une fonc-
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tion limite non constante, ses suites complètement réduites sont 
d'ordre total au plus égal à q. 

On a une proposition correspondante pour les familles d'ordre 
total fini à l'intérieur d'un domaine. On peut aussi supposer dans 
l'énoncé XXXVII que les deux valeurs a, b sont remplacées par des 
nombres a(f), b(f) variables avec la fonction, mais dont la distance 
sphèrique reste supérieure à un nombre fixe. Car, de toute suite de 
fonctions, on pourra en extraire une autre f(z',n) pour laquelle ces 
nombres a (f), b(f) auront des limites a, b telles que \a, b\ ne soit 
pas nul. a par exemple sera fini, les suites f(z\n) — a(f) et 
f(z\n) — a auront les mêmes fonctions limites, les fonctions limites 
de f(z)Ji) sont donc encore méromorphes aux points irréguliers, et 
l'on peut raisonner comme ci-dessus. 

Comme corollaire du théorème XXXVII ainsi généralisé, on 
obtient cette proposition qui, dans le cas des valeurs fixes, découle de 
suite de XXXV : Une fajnille quasi-normale de fonctions méro
morphes f(z), dont chaque fonction ne prend pas deux valeurs 
a(f), b(f) de distance sphèrique supérieure à un nombre fixe, 
est une famille normale. 

16. Les fonctions qui ne prennent qu'un nombre limité de fois trois 
valeurs. — Les propositions relatives aux fonctions qui ne prennent 
pas trois valeurs s'étendent de suite aux fonctions ne prenant qu'un 
nombre fini de fois trois valeurs. 

XXXVIII. Les fojictions méromorphes dans un domaine D et 
telles que chaque fonction f(z) Jie prenne que p, q, r fois au 
plus trois valeurs a(f), b(f), c(f) dont les distances sphèriques 
deux à deux restent supérieures à UJI jiombre fixe, forment une 
famille quasi-normale d'ordre total fini au sens strict dans D. Si 
p>q>r, l'ordre total est au plus égal à q [Montel (f)] (j). 

Il suffit de remarquer que toute suite de fonctions f(z) est géné
ratrice d'une suite telle que les points en lesquels f(z)=a(f) 
admettent p'<p points limites intérieurs à D, les points en lesquels 
f(z) = b(f) admettent q'<^ q points limites intérieurs à D, les points 

(,1) Dans ce mémoire, P. Montel dit seulement que l'ordre total est moindre 
que q -+- r. 
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en lesquels f(z)=c(f) admettent r'^r points limites intérieurs 
à D. Dans le domaine obtenu en supprimant de D ces points limites, 
la suite considérée est normale en vertu du théorème XXV généra
lisé et de III. La famille est donc quasi-normale et l'ordre total 
limité d'après ce qui précède. 

En particulier, les fonctions méromorphe-* multivalentes d'ordre p 
dans un domaine forment une famille quasi-normale d'ordre total p 
au plus. Les fractions rationnelles quotient de deux polynômes de 
degrés bornés offrent un exemple de ce ca>. 

D'une façon plus générale, on peut supposer seulement que l'équa
tion f(z) = a (f) possède moins de p(F>r) solutions dans tout D' 
complètement intérieur à D, les hypothèse^ relatives aux deux autres 
équations n'étant pas modifiées. 11 s'ensuit ati^si que : 

XXXIX. Les fojictions méromoiphrs dajis UJI domaine D et 
telles que, toute fonction f(z) de la famille ne prend que n(F>') 
fois au plus trois valeurs a (f), b(f), e(J) dans tout domaine D' 
complètement intérieur à D forment une f/uni lie quasi-normale 
d'ordre total fini au sens large dans D juairvu que les distances 
sphèriques deux à deux de a(f), b( / > et c{ f) restent supérieures 
A d ( D ' ) > o . 

Les fonctions méromorphes pour l ^ ] ^ 1 et pour lesquelles la 
fonction T ( r ) de Nevanlinna est inférieure à une fonction donnée cp(r) 
rentrent dans ce cas. 

Le théorème XVIII s'applique sous la forme suivante aux familles 
quasi-normales d'ordre total fini au sens large : 

XL. Si la famille des fonction* ménmiorphes f(z) est quasi-
jwrmale d'ordre total fini à Vintèrù'ur dr D et si la cojistante a 
n'est valeur limite d'aucune suite régulière ou irrégulière de la 
famille, le nombre des solution* de J(z) = a est borné dans 
tout D' complètemejit intérieur à D par un nombre n(F>', a). 

La démonstration reste la même que plus haut. L'hypothèse de 
l'ordre total fini limite en effet le nombre de solutions def(z) =a 
voisines d'un point irrégulier puisque a n'est pas la valeur limite. 

Le théorème XIX et sa conséquence XXI sont valables sans modi
fications pour ces familles. On en déduit cette proposition qui montre 
quel est le contenu des familles d'ordre total fini : 
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XLl. Pour qu'une famille de fonctions f(z) mérojnorphes 
dans D soit quasi-normale d'ordre total fini à l'intérieur de D, 
il faut et il suffit qu'il e liste quatre nombres fires a, b, c, dtels 
que, à tout domaine D' complètement intérieur à D corresponde 
un nombre /?(D') limitant, pour toute fonction f(z), le Jiombre 
des solutions de ti^ois an moins des quatre èquatiojis 

/ (*) = «, /(r»=_/> / (*) = c /(*)=-<*• 

La famille définie par celte dernière condition sera en général plus 
étendue qu'une famille donnée a priori jouissant de la même pro
priété. Remarquons ici que les familles quasi-normales d'ordre fini 
au sens large et à fonctions limites méromorphes jouissent de cette 
propriété : la famille prolongée obtenue en adjoignant aux fonctions 
données leurs fonctions limites est une famille quasi-normale fermée, 
c'est-à-dire dont toutes les fonctions limites appartiennent à la 
famille. 

En s'appuyant sur le théorème XXVI au lieu de XXV, on montre 
de même que : 

XLII. Les fonctions f(z) méromorphes dans UJI domaine D et 
telles que, pour j = 1 , 2 , . . . , ^ , V équation f(z) = cij n'ait que pj 
racines d'ordre de multiplicité moindre que mj, formejit une 
famille quasi-normal** d ordre fini au plus égala la somme desp, 
pourvu que 

2(-=;)>* 
11 y aurait lieu de chercher si l'on peut obtenir de cette façon des 

exemples généraux effectifs de familles dont toutes les fonctions 
limites ne sont pas méromorphes, ou même qui ne sont pas d'ordre 
total fini au sens large. 

17. Familles quasi-normales n'admettant pas la fonction limite 
infinie. Applications. — L«- théorème XXIV s'étend aux familles 
quasi-normales ^ quelconques n'admettant pas la constante infinie 
comme fonction limite de ses suites convergentes : 

XLIII. La famille f (z ) quasi-normale dans D JI admettant pas 
Vinfini comme fonction lunite, à tout domaine borné F)' complète
ment intérieur àF> et à /ou/1 positif correspond un nombreM(D',E) 
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qui borne le module de f(z) eji tout point de D' extérieur aux 
cercles de rayoji e ayant pour cejitres les pôles de cette fonction 
[Montel (f)] . 

Tout point irrégulier d'une suite irrégulière irréductible est en 
effet point limite des pôles des fonctions de toute suite qui en est 
extraite (XXXV), de sorte que la démonstration du n° 8 s'applique 
encore. 

Il est aisé de donner des conditions dans lesquelles l'infini n'est 
pas fonction limite. Pour une famille quelconque il suffit de sup
poser les fonctions uniformément bornées en une infinité de points 
ayant un point limite à l'intérieur du domaine considéré. Lorsque 
l'ordre est fini au sens strict et égal à p, il suffit de borner les fonc
tions en p -h i points fixes. P. Montel a également donné [17, f], 
pour certaines familles, une proposition qui se complète comme 
suit : 

XLIV. Si une famille quasi-Jiormale est d'ordre total fini au 
sens strict égal à p [ou si la famille étant quasi-Jiormale, les f(z) 
ne prenneJit que p fois au plus eji tout la valeur zéro dajxs le voi
sinage des points irrèguliers de chaque suite irrégulière] et si 

/ (* / ) , / ' (« / ) , •••> f<*<-*Kzj) 

ont leur module inférieur à un nombre fixe M en des points Zj 
( / = 1,2, . . . , k) tous à distance finie, avec 

QLL-\-OL>-h...-\-0lk=P "H I , 

Vin fini n'est pas fonction limite. 

Soit P(z, / ) le polynôme de degré/? qui prend ainsi que ses déri
vées, en chaque point Zj, les mêmes valeurs que f(z) et ses (ctj— i) 
premières dérivées. Les P(z,f) sont uniformément bornés dans un 
domaine D' borné et intérieur à D contenant les ZJ. Des suites f(z) 
e t g,(z)==f(z) — P ( 3 Î / ) formées avec des fonctions correspon
dantes convergent en même temps dans D', notamment vers l'infini. 
Si la suite g(z)n) est irrégulière irréductible et converge vers l'in
fini, chaque z3 est irrégulier, a- > ay zéros de g(z ; n ) tendent vers ce 
point, et il en est de même pour la suite f(z;n) d'après le théorème 
de Rouché convenablement modifié. Les / ( z ; n) ont en tout p -f-1 zéros 
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voisins des points irréguliers, ce qui est en contradiction avec la pre
mière partie de l'hypothèse. 

Le théorème XLIV, et par suite XLIll, s'appliquent aux familles 
dont les fonctions ne prennent que p fois au plus une valeur finie a\ 
donc aux fonctions ne prenant qu'un nombre fini de fois trois valeurs. 
On peut encore ici supposer ces valeurs exceptionnelles mobiles. Les 
familles envisagées dans le théorème XLII satisfont également à la 
première condition de XLIV (sous la seconde forme). 

On vérifie sans peine que les propriétés énoncées dans XL (dans le 
cas a = 00) etXLUI caractérisent les familles quasi-normales d'ordre 
total fini n'admettant pas la constante infinie comme fonction limite. 

Les familles quasi-normales de fonctions holomorphes n'admettant 
pas l'infini comme fonction limite sont en réalité normales et bor
nées, le théorème de Vitali s'applique aux fonctions de telles familles. 
On obtient de nouveaux critères de familles normales. Par exemple : 

XLV. Si les fojictions 

(16) f(z) = an^- axz-\-...-\-apzP ^-..., 

oà a, , a2, . . . , ap sont donjiés, appartiennent à ujie famille 
quasi-Jiormale 3* holomorphe d'ordre total fijii au plus égal à p 
dans le cercle | z | < 1, OJI a, pour \ z | = r < 1 , 

| / ( 3 ) | < M ( « 0 , « i , . . . , ap, r, $). 

Cette proposition, qui généralise le théorème de Schottky, s'ap
plique en particulier aux fonctions multivalentes d'ordre/?. 

P. Fatou (e) et P. Montel (e) ont déduit de telles inégalités des 
théorèmes de Kœbe sur les fonctions univalentes. Si la fonction (16) 
est univalente et holomorphe pour | z | << 1, la fonction 

est aussi univalente, donc bornée à l'intérieur du cercle par une 
fonction de | ̂  |, donc aussi gf(z). Comme g (z) ne s'annule pas, 

- appartient aussi à une famille normale. Donc 
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Ainsi le théorème de Kœbe sur la déformation dans la représentation 

conforme est rattaché très simplement à la théorie dé P. Montel : 

Sif(z) est holomorphe et ujiivalente pour \z\<i, on a, z et z' 

étajit intérieurs au cercle de centre z = o et rayon r, 

1 < 
K(r) /'(*') 

< K ( r ) . 

Dans le même mémoire [17, e ] , P. Montel démontrait aussi un 

autre théorème de Kœbe, qui a été depuis généralisé par E. Landau ( e ) , 

H. Bohr [ 5 ] , G. Valiron [ 3 2 , f , h ] . P. Montel est revenu récemment 

sur cette proposition ( i , j ) et lui a donné une forme générale qui 

peut s'énoncer ainsi : 

XLVI. Étant domiés : une famille^ de fonctions f(z) holo

morphes dans un domame D telle qu'aucune suite de fonctions 

de la famille ne converge ujiifoi^mément à l'intérieur de D vers 

une constante (finie ou hifinie); un nombre positif s et un point z0 

deD] il existe un nombre 0 ( 5 ^ 6 , z0) jouissant de cette propriété : 

quelle que soit la fonction f(z) de S* ,les valeurs Z = / ' ( z ) — f(z0) 

couvrejit tout le ceicle \Z\<G(LJ, s, z0) sauf au plus un petit 

cercle qui est vu de Z = o sous l'angle s. 

Car, dans le cas contraire, il existerait une suite de fonctions f(z)n) 

de la famille telle qwef(z)ji) — f{z0',n) ne prenne pas deux valeurs 

Z ( / i ) , Z'(/i) avec 

|Z' (n) |£Z(/ i ) , |Z'(/i) — Z ( n ) | > e ' | Z ( # i ) | , Km Z'(*) = o, 

e' étant en rapport constant avec s. Les fonctions 

/ ( * ; * ) - / ( * o ; " ) — Z ( # Q 
Z'(/i) —Z(/i) 

formeraient une suite normale de valeurs moindres que - , en zQ} donc 

bornée à l'intérieur de D . On aurait dans tout D< complètement inté

rieur à D 
1/(2; #» ) - /< *oî n) | < 2| Z'(n) | <KDt, e'), 

f(z',n)—f(z0]n) tendrait uniformément vers zéro à l'intérieur de D ; 

une suite f(z\n) tendrait uniformément vers une constante finie 

ou infinie. 
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Les résultats de G. Valiron, généralisant ceux de Landau et Bohr, 
correspondent au cas où le domaine D est le cercle | z | < i, z0= o, 
et o ù / ( o ) = o, avec l'hypothèse supplémentaire/ '(o) = i (Landau) 
o u \f(z) I > i en un point | z | = p < i (Bohr). 

P. Montel donne également une proposition générale comprenant 
celles de Fekete [10] relatives au cas de fonctions s'annulant au moins 
p fois dans un domaine inférieur à D; on peut donner à cette propo
sition une forme analogue à XLVI (voir [17, i, j ] ) . Ces théorèmes 
s'étendent aux fonctions méromorphes; on introduit alors deux petits 
cercles exceptionnels. Une proposition d'une nature différente sera 
donnée plus loin (n° 20). 

18. Extensions du théorème de Schottky. — D'une façon générale, 
le théorème XLIII constitue une extension du théorème de Schottky. 
Par exemple, les fonctions d'une famille méromorphe quasi-normale 
d'ordre total fini p dans le cercle | z \ < i et qui sont de la forme (16) 
autour de l'origine, sont bornées en module par un nombre M(a 0 , 
a\, . . ., ap, | z |, s) en tout point du cercle | z | < i extérieur aux 
cercles de rayon £ ayant pour centres les pôles de la fonction con
sidérée. 

Le théorème de Schottky peut se généraliser dans d'autres direc
tions. Remarquons d'abord qu'on peut lui donner la forme suivante : 
sif(z)i g(z) et f(z) —ff(z) sont holomorphes et ne prennent pas 
la valeur zéro dans le cercle I z ( < i, on a 

l/(*)l<i*(«)lz[|$^|.l*l] 

[il suffit d'appliquer le théorème de Schottky au quot ien t / ( s ) lg(z)]. 
Cette inégalité permet de généraliser les théorèmes de Julia du n° 11 
dans le cas des fonctions holomorphes [35]. 

Considérons d'une façon générale une fonction f(z) holomorphe 
Êçour | * | <>i, telle que f(z)—g(z) et f(z) — h(z) ne s'annulent 

pas, g(z) et h(z) étant méromorphes pour | z | < i et appartenant à 
une famille normale G. On suppose en outre / ( o ) , g(o) eth(o) 
finis et h(o) — g (o) ^ o. La fonction 

9 ( g ) = / ( * ) - * ( « ) 
T W h(z)-g(z) 

appartient à une famille méromorphe quasi-normale pour | * | < ; i r 

2. 
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madŝ  holomorphe et bornée pour \z\ <à[#"(Q)y M°')> G}. 11 s'en
suit que y(z)[h(z) — g(z)\i puis f(z) appartiennent aussi à des 
familles quasi-normales bornées autour de l'origine. f(z) qui' est 
holomorphe appartient donc à une famille normale bornée, on a, 
pour | z | < i, 

l / ( * ) l < 0 [ l / ( o ) | , * ( o ) , A(o), G, \z\\ 

Cette inégalité généralise un théorème d̂ e P. Montel (h) . Ici aussi 
[voir Montel (h)] on pourra généraliser en supposant q u e / ( * ) — g(z) 
et f(z) — h(z) ont un nombre de zéros borné dans | z | < i , on 
fixera alors la valeur des fonctions et de certaines de leurs dérivées 
en un nombre convenable de points. On peut aussi remplacer l'hypo
thèse que les familles g et h sont normales par une limitation de 
T ( r , g) et T ( r , h). La proposition obtenue s'énonce ainsi pour les 
fonctions méromorphes : 

XLVII. Supposons que g(z), h(z) et k (z) soient méromorphes 
pour | z | < i , avec 

[g(o)-h(o)][g(o)-k(o)][h(o)-k(o)]^o, 

T(r, g) < ç(r) , T(r, h) < ç(r), T(r, k) < ç(r), 

y(r)' étant une fonctioji donnée. Toute fonction f(z} méromorphe 
pour \z\ < i telle que f(z) — g(z), f(z) — h(z) et f(z)— k(z) 
ne s'aïuiulent pas dans ce ceicle, vérifie Vijiégalité 

T(r, / )<Q(cp.; l / ( o ) | , j ( o ) , A(o), *(o), r] . 

L! exemple 

i i 

2 n 

h(z) = g(z) — i, A{*) = ^ * ) - + - j " 

montre que, dans le cas où / ( s ) [est méromorphe, la famille / ( * ) 
peut ne pas être normale. 

19. Extensions du théorème de Landau. — On peut passer du 
théorème de Schottky au célèbre théorème de Landau en utilisant 
Les inégalités:de Gauchy. D'une inégalité bornant \f(z) | pour | z | •< R, 
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on déduit en effet que - R | / ' ( o ) | est borné, ce qiai conduit à tnte 

inégalité relative à R. En particulier : 

XLVIII. a0eta\ ^ o étant dojuxès, ujie Jojictioji de la forme (16) 
autour de Vorigme pour laquelle les racuies de f(z) = x sont 
d1 ordre de multiplicité au moins égal à mj pour x-=xJ} (J = i , 
2, .. ., k) avec 

2(-i)» 
ne peut être méromorphe dans un cercle 

| * | < -r -J-r -û( |ao l ,wi„m. , . . . , m * ) 
I a i I 

[Montel (-c); Bloch (d, f)] . 

XLIX. a0et ax^o ètcuit dojuiés, une fonction de la forme (16 )̂ 
cesse d'être holomorphe ou prend au jnoijis ujie fois la valeur zéro, 
ou prejxd q J'ois au moins la valeur 1 dans UJI cercle 

l * l< 757]-°(l*°l> ?> 
[Landau (h)]. 

On peut aussi remplacer la donnée tle «, par'celle d'une Timftè 
inférieure convenable de \f(z) | en un second point. Par exemple, H 
existe un cercle | * | < ^ y ( M ) dans lequel les fonctions de module 
moindre que M à l'origine et de module supérieur à M -f-1 au point 
z = \, ne sont pas holomorphes ou bien ont des zéros d'ordre de 
multiplicité moindre que 2 ou bien prennent la valeur 1 en des points 
d'ordre de multiplicité moindre que 3. 

Le théorème XLVIII montre qu'il n'existe pas de fonction méro
morphe en tout point à distance finie prenant les valeurs x3 dans les 
conditions de multiplicité indiquées. Ce résultat reste vrai pour les 
fonctions méromorphes autour du point à l'infini [17, c ) ; (4, d, i ) ] . 

On trouvera dans les mémoires de E. Landau diverses extensions 
de son théorème. 

P. Montel (e) et L. Bieberbach [2] [voir aussi Landau (f, g ) ] ont 
étendu le théorème de Landau au cas des fonctions holomorphes ne 
prenant qu'un nombre fini de fois deux valeurs. P . Montel (i) a 
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montré ensuite que le théorème s'applique aussi aux fonctions méro
morphes. 

L. Considèrojis les fojictions f(z) vérifiant les conditions 

/ (*/) = ?n / ' (* / ) = fr • • •> f^r+Kz,) = p ^ > 
(i7) 

\ ( ; = 0 , I, . . . , k\ a0-4-a1 + . . . + aA: = /? + r + 2; r<p) 

les Zj, (3y étant tels qu'il n9existe pas dans cette famille de frac
tion ratiojuielle quotient d'un polyjiome de degré p au plus par 
UJI polyjiome de degré r au plus, q étant UJI entier supérieur ou 
égal à p; il existe UJI nombre 

R = R(/>. ?,r, Po, Pi , . . . ,P* î Pi, . . . , ¾ ^ ^ 

tel que toute fojictioji de la famille prejid q -f-1 fois au moins la 
valeur 1 ou p + 1 fois la valeur zéro owr + i fois la valeur 00, ou 
bien cesse d'être méromorphe dans le cercle \z | < R. 

Car supposons que R n'existe pas. Il existerait une suite f(z\ n) 
de fonctions / , / ( * ; ft) étant méromorphe pour | z | < /1 et ne pre
nant pas plus de p, q, r fois les valeurs o, 1, 00 respectivement dans 
ce cercle. La suite f(z\ n) serait quasi-normale d'ordre total au plus 
égal à p dans tout cercle | z | < A ; on en extrairait une suite f(z\ n) 
uniformément convergente dans un tel cercle privé des points irré
guliers, et, d'après le théorème XLIV la fonction limite ne serait ni 
zéro ni 00. En mettant en évidence d a n s / ( 2 ; n) les pôles dont les 
points limites sont à distance finie, on a 

f(z;n')-. 
R ( a ; n') 

Pour | z | < A, R ( * ; n!) tend uniformément vers un polynôme R(z ) 
dont les zéros sont les pôles de la fonction limite de / et les points 
irréguliers, donc g(z\ nf) qui est holomorphe tend uniformément 
vers une fonction entière P(z) dont les zéros sont les points irrégu
liers et les zéros de la fonction limite de f(z\ n). R ( s ) est de degré r 
au plus, P(z) a p zéros au plus, et, en dehors des points irréguliers 
f(z\ n') converge vers P (z ) : R ( s ) . Si P(^)n 'es t pas identique à R ( ^ ) , 
les points où P : R prend la valeur 1 sont points limites de points 
où f(z\ n') = 1, il y en a moins de q) P : Q est une fraction ration
nelle d'après le théorème de Picard. Donc, dans tous les cas,- P(z) 
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est un polynôme de degré p au plus. Pour z = ZJ, on a 

^ ( * , - ; / 0 = P , R ( * , ; n'\ 
g,(zJ]n

f) = ^/W(zrjn
f)-i-[i'JR(zJ;n

f), 

En passant à la limite, on voit que P : R devrait satisfaire aux condi
tions (17) contrairement aux hypothèses. Le théorème est établi (' ). 

P. Montel (h) a donné récemment de nouvelles extensions du 
théorème de Landau dans l'ordre d'idées de celles données plus haut 
pour le théorème de Schottky. Considérons un système de fonc
tions / , g, h, k méromorphes autour de l'origine et supposons que 
deux quelconques des quatre fonctions ne soient jamais égales (elles 
ne prennent pas simultanément la même valeur, finie ou infinie). La 
fonction 

*r*\ = /(*)-#(*) Hz)-h(z) 
^ ' f{z)-h(z) k{z)-g{z) 

est holomorphe et ne prend pas les valeurs o et i , on peut lui appli
quer le théorème de Landau : si <p'(o) 7=^0, il existe un cercle 

•u l <T7feï ïQ [ | t p ( 0 ) 1 1 ' 

clans lequel, ou bien l'une des quatre fonctions cesse d'être méro
morphe, ou bien deux des quatre fonctions sont égales en un point 
au moins. 

P. Montel généralise en supposant que les égalités telles que 
f(z) = g(z) n'ont lieu qu'en p points au plus. On applique alors le 
théorème L à <p(z). 

20. Nouveaux critères de familles normales. — A. Bloch a obtenu 
de nouveaux critères de familles normales en s'appuyant sur la pro
position suivante : 

LL Si la fojiction f (z) est holomorphe pour \z | < 1, sif(o) = o 
et f (o) = 1, il existe UJI cercle de rayon supérieur à une certaine 
cojistante absolue da/is lequel une brajiche de la fojiction inverse 

(1) Cette démonstration m'a été communiquée par M. Montel. 
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def(z) est holomorphe. Le oejitre de ce Géniale peut être prés sur 
Vaxe des quajititês réelles. 

Pour la démonstration du théorème complet je renverrai au fasci
cule XX du Mémorial. G. Valiron (e) puis E. Landau ont donné 
des démonstrations simples de la première partie du théorème. 
"Voici celle de E. Landau (h) . On peut supposer f(z) holomorphe 
même pour \z | = i, alors M( r ) désignant le maximum de \f'(reiu)\, 
t ° < U<I-R), ( I — r)M(r) égal à i pour r = o et à o pour r =• i 
atteint la valeur i pour r = r 0 < i et est moindre que i pour r > r0. 
TSoit z0 un point tel que 

| / ( * o ) | = M(.i-o), |*o 1=-/-0. 
En posant 

Z=Z0^1ZLHZ, / ( * ) - / ( * o ) = ^F(Z), 

la fonction F (Z) holomorphe pour | Z | < i vérifie les conditions 

| .F'.(o)|=i, |F ' (Z) . |<*, 

donc, en vertu du lemme de Scnwarz 

| F ' ( Z ) - t o | p | Z | „ | F ( Z ) _ » Z | ^ | | Z ' | , (|CÛ| = I ) 

Alors, d'après le théorème de Rouché, F (Z) prend une Tois *et une 

seule pour ( Z | < - l e s valeurs de module moindre que ^. E. Landau 

a montré que la constante B correspondant à la première partie du 

théorème «est comprise entre - # et - • 

De LI, A. Bloch (a) déduit ce critère de famille normale : 

LII. S ides fonctions holomorphes dans UJI domaine D sont telles 
que tous les cercles d'holomorphie de leurs fonctions inverses vnft 
UJI rayon moindre qu'un nombre fixe, elles forment une famille 
normale. D'ujie façon précise, leurs dérivées forment une famille 
bornée à l'intérieur de D. 

Car, f(z ) étant une ^des fonctions, z0 un point de D, | z — z^ | < R* 
un cercle intérieur à D, BR.o|/ ' (s0) | est inférieur au nombre fixe 
donné. 
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Ce fchéorème de Bloch permet de donner une autre forme à la pro
position XLVI : 

LUI. Si la famille êF de fojictions holomorphes dans le 
domaine D j\e contient aucujie suite cojivergeajit uniformément 
à Vultérieur de D vers ujie coJIStaJite finie ou ijifijiie, il existe UJI 
nombre G(S>) tel que la fonctioji inverse d'une fonetioji quel-
cojique de la famille possède UJI cercle d'holomorphie de i*ayom 
au moins égal à C(5*). 

Car, dans le cas contraire, il existerait une suite infinie f(z\ n) 
telle que le plus grand rayon des cercles d'holomorphie de l'inverse 
d e / ( 3 ; n) soit s(n), e(n) tendant vers zéro lorsque n croît indéfini
ment. Les fonctions f (z\ n):e(n) seraient bornées dans leur 
ensemble d'après LU; les f"(z; n) tendraient uniformément vers 
zéro à l'intérieur de D ; de la suite f(z\ n) on pourrait extraire une 
suite convergeant uniformément vers une constante. 

A. Bloch a donné récemment des énoncés généralisant le théorème 
précédent dans diverses directions. Certains de ses résultats découlent 
de cette généralisation du théorème LI (voir fasc. XX, th. XXIR, 
p. 3a) : 

Si la fonction 

Z =f(z) = atz -H.. .-+- apzP-h... (apjéo) 

est holomorphe dans le cercle \ z | < Hp., H étant une constance 
absotwe et p. le maximum des jiojnbres 

p-q 

il existe urte couronne o ^ T < | Z | < T - r - | ap\\j.P telle que la fonc
tion ijiverse de f(z) admet N>/> branches holomorphes dans la 
couronne sectiojuièe le lojig d'un rayoji arbitraire, cesN brajickes 
se permutant ejitre elles lorsque Z tourne autour de Voriguxe. 

A. Bloch déduit de là un critère de famille quasi-normale dont on 
trouvera Fénoncé dans le fascicule XX (th. KXIV, p. 32). Daras un 
ordre d'idées un peu différent, A. Bloch obtient par des considéra
tions différentes de celles développées ici, cette proposition qui géaé-
Falise le théorème XL du fascicule XX : 
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L1V. Les fonctions méromorphes dans un domaine et dont le 
domaine riemannien ne comorend aucun de cinq domaines 
donnés^ simplement co/uiexes? à un seul feuillet, et dont la dis
tance les UJIS aux autres n'est pas nulle, forment une famille 
normale. 

Il y aurait lieu de chercher des démonstrations simples de ces 
propositions. 

V . — IiKS FAMILLES NORMALES DE SYSTEMES DE FONCTIONS. 

21 . Le théorème de Picard sur l'uniformisation, — On doit à 
E. Picard les deux importantes propositions suivantes : 

LV. Si deux fonctions méromorphes dans le voisinage d'un 
point singulier essentiel commun vérifient une relation algé
brique, le genre de cette relation est au plus égal à i . 

LVL F(x,y) = o étant une courbe de genre supérieur à i , si 
deux fonctions uniformes 

(18) x(t) = a0-ha{ *-+-..., jKO = bo-hbit-h... 

satisfont à l'équation de la courbe dans le voisinage du point t = o, 
ces fonctions Jie peuvent être simultanément méromorphes dans 
un cercle 111 <T R dont le rayon est supérieur à un nombre dépen
dant uniquement de la fonction F , de a0, b0 et de a, supposé non 
nul. 

Ces propositions peuvent être établies de diverses façons [Picard 
(u, . . . , e), Montel ( h ) ] . La proposition LVI résulte immédiatement 
du théorème LI et de cette propriété facile à vérifier : une intégrale 
abélienne de première espèce 

s Q ( ^ . r ) i x 

correspondant à F(x, y) = o ne contient que des cercles à un feuillet 
dont le rayon est borné par un nombre M = M (F , Q) . Comme cette 
intégrale est une fonction holomorphe u(t), on voit de suite que les 
fonctions (18) ne peuvent être toutes deux méromorphes dans le 



FAMILLES NORMALES ET QUASI NORMALES DE FONCTIONS MÉROMORPHES. 47 

cercle 

(19) M < ! 
P;(a0 , b0) 

ay Q(a0, M 

Ceci démontre le théorème L VI. En outre, pour tout couple unifor

misant méromorphe pour 11 | < R, les fonctions u1 (t) sont bornées 

dans leur ensemble. En étudiant le rapport -r- on voit alors que x(t) 

ety(t) sont également continues : 

LV1I. La courbe F(x^ y) = o étant de genre supérieur à i , les 
couples ujiiformisajits méromorphes dans UJI domaine y foi^ment 
une famille normale [Bloch (a), Montel (h ) ] . 

A. Bloch déduit également le théorème LV de (19). Si un couple 
uniformisant est méromorphe pour | t | > R et t fini, on a 

x'(t)Q(x,y) 
F}U,..M 

< ? • 

le premier membre est donc holomorphe à l'infini. Le quotient Q r ". Q2 

de deux adjointes aurait une limite pour t = oo, donc le point x, y 
aurait une limite, x et y seraient encore méromorphes à l'infini. 

P. Montel (h) a donné un résultat analogue à LVI dans le cas où 
le genre de F(x, y) = o est o ou 1. Dans le cas du genre égal à 1, 
x et y sont fonctions doublement périodiques d'une variable u, le 
parallélogramme des périodes correspondant biunivoquement à la 
surface de Riemann relative à F(x, y) = o. S'il existe des fonctions 
uniformisantes (18), u est fonction holomorphe de t. Si x(t) ety(t) 
ne prennent pas un couple de valeurs # 0 , y0[F(x0, y0) = 0 ] , 
u(t) ne prend pas deux valeurs, la famille u(t), donc aussi les 
familles x(t) et y(t) sojit norjnales. Si aQ, b0, al7 x0, y0 sont 
dojuiés, le rayon de méromorphie commun des fonctions (18) est 
borjiê. Il est clair que LVll s'étend dans les mêmes conditions. 
P. Montel généralise en supposant que le couple de valeurs x, y est 
pris k fois au plus. Dans le cas du genre zéro il obtient un résultat 
analogue en introduisant trois couples de valeurs exceptionnelles. 

22. Les familles complexes de P . Montel. — P. Montel (h) a 
étudié certains systèmes de fonctions holomorphes dans un domaine D 
où elles admettent des combinîùsons linéaires exceptionnelles, c'est-
à-dire des combinaisons qui ne s'annulent pas. 
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Lorsque D est le plan complet, un théorème de Borel [6] sur les 
sommes d'exponentielles permet d'affirmer que v fonctions entières 
ne peuvent admettre plus de 2v — i combinaisons linéaires exception-" 
nelles différentes. Cette proposition sert à P. Montel à compléter un 
théorème de G. Rémoundos [26] sur les fonctions algébroïdes. 

Pour un domaine D quelconque, les résultats de P. Montel peuvent 
se déduire de cette proposition qu'on rappiochera de celle donnée 
au n° 18 : si les fonctions f(z) sont bornées en un point z0 de D et 
si f(z) — g(z) et f(z) — h(z) ne s'annulent pas dans D, g(z) et 
h(z) appai^enant à une famille bornée dans D telle que la 
famille g(z) — h(z) JI'admette pas zéro pour fonction limite, 
la famille f(z) est normale et bornée dans D. Car la famille 
[/(*) —g (z)] ' - IM 3 ) — # ( * ) ] e s t normale puisque h(z)—g(z) a 
moins de /i(D') zéros dans tout domaine D' complètement intérieur 
à D; la famille f(z) —g(z) est donc aussi normale et bornée et par 
suite aussi la famille f(z). 

Considérons alors un système de trois fonctions par exemple,/] (z), 
f-i(z), f\(z) holomorphes dans D et admettant des combinaisons 
exceptionnelles formant deux tableaux triangulaires 

(20) / , ( * ) + «, / 1 ( 2 ) 4 - a', 

(21) / , ( * ) - H 6 / , ( S ) + C, / ,(*) f brf{z)+- c', 

(22) fi(z) + df2(z) + eMz) + A, /3(*) + d'/2(2) + e'/i(*)+ *', 

a, a!, . . . étant donnés. Si l'on suppose en outre que les fonctions 
sont bornées en un point z0 de D et que le module de la différence 
des fonctions d'une même ligne reste supérieur à un nombre fixe en 
un point zx, les fonctions f\, / 2 ) / 3 appartiennent à iuie famille 
normale bornée à Vultérieur de D. Il est clair qu'il en serait de 
même si l'on remplaçait les combinaisons linéaires (21) par d'autres 
combinaisons exceptionnelles 

/ ( * ) + Pi[/i(*)]- /•(*) + P . [ / I ( * ) L 

P, et P2 étant des polynômes donnés, [ P1 — P21 restant supérieur à 
un nombre fixe en un point, et celles de la ligne (22) par d'autres où 
figureraient des polynômes e n / , e t / 2 . 

P. Montel (h) montre que l'hypothèse que les f(z) sont bornés en 
un point est indispensable; par exemple, si/< (z) = 3 w , / 2 ( s ) = (2^)" , 
n entier positif et | z \ < 1, la famille/2(z) n'est pas normale et / t 
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e t / i + / 2 admettent cependant plusieurs combinaisons exception
nelles. Il donne également un moyen pour reconnaître si v fonctions 
admettant deux groupes de v combinaisons exceptionnelles distinctes 
peuvent être transformées par substitution linéaire en des fonctions 
pour lesquelles les combinaisons exceptionnelles forment deux 
tableaux triangulaires analogues à ceux considérés ci-dessus. 

Pour les fonctions méromorphes, P. Montel (h) suppose qu'il y a 
trois fois plus de combinaisons exceptionnelles que de fonctions, ces 
combinaisons et fonctions satisfaisant à des conditions convenables. 

23. Les résultats de A. Bloch. — Dans ses recherches sur le même 
sujet, A. Bloch (e) s'est placé à un point de vue tout différent. D'après 
le théorème de Borel sur les sommes d'exponentielles [6] , si deux 
fonctions entières n'ont pas de zéros, leur somme prend nécessaire
ment la valeur i. Quelle est la proposition correspondante pour deux 
fonctions holomorphes dans un domaine ? si f(z) et g (z) holomorphes 
ne s'annulent pas dans D et si f(z)-\-g(z) -f- i ne s'annule pas 
dans D, a-t-on une proposition analogue au théorème de Landau? au 
théorème de Schottky? Voici la réponse fournie par A. Bloch (e) : 

LV1IL Sif (z) et g (z) sont holomorphes pour \z | < i,a0 = / ( o ) , 

b*=g(°)> sif(z)ig(z) etJ(z)-±-?(z) + l ne s'annulent pas dajis 
ce cercle : 

i° Si 
(a0 —1)(60 — i)(a0-+-60)=^0, 

l/(*)l> \g(z)\ et \f(z) -Jt~g'{z)-^'}\ sont bornés inférieuremeiït et 
supérieurement pour \ z | < /• par des nombres ne dépendant que 
de a0, bQ et r: 

20 Si l'un seulement des nombres a0 — 1, b0 — 1, a 0 + b0 est nul, 

par exemple a 0 + b0 = o, - et \f-\-g-\-i \ sont bornés uifèrieu-

rement et super leur e me Jit par des nombres ne dènendant que 
de a0, b0 et r ; 

/+<?-3° Si a0= 1 et b0= 1, est borjiè inférieurement etsupé-

rieurement par des jiombres Jie dépendant que de a0, b0 et r; on 
a des résultats analogues si a0=\, b0= — 1 ou si a0 = — 1 et 

file:///f-/-g-/-i
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De cette proposition qui généralise le théorème de Schottky et 
celui de Landau, on peut déduire des critères de familles normales 
bornées. On en déduira un énoncé plus général que celui de Montel 
donné ci-dessus en introduisant une quatrième combinaison excep
tionnelle. A. Bloch donne un résultat analogue pour les systèmes de 
deux fonctions méromorphes admettant quatre combinaisons excep
tionnelles, puis pour les systèmes de v fonctions avec v combinaisons 
exceptionnelles. 

La théorie des familles normales ne joue aucun rôle dans la démons
tration de ces propositions qui s'obtiennent par les méthodes de la 
théorie des fonctions entières. 

Il est manifeste que l'étude des couples de fonctions admettant 
des combinaisons linéaires exceptionnelles devra être suivie de celle 
des couples admettant des combinaisons algébriques exceptionnelles. 
On pourra se reporter pour ce point au fascicule XX dans lequel 
A. Bloch donne quelques énoncés (voir n° 55). 

Signalons enfin qu'à l'énoncé XLVH du fascicule XX correspond 
ce critère de famille normale dû à Bloch : 

Si les fonctions \ = f(z) et Y = g(z) sont méromorphes et ne 
s9annulent pas dans un domaine D,si X + Y n'est jamais égal 

à i (pourXou Y infini, ^ ^ — i) et si \ X |2 + j Y |°, | X [* + 1 Y — i |a 

et | X — 11 2+ | Y |2 restent supérieurs à un nombre fixe, ces fonc
tions forment une famille normale. 
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