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SOLUTIONS EXACTES DES EQUATIONS

bu

MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX.

Par M. A. ROSENBLATT.

PREFACE..

Jai pensé de faire ceuvre utile en exposant ici 1'élat actuel de nos
connaissances sur U'intégration des équations exactes du mouvement
des liquides visqueux homogeénes et incompressibles. Nous connaissons
aujourd’hui un certain nombre de solutions ezplicites, c’est-a-dire
satisfaisant a des équations différentielles ordinaires. Ces solutions
sont, d’aprés les mots de M. Terradas de Rios, paraphrase des mots
célebres de Poincaré : « la seule bréche par o nous puissions essayer
de pénétrer dans une place jusqu’ici répulée inabordable ». En effet,
leur importance surpasse bien celle des purs théorémes d’existence
dont il est presque impossible de constater 'applicabilité dans un cas
donné.

Aprés avoir rappelé, dans le premier Chapitre, les résultats clas-
siques des fondateurs de ’hydrodynamique des fluides visqueux, je
les compléte par quelques formules nécessaires dans la suite et qui
sont relatives aux tensions. J'expose ensuile les solutions connues du
mouvement plan et de celui dans trois dimensions. On sail que
Pon doit dans ce domaine des découvertes récentes importantes a
MM. Hamel, Oseen. Cisotti, Crudeli, Caldonazzo, elc. qui ont élargi
beaucoup le champ primitif des solutions exactes limilé aux moue-
ments de Poiseuille, aux mouvements circulaires (de Couctte), et aux
mouvements laminaires. Je donne aussi des mouvements nouveaux
que j’ai d’ailleurs étudié dans des travaux récents.

Je considére ensuite au Chapitre [V les mouvements voisins des
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mouvements précédents el leur stabilité. A ce que je sache, exceplé
M. F. Neether nul essai n’a été fait jusqu’ici d’étudier celte question
exactement, c’est-a-dive sans négliger les membres d’ordre supé-
rieur. Les auteurs se bornent a Papproximation du premier ordre et
appliquent les théories des équations linéaires sans se demander quel
est le rapport de ces solutions aux solutions exactes. Bien que I'on
puisse parvenir ainsi a des résultats intéressants et méme c¢tant dans
une certaine mesure en accord avec U'expérience, il est clair qu’ils ne
donnent aucun renseignement sur la nature des solutions exactes, ni
sur la question de P'origine de accord que I'on a trouvé ou que l'on
veut avoir trouné.

Jai obtenu moi-méme certains résultats exacts concernant les
mouvements voisins des mouvements radiaux, des mouvements de
Poiseuille et des mouvements voisins des mouvements laminaires
dont j’expose une partie.

Je n’ai pas exposé I'état actuel de la théorie générale de existence
des solutions remplissant des conditions génerales au contour. On
sail que ce sonl les géometres italiens d’une part, M. Oseen el son
¢cole brillante de l'autre part qui ont obtenu dans ce champ des
‘vésultats brillants au sujet desquels je ne puis que renvoyer aux deux
livres excellents de M. Oseen : Hydrodynamik, et de M. Villat :
Lecons sur §’hydrodynamique.

Je n’ai traité non plus la théorie exacte du mouvement des corps
dans un liquide visqueux qui a donné lieu a des nombreux travaux,
ce sujet formant 'objet d’un fascicule de M. Villat. Faute de place je
n'ai cité dans la bibliographie que les travaux se rapportant direcle-
ment au sujet de P'article.

Qu’il me soit permis de remercier ici bien chaleureusement
M. Villat de m’avoir proposé la rédaction de ce travail. Je remercie
aussi la maison Gauthier-Villars d’avoir publié-le fascicule avec tous
les soins traditionnels.

CHAPITRE 1.

RAPPEL DES LOIS FONDAMENTALES DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX.

1. Déformations au sein d'un liquide visqueux en mouvement.
— Envisageons un fluide visqueux en mouvement et désignons par
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zi(i=1, 2, 3)les coordonndes cartésiennes rectangulaires du point P,

>

et par ¢ le temps. Désignons par ¢ le vecteur de vilesse de compo-
santes v; el par e;; les composantes de déformation, c’cst-a-dire les
expressions

()L',- l)v,' . t)kl‘,' . .
T Cii = = = j; ejj = — —_— =iV ] .
(1) ii or iiy ij l).l',' Jz; ij ji ( #])
>
Rotv est le vecteur de composantes ;
E) = raa— ray, Ea=ra— oy, Ea= a1 — ).

Le mouvement relatif au point P(z) est donné par le vecteur infi-
-
nitésimal dv de composantes

\ I . I 1.
dvi= ey dr,+ 5o dirs + 5 €1 drs—+ ;t_';', dry—E; dr,),

I I I

dp, = €1 dz,+ esdr,—+ €23 dr; + —,(E;, dary— & drg),
I I 1, .

f.i"3= ;831 d.Z]"f‘ ';e;u d.)‘:_a+ €3 d.I‘3+ 5(;1 d.rg—;g d.ti).

A ce mouvement est lice la quadrique de déformation Q
d’équation
(2) ° EZ eijrixj=-C.

i<j"

Les directions principales de cette quadrique correspondent anx
racines ¢; de I'équation '

en—e e e
11 2 12 By 13

(3) Ale)=] covvnn N Y
‘IP Ie e e
Nl 3 &2 33—

Soient x;(j =1, 2, 3) les axes principaux a cosinus direc-
teurs M (i =1, 2, 3). Ces cosinus sont donnés par les équations

; | S | :
(enn—ej)h + —)e..,/.:’_, + .—)-e”).l3 =0,
, )
(4 Y M+ —ewhd =«
-(4) 36 +(eys—e; )0y + 5 ey =0

I : 1 .
2—831)\'1 - 5833)\'{, +(e_~.3—)\{,)=0.-'
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On a entre les coordonnées z, et les coordonnées .z, les relations

P

r ey, xr,= EMz.

Y
La forme o est transformée en forme canonique
P
(%) €\ ry e ritaelany.

Les ¢, sont les composantes principales de déformation.
En remplagant dans (5) les 2/ phr leurs expressions dans les z, on
obtient les relations

\ ey = .‘.le’,()./;)' (=1, 2, 3),

(6) L . .
| esn=22e' 2N, (i ki, k=1, », 3).

En remplacant inversement les z dans (2) par les =’ on a

Y - .
e,:-_z Miex (=102, 3),
i<k

’ 0:2)\;7\’}6“ (&6, j=1,2,3).
Aél’

Les accroissements infiniment petits de la vitesse suivant les axes
principaux dy) sont donc donnés par les formules

(8) dvi=re,dr,

2. Tensions au sein d’un liquide en mouvement. — Envisage(;ns
trois plans II,(/ =1, 2, 3) rectangulaires passant par le point P et
paralléles aux plans des coordonnées. Envisageons au point P les
normales n, positives des plans II, dirigées parallélement et de méme
sens aux axes .x,. Appelons T, les tensions qu’exercent au point P les
parties du fluide situées du coté positif des plans II, sur ces plans.
Soient de méme T,(i =1, », 3) les tensions principales, c’est-a-dire
les tensions qu’exercent au point P les parties du fluide situées du
coLé positif des plans principaux 1I; sur ces plans. Les plans II, soni
perpendiculaires aux axes principaux .z, et les normales 7, positives a
ces plans sont paralléles aux axes ., et de sens égal.

En raison de symétrie les tensions T, sont paralleles aux axes ;.
Appelons T,, les composantes suivant les axes x, des tensions T; et
envisageons un lricdre T rectangulaire dont les faces latérales sont
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paralléles aux plans de coordonnées 2’ et dont I’ « hypoténuse » est
normale a la direction de 'axe 2,. Les conditions de I’équilibre de ce
triédre donnent les trois relations

(9) Tu=2 T}()‘{)E (T=1, 2, 3),

j=1

ainsi que les trois relations
)

(10) Tur=Ta= Y, T/ N
i=1
Envisageons maintenant un plan général Il dont la normale » ales
cosinus directeurs 1,, Ay, A;. Envisageons la tension T, qu’exerce la
partie du fluide située du cé6té positif de ce plan sur ce plan,
Soient T, ({ =1, 2, 3) les composantes suivant les axes z, de Th,.

On a
3
(11) T,,,=2 T,%, (i=1, 2, 3).

j=1

Envisageons la formule (9). En sommant par rapport a #, on obtient

la relation
3 3

1) Sr,=31

La somme des composanles normales des tensions qui agissent sur
trois plans perpendiculaires passant par le point P est donc constante
et égale a la somme des trois tensions principales en ce point.

Dénotons par p I'expression

3 3
~i3ne-iEm
=1 =1
c’est la pression moyenne au point P qui est égale a la pression s’il
s’agit d’un liquide parfait.

On suppose que les tensions principales T, différent de la tension
moyenne — p par des fonctions linéaires homogénes des déformations
principales. Les T, ont alors nécessairement la forme

3
(13) Tj=—p+2 Y e+2ue, (=12 3),
=1

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 72, 2
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A, i1, étant. deux constantes qui, d'aprés la signification de p, sont liées
par la relation

(14) 3X+2u =o.

Les composantes des tensions T, s’expriment donc en fonction des
composantes de déformation par les formules suivantes :

3
(15) Ty=—p+ 2 eatape,

=1

3
2N .
:—p"gpz Cut2pe;; (J=12,3)

(=1

(16) T, =pe, (A7 ,7=1,2,3)

La constante p s’appelle coefficient de viscosité et sa dimension

est [%] Le coefficient cinématique de viscosité est le quotient &,

l
Remplagons dans les formules (11) les composantes des tensions
par leurs expressions (15), (16) en composantes de déformation. On
obtient pour le vecteur T, 'expression vectorielle suivante :

p étant la densité. On le désigne par v, sa dimension est [E]

> 92 > >
(17) Tn:—pn~§p8n+2p.en.

>
Dans cette expression n désigne le vecteur unité de la normale n.
e est Phomographie vectorielle donnée par la forme o(2), c’est-a-

dire que si}y, Ay, Ay sont les cosinus directeurs de n, en est le vecteur
de composantes

1=

2 2 JA,

Lo= 122Gl d) i 3,

On a

I 1
P1= eph + Eeu)w-*- 231113,

~

‘I 1 1
;.?2-: Ee“)\,+ egg)m-i- ;eg;)\a,

I 1 I '
=  eg A+ —€3Aa+ e33A;
2?3 o E3th1H €34, 33 Aa.
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Orona

1
591 = Pudki+ondo+ ok

1
= 01+ 0 ko O3 kg — ;[(913—951)7\3—' (Pa1—w12) s ],

. . . dy
Introduisons 'homographie vectorielle ~p donnée par la forme
bilinéaire
?(2, y) = oy zy;.
On a

-
de> r r
Zi_:—' n=11Z v i+ La X Vo A+ 305 A

T dy, > dp, 7 dvg
=“-_dn +lz’d_n + 3 dﬂ.

>
> . dv
A H )
Lef vecteur en peut étre exprimé par I'homographie —5 de la
maniére suivante : ,

Nous avons donc la formule vectorielle suivante :

>
> > > > >
(18) Tn=——pn——§p.0n+2p.§%n—protv/\n.

0 est d’ailleurs la dilatation

8 = Z¢; = Ze,.

3. Equations du mouvement des liquides visqueux. — En dénotant
par % les composantes matérielles de I'accélération et par X; les

composantes des forces extérieures agissant sur le fluide, on a les
¢équations suivantes du mouvement du fluide :

dy . : JT .
(19) g =X Y5 (i=12,3),

i=1

En remplacant dans ces formules les T, par leurs expressions (16)
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et en remarquant que I'on a

de 1 de I de I
—n _J.}.__”:_Api_'_-—.-.,
oz 2 0z, 2 dr; 2 2 dxy

on obtient les équations différentielles

dv, 1 dp v 00 .
(20) ?T—X’_de, 3 9m +vAe;  (E=1, 2, 3).

—
La dérivée matérielle g; du vecteur ¢ est égale a

> >
dv dv >
at = dP "

La densité p satisfait a 'équation de conservation des masses

(21) +d1v(pv)_o
ou bien

dp >
(22) y7in pdive =o.

Si le fluide est incompressible, on a

dp
'Zt— = o, 6 =o.

Sl est, en outre, homogéne, et si les forces dérivent d’un
potentiel U, on pose

o=Uu_2
P

et I'on a ’équation vectorielle

(23) Z_ grad @ +v Av.

Si p est plus-généralement fonction de p seulement, on pose

Q=U—fd—p
e

Supposons encore le fluide incompressible et homogéne, et pre-
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nons le rateur de I'équation (23). On a

> >
do _ o0 + ! 0'radv‘-’-i-rot:/\3
dt — dt  2° ?
> > >
drotu__drotv_‘_drotv‘:
dt ot dP 7’

>
> > >
rot(u A v) = (dlvv— :_ZP>-> (dlv;—- g%)

> > L
ou u, ¢ sont deux vecteurs arbitraires. On a donc
> o >
mta_'v_drotv <d -; ot—:—!— drotey >
dt = "ot "dP ar_ "’
> >
__droty  dy rot:
T odt dP ’
donc, I'équation (23) devient
clrotv |dv

> >
= rote + ¢Arotyo,

(24)

dt dP

‘ou bien, puisque I'on a

—> > > >
grad dive.= Ae¢ + rot?p,

> >
(25 dmw—ﬂ ot—> r t"—)
) T_dPr P —9oro o,

> > . oo e I N
rot*y etrot® ¢ désignant la répétition double et triple de 'opération rot.

Dans le cas général, lorsque dive n’est pas nul, on a
) q p

diveroty = o — | ——
dat o= m\ e

> >
drote L d [ rotp

donc, en prenant le roteur de I'équation (20) que nous écrirons

>
dv

——> —> — > >
(20") =7 = gradU — : gradp + 13'- grad dive v Ap,
on aura
4 t—>> s > N <—>d
i i a9 _ gradp
Pdt( o ap rotv+vArotv rot - )

+3 rot(v ;;-zi div?)-
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Le troisiéme lerme & droite ne s’annule que lorsqu’on a *
g

> —
gradp A gradp = o,
de méme, le quatriéme membre ne s’annule que lorsqu’on a

—_— > =
grad dive A gradp =o (%).

4. Mouvement plan. — Dans le cas du mouvement plan, le
vecteur

> x>
rote = (ve — V10 )13
est normal a ce plan. On a

> > x> > »
rote A\ n=Ety13 A\ (z,nl-f— ians ) =Es\lany— ¢y s ),
ny, n, étant les cosinus directeurs d’une direction n du plan.

Soit s une direction orientée par rapport a la direction » comme
Paxe des = par rapport a I'axe des y, et soient s,. s, ses cosinus
directeurs. On a

> > /
dy ; dy dy, 7-&- dv,
—— = - = — —1
AP dn~ dn "' dn'®

>
de >  dp, dv,
% n = 2—; n,+ T’lg,
>
dy ": dv, do,

dong, la tension T, est donnée par la formule

dn
[ dv dv. ke
+un|2 -d—n-n)——d—n—ﬂl + g3,

Les composantes T,, et T,, normale et tangentielle de I'effort T,

#(26) Ty= [—p—§}19+m<%ni+f&n.>]:

() La formule (4), page 62, de I’Analyse vectorielle générale, de MM. Burali-
Forti et Marcolongo, Pavie, 1913, est inezacte.
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s’expriment donc par les formules suivantes :

(27) Tan=—p— §96+ 2p.[ 01903+ vaa nd + (012 + 09y B ],
{ Tos = Lo 20 na(01s — 023) + (03— 23) (012 + 921)].

Si le fluide est incompressible, et si W est la fonction de Stokes,
ona
vy =—W,, v, =1,

. . ‘. . N
on peut donc exprimer les vitesses et les cosinus directeurs par W'

On a

0 v,
§= —) Sr= —y

q

¢ ¢tant la valeur absolue de la vitesse. On trouve ainsi
Tin=—p—+ = [ Wio (W3 — U3) + (Vs — Vo)V, 1Y,

(28) e

Ty = 5 [— VLW W+ (W — W) (T3 — W'2)].

Introduisons I'angle « de la tangente positive. On a

d d tan 1

(72 = cos?a ;naa - q_[qriur,(lr.,_qr“)_,_(wn W, |,
) dt \

:)—: = c0s2a ::ga — %[111' lpga—f—lp. lI"“-— 2‘[’1‘”‘,‘1’13]

donc, on obtient les formules

da
T,,,L=—p+2pqd—ns
' (29) N
Tn; = ‘J.(flqa; —A\F).

Les équations différentielles du mouvement plan sont

PaPI =+ PePpa—+ 0= d—% (U—f‘ip> —+ v A, + %v%,
(30) 1 Jo

d dp 108

dxz<U J P>+VAV. §vm,

donc, dans le cas du fluide incompressible et homogéne, on a les
équations

Py 021~ VaPra—+ Vap=

— AW, W,—th_D?(U—g——q>-—vA‘lf,,

J p 1,
_AIF.'IP‘)-O—‘Fn: d_.z'_,(U_; —_ Zq-) +VA‘F|.

31)
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L’élimination de p donne I’équation

‘ D(V,A¥) 0AY
(32) ‘IAA‘F—W—T—O

du quatriéme ordre en W.
La pression moyenne p est ensuite donnée par la formule

(38) p=—Sg+ 00U

— pf[v(A‘Fo day— Ay dzs) — AV QY + W', dy— oy day .

5. Introduction des coordonnées isométriques. — Nous intro-
duirons, au lieu des coordonnées cartésiennes z,, les coordonnées
isométriques ¢, y de M. Hamel. La fonction  de z,, z,,

© =0+ iy,

est fonction analytique de z = x, + i z,.
On a donc

Vi=Yo.o1+Wr. 1, Wo= Wo.00+ Wy s,
¢* =W+ U= (Y3+¥3) (o7 +23).

Désignons par Q P'expression

2

dw o
=ei+oed= i+ x3.

dz

Le laplacien A'W en coordonnées isométriques est donné par la
relation

AT = QA'W,
On a
(A‘IJ')? =AV, Q+AY Qqs
(A¥ )y = AWy Q + A'W Qy,
A'AY = QA'A Y 4+ 2(AWpQp+ A’IIJ"xQx) +A'TAQ.
On a
d dw\®* _dlogQ ,dlogQ
E)]()g(d_z> =0 TtTo
Posons
d?w
d dw\? dz® .
(34) %log(ﬁ) =2——— =a+1ib,

(%)

a +- ib est fonction analytique de z.
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Multiplions les équations (31) par Zyp, Zap en les sommant, de
méme par z,y, Zsy. On obtient les équations

, J R
— AV W, —Wyt= - (Q—éq-> — v(AT)y,

(35) : :
_All;'l[)'x—}- lp?tz Ji(g_ -q- >+ I(AIF)?,
et, en éliminant Q,
DAY, W) oy o
—W+AWt—VAAW
On a
A'Q = Q(a*+ &2),
D (AW, llf') D(A’llf ‘l") e
+ A'Y Py — QyWy).

On obtient donc I'équation de M. Hamel donnant W en coor-
données o, x

(36) VNN + 2(alWo— bAWY) + (a’+ b2) NT]
DAY, ¥) 1 AW
=—— " AW (aWy+ bV — .

D% X) (a¥us0%e)+ 5 =5

Exprimons maintenant les tensions par les coordonnées isomé-
triques. On a
dqs)
+ U,

Tos= p AW — —(w,()x

mais on a

0 |, 99" _ %9’ 0_7_)
L Q(wzp ARt

On obtient la formule

0log (W3 + U3
(37) Tns=pQ[A'1p—aw¢+wa—m¢—°g(T‘f’;_’-)
g, 0 10g(WZ4-WF)
__JIJL——T- .
On a
vy v, ' Vo Wy P1 X1I
(q")t (g%): (g%) (2 1] 92 £e

, = Q Yol QW3+ W) lx— Wx[Q(Wi+¥3)], |
et
=2[V(V3—W3) + ¥, > (Ve — Tyy)).
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Nous obtenons ainsi la formule

(38) Tnn=—p—@i—w§[‘%q§—wxq$]
dlog(¥3+ W3
=—p+y.Q[a‘Fx+ bWyt Uy log(Wo+ ¥}) - 2
g, 9 log (Vg + IP'?,')]
¥ Jy
Les équations (35) donnent la pression moyenne. On a

dp | SN e JAaw
(39) L =au—lag +Q[Allldlli‘—ud—xd*
JA'Y

“+v d?

dy +vA'W(ady +b dcp)]
—_ wb; dx -+ lFXg d?.

CHAPITRE 1I.

MOUVEMENTS PLANS.

1. Mouvements en spirales logarithmiques. — Les mouvements
plans stationnaires en spirales logarithmiques ont été découverts par
M. G. Hamel. M. Hamel s’est demandé, s’il y avait des mouve-
menls plans rnon potentiels. mais dont les lignes de flux fussent des
courbes harmoniques. La fonction W de Stokes doit donc étre fonc-

tion d’une fonction ¢ harmonique, sans que W' soit harmonique.
Posant

(1) V= f(o),

on a

"

AIL’=‘~/,—,(W§+W_$)+/'A9 (f'# o).
La fonction W doit donc satisfaire a I'équation
(2) AV = F(W) (W2 + ¥2),
Inversement, si W satisfait a I'équation (2) la fonction

3) 0 =fe‘f““”"“Ir dw

est harmonique.



SOLUTIONS EXACTES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 15

Envisageons I'¢quation (36), Chapitre I, de M. Hamel en supposant
le mouvement stationnaire. Pour que I'on puisse avoir (1), ou ¢ est
harmonique, il faut et il suffit que la fonclion analytique de z,

a + tb, soit une constante (Hamel, une autre démonstration de
Millikan). On a en ce cas"

(4) W= 2=

donc les coordonnées isométriques ¢, y s’expriment par les coordon-
nées polaires par les expressions

2
s:pz—m(alogr—}— be),

(%) )
?X: a——:+b2(blogr—a8).

Les lignes de courant sont donc des spirales logarithmiques ou
bien leurs dégénérescences

(6) alogr + 56 = const.

S (o) satisfait a Péquation différentielle du quatrieme ordre de
M. Hamel ‘

(7) oLfY+2af"+ (a2 + 6") f'] = — bf f".

Les composantes de la vitesse ¢ suivant les direclions des ¢ et
des x croissants sont

-V<P=;Wx\/6, vy = W@\/ﬁ.

Donc les composantes de ¢ suivant les directions du rayon vecteur et
de 'amplitude © sont
Wy Yo

vpz—_T, vg

7
ou p est logr. On obtient donc les expressions suivantes de ces
composantes :

(8) o — 26 f 2a  f

= e— v = — —
P a x5 b ar+ b2 r

-

Les formules (37) et (38) du Chapitre T donnent les composantes
de la tension T, agissant sur les lignes de flux. On a

(9) Tns=—pQ(f"+ af").



6 A. ROSENBLATT.
Quant a Ty, on a
Tun=—p—+ wbQf,

et la pression moyenne p est donnée par la formule
d " 4 :
(10)  F = 2dg - QU S dy v " dy v f(a dy + b dy)),

Y b
ou l'on a N

- 4 = A »X
Q= (a2+b2)r2 = a2+ b2 ewrh.

Or P'équation différentielle (7) peut étre immédiatement intégrée
une fois et donne

(11) v+ 2af”+(a"+bf4)f’]+§f’2=Cv.
L’expression (10) peut étre intégrée complétement et 'on obtient
4 r 9 o "
(12) P= s oner B (@ +6") +paf'—Cul.
Donc la composante normale de la tension T, est donnée par la

formule

(13) Tpn= (a,_'_*d—;_,)brﬂc_a(f',’*‘af')]-

2. Cas particuliers. Mouvements circulaires et radiaux. — Suppo-
sons avec M. Hamel que l'on ait

a2o, b<o,
=1 (en cas de & £ o),

ce que I'on peut réaliser par une simple transformation de coordon-
nées. On a les deux cas particuliers fondamentaux :

a. b=o. Ce sont les mouvements circulaires de Couette. Envi-
sageons l'équation du troisiéme ordre (11). En posant f'—u
M. Hamel la raméne immédiatement a I'équation du deuxiéme ordre

(14) viu"+20u' + (a2 + bﬂ)u]+§u2—Cv=o.

Dans le cas particulier b= o, elle s’intégre par des fonctions élé-

mentaires

(15) u=—2—:+e—"¢P(A+B<p).





















