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SOLUTIONS EXACTES DES ÉQUATIONS 

DU 

MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 
Par M. A. ROSENBLATT. 

P K É F X C E . 

J'ai pensé de faire œuvre utile en exposant ici l'état actuel de nos 
connaissances sur l'intégration des équations exactes du mouvement 
des liquides visqueux homogènes et incompressibles. Nous connaissons 
aujourd'hui un certain nombre de solutions explicites, c'est-à-dire 
satisfaisant à des équations différentielles ordinaires. Ces solutions 
sont, d'après les mots de M. Terradas de Rios, paraphrase des mots 
célèbres de Poincaré : « la seule brèche par où nous puissions essayer 
de pénétrer dans une place jusqu'ici répulée inabordable ». En effet, 
leur importance surpasse bien celle des purs théorèmes d'existence 
dont il est presque impossible de constater l'applicabilité dans un cas 
donné. 

Après avoir rappelé, dans le premier Chapitre, les résultats clas­
siques des fondateurs de l'hydrodynamique des fluides visqueux, je 
les complète par quelques formules nécessaires dans la suite et qui 
sont relatives aux tensions. J'expose ensuite les solutions connues du 
mouvement plan et de celui dans trois dimensions. On sait que 
l'on doit dans ce domaine des découvertes récentes importantes à 
MM. Hamel, Oseen, Cisotti, Crudeli, Caldonazzo, etc. qui ont élargi 
beaucoup le champ primitif des solutions exactes limité aux mouve­
ments de Poiseuille, aux mouvements circulaires (de Couette), et aux 
mouvements laminaires. Je donne aussi des mouvements nouveaux 
que j 'ai d'ailleurs étudié dans des travaux récents. 

Je considère ensuite au Chapitre IV les mouvements \oisins des 
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mouvements précédents et leur stabilité. A ce que je sache, excepté 
M. F . Nœlher nul essai n'a été fait jusqu'ici d'étudier cette question 
exactement, c'est-à-dire sans négliger les membres d'ordre supé­
rieur. Les auteurs se bornent à l'approximation du premier ordre et 
appliquent les théories des équations linéaires sans se demander quel 
est le rapport de ces solutions aux solutions exactes. Bien que Ton 
puisse parvenir ainsi à des résultats intéressants et même étant dans 
une certaine mesure en accord avec l'expérience, il est clair qu'ils ne 
donnent aucun renseignement sur la nature des solutions exactes, ni 
sur la question de l'origine de l'accord que l'on a trouvé ou que l'on 
veut avoir trouvé. 

J'ai obtenu moi-même certains résultats exacts concernant les 
mouvements voisins des mouvements radiaux, des mouvements de 
Poiseuille et des mouvements voisins des mouvements laminaires 
dont j'expose une partie. 

Je n'ai pas exposé l'état actuel de la théorie générale de Y existence 
des solutions remplissant des conditions générales au contour. On 
sait que ce sont les géomètres italiens d'une part. M. Oseen et son 
école brillante de l'autre part qui ont obtenu dans ce champ des 
résultats brillants au sujet desquels je ne puis que renvoyer aux deux 
livres excellents de M. Oseen : Hydrodynamik, et de M. Villat : 
Leçons sur ly hydrodynamique. 

Je n'ai traité non plus la théorie exacte du mouvement des corps 
dans un liquide visqueux qui a donné lieu à des nombreux travaux, 
ce sujet formant l'objet d'un fascicule de M. Villat. Faute de place je 
n'ai cité dans la bibliographie que les travaux se rapportant directe­
ment au sujet de l'article. 

Qu'il me soit permis de remercier ici bien chaleureusement 
M. Villat de m'a voir proposé la rédaction de ce travail. Je remercie 
aussi la maison Gauthier-Villars d'avoir publié le fascicule avec tous 
les soins traditionnels. 

CHAPITRE 1. 

RAPPEL DES LOIS FONDAMENTALES DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 

1. Déformations au sein d'un liquide visqueux en mouvement. 
- Envisageons un fluide visqueux en mouvement et désignons par 
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x,(i=: 1,2,3) les coordonnées cartésiennes rectangulaires du point P, 

et par n e temps. Désignons par v le vecteur de vitesse de compo­
santes V[ et par e,,- les composantes de déformation, c'est-à-dire les 
expressions 

(0 

Rot^ est le vecteur de composantes H/ 

Çl — r 32 r 2 3 j , = p . , ( i s — l'ai) ç:t— r 2 i — (,12« 

Le mouvement relatif au point P(,r) est donné par le vecteur infi­

nitésimal dv de composantes 

ûh>, = eu dx\ H— e12 ^.r2 H- - e,:, dx$ -h - ( £3 rf.r3— J3 rf;ra), 

r/r2 = - e2i rfj?] H- e2S a?.r, -+- - é?23 dx* -f- - (£3 rf.rt — \y dx3), 

dv2 = - «3i dx\ -h - e 3 î rf.r2 -+- ^:î3 rf.r3 H — ( J, d.r2— £2 flfo?! ). 

A ce mouvement est liée la quadrique de déformation Q 
d'équation 

(2 ) ? =^etjXtXj = Ç. 

Les directions principales de cette quadrique correspondent aux 
racines e\ de l'équation 

(?) l(e) = 

i i 
c M — e - e 1 2 - < ? i 3 

2 2 

I I 
"-«31 ~ «32 «33 * — « 

Soient j?y(y = i, 2, 3) les axes principaux à cosinus direc­
teurs lj(i— i , 2, 3). Ces cosinus sont donnés par les équations 

(en—ey)M'-f- - « i 2 U -4- ~erAli = o, 

- < 4 V e s , X-̂  "+-(«22 C ) ) H - « - 7^23^¾ = O, 

«31 M - « 3 2 H -+-(«33 — X-J ) = 0.-1 
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On a entre les coordonnées x, et les coordonnées x'f les relations 

/•',= SX',.*-,, . /-,= Ï,X{.^. 

La forme <p est transformée en forme canonique 

(ô) e', x\° -+- e\ r[?-he[rr\\ 

Les e\ sont les composantes principales de déformation. 
En remplaçant dans ( ."> ) les x' par leurs expressions dans les #, on 

obtient les relations 

\ ' ,«= ^«:(MV (« = i, «,3), 
( o j 

/ *,* = a2p,x{Xi d V *; /? A = i, •>, 3). 

En remplaçant inversement les x dans (2) par les x' on a 

/^/ 

Les accroissements iufiniment petits de la \itesse suivant les axes 
principaux dv} sont donc donnés par les formules 

(8) dv'^e'dr). 

2. Tensions au sein d'un liquide en mouvement. —•* Envisageons 
trois plans 11,( /= 1, 2, 3) rectangulaires passant par le point P et 
parallèles aux plans des coordonnées. Envisageons au point P les 
normales nt positives des plans II, dirigées parallèlement et de même 
seus aux axes x,. Appelons T, les tensions qu'exercent au point P les 
parties du fluide situées du côté positif des plans II, sur ce.s plans. 
Soient de même T\(i= 1, *>, 3) les tensions principales, c'est-à-dire 
les tensions qu'exercent au point P les parties du fluide situées dû 
côté positif des plans principaux U't sur ces plans. Les plans II', sont 
perpendiculaires aux axes principaux x] et les normales n\ positives à 
ces plans sont parallèles aux axes x\ et de sens égal. 

En raison de symétrie les tensions T,' sont parallèle* aux axes x\. 
Appelons T,7 les composantes suivant les axes Xj des tensions T,- et 
envisageons un tricdre T rectangulaire dont les faces latérales sont 



SOLUTIONS EXACTES DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 5 

parallèles aux plans de coordonnées x' et dont 1' « hypoténuse » est 
normale à la direction de l'axe xt. Les conditions de l'équilibre de ce 
trièdre donnent les trois relations 

5 

(9) T „ = 2 T X M ) 2 (/ = 1,2,3), 
/ = i 

ainsi que les trois relations 

<io) T,*=T*,=2T;MX£. 
7 = 1 

Envisageons maintenant un plan général II dont la normale n a les 
cosinus directeurs X1? X2, X3. Envisageons la tension Tn qu'exerce la 
partie du fluide située du côté positif de ce plan sur ce plan. 
Soient T m ( / = i , 2, 3) les composantes suivant les axes xh de T^. 
On a 

3 

(M) T ^ r ^ T , , ) . , (1 = 1 , 2 , 3 ) . 

/ = 1 

Envisageons la formule (9). En sommant par rapport à /, on obtient 
la relation 

3 3 

<») 2 T - = 2 T > 
La somme des composantes normales des tensions qui agissent sur 

trois plans perpendiculaires passant par le point P est donc constante 
et égale à la somme des trois tensions principales en ce point. 

Dénotons par p l'expression 
s 3 

t=i 1=1 

c'est la pression moyenne au point P qui est égale à la pression s'il 
s'agit d'un liquide parfait. 

On suppose que les tensions principales T^ diffèrent de la tension 
moyenne —p par des fonctions linéaires homogènes des déformations 
principales. Les T^ ont alors nécessairement la forme 

-i 

( i 3 ) T ; = — ^ - f - x ^ ^ ; - » - 2 ^ ^ ( / = 1 , 2 , 3 ) , 

1 = 1 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — N° 7 2 . 2 
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X, p , étant deux constantes qui, d'après la signification de/?, sont liées 
par la,relation 

( i 4 ) 3X + 2 f i = - o . 

Les composantes des tensions T, s'expriment donc en fonction des 
composantes de déformation par les formules suivantes : 

3 

(IÔ) T / / = — />+- ' ^ ^ + ' 2 ^ / / 

3 

= —p—±p'£eu+2iLe,j (/ = i, 2, 3), 

(16) Tl/=[xelJ ( » V / î / , / = i 5 2 , 3 ) . 

La constante JJL s'appelle coefficient de viscosité et sa dimension 

est \j- • Le coefficient cinématique de viscosité est le quotient-» 

p étant la densité. On le désigne par v, sa dimension est — -

Remplaçons dans les formules ( I I ) les composantes des tensions 
par leurs expressions ( i5) , (16) en composantes de déformation. On 
obtient pour le vecteur Tn l'expression vectorielle suivante : 

•*- 2 >• > 

{17) T* = — p n — ^ JJL6/Z H- 2|xew. 

Dans cette expression ra désigne le vecteur unité de la normale n. 

e est Vhomographie vectorielle donnée par la forme 9(2) , c'est-à-

dire que si XM X2, X3 sont les cosinus directeurs de /1, en est le vecteur 

de composantes 

On a 

1 1 <J?(Xi, X., X-) 
2 * ' = 2 3 ^ 0 = i ^ 3 ) . 

1 -v ' «1 ï -s 

? i = «iiAi-i- -e12A2-+- e n À 3 , 

1 ! i l •* ' «i 

? 3 = « 3 1 A 1 - H - c 3 ) À 2 - + - eaaXa. 
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Or on a 

- ? i = PuXi-f- P 1 2 X 2 -+- P 1 3 X 3 

= Pi iX 1 - i -p l sX,H-p l aX 3— - [ ( p 1 8 — e31)X3— ( P 2 I — P i 2 ) X 2 ] , 

-> 
Introduisons Vhomographie vectorielle -jp donnée par la forme 

bilinéaire 
?(x,y) = ^vijXzyj. 

On a 
-> 
dv > > > > 
— /1 = ^ 2 Pi,X/-+- i 2 S P o , X , - f - / 3 £ p 5 l X j 

Û(/I dfo dn 

Le vecteur e/i peut être exprimé par l'homographie -^ de la 

manière suivante : , 

> dv > 1 > > 
e/i = -7p /i — - rot v /\ n. 

Nous avons donc la formule vectorielle suivante : 

(18) T„ = — p n — ^ \x 0 n H- 2 [JL -yp /1 — {jirotpA7 1-

0 est d'ailleurs la dilatation 

3. Équations du mouvement des liquides visqueux. — En dénotant 

par ~ les composantes matérielles de l'accélération et par Xj les 

composantes des forces extérieures agissant sur le fluide, on a les 
équations suivantes du mouvement du fluide : 

09) ^ = ^ - 2 ¾ <••=«.».*>. 
/ - 1 

En remplaçant dans ces formules les T,y par leurs expressions (16) 
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et en remarquant que l'on a 

àen i cte12 i àeu i i à& 
-— H — - -— H — = _ ^ p 1 - | .— . . . , 
axi 2 àx* 2 dx% 2 2 dx\ 

on obtient les équations différentielles 

(20) — ^ - - ^ - ^ — - V A P , (» = ! , » , 3 ) . 

La dérivée matérielle -T- du vecteur ^ est égale à 

dv dv > 
— H P 

La densité p satisfait à Véquation de conservation des masses 

(21) -JJ H- d i v ( p p ) = o 1 

ou bien 

(22) _? -+- pdivp = o. 

Si le fluide est incompressible, on a 

§ = °> e=o-
S'il est, en outre, homogène, et si les forces dérivent d'un 

potentiel U, on pose 

Q = U - £ 
P 

et l'on a l'équation vectorielle 

(23) — = grad Û -+- v AP. 

Si p est plus généralement fonction de p seulement, on pose 

Supposons encore le fluide incompressible et homogène, et pre-
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nons le roteur de l'équation ( 2 3 ) . On a 

dv dv i —> > > 
di = ai + a-grad^ + r o t P A ^ 

> > > 
arotp _ c> rot p a? rot p > 

^ ~~ ~5T~ + "3F"p' 

rot(w A «0 = ( divp — - ^ ) w — ( diva— ^ ) ^ , 
ou u, v sont deux vecteurs arbitraires. On a donc 

> > / > \ > 
. « P <?rotP / > rrfp \ > rfrotp-^ 

TOtdt =-àr + \àiyv- drJTOti)+ SP-V 

a rot P dv > 
—:n ^ïi r o t ?> 

donc, l'équation ( a 3 ) devient 

(24) _ _ = > _ r o t P + , A r o l p > 

ou bien, puisque l'on a 

— h , . > > •>• 
grad div p>= AP -h rot2 p, 

, rv arotp dv > > 
(25) _ _ = _ r otp_prot»P l 

rot2 i> et rot3 v désignant la répétition double et triple de l'opération rot. 

Dans le cas général, lorsque divc n'est pas nul, on a 

rfrotp , . > > d ( rotp J 
—r- h div p rot P = o — l / * 

dt ' dt\ p / 

donc, en prenant le roteur de l'équation (20) que nous écrirons 

/ / \ dv — ^ T T 1 — > v —>: _. > > 
( 20 ) ^ / 7 ^ £ra<* ̂  — grad/) H- ^ grad div p -h v AP, 

on aura 

d ( rotv] \dv > . > [srrad/M 

• J A — / ^ r o t p + v A r o t ' - r o t vnrv 
-h ^ rot\v grad divpj . 
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Le troisième terme à droite ne s'annule que lorsqu'on a • 

> —^ 
grad/) A gradp = o, 

de même, le quatrième membre ne s'annule que lorsqu'on a 

•—>• > — y 
grad div p A gradp = o ( 1 ) . 

4. Mouvement plan. — Dans le cas du mouvement plan, le 
vecteur 

rotp = (p,-,— P 1 9 ) 4 

est normal à ce plan. On a 
> > * ' ^ / ' > > N\ ( > > ^ 

rotP A n = ? 3 Ï 3 A U i / i i - h / 2 / î J = b l ^ ^ i — i\n*J, 

iii, n2 étant les cosinus directeurs d'une direction n du plan. 
Soit s une direction orientée par rapport à la direction n comme 

l'axe des x par rapport à l'axe des y, et soient st. s2 ses cosinus 
directeurs. On a 

« p > __ rfp _ rfPi ^ rfp, > ' 

^ P " ~ " rfS -~dn~l]~*"dn"l*> 

rfp > ûfPi 6/p, 

dn dn dn ' 

rf/i afa ' t dn *' 

donc, la tension T„ est donnée par la formule 

r /âfp, ^p, \ i > 

Les composantes T** et T„, normale et tangentielle de l'effort T„ 

(1) La formule (4), page 62, de VAnalyse vectorielle générale, de MM. Burali-
Forti et Marcolongo, Pavie, igi3, est inexacte. 
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s'expriment donc par les formules suivantes : 

, . \ TnH = — p— g fié -h 2JX[P11/I?-I- p22w^-h(p12-+- P|O*i*0> 

Si le fluide est incompressible, et si W est la fonction de Stokes, 
on a 

v,= — W., p> = *Fi, 

on peut donc exprimer les vitesses et les cosinus directeurs par W. 
On a 

Pi p» 

</ étant la valeur absolue de la vitesse. On trouve ainsi 

(28) \ 9m 

Introduisons l'angle a de la tangente positive. On a 

donc, on obtient les formules 

T-. = K(»*J-A*) . 

Les équations différentielles du mouvement plan sont 

|p l P ,1+p1pM + v . l =^.(U_y ,^)+ v A P j +Jv^. 

donc, dans le cas du fluide incompressible et homogène, on a les 
équations 

C3i) J ^ t V P 2 » ; 

flte2 \ 0 2 * / 
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L'élimination de p donne l'équation 

(M) vMV-g$£*L>*!?=o 
D(^1? # 0 ^ 

du quatrième ordre en W. 

La pression moyenne/? est ensuite donnée par la formule 
(33) />=—jV- t -pU 

- pf[v(UV* û t e t - AVt rf*0 - A ^ i F + V,, ^ 2 - ¾ ^ 0 -

5. Introduction des coordonnées isométriques. — Nous intro­
duirons, au lieu des coordonnées cartésiennes xh, les coordonnées 
isométriques <p, x de M. Hamel. La fonction w de xt, x2, 

w = ? •+• *X, 

est fonction analytique de £ = ^ -f- ix2. 
On a donc 

^ = U r î - h V J = ( V } + y J ) ( ? ï + çJ). 

Désignons par Q l'expression 

= ?? + ?i = X? + Xi-

Le laplacien A'*F en coordonnées isométriques est donné par la 
relation 

On a 
( A ^ ^ A ' ^ Q + A'tp-Qç, 
(A*F)x=A'*FXQ + A'tFQx, 
A' A*F = QA'A'*F -h 2(A'^Q<p-i- A'*FxQx) H- A'*FA'Q. 

On a 
d ^J^Y_à\o^ .«MogQ 

ûfoo ti\dz/ <^cp < ^ 
Posons 

a + (6 .est fonction analytique de a. 
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Multiplions les équations (3 i ) par # , ç , x2y en les sommant, de 
même par x^, x2y. On obtient les équations 

(35) 

- A*' VX + V9< = ^ ( Q - I ? ï ) + v ( AV),, 

et, en éliminant &, 
D(A^, >F) 

A'iF, = vA'A*F. 

On a 
A'Q = Q(a«-f-6*), 

D(A*F, W) D(A,lF *n 

%x) 
On obtient donc Véquation de M. Hamel donnant V en coor­
données <p, ^ 

(36) vfA'A'V-h 2(aùSW<?—bWx) + (a*-hb*)tfip] 

Exprimons maintenant les tensions par les coordonnées isomé­
triques. On a 

q2\ dxx àxi/ 
mais on a 

On obtient la formule 

(37) T M = , Q [ A ' T - . y ^ - T t ^ ( y ^ 

On a 

_*x _ _ £ ' J . 

D: 
(<T)i ( * • ) . 

V- lfTx 

(?2)? (?2)x 
«Pi X i 

?2 AA 

et 
= Qi^[Q(^|-+-^)]x-^[Q(^ + ^ ) ] ? | 

D = 2 [ i F 1 2 ( ^ ? _ i F 2 ) H _ i i r i ^ > ( ^ 2 2 _ 1 j ) . i i ) ] 
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Nous obtenons ainsi la formule 

<38) Tnn = - p - _ A _ [ ^ d _ ^ ? ? ] 

Les équations (35) donnent la pression moyenne. On a 

1 L ^x 

à9
 dX + "W(<*d/.+'bdv)\ • v 

%t dX -+- qrX/ tf?. 

CHAPITRE II. 

MOUVEMENTS PLANS. 

1. Mouvements en spirales logarithmiques. — Les mouvements 
plans stationnaires en spirales logarithmiques ont été découverts par 
M. G. Hamel. M. Hamel s'est demandé, s'il y avait des mouve­
ments plans non potentiels, mais dont les lignes de flux fussent des 
courbes harmoniques. La fonction V de Stokes doit donc être fonc­
tion d'une fonction <p harmonique, sans que W soit harmonique. 

Posant 

(0 ¥ •= / (* ) , 

on a 

w = -p(vn+w*)+fi9 (/vo). 

La fonction W doit donc satisfaire à l'équation 

(2) AV= F ( \ F ) ( \ F Î H - I J ^ ) . 

Inversement, si W satisfait à l'équation (2) la fonction 

(d) ? = / e J dW 

est harmonique. 
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Envisageons l'équation (36), Chapitre I, de M. Hamel en supposant 
le mouvement stationnaire. Pour que l'on puisse avoir ( i ) , où <p est 
harmonique, il faut et il suffit que la fonction analytique de z, 
a-\-ib, soit une constante (Hamel, une autre démonstration de 
Millikan). On a en ce cas" 

(4 ) w =—2-— rrïogz: 
a*-hb~ ° ' 

donc les coordonnées isométriques <p, y s'expriment par les coordon­
nées polaires par les expressions 

\ * = - 5 ^ ( ^ ^ + * • > > 

Les lignes de courant sont donc des spirales logarithmiques ou 
bien leurs dégénérescences 

(6) alogr-h b& = const. 

/ ( 9 ) satisfait à Véquation différentielle du quatrième ordre de 
M. Hamel 

(7) p [ / B + 2 a r + ( a s + ^ ) / ' ] = - 6 / / ' , 

Les composantes de la vitesse v suivant les directions desv <p et 
des £ croissants sont 

Donc les composantes de v suivant les directions du ravon vecteur et 
de l'amplitude 0 sont 

où p est logr. On obtient donc les expressions suivantes de ces 
composantes : 
/ON ib f ia f 

Les formules (37) et (38) du Chapitre I donnent les composantes 
de la tension Tn agissant sur les lignes de flux. On a 

(9) ^ = - ^ ( / + ^ ) . 
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Quant à Tnn on a 

et la pression moyenne/? est donnée par la formule 

(io) ^ - J ^ + Q I / T ^ + v / ' V ^ v / V ^ + è ^ ) ] , 

où l'on a 

Or l'équation différentielle (7) peut être immédiatement intégrée 
une fois et donne 

(II) V[/'" + 2a/''+(a*+62)/'] + | / ' 2 = G v . 

L'expression (10) peut être intégrée complètement et l'on obtient 

<I2> P= ^Jb^br^f'^+^ + V-af'-^l 

Donc la composante normale de la tension T^ est donnée par la 
formule 

< l 3 > T-=(-^è)^LG-a(/>«/)]. 

2. Cas particuliers. Mouvements circulaires et radiaux. — Suppo­
sons avec M. Hamel que l'on ait 

a = °i b^o, 
ib 

~~ a*-hb- = I ( e n C a s d e b ^ °>> 

ce que l'on peut réaliser par une simple transformation de coordon­
nées. On a les deux cas particuliers fondamentaux : 

a. 6 = 0. Ce sont les mouvements circulaires de Couette. Envi­
sageons l'équation du troisième ordre (11). En posant f=u 
M. Hamel la ramène immédiatement à l'équation du deuxième ordre 

04) v[u"+oau'+(a*-+b*)u]-hbu*--Cv = o. 

Dans le cas particulier 6 = 0, elle s'intègre par des fonctions élé­
mentaires 

(i5) M = "T -+-*~fl*(A-+-Bç). 














