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LES TRANSFORMATIONS INTEGRALES
A PLUSIEURS VARIABLES
ET LEURS APPLICATIONS

Par M'* Huguette DELAVAULT,

Docteur és Sciences.

INTRODUCTION.

Les transformations intégrales a une variable permettant de
ramener une équation aux dérivées partielles & n variables a une
équation aux dérivées partielles 4 n —1 variables (pour n = 2, nous
obtenons une équation différentielle ; pour » =1, une équation algé¢-
brique), il est tout a fait naturel de penser qu’en effectuant de telles
transformations par rapport aux rn variables, nous obtiendrons une
équation algébrique et le probléme sera aisé a résoudre. Cette utili-
sation des transformations intégrales & » variables pour résoudre des
problémes de Physique mathémalique n’est pas récente. Intégrales
multiples de Fourier et de Laplace, séries multiples de Fourier, sont
déja utilisées par Fourier dans son étude de la propagation de la
chaleur, et surtout par Cauchy, dont le Mémoire sur le calcul inté-
gral et d’autres travaux [7] couvrent & peu prés tout le champ des
applications du calcul symbolique & n variables, connues mainicnant.

Mais I'étude systématique des transformations intégrales multiples
(«mixtes » écrit Vasilach [33]) et leur élévation au rang de méthode
de résolution des équations aux dérivées partielles, avec conditions
aux limites, et des équations intégrales, est assez récente.
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La transformation double de Laplace a particuliérement retenu
l'attention des mathématiciens. C’est P. Humbert qui publia le
premier travail sur celte transformation [16], en 1934 et 1936. Puis
viennent la these de Voelker (1939), I'élude en 1940 de Picone [23]
sur son application aux équations aux dérivées partielles en relation
avec la méthode de Riemann de la fonction de Green, et celle de
Jaeger [18] tout a fait dans la ligne du calcul symbolique. En 1941,
paraissent simultanément et indépendamment des travaux théoriques
d’Amério [2 @] utilisant Pintégrale de Lebesgue, et de D. L. Bern-
stein [4] avec 'intégrale de Laplace-Stieltjes. Doetsch et Voelker[13]
consacrent une monographie aux propriétés essentielles de cette
transformation et surtout & ses applications aux dérivées partielles el
le Professeur H. Villat [35a] fait en Sorbonne un cours sur ce
méme sujet en 1952. M. P. Delerue [11] généralise & n variables les
applications aux équations intégrales de M. Parodi et donne de
nombreuses correspondances. Ces derniéres années, le Professcur
J. Leray [19], généralise et prolonge formellement cetle transfor-
mation; la transformation formelle de Laplace ainsi introduite
présente 'avantage pour les applications aux équations aux dérivées

partielles, de transformer un opérateur différentiel a (.z', %) en un

aulre opérateur A<— %5, Z) de telle sorte que les caractéristiques de

A se déduisent de celles de a par une transformation de contact
simple (cas de dégénérescence de la transformation de Legendre),
les bicaractéristiques étant données par le méme systéme différentiel,
et il utilise pour I'étude du probléme de Cauchy des équations aux
dérivées partielles linéaires  n variables et d’ordre m quelconque.
Les régles opératoires et les séquences de la transformation a »
variables ont été étudiées par M. P. Delerue [11] et par un groupe
de mathématiciens de Luknov (Inde) [36]. Ces mémes mathéma-
liciens généralisent les transformations de Whittaker et de Varma a
deux variables ([6], [22]). Enfin signalons la généralisation inté-
ressante de la transformation intégrale d’ordre fractionnaire de
Riemann-Liouville par M. Riesz [27]. En outre en 1956, Vasilach
[33] donne une application de ces transformations « mixtes » (ici
transformation de Laplace a une variable et de Fourier a trois
variables) et annonce un travail d’ensemble sur les transformations
mixtes linéaires et continues d’un cspace fonctionnel en un autre.
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Nous-méme [10], nous avons étudié une combinaison de transfor-
mation de Laplace et de Hankel et en avons donné une application
a I'équation de la chaleur.

Un cours en Sorbonne du Professcur H. Villat [35] nous montre,
en 1953, tout 'intérét qu’il y a a considérer les développements en
série de fonctions propres, associées aux équations différentielles du
deuxiéme ordre, sous l'aspect de transformations intégrales finies.
Sneddon [28] reprend sous cet aspect les travaux de Hilbert et
Courant et nous-méme appliquons cela a quelques problémes
d’électromagnétisme.

C’est ce changement de point de vue qui justifie ’étude que nous
allons faire. En général, dans les problémes de Physique mathéma-
tique, I’étude physique suggérait la forme de la solution, obtenue le
plus souvent par la méthode de Riemann de la fonction de Green ou
sous forme de développements en série de fonctions propres. Par la
méthode des transformations intégrales, on ne préjuge pas de la
forme de la solution; on transforme I’équation aux dérivées partielles
en une équation différentielle ou micux en une équation algébrique
et les conditions aux limites s’introduisent naturellement dans les
calculs. Connaissant les propriétés de la transformation, il suffit
d’effectuer un simple calcul formel. Nous avons donc un puissant
instrument de recherche, parfaitement adapté a ces problemes aux
limites, et nous permettant d’étudier des problemes d’un abord
physique difficile ou d’en apercevoir des aspects cachés et de les
généraliser. La seconde opération consiste a revenir a la solution
dans I'espace initial; de nombreux exemples ([10], [12], [13], [33])
prouvent qu’on peut souvent obtenir directement cette solution sans
utiliser les formules d’inversion, avec la seule aide de formulaires;
c’est alors que s’éliminent normalement les conditions surabondantes
qui ont pu s’introduire dans le courant du calcul; et, en vérifiant que
la solution' trouvée satisfait bien au probléme posé, on détermine les
conditions qu’on doit imposer aux données pour qu’il en soit ainsi.
Le simple calcul formel ne suffit pas; la vérification, certainement la
plus délicate, est indispensable pour affirmer qu’on a effectivement
résolu le probléme posé et pour en utiliser le plus compldtement
possible toutes les ressources.

A part la transformation de Riesz, les transformations multiples
ulilisées jusqﬁ’ici se déduisent immédiatement des transformations &
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une variable, leur noyau se séparant en noyaux a une variable. Mais
les conditions de validité, la légitimation des opérations effectuées,
les propriéiés des fonctions transformables et transformées ne se
déduisent pas aussi simplement, pas plus que la théorie des séries et
intégrales simples ne se généralise 4 n variables par une simple répé-
tition. Les difficultés rencontrées dans le passage d’une a-deux
variables sont les seules intéressantes, car ce sont les seules que
nous retrouverions dans le passage a n variables. Nous nous limi-
terons donc, en général, au cas n = 2.

Nous ne ferons pas ici I'étude théorique des transformations inté-
grales multiples générales en tant qu’opérateurs linéaires. Nous en
étudierons les problémes ¢lémentaires qui se posent lorsqu’on veut
les appliquer aux problémes de Physique mathématique : équations
aux dérivées partielles avec conditions aux limites, équations inté-
grales, fonctions réciproques, etc. _

Les intégrales doubles servant a la définition et au calcul de ces
transformations, nous avons jugé nécessaire de consacrer quelques
pages a cet instrument de travail, en indiquant les difficultés rencon-
trées principalement quand, soit le domaine d’intégration, soit I'inté-
grande, devient infini. Nous ne nous bornerons’ pas toujours au
concept intégral de Riemann, celui de Lebesgue nous permettant
une simplicité plus grande des théordmes généraux (énoncés et
démonstrations) et dans les applications nous reviendrons aisément
au premier. En outre nous utiliserons parfois l'intégrale de Stieltjes.

Nous ne redonnerons pas, dans les applications de la transforma-
tion double de Laplace, celles publi¢es par Doetsch et Voelker dans
leur monographie et nous ne rappellerons que trés succinctement
celles étudises par L. Poli et P. Delerue [25] dans un fascicule de
cetie méme Collection. En outre, pour la bibliographie, nous n’avons
indiqué que les Ouvrages auxquels nous nous référerons explicite-
ment, laissant au lectcur le soin de compléter a I'aide des Ouvrages
[10], [13], [25]. |

(Les nombres cntre crochets renvoient a la bibliographie située a
la fin de ce travail.) '
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CHAPITRE 1.

GENERALITES.
1. Définition. — Nous définissons la transformée intégrale de la
fonction des variables réelles F(zy, z, ..., zp) par lintégrale

multiple

(.1 f(E, B, ...,e,,)=fDK(x,,xz, ooy @ni Bty ey En) F(@y, .., @0)dVa,

€ty - .., En étant réelles ou complexes; D, domaine de I'espace a n
dimensions fini ou infini; dV,, ¢lément de volume de cet espace
rapporté aux coordonnées zy, ..., z,; K fonction donnée appelée
noyau de la transformation. F sera appelée la fonction originale et f
la fonction image.

Comme cas particulier nous avons les noyaux de la forme

K(x,, veoy Zps El) ey En) = K(xlsi, ey ann),
K(zi, ...y ;s &1y o, En) =Ki(2); E1) ... Kn(2a; E,,):
Pour n = 2, nous écrirons

2 b
(1.2) fu, v) =f f K(z, y; u, v)F(z, y)dz dy.

as

2. Exemples de transformations :

a. la transformation double de Fourier :

ellux-+vy)
K= _._.._._;
2%

D(—oo<z<+ o, —o<y<®)ou D(oéxézn', oéyézﬂt)
On a également les transformations en sinus ou en cosinus :

m=nzxr . nwn
sin -—‘yQ

K = sin Z

ou bien K obtenu en remplagant 'un ou les deux sinus par un ou deux
cosinus; D est alors (o £z <a, 0 Ly £Lb);
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b. la transformation double de Laplace :
K = eg—ux—vy;
D étant : soit le premier quadrant Q (o <z <<w; 0 Ly <<w), c'est
la transformation unilatérale ; soit le plan tout entier (—wo <<z < w,
—© <y <+ ), transformation bilatérale ;
¢. la transformation double de Mellin étudice par Reed [26] :
K = gu—t yv—1;
D étant le premier quadrant Q(o £z <<, 0Ly < );
d. latransformation double de Meijer introduite par Mehra [22]:

.1

! -
K=uvesztoyW | (uz)W | (oy)(uz) 2(oy) 2,
k+§,m k'+§,m'

D étant le quadrant Q.
Nous avons comme cas particulier :

k=x+m et K==xm,

le noyau est alors une dérivée fractionnaire ou entitre de e—vz— ¢t
par intégrations par parlies on s¢ raméne a la transformation de
Laplace des dérivées de E(z, y) ;

I

4

I

Z’

’

) I
’ m = m=i-4'.!

k

©lS

’
v K=
2

] -

on a alors une transformation en D, D, fonctions de Weber ;

n' n'

n ‘n
k== 41, m=+4 —, K= — 47, m=+4+ —
2 2 2 2

It

I

on a alors une transformation en L}L%, polynomes de Laguerre
généralisés.

Une autre forme de cette transformation est la généralisation de la
transformation de Whittaker par Bose [6] : '

1
¥

. -1 -
K=uv(2ux) *(20y) Wi,m(2uz) Wi e (20y) .

qui se ramene 4 la transformation de Laplace pour

k=K=

m=m'=:zk-;

F=NEC

1-
Z)
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e. la transformation de Laplace-Hankel [10]:
K = vz y Jy(oy)

que nous avons éludiée sur Q(o Lz <<w, 0 <Ly <®).
Toutes ces transformations sont & noyaux séparables.

Divers travaux font intervenir les produits de fonction de Bessel.
Lenoyau K =e/m=y J,,(vy) sur le rectangle (0.22z <27, oLy <R)
interviendra dans de nombreuses applications; remarquons que ce
n’est plus un noyau séparable puisque m figure dans I'exponenticlle
et dans la fonction de Bessel.

Un autre noyau non séparable sera celui de la tranformation de

Riesz [27] :
. 1
re—m .
I{(.’l‘g7 ey Zny Ei) Eg, R E,,): m, avec ]‘=|:2(xi— 51)2]
1

ou
ra—m
Kz, ooy @n5 61y 000y Bn) = o(a)’
avec-

r=[<w,—s.)z—2(x,—si>’] ,

=2

H, () n’ayant pas la méme valeur dans les deux cas.

D dans le deuxiéme cas est un volume borné par le céne 1? <o,
xl-—E,i > o.

Nous allons envisager les principaux problémes qui se posent
immédiatement et les propriétés générales communes a toutes les
transformations. Nous ne ferons que des calculs formels, réservant
une étude plus poussée pour chaque cas particulier.

3. Existence de la transformée f(u, ¢v). — Nous avons a consi-
dérer la convergence de I'intégrale multiple (1.1). Pour un domaine
fini, il n’y aura de difficultés que si la fonction devient infinie dans le
domaine ; nous utiliserons alors la valeur principale de Cauchy ou la
partie finie d’Hadamard (appendice I). Sinon nous pourrons la
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calculer comme une intégrale répétée. Si le domaine est infini, nous
considérerons soit la convergence absolue de I'intégrale, ce qui nous
permet (dans le cas de l'intégrale de Lebesgue) de la calculer comme
une intégrale répétée, soit les généralisations indiquées dans 1'appen-
dice I: convergence, convergence bornée. Nous chercherons le plus
souvent possible & nous ramener a une intégrale convergeant abso-
lument (g¢néralisation du théoréme de Mathias Lerch pour la trans-
formation de Laplace).

4. Détermination de F(z, y) connaissant f(u,¢). — Clest le
probléme de la résolution de I'équation intégrale (1.2). Dans le cas
des noyaux séparables, si la transformation est absolument conver-
gente ainsi que les transformations simples la composant, on pourra
faire successivement P'inversion de ces transformations simples. Par
exemple :

f(u, v) =f f e~ux—vy F (z, y)dz dy =f e—VJ'I:“(u, y)dy,
o Yo 0
avec
F(u,3)= [ e F(z, y)da,
o

alors
Cc+lw

la‘(u, y)= L ey f(u, ¢) do

2‘”"0—1@

et

F(z,y)= L.fd+t°e"”"l’7(a: y)du.
21T d—iw

Pour les transformations non absolument convergentes, on utilisera
comme pour une variable, des théorémes de sommabilité ou des
intégrales singuliéres. La méthode des intégrales singulidres a 6té
exposée dans sa généralité pour la transformation de Laplace a unc
variable par Erdelyi (Math. Mag., \. 24, 1950, p. 1) qui y a rattaché
les formules d’inversion déja connucs. On peut formellement généra-
liser cette méthode ainsi :

Soit Lj ¢, ,, un opérateur, dont nous ne préciserons pas ici les
propriétés, mais qui peut étre commuté avec 'opération d’intégration.
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Appliquons-le aux deux membres de I’équation intégrale (1.2) :
b b
Li, ks 2,y [f (% 0)] = le,k;x,.\‘[f f [K(% m; u, 0) F(E, "l)dEdﬂ]
5 b 1 as
= [ [ PG Li ks [K G m5 0, vl dEdn
a‘b. ’bz
=f f F (& 1) Nux (8, n; x, y) di dn,
Ny, désignant la transformée du noyau K par I'opérateur.
Si

by by
lim f j F (& 1) Nix(E, n; @, y) didn=F(z, y),
Iy k> a, a,

nous aurons la formule d’inversion

Jim Lk s [ (0 )] = F (2, ),

la- convergence peut étre ordinaire (convergence par points), forte

(par exemple la convergence en moyenne) ou faible lpar exemple

convergence versf f F(z, y)dz dy].
0 0

Pour la transformation dé Laplace indiquée ci-dessus I'opérateur
élait '
c+ih d+ik

——4_;—2 f , f enz oy f(u, v) du do.
—ih d—ik

Formellement
sin h(z —E) sin k(y —m)
n(x—E§) x(y—m)

Lo, ks, .\-[e—ui—vn] = eclxe—§Hd(y—n

et le théoreme de Fourier nous donne le résultat.

Nous indiquerons pour chaque transformation les formules d’inver-
sion particulidres, et en application de la transformation de Mellin
une méthode générale de résolution de (1.2).

Nous étudierons également pour chaque transformation les condi-
lions nécessaires auxquelles doit satisfaire f(u, ¢) pour étre repré-
sentée comme une transformée dans la transformation envisagée;

nous déterminerons des conditions suffisantes pour qu’il en soit
ainsi.
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En outre nous chercherons a déduire le comportement asympto-
tique de f(u, ¢) de celui de F(z, y) (théoréme abélien) ou inverse-
ment celui de F(z, y), satisfaisant en outre & certaines conditions,
de celui de f(u, ¢) (théorémes taubériens). Cela peut permeltre
d’éwadier F (2, y) sans faire U'inversion de la transformation.

5. Propriétés communes a ces transformations intégrales. —
a. Supposons I (z, y) et f(u, ¢) intégrables sur le domaine D de
la transformation. Nous aurons formellement si F,(z, y) a pour
image fi(u, v), L =1, 2 :

[[Fi(e, 2 /e, )y do dy = [(Fule, p)dody K s @, ) Fals, ) di .
D D D

Si nous pouvons intervertir 'ordre des intégrations :
fFl('z'7 NSz, y)dz dy =IF2(£1 m) df d’\fK(E; n; 1) Fi(z, y)de d).

D D D

Si K(z, y; u,v)=K(u, v; z, ) [par exemple si K est de Ta
forme K (uz, ¢vy)] alors la deuxieme intégrale du deuxiéme membre
n’est autre que fi (£, n); d’ou

(1.3) fDme,y)fz(x, ) de dy =fDF~z,<e, ) fi (€, n) di dn,

b. Formulede Parseval.—Supposons queff,(u, 0) f2(u, v) du do
D,

existe. On a alors formellement
[f1(u, ¢) fo(u, 0)du dv:fﬁ(u, v) du dva(w, ¥ u, v)Fa(z, y)dady.
“Dy D, D

Si nous pouvons intervertir 'ordre des intégrations :

ffl(u, 0) f2(u, v) du dv =fF9(x, ¥)dx dyf Kz, ¥; u, o) fi(u, ¢) dudyp.
D; D D,

Le cas intéressant est ici celui ou

(1.4 Flu, 9) =fK(x,y; u, o) F(z, y)dzdy
D

entraine

(1.5) F(z,y)= | K(z,¥; u, ¢)f(u,r)dudy,

D,
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en particulier si D, et D sontidentiques, et K(z, y; u,¢)=K (uz, vy)
nous avons la généralisation des noyaux de Fourier.
La relation précédente s’écrit

1.6 2 ,o)dude = [ Fy(z, y) Fa(2, y)dzdy.
(1.6) fmfx(u o) fo(u, v) dud fn (2, ¥) Fa(=, y) dz dy
SiFg_:Fg':

1. , o)dude = [ [F(z, )P dzdy.
(1.7) fm[f(uv)]u"fn[(wy)lzy

Ces deux relations sont les rclations de Parseval.

Nous n’étudierons pas les conditions générales de telles relations.
Mais notons ccpendant qu’une condition nécessaire est que les fonc-
tions soient de carré intégrable; ce qui n'implique pas qu’elles soient
intégrables. Nous voyons donc que nous aurons diverses propriétés
selon les fonctions considérées et qu'il sera intéressant de considérer
les transformations de fonctions de carré intégrable, généralisant
ainsi la théoric de Plancherel.

6. Fonctions réciproques et.self-réciproques. — Deux fonctions
lices par les relations (1.4) et (1.5) sont dites réciproques si D=D,
et K=K (uz, vy).

Si en outre f(u, v) =F(u,¢), F(z, y) est dite self-réciproque.
dans la transformation de noyau K (uz, vy).

Nous rencontrerons I'étude de telles fonctions en application de
la transformation de Mellin et de la transformation de Laplace. Mais
une étude dirccte a été faite par Hardy (J. London Math. Soc.,
L. 16, 1941, p. 89-94) quand le noyau est de la forme K = k(uz) k(vy),
k ¢lant un noyau de Fourier satisfaisant en outre a certaines condi-
tions telles que par exemple :

x i)
ki(z) =f k(t)dt = O(x“) pour tout z > o.
0

Alors si F(z, y) est homogéne et de degré —1 et a des dérivées
premidres continues sauf a lorigine, F(z, y) est self—réciproque,
I'intégrale étant prise au sens de valeur principale de Cauchy.

D’autres conditions peuvent étre imposées a k((z) et a F(z, y).
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Ceci permet de calculer certaines intégrales ; par exemple ;-

j""’f‘" cosax cos by dz dy T
T - )
o Yo (oca:?—i—zﬁxy-f—yy"-)‘_l_2(ab‘=+2@ba+~fa?)

1
fwfw(”")?Jv(a”,”)JV(b'y)dwdy =
S 0

xz+y a+rb

[

CHAPITRE II.

TRANSFORMATION DE FOURIER.

1. Définition. — Soit la fonction F(zi, %2, - -+, zn)€L; sur
Pespace Ep(—ao <o <<+ 0} k=1,2,...,n) c’est-a-dire que F
est mesurable et ' ‘

| F (@1, @2y + ooy &) | dV2< M.
E,

On notera fréquemment

F(.Z'|, Loy voey 1‘,,) =F(x).

Soit :
w © . Eza:ixi .
[, %2y ey @) = ! -~ f F(Zy, ..., &n) e’ dzy.. . dxy
(27:)5 —0 o : A s
ou
fla) = — ;LIF(J)ei“dex'.
C (amr :

~ f(a) est appelée la transformée de Fourier de F(z) sur E,. On
notera F[F(z)] = f(«) et lorsque d’autres parametres ou variables
interviendront, nous indiquerons en indice celles par rapport
auxquelles on fait la transformation ; par exemple :

Foponml F (@, D=1 (2 D)
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D'aprés les hypotheses faites sur F(z), on a

M

1

()< [ — 5 E(2)].|ete= |aV.<
En(zn)2 (27‘-‘)

[

Donc f(«) existe et est-bornée pour tout . En outre f(a) tend
n

vers zéro quandzai — oo,
1
Pour le démontrer, remarquons tout d’abord que si

F(z) =] [ Feten,

alors
n

S@=[Tfeta)  avee filar) =Fu[Fe(an),

I'intégrale multiple se ramenant alors au produit de 7 intégrales.
Considérons la plus simple des fonctions en escalier :

G(z)=1 pour a;<Z x;< by (i=1,2, ..., n),
G(z)=0 pour z;<a; ou z>b,.

Pour cette fonction, on a

by
FG(z)]=g(a) = I'nf e“txtdx,f
(z:c)E o i

b! bll

.o .f eldnpn dxn_
an

A cette fonction nous pouvons appliquer le théoréme de Riemann-

Lebesgue pour une variable, chaque facteur est borné et &(a)—>o
n

quandz a; —>oo car au moins.un des facteurs tend vers zéro. La
- .

convergence est uniforme en «, donc cette propriété s’étend a toutes
les fonctions de cette forme €L, sur E, et toute fonction €L, sur
cet espace pouvant étre considérée comme limite d’une suite de fonc-
tions en escalier (théoréme sur les limites), toute transformée de Fou-

rier tend donc vers zéro quandz a; — oo ([8]).
1
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2. Propriétés de cette transformation. — Nous les déduisons de
celles de la transformation a une variable. Si

g[F(mia LR ] "”'n)] =f(°!h LR aﬂ))

~'§"]°‘iri
(2.1) F[F(x,+), e Tt yn)] = Sfla, oo, az)e * ,
[ iéhjl'i]
(2.2) FLF(xy, ..., z4)c ' = f(es+ Ay ooy ap-+ hp),
(2.3) F[F(2y, ..., za)izj] = g‘—f-(a,, vey Bp),
. %
(2.9) _?[%(w,,...,x,‘)] =—ia;f(%, ..., an)

siF(zy, ..., 2,) > o quand | z;| tend vers l'infini.
En particulier

(2.5) Fay [(:Tl;‘(x, )’)"*‘%}g] =—(82+12) f(§, M)y

F(z) et f(a) appartenant toutes deux & L,, nous pouvons appliquer
la formule (1.3) :

@6 fh F(w)g(w)dvﬁfh G(2)f(z)dVs
i F[F@)]=/(x) e F[G(2)]=4(x).
Produit de composition F(z) et G(z) €L, :

H(z)= [ F(a—y)C(y)avy
Jr,
=f .. f F@i—py1, ooy Za—ya) GO, :.'.,y,,)dy,.'..d_y,,
existe presque partout sur E, et y appartient également a L,. On a

n .
(2.7) H(z) = (27)* f(a) g(a), _
la démonstration étant exactement la méme que pour une variable, et

le théoréme de Fubini étant nécessaire pour légitimer le changement
d’ordre des intégrations.

3. Inversion de la transformation. — Notons simplement qué si
n

la fonction F(2) = | Fi(#), la formule d’inversion se déduit immé-
1



LES TRANSFORMATIONS INTEGRALES. 19

diatement de celle & une variable. F4(2;) étant supposée appartenir
3 Ly sur (—oo <<y << + ), alors

Fl;(xk) = _‘/;:;:.fafk(“k)’“*”’f day

et
w -—iéakx}
F(z) ——IIF}:(J«'I:) = f f [[fk(ak) e doy. . .day,
(2m)* 77 o
d’ou ’
(2.8) F(z)= = | f(a)e—iex dV,.
(2 n>? [

Par le procédé des limites indiqué précédemment nous pouvons
généraliser cette formule a toute fonction €L, sur E,.

En se ramenant également au cas d’une variable, on démontre que
siF (z)eL, et f(a)=o alors F(z)=o0 presque partout, c’cst-
a-dire sauf peut-étre sur un ensemble de mesure nulle. .

4. Formule de Parseval. — Soient F(z) et G(z) bornées
et F(z) €Ly; le théoréme du produit de composition nous donne

7| [ Fe-—now - dya | = /() £(2) (2)%,

d’ou d’apres la formule d’inversion

—-iéaim
[F(x—y)G(:y)d_y,...dynﬁff(a)g(a)e ' day...da,
“E, En

en tout point ze€E, En particulier pour zz=o, cest-
d~direz, =...=z, =o :

(2.9 " F(—)G(y) dyr...dya= day.. .day.
9 [N dn= [ )5 e de
Remplagons F(—y) par F(y), imaginaire conjuguée de F(y),

alors f(«) est remplacée par f(a), imaginaire conjuguée de f(a) et
la formule devient

(2.10) fh F(y)\G.(y)dyl---dyn=.£f_(—a)g(a)dd«---dan
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etsi F(z)=G(zx):
(2.11) F(_y)F(y)dyl...dyn=f F(a) f(a) day. . .dan.
E. E,
SiT'on pose
FOOHFO) =IF I

la formule de Parseval s’écrit sous la forme
2. F( 2dy ... dyn= 2day...dag,
(2.12) fE AFG e dredy fE 7 [

Si F(y) est a valeurs réelles sur E,, on a a intégrer le carr¢
dé F(y). On a supposé pour définir la transformation que F(z) € L.
Supposons en outre qu’elle est bornée : |F(z)| < G; on a alors

f[F(z)]2dV;l-<Cf [F(z)]dVa.< CM.
E, E, -

Donc l'intégrale a gauche de (2. 11) existe.
slf [F(z)]2dV..< Cte, on dit que F(z)€L, sur E,. Nous

voyons donc qu’une fonction bornée € L, appartient & L, ; nous pour-
rons étendre (2 11) & toute fonction € L, a condition de donner une
nouvelle définition de la transformation de Fourier, puisque I'intégrale
dec définition n’existe pas pour loute fonction € L.. On définit alors
f(a) transformée de F(z) par

(2.13) f(e)=1lim.— ! nfn--- /Q F(z)e D ‘d.tq .dzy,
O

1.i. m. (limite en moyenne, de 'expression anglaise « limit in mean »)
signifie que : étant donnée une suite de fonctions G (z) :

Li.m. Gs(z) = G(x) quand k>,
si

3

[ [Gk(z) — G (2)]: dxi...dxn]i——>o,
E,

Gy et G sont supposées a valeurs réelles, sinon on remplacerait le
carré par le produit de la fonction et de son imaginaire conjuguée.
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Nous avons une généralisation de la théorie de Plancherel pour une

variable.
Pour l'inversion de la transformation, nous aurons

(2.14) F(zy..., zp) =1 i.m. ! . f,f(.}’) e_'lzxi“idv.

(2m)®

5. Sommation de Gauss. — En étudiant ce mode de sommation.
nous allons donner une autre formule d’inversion.

Soit
M 22
)
—iE [- FF T ——
e R ga,...dap.

Sr(z) = — ’ Xy oy Ap)e
r(2) (Mﬁ/‘%ﬂ »)
Nous allons montrer que quand R— o0, Sg(z) —F (z) > :
Fy[F (2 + y)] = f(a) e—tax  d’apres (2.1),
m(2e))

ﬁ n— ——
Fele ® | =R2 e ¢

D’ou d’apres la formule (2.6), nous avons

2|

% e (20)
Sn(.z')=2 f{,Lf'F(x+y)'e~ 4 dys...dy,.
(27)? 7%
“Ainsi
o e
Sk(z) —F(2)= - [ [F(z+y)—F(z)le  *  dy...dyn.
(2n7)? 5

Pour intégrer sur E, nous pouvons d’abord intégrer dans une hyper-
sphére de rayon ¢ puis faire varier ¢ de zéro a linfini, d’ou en

posant y=Iz:
_m(E) | . _ma
f G(yye ¥ d}',...dy,L:f f ¢ ¥ G(t2)Qny(¢)dtda,
E, 0 2
2=t
,_,(t) représente un volume dans Pespace E,_, donc est homo-

gene de degré n—1 :
Q1 () =w(n—1)tr,



22 Mile H, DELAVAULT.

Pour calculerla constante w (r —1), faisons G = 1 ; nous avons alors

r(3)

e 4 d)’;..adyn=~(_z_@=w(n—;)f e e t"—'dt
E, R~ o

d’on
(2.15) w_(n-—-l)—-

n
(5)
On peut donc écrire
Sn(z) — F(z) = — o f ,(t)dt

(2 /=)
| r(3)
D= =F(@)] & Faln)= =25 f F(ty + z)day.

avec

Si F(z) €Ly, on montre que Sg(z) —F () tend vers zéro quand
' ) . [
R — ca; pour ccla il suffit quef &(t) =o0(t") quand ¢t=o0. La

démonstration est exactement la méme que pour une variable.
Nous avons donc le théorc,me d’inversion

a!

. —-12‘ ﬂtlxi — R .
l{xm Sflag, ..., @) e day...da, =F(x) presque partout.
>0 o E,
Sif(ay, ..., @x) €L, on peut passer a la limite sous le signe inté-
grale et nous retrouvons la formule (2.8).
Si nous supposons en outre que F(x) est continue, nous avons

F(e) = i [ S(@)emtox dar...danpartont,

(2 7=)

cette intégrale représentant une fonction continue.

6. Cas particulier des fonctions radiales. — Nous appelons fonc-
tlons radiales les foncuons F(zi, ..., z,) ‘qui ne dépendent que

de [z +...+ xn] =r, cxpression que nous pouvons interpréter
comme la dlslance euclidienne du point z € E, a I'origine.

Nous allons montrer que la transformée de Fourier d’'une telle
fonction est aussi une fonction radiale et la calculer.
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Considérons la transformation orthogonale

n
Vs =Zb-'ixi9
j=1

telle que son déterminant soit égal a 1 et telle que

2&/&‘[: (2&3‘)}’1.
1

Nous avons alors
n n
4 2 W 9
Z“i = "
1 1

Soit f(«) la transformée de Fourier de F(x)=@®(r). D’apras les
relations ci-dessus :

1

fla)= nf ‘I)(r)ei(za;)hdy,...dy,,.

(2::)? En

Donc f(a) ne dépend que dez a} = p?, c’esl-d-dire est une fonc-
tion radiale ¢(p). On a en outre, en séparant l'intégration par rap-
porta y,:

?(p) =

! nf“el.p.ndyi [‘ o (VyI+ 22)dV,.
YE,—1

(21:)E - "

Comme pour le calcul fait au paragraphe précédent :
fw...fw o (y:+322)dV, =fw O (VyI+12) Qua(t)dt.
—n —n 0

En remplagant dans (2.15) n par » —1, nous avons

?(p) = : f elfr d)’:f“ @ (Vyf +22) et dt.
s = n—I1 —x 0 '
2® \/:tl‘( > )

Passons en coordonnées polaires, en posant s =rsing, y =1cos ¢

@w K .
9(p) = — 1 f ®(r) r"—‘drf- ePros? sinn—2 ¢ do,
[] 0

PO VT (1-2_—1)
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or, celle derniere intégrale n’est aulre que

\/E-(%’)’_%r (”:I)J%_1 (pr)s

n n

=1 = —q
& e =[ T er)rl, (er)ar,

“o0

donc

c’est-a-dire que
n

F =, A o),
2

le symbole 5(’2 1signiﬁant transformée de Hankel d’ordreg—l.
n_

Nous voyons donc que la transformation de Fourier de fonction de »

variables ne dépendant que \/z? 4. ..+ se raméne a la transfor-
mation de Hankel de fonction d’une variable, 'ordre de la transfor-

. . . I .
mation élant un entier ou un entier - 5 Réciproquement de telles

transformations de Hankel se raménent a une transformation de
Fourier. Dans la pratique, en dehors des fonctions d’Airy qui font

I 2
— et =

intervenir des fonctions dec Bessel d’ordre gels

» on n’a renconiré que

des fonctions de Bessel d’ordre un mulfiple de %

Pour n =12, on a
= uor<l> r)Jo(rp)dr.
?(p) [ (r)Jo(rp)

Pour n=r,

[ 2\? . /2"
J—-‘;(t)—'—(i—t> cost. d’ou 9(9)_‘/7?[ ®(r)cosprdr.
En utilisant la formule

Ip(pr)p=r= ('_—E>m %[M]» avec s= p?,

[

r p—m

s 2

on peut toujours se ramener aux deux.cas précédents :
sin—am-42:

2(p) = (—1ymam Gz [T @) Py (rya) drs
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sin=—a2m-+1:
1 .
1 m - dm ©
o (p) = 7:(—-1)"'2 .‘mf @ (r) cos (r\/s) dr.
; A )

Dans la transformation de Fourier des fonctions €L, nous avons
quelque chose d’analogue, en tenant comple toutefois de ce que
F(z) €L, si et seulement si ®(r)r"-teL, sur (0o £ r < ). Nous
aurons ainsi

$<p>=9<p)p~—l=l-i-m-f°° ‘B‘,',’)__J (Gerydr,

(er) * 7
(=00 r.

CHAPITRE III.

TRANSFORMATION DE MELLIN.

APPLICATIONS A LA RESOLUTION D’EQUATIONS INTEGRALES ET A L’ETUDE
DES FONCTIONS RECIPROQUES.

1. Définition. — Soit F(z, y) une fonction des variables
réelles z, y & valeurs réelles, définies dans le premier quadrant Q. Si
dans un domaine des plans complexes (s) et (¢) I'intégrale double

3.1) f(s, t) =fwfwx-’—1yl—1F(x,y)dmdy
. 0 0

existe, on dit que sa valeur f(s, t) est la transformée de Mellin
de F(z, y) et 'on note

IM[F (z, y)]=f(s, 1)
-Rappelons que si f(a)= ‘/—I__—fmF(x) e**dg, en posant e*=§
AWV _

et s=c - ¢ a, nous avons

r(s’;0> - \_/21___ [“5~~0,F(logi)%a

0

d’ou

g<s>=f°e«'—lc(s)de.
. 0



26 Mlle H, DELAVAULT.

De la méme maniére nous pouvons passer de la transformation de
Fourier i deux variables a la transformation de Mellin 4 deux variables.

2. Convergence. — a. On suppose l'intégrale absolument conver-
gente pour les valeurs s, et ¢, des variables s et ¢. En général elle sera
absolument convergente dans des bandes des plans (s) et (¢) :

a3 << Rso=a <a,, n<Ri=y<y2 et oy < Rso << @, T1<Rto <72,
Pour le démontrer il suffit de partager I'intégrale en quatre mor-
ceaux par les points z =1 et y =1 et d’utiliser les inégalités

|zs—t ] < Jat| sio< <1 et Rs > Rso

et le résulat opposé pour z > 1. Si en oulre les intégrales simples
[ 2B (z,y)dz et fwy‘—lF(w, ) dy
Jo 0

cdnvergent absolument, la premidre pour o;<<Rs<Ca, et pour
tout ¥ > o, la deuxiéme pour y, << Rt <.Y2 pour tout x> o, alors
I'intégrale double est égale aux intégrales répétées et les propriétés
seront déduites aisément de celles de la transformation & une variable.

b. Si Vintégrale double ne converge pas absolument, nous considé-
rerons soit I'intégrale

X Y

limf f @1 y—1F (z, y) da dy
€y £

quand X et Y tendent vers l'infini et ¢, et ¢, tendent vers zéro, indé-

pendamment et simultanément, ou sa valeur principale

‘ ) .
lim dx lim z+—1t y—1 Flz, y)dz dy.

x.>n Y>»
\

3. Inversion. — Pour la transformation & une variable, une solu-
tion de l’équation intégrale
c+iw

J(s) -—f zs—F(z) dz est F(z)=— z—sf(s)ds

2ix c—ln

“en un point de continuité de'F(w)..y
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Etudions l'intégrale double
I %+ i YT+io
I= mj;—i» j;—’w Ty —tf(s, tydsdt,

en posant s = a + 3 et t =7+ 9, elle s’écrit
1 - ® 5
—_ — —(0+iB)—(Y+i0) . . - )
I (27:)1'[_” [.am e+iBl—(Y+10) f(a + B, vy +(3)d3 dd

Posons x = €% ¢t y = e ct remplacons f(s, ¢) par sa valeur
e—ta—mny

=y [ f e—"aﬁ—lﬂ"dﬁdo/‘ j ei“B+'"5[e”°=+"‘rF(e" e dudy.

Si ewx+YF (ev, e') salisfait aux conditions de Fourier, alors aux
.points de continuité de la fonclion, nous aurons, '

I=F(z, y).
Donc en particulier si z*~! 31 F(z, y) € Ly pour zet y > o, set¢
dans deux bandes verticales de leurs plans respectifs
s =" [T ety P, ) do dy
'} “o .
a pour solution F(z, ), fonction continue de z et de y :

& +iw Y+iw .
(3:2) "~ F(a,9)= (m)qf S s s

indépendante de « et y avec a3 << <-0¢2,,T1 <y < Yo
Si nous considérons l'intégrale au sens de Riemann, Reed [26]
montre que les hypoth&ses peuvent étre :

—xtyt-F(z, y) absolument intégrable sur le premier
quddrant Q,

—F(z, y) ne présentant que des discontinuités de premiere
espéce en des pomts isolés ou le long de courbes régulieres [F(.z', )
« piecewise conlinuous » ] et I'intégrale donnant F(z, y) est prise au
sens de la valeur principale de Cauchy.

4. Propriétés d’holomorphie. — Lorsqu’elle existe pour s et ¢
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compris dans les deux bandes définies précédemment, f(s, ¢) y est
une fonction holomorphe des deux variables.

En outre, en posant 2 =—e¢* et y =e", on voit, d’aprés les pro-
priétés de l'intégrale de Fourier, que

flatri, y+id) =fwfwef(55+'05)[F(eE, en) ekany] dE dn

est bornée et limite de | f(a+¢B, y+ £d)| =0 quand /B2 &2
tend vers 'infini

5. Représentabilité d’une fonction f(s, ) comme transformée de
Mellin. — Supposons que f(s, ¢) soit une fonction holomorphe des
et ¢ pour a; << 2 = Rs << o, v1 << Rt =y <7,, qu’elle soit bornée et
tende vers zéro quand /B2 9* tend vers l'infini,

g =Js et d=J¢t.
Posons

1 o+ 7w AY > N )
F(z, y)= mf jY_i” x5 y—t f(s, t)dsdt

o—jx
et calculons

I =f f x5yt F(z, y)ydz dy.
0 0

Nous décomposons l'intégration par rapporta z eta y en quatre mor-
ceaux par les points z =1 et y = 1 et nous intégrons dans les plans (s)
et (¢) sur des verticales convenablement choisies. Par exemple une
de ces intégrales est

1 1
p— ! ps— {— _._I._.
Ii= [ fo‘ zi—ly 1dar:al_y(2i7c)2

ytin  aVybie
><f f Slag +iB;, ys+ £ 83) x5 y—h ds; dt,
Ug—in  Yyy—iw '
avec
< plala n<H<y<re.
D’ou

‘Al
Il= ‘/-'
[}

XL:[:rfsriaf(a3+zp, Yo id)dgds

1
. pls =3 }—1 g {t—Y3) =1 L
.[m 1 ylt—=7 dxd‘r(an)i
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outre les hypotheses dé¢ja faites, sifm fwf(a + B, y+id)dBdd

est absolument convergente, comme Rs > a; et Rt > v;, I'intégrale
multiple et les intégrales répétées sont absolument convergentes, donc

égales :
_ 1t f(aa+iB, s +id)dRdS
[l— (21:)2[ ‘[_‘”[S—((Z:;—i-lk’j)][t—(Yx.'_iS)]

Ay +1%» Ya+iw f(ss, t:x)ds:;dt:;
(2;1:)“f_m f (s —s83)(t—13)

3—iw

et de méme pour les autres parties de I'intégrale.

Si nous appliquons le théoréme de Cauchy au domaine constitué
par deux rectangles des plans (s) et (¢) compris dans les bandes (a4, a5)
et (Y1, Y2), nous avons

__ 1 f(sv ) —
—(‘).ﬂi)‘z_‘n Rr(s_'s)(t'—'ﬂ)dEd.'\ f(s7l)‘

Quand les cotés horizontaux de ces rectangles tendent vers I'infini,
les intégrales sur ces cotés tendent vers zéro puisque f(s, ¢) tend
vers zéro par hypothése, et E tend vers 1. Donc 4 la limite

I=f(s, t).

Nous avons donc le théoréme di & Reed [26] et généralisant un
théoréme connu & une variable :

Si f(s, t) est une fonction holomorphe de s et t dans le domaine
oy < Rs < ag, Y1<Rt <Y2;
Si f(s, t) > o quand \/B2+3* w0, B=Tsetd=I¢;

Sifw fw |f(a—+iB, y+1i3)| dB dd converge absolument;

alors f(s, t) est la transformée de Mellin (au sens de valeur prin-
cipale de U'intégrale) de la fonction

1 - A+ iw Y+iw '
F ) = ——— . —s 94—t f(s, t) ds dt.
=)= ez [ f,_,-,. @yt f(s, 1)
Les deux premiéres conditions sont des conditions nécessaires. La

troisiime est une condition suffisante, et pourrait, peut-étre, étre
remplacée par une autre.
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6. Autres propriétés. — a. Transformées des dérivées de F (z,y).

(3.3) dp:;—f(();%:i) =(—1)*r7(s—I1)..(s—p)(t—1)...(t —q) f(s—p,t—¢q)

—+ fonction linéaire des images
P~ F (2, 5)
dzr—L ya—

des dérivées prises entre o et o,

Par exemple :

@6 m[F]=—c-0fs—10 s |#F@ 2=,

(3.5) JTL[() F]_.(s—x)(s—z)f(s—z, t)
si

lm"‘iz—z —(s—1)x—2F w_0=o,
(3.6) Sn[ét—;—g——]_(s—-i)(l—l)f(s-—l t—1)
si

| @ F |2=0 = |)'7'F =0 =0.

b. Soient M [F(z, y)]=/f(s,t) et M[G(z, y)]=g(s, t), les
domaines de convergence absolue ayant des parties communes. For-
mellement nous aurons

@ [ [ e R ) 6y dady

A A-im "{+lae

= -(—Q:T)‘lf f S(s1, &) g(s — s4, t—t, ).dsy dt;.
o—ix 1T—i=n

L’absolue convergence de V'intégrale d’inversion de f(s, ¢) et de
T'intégrale de Mellin de G(z, y) suffit & légitimer les changements
d’ordre des intégrations.

Nous obtenons ainsi I'image de F(z, y) G(z, y). C’est une géné-
ralisation du théoréme de composition pour les fonctions de variables
complexes.

Si nous faisons s = ¢ =1, si ces points sont dans le domaine de
convergence, la formule précédente s’exprime alors

@8 [ [ F@n 6@y

X+ i Y+iw
(MT)RE“’ f J(s, 1) g(1—s, 1— ) dsdt.
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¢. Fonction originale de f(s, t) g(s, t). — Formellement, nous
aurons d’aprés (3.2)

a4l Y-+iw
& a—1
(2;1:) f fo f ro (s, t) g(s, t)z—y—tdsde

2L Y+im

(2”:) f f
~ ot [T e e
xfa:”fj:wf(s, (%)™ (2) " asa |
[ e

D’ou
oo sonso=a[ [ [+ 2o E4)

[ o (S ]

d. Fonction originale de f(s, t) g(1—s, 1—t). — On peut la
déduire de la précédente en remarquant que

fl1—s, ?) =on [-;;F (‘E, y>] )
d’otr

(3.10) f(s,2)g(1—s, x—t)=:m[f”wa(e, T\)F(Ex,ny)dﬁdq].

z—s y—t f(s,0)ds dtf = f b G (&, n) Bt~ dEdn
0 0

Notons également la formule
(3.11) M[F(z,y)2ryt]=f(s+p, 7y +q)
7. Exemples. — Soit la fonction particuliére
F(z,5)= 3, D (—1)mnd(m, n)zny".
m=0 n=0

(Les fonctions hypergéométriques d’Appel peuvent s’exprimer ainsi. )
Calculons ' '

1 w2 t.
(2ix)? A“‘ ‘/1—:’ sinzws sin xtq)(s’ RE4 detf
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T, étant un rectangle du plan (s) de sommets : —¢ + iM, —c—i M,
M-+ é —IiM, M+ % 4+iM et T, un rectangle analogue dans le
plan (¢). D’aprés le théoréme de Cauchy, cctte intégrale est égale a

J 2

M
2 —-I)"H‘"(I)(m, n)x/nyn.

Quand M et N tendent vers l'infini, si @ cst bornée exponentielle-
ment de sorle que les intégrales tendent vers zéro, alors il reste

1 Pyt ® —Yi+1® =2
[ —— D (s, 1) zsyt dsdt

(2im) J_ cmln  V—yyent
=Z 2(——1)"”‘"@(”&, n) .z""_y",
[} 0

d’oi en changeant s en — s et £ en — ¢ et en appliquant le résultat du
paragraphe 5 °

sinws emﬂt

1 — (1)(— §y — l)‘
Ce résultat est une généralisation d’un théoréme a une variable de
Ramanujan (pour les conditions précises, voir [26]). Il nous permet
de calculer certaines transformées Mellin. Par exemple :

1 x
:m[(l—r-.z)(l +y)—)\xy] = Gnmssnazl L THM)

pouro <Rs <1,0<C R¢ < 1,|A|>1;F, fonction hypercréoméu‘lque,
formule établie dlﬁ'éremment par Hardy.

8. Application & la résolution des équations intégrales. — Nous
nous bornerons au type

(3.13) fu, v) ==fw jw1 K(uz, vy)F(z, y)dxdy
0 [}

c'est-a-dire que ceci s'appliquera immédiatement & l'inversion des
transformations intégrales que nous étudions.

a. Résolution de Uéquation intégrale. — Appliquons la trans-
formation de Mellin aux deux membres.
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Soit
M f(u, )] =9(s, t),
M[F(2, 7)]=P(s,2) et IM[K(z, y)]=K(s, ?).

D’aprés la formule (3.10), (3.13) se transforme

(3.14) e(s, ) =K(s. ) B(1—3s, 1—1)
et en changeant sen 1—setten 1—¢:

- 0= 1—17)
(3-15) @(S, t)— J—c‘(l—_m

Si cette expression est une transformée de Mellin, nous en
déduirons F(z, y) par la formule (3. 2).

Si | m =i (s, t) est la transformée de Mellin
de K,(z, y) d'apreés (3. 10), nous aurons

(3.16) F(z, y) =f”f¢K,(ux, vv) f(u, ¢) dudy,

(3.13) et (3.16).sont des formules dissymétriques.
(3.15) peut'aussi s’écrire .

g1 —s$ 1)K (s 2)

Ka—s,1—t)K(s, 1)

A une variable, Fox (Proc. Amer. Math. Soc., t. 17, 1956;
P- 401-412) classait les noyaux a partir de la relation fonctionnelle

(3.17) : B(s,t) =

K(s)K(1—s) (P étant un polynome)

o
T Pls(1— )]

et donnait les formules d’inversion correspondantes.

Nous pouvons généraliser ici a deux variables cette classification,
et  partir de (3.17) donner des formules d’inversion. Aucune étude
dans ce sens n’a été faite jusqu’ici.

Un cas particulier intéressant est celui ou
(3.18) HK(s, ) K(1—s,1—t)=1.

La formule d’inversion est alors
(3.19) F(x, y) = .‘ eK oy ’A dud
(x, ¥) ‘[ ‘[ (uz, vy) f(u, ¢v)dudy

et (3.13) et (3.19) sont symétriques. Nous avons déja parlé de tels

MEMORIAL DEs 8C. MATH. — Neo 148, 3
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cas [formules (1.4) et (1.3)]. De tels noyaux généralisent les noyaux
de Fourier. Outre la relation formelle (3.18) .ils doivent satisfaire
a certaines conditions permettant de justifier les calculs formels
ci-dessus (nous ne connaissons aucun travail sur ce sujet). Il faudra
en particulier déterminer les solutions de (3.18) qui sont des trans-
formées de Mellin.
Cas particulier :
K(ux, vy) =K (ux)Ke(vy).
La relation (3.18) se sépare :

JC1(S)J€1(I——S)=(I‘ M;(t)d@(l——t):—

Dans le cas a =1, K, et K, sont -des noyaux de Fourier a une
variable, par exemple :

3 3 1
L cosz, Lsinz, x J(&), -

f(u, v) et F(=, y) liées par les relations (3.12) et (3.18) sont dites
réciproques dans la transformation de noyau K (=, y).
Si nous avons

(3.20) F (u, v) =fwme(ux, vy)F(z, y)dxdy,
o o

F(z, y) est self-réciproque dans cette transformation.

b. Etude des fonctions self-réciproques. — ®(s, t) doit satis--
faire 4 la relation fonctionnelle

(3.21) <I>(s, )=®(1—s, 1—2)K(s, t).
De telles fonctions ont été étudiées dans le cas ou :
1

° K(uz, vy) = (uzvy)*J,(uz)J (vy) par R. P. Agarwal [1]:

En tenant compte de la formule

S~V
o 1 ,,_31‘< > )
ST @ a=
A ,

!
N2 4/
p—s 3

la relation (3.21) s’écrit

s4y 1

o Gt
v—s 3 w—

(s

>‘I>(1—-s, 1—1¢)

B(s, t) = a5+l

AIWA'H
g
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et en posant
D(s, t
$(s, O) = == (s 1) ;

22 T dnnb RS | ————P'+t+l
2 4 2 4

elle se transforme en la relation fonctionnelle
(s, t)y=¢(a—s, 1—10).

Il faut donc déterminer les solutions de cette équation -telles
que ®(s, ¢), qui s’en déduit immédiatement, soit une transformée de
Mellin.

Le cas le plus simple est celui de ®(s, ¢) = O, (s)Pa(t). F(z, )
est alors le produit de deux fonctions self-réciproques dans la trans-
formation de Hankel a une variable. Agarwal donne d’autres exemples.

2° Batnagar [3] considere le cas du noyau
— 7 wx\ dt
mu,v(u.z')=\u.ru[ JV(t)J“<—t—>_t_
1 1
pour }J.—l—-z-/() et v+§>0
et étudie les fonctions self-réciproques dans la transformation

Fu, )= [ [ man(ue) w0 F iz, ) de dy
[ 0

Par une double transformation de Mellin, il aboutit également a la
relation

Y(s, ) =4 —s, 1—10).

CHAPITRE 1V.

TRANSFORMATION DE LAPLACE.

. APPLICATIONS A LA RESOLUTION D'EQUATIONS INTEGRALES ET A L'ETUDE
DES FONCTIONS SELF-RECIPROQUES.

1. Définition. — Nous nous bornerons au cas de n = 2. Pour le
cas n quelconque, voir [11]. Soient z et y des variables réelles,
u, v des variables complexes. Si

(4.1) fu, v)=fwwa(.z', 7) e—ua—vy da dy
0 [
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existe pour un couple de valeurs (u, ¢) nous 'appellerons : intégrale
de Laplace de F(z, y). Si elle cxiste pour tout point (u, v) €D,

nous dirons que c’est la transformée de Laplace de F(z, y) et nous
noterons

L4[F (2, )] =f(x, v) ou F(x, y) D[ (u, v)

ou s'il est nécessaire de distinguer les variables par rapport auxquelles
a lieu la transformation

F(x, y)> > f(u, ).
X oy

Nous n’utiliserons pas la transformation de Laplace-Carson qui

serait définie par
uvf f e—ux—vy F(z, y) dz dy.
0 o0

Si F(x, ) est définie dans le plan entier, on peut considérer la-
transformation de Laplace bilatérale

(4:2) Sy, v)= [‘”’fﬂe"";l‘—".“F(z, y)dredy

— VY —

que nous noterons
' LnlF (o, )] = f(u, v).
Enfin généralisant la transformation de Laplace étudide par

Widder, nous définirons la transformation de Laplace-Stieltjes d’une
fonction ¢(z, ) :

(4.3) S(u, o) =faj4ae—"-l'—"ldxdy<p(z, ¥)=L£(¢;u,v)
v Yo

(voir appendice II pour la définition de cette intégrale).

Les cas particuliers de cette derni¢re forme sont trés importants.
Nous avons : '

— l'intégrale de Lebesgue :

. f”fme—“-’-‘—"f F(x, y)dx dy
0 a

2 . i : .
si F(z, y)= ()j::y existe, ou si ¢(Z, y) est ~§bsolument continue;

— les séries de Dirichlet :

0 o
f00 =3 3 ermrron,

m=0 n=9

si ¢(, ) est une fonction en escalier.
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Signalons aussi que le domaine d’intégration peut étre fini :
b .
S (u, v) =f f e—uz—vy F (z, y) dx dy,
a c
transformation étudiée par Picone et Faedo [14].
2. Convergence. — a. Convergence absolue. — Sil'intégrale (%.1)
converge absolument pour un couple (o, ¢o) elle converge absolument
pour tout (u, ¢) tel que Ru > Ruo et Ro > Ro,.

On a en effet

X Y X Y
[ e, y)dxdf’éf [ e |Fz, y)|dady
[1] 0 “0

X Y
£ e—xRu—Reo | F (2, y)|dx d
fo vof |F(z, y)|dedy
< e—tr—voy F (2, y)|dz dy.
_[ ,[ l »)|dzdy

Si en outre fwe-“-’”F(x,.'y')dx eL fme—"J'F(.z', y)dy sont

absolument convergentes et uniformément par rapport a y ou a =z,
Pintégrale double est égale aux intégrales répéiées et nous sommes
ramenés & effectuer successivement une transformation par rapport
4 z puis 4 )" ou inversement. Si 'on pose

I:‘(u,"y) =fme*“-‘”F(x, ¥) dx, . II*L(.Z', p) = fme“VrF(x,y)dy,
0

“o
nous aurons

F(z, )38 (2, 0)2f(w,0) et F(z5)3F(x, 7)2f(w, 0).

Pour étudier le domaine d’absolue convergence, il suffit de consi-
dérer les valeurs réelles de u et de ¢; on en déduira le domaine tout
entier en associant & chaque couple (u, ¢) un couple de demi-
plans J¢, et 4€,.

A chaque valeur u =c on peut associer une valeur ¢ = k telle
que pour tout couple (¢, v1), v1<<k, il n'y ait pas convergence
absolue et pour tout couple (¢, va), va>>k, il y ait convergence
absolue. On définit ainsi une fonction £ = A(c). & et ¢ sont appelées
« abscisses associées de convergence absolue ». La courbe £ =1(c)
dans le plan réel (u, ¢) est appelée « séparatrice » de convergence
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absolue. 1l existe une valeur minimale de ¢ : ¢, telle que pour ¢ << ¢,
il ne soit pas possible de déterminer un ¢ pour qu'il y ait convergence
absolue pour le couple (¢, ¢). 1l y a convergence absolue dans tout
angle droit de sommel sur la séparatrice, de c6tés dans les demi-
plans w>¢, ¢> k; la convergence sur la séparatrice n’est pas
assurée.

Pour I'intégrale de Laplace-Stieltjes nous avons un résultat analogue
en supposant ¢ € V, et en étadiant la convergence de I'intégrale

fm e~tx—vy dodyv(z, y) (voir appendice II),
)

¢v(z, y) étant la variation totale de ¢(z, y) sur (o, z; o, y).

D. L. Bernstein [4] détermine les abscisses associées de conver-
gence absolue généralisant les résultats de Widder a une variable.
Par exemple, si ¢ ct k sont deux nombres positifs, la condition
nécessaire et suffisante pour qu’ils soient abscisses associées de
convergence absolue est que

im log ¢ (., })
Thy>e CTH+ky

En outre on montre que dans le cas de la convergence absolue,
~v(=, y) est bornée exponentiellement; si en (g, 7) il y a conver-
gence absolue, o, et 7, étant réels, on a

v(z, y) <M eSix+y, 6, = max (0, gy), 7y = max (o, Tp).
Inversement si ¢(z, y) est bornée exponentiellement :

v(x, ¥) < M eax+boy (ay et by> o),

Iintégrale (4.3) converge absolument pour tout (z, ¢) tels
que Ru> ao, Ro > by, et peut éire calculée comme une intégrale
répétée, car ¢'(z, y) et ' (z, y), variation totale de ¢(z, y) sur (o, z)
et (o, y) comme fonction de x seul ou de y seul, sont inférieures
a ¢(z, y), donc également bornées exponentiellement et I'intégrale
répétée existe au sens précisé dans 'appendice II.

b. Convergence bornée ([2a], [4], [8]). — Si la convergence
absolue n'est pas assurée, nous considérerons la convergence bornée
de I'intégrale (appendice I), c’est-a-dire

X' LY
S(u, v)=1im f(X, Y; u, ¢) =f f e—x—vy F (x, y)dzdy
: o .
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quand X et Y tendent vers I'infini simultanément et indépendamment

et
[ f(X, Y5 u,0)| <M.

S’il en est ainsi, nous dirons que F(z, y) est transformable
en (u, ¢). Si la limite est uniforme par rapport & tout (u, v)€D et
si M est indépendant de (u, ¢v) €D, nous disons que F est unifor-
mément transformable dans D.

Supposons que F soit transformable en (ws, o) :

~X Y . .
S(X, Y5 u,0) =‘j f e—tu—u)x—lv—voly e—ue—vy F (z, y) dz dy.
0

“a
Posons

= Uy+$ et v = py+1I.

En intégrant par parties nous obtenons

f(X7 Y;u,v)= e—sx—"—f(xw Y; wo, f0)-
x
-+ e—”sf e=s% f(x, Y; us, vo) dz
)
Y .
+ te—-‘xf e~y f(X, ¥; U, vo)dy
0
X .Y

+ stf f esx—ty f(z, y; o, vo) dz dy.
0 o

Par hypotheses, |f(X, Y; uo, vo)[<<M; st Rs et R¢> o alors
quand X etY tendent vers 'infini, les trois premiers termes tendent
vers zéro et ’on a
X Y

f e—ux—vy f(z, ¥; o, vo) dz dy

X,Y>» 0

S, )= lim f(X,Y;u,v)= lim stf
X,Y>w (]

et cette intégrale est absolument convergente. Nous avons donc une
propriété analogue au théoréme de Mathias Lerch & une variable.
En outre

. [s (el sl
|f(X‘)Y’ u7 V)I<M(l+ _R_S -+ ﬁ-l— Rs—R—t')-

Donc la convergence est bornée dans le domaine D :

R(u—uy) >o0 et R(v —9p) >o0.
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En outre dans le domaine D, tel que
R(u— ) > |1 — uy|cos, R — uy) > 3;
R(v —v0) >| ¢ — vofcosb,  R(v — 0p) > 3;
ona

|f(X, Y; u, v)|<‘M<1+ (—:-6:—6)2

et

2M sx_s >
e [e—0%X—0Y 4 o—Gx e-av],

(X Y5 u, 0) —f(u, 0) | < h

donc la convergence est uniforme. ‘

L’étude du domaine de convergence bornée se fait comme pour Iy
convergence absolue. La convergence absolue entrainant la conver-
gence bornée, le domaine de convergence bornée sera intérieur
& celui de convergence absolue. De plus dans tout domaine intérieur
au domaine de convergence bornée, il y a convergence uniforme car
on peut toujours déterminer 9 et § pour que le domaine considéré:
soit un domaine D,. . _

Utilisant Pintégrale de Lebesgue, Amério [2 a] en conclut que,
en outre, dans ce domaine, on peut calculer P'intégrale double comme
une intégrale répétée. On a '

S(u, ¢) =Ylf>n:°f(oo, Y; u, v).=\!i;r;f(x, ®; u, ¢),

avec

o Y
FYiw )= [ ewnds [ e F(a, )y,
0

o

En outre, considérant D'intégrale

o (=, y) =fo'x‘/o‘yF(E, m)didn

si F(z, y) est transformable pour (uo, ¢o) réels :

[9(z, ¥)| <M eusw+vy, U1 = max (o, U), v1=max (o, ¢y).

11 suffit pour le voir de considérer Pintégrale

T Ay .
o(z, 3) = f f e=uae=van F (£, ) eudbroin d dn
0 0
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1 d’intégrer par parties; on majore en remarquant que pour o réel :
X
[ | f e dr < evs®, 1y = max (0, uy).
[

Et inversement si ¢(2, y) est bornée exponentiellement

[2(2, ¥)| < ews+vy  (uy et vy réels et positifs),

on en déduit que (4.1) a une convergence bornée pour Ru > u,-
et Roe >y, '

Pour tout ce qui précede, hypothése f(X, Y; uo, vo) <M est
essentielle. Il n’y a rien d’analogue pour la convergence ordinaire.

Le théoréme de Vignaux [34] n’est qu’un cas particulier de ceci,
puisqu’il suppose ¢(z, y) bornée, ¢’est-a-dire u = ¢ = o et qu’il en
conclue la convergence bornée de I'intégrale de Laplace pour u et ¢
réels et positifs.

Pour l'intégrale de Laplace-Stieltjes nous avons des résultats
analogues dus a D. L. Bernstein [4].

Nous pouvons aussi 6tudier l'intégrale bilatérale [2a]; nous la
considérerons au sens de valeur principale de Cauchy :

X LY
Y= 1 f pux—ry v)dxdy
ACY) x,#'ﬁ».ﬂxt,’_,f (=) dzdy

=x,l‘i.r_r>1”[l/(x,'Y; u, ¢) +f(—X, Y; u,v)

+f(x, —Y; u, ") +.f("'" X) '—'Y; u, ")]’

les domaines considérés sont alors ay << Ru << aa, 11 << Rv < ya.

3. Holomorphie. — Dans le domaine de convergence bornée D, .
JS(u, ¢) est une fonction holomorphe des variables complexes u et ¢.

Les dérivées partielles ecxistent avec un ordre quelconque; on
démontre que

Qh+k u, v : .
_Tblt//“(dv—k) CE (—1)h+kzh ykF (z, y),

cette fonction étant transformable dans D.

Considérons deux demi-plans d’holomorphie associés; soit « fixé
dans ¥¢,, pour tout ¢ de JC, f(u, ¢) est une fonction holomorphe
de ¢ et tend vers zéro quand ¢ — o dans le domaine d’uniforme
convergence. Méme résultat en fixant ¢ et en faisant varier « dans J€,,.
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Donc une condition nécessaire pour qu’une fonction f(u, ¢) soit.
une transformée de Laplace £; est qu'il existe deux demi-plans
associés out f(u, v) posséde les propriétés ci-dessus.

4. Propriétés. — Si nous nous placons dans le cas de I'absolue
convergence, nous pouvons déduire les propriétés de la trans-
formation de celles de la transformation a une variable.

En cherchant originale de f(aiu + @av + @s, biu + bav +b3),
nous aurons comme cas particuliers :

le théoréme d’homogénéité :
(4.4) f(au, bp)@.&%p(g,%);

le théoréme d’amortissement :

(4.5) f(u+a, 0o+ 3)Eer>BrF(z, y)
Un changement d’origine nous donne -

(4.6) F(z—a,y—b)De v f(u, )

en supposant, pour la transforrr;ation unilatérale, que

F(z—a,y—b)=o0 pour o<z < a, o<_y<b.

Transformées des dérivées deF(z,y):

?@uf(u, v)——F(o, 0), %FyD v f(u, v)—Il"(u, 0);

dxg Du f(u! °) _uF(01 v) ~ Jz (01 v),
(4.7) ¢ )

R Dy 0) =0 B 0) = T (005

Duvf(u, v)—vF(o, v)-—-uF(u, o)+ F(o,0);

dxdy
ou

oF JF oF
EonelX] ., Fwoef] .,

et on peut généraliser aisément pour les dérivées d’ordre entier
quelconque.
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Produit de composition (appendice I1I) et [2 a]. — Nous vérifions
aisément que

x v Yo 1 . :
(4.8) £ [F:'ok * F. ] 3b[ Fi(u, 7) Fa (4, y-—n)dn):gfa(u, ) fa(u, 9)-

Si Fy est transformable au point (u, ¢)-et si au méme point Fy
est absolument transformable, alors le produit de composition est
transformable et (4.8) est vérifige.

On peut faire le méme calcul pour £, en considérant le produit
de composition de deux fonclions définies dans tout le plan et en
supposant alors que F, et F, sont absolument transformables; le
produit est aussi absolument transformable.

Pistoia étudie le cas de la sommabilit¢ de Cesaro [245]. Si
e~ w~rFy(z, y) est sommable-(C; a4, @), la convergence étant
bornée, si e—ur—7r F, (z, y) est sommable-(C; aa, as) avec 0> oty >—1
et ay=— (14 a,) alors le produit de composition est transformable
et

[Pk kB = mF) £0F),

ceci se déduit immédiatement de la formule (1) (appendice III) et
de la relation

e—uz—vy Fy(x, y) % -ﬁ:’( emux—y Fy(z, y) = e~uz—vy (F1% i( Fz-)-
Pour le produit de composition superficiel (appendice 1II), nous
aurons formellement
(4.9) f;[F(w» 7k H(?)]
m "(ws o’ s!ia

— [”f”e—ux—vyd.zdyf : H(")‘

b)) 0

X F(z — tcosa, y — Tsina) dx
_—_‘/““H(-:)d-:‘/”1° ‘/‘°° e—ll-i—”J‘F(x—':'cosa,_y—--csina)‘dzdy '
0 cosa v Tain & .

=f" H(z) f(uy ) e—t(ucsatvan) de = f(u, o) h(u cosa + o sina).
0

On justifie le calcul formel en supposant F transformable en (u, ¢)
et H absolument transformable au point (u cosa + ¢ sina).
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Nous avons le méme résultat pour la transformation £ en
supposant I'absolue transformabilité des deux fonctions aux points
ci-dessus.

Pistoia étudie également dans ce cas la sommabilité de Cesaro.

Autres propriétés. — Si f(u, v) existe pour u et ¢ réels et positifs,
nous pourrons avoir la formule (1.3) :

(4.10) f f F (x; Y) &(x, }’)dxdy—-f f f(u, ») G(u, v) dudp
'si 1‘(-1‘7 J/) Qf(u, v) et . (,(w, y)j:S)g(u, V);

il faudrait délerminer les conditions précises de cette formule.

5. Inversion. — En général nous appliquerons successivement
P
les formules d’inversion & une variable comme nous l'avons indiqué
page 12. Mais ce n’est plus possible lorsque la convergence est
bornée, ou si les intégrales a une variable ne sont pas absolument
) P
cqnvergentes .

a. Transformation bilatérale. — Soit F(z, y) absolument
transformable pour o, <<Ru <<a,, 11<<Re <y2. Amério [2a]
détermine les conditions restrictives qu’on doit imposer a F(z, y)
(conditions d’intégrabilité, de continuité, etc.) afin qu'on ait la
relation

V.P. a+i= b+iw )
an) Pl yy=—g [ [ e S, o) duds,

avec
F(a, )= 5 (2 4,y )+ F(@—, 5 )+ F o+, 7 —) + Fla =,y =)

Des extensions de ce théoréme ont été données par Pistoia [24 a].

, P
Les conditions sont trop longues & énoncer pour que nous les donnions
icl.

Le passage a la transformation £ n’a pas été fait. Dans le cas
d’une variable nous savions qu’une condition suffisante pour que la
formule d’inversion de la transformation £ soit valable pour £2, était

I p
que : f(s) n’ait pas de points singuliers & droite d’une verhcale et
que son module tende vers zéro quand s — o dans ce demi-plan.
Nous devons avoir des conditions analogues avec les couples de
P
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demi-plans d’holomorphie. En fait, si nous sommes assurés que f(u, )
est la transformée de Laplace d’une fonction F(z, y) nulle pour z
et y <o, la formule précédente nous fournira cette fonction.
Dans le cas ou F(z, y) est transformable, mais non absolument
transformable, Amério utilise une formule de sommation différente.
Soit F(z, »') transformable pour a; << Ru < as, <<Re<ya et
soit deux nombres p et ¢ > o0 avec

I 1 I
é>]11|’ ;>|°‘:l, s>Inl S >Inl
L’intégrale impropre
» aw —lZ=%] —Iv—7]
L ¢ S F ’
) S e F(, n)dg dn

—%x Y — o

‘converge vers une fonction Gy,;(, y) continue ainsi que ses dérivées

2 2 . .
partielles 3—27 %;, (;?G', %3’ au point (z, y) et cette fonction est

absolument transformable dans D :

£ulCe.a(2 )] = = pej;(!l)t’(:)— cTpt)

Dans ce cas :

(4.12) F(z, »)= lim Gg,o(x, ¥)
£,G>0

i __'V.P. [.a+infb+in e""—""".‘?‘_f(u,- p). du dv
B pr7>0 47:2 “a—iz b—1= (l _'quz)(l_czvz) ”

p et o tendant vers zéro de sorle que
. :
F<E<i<nm<a<mn<b<n

b. Transformation de Laplace-Stieltjes. — Si ¢ (z, y) est bornée

exponentiellement, cette transformation est absolument convergente
et

S o= [Temd k(e o) et k(x o) = [ evrdy o (s ),
Jy o
k(z, v) est & variation bornée dans (0, z) et 'on peut lui appliquer
le théoréme d’inversion & une variable : :

— . R - a+le gux .
k(z, v) = k(z+;0) —;—lt(.z‘—. ¥) = ‘;11; [‘ eTf(": v) du,
) Ya—i=n
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9(z+, y) est a variation bornée dans (o, y) et sa variation totale
o' (z, y) est bornée exponentiellement, donc

k(z—;¢) + k(z+;59) =f”e_,,ydy?(w+,y)+<?(x—-,y)
2 ' o 2

converge absolument et, en faisant I'inversion, on a

_ V.P. b= ey
oz, y)= f eT/c(.z', v) dp,
b—ix

20w
d’ou
_ V.P. a+iw b+iw eux-tvy
(4.13) (2, y) =— Wf fb 7 f(u, v) dudb.
a—i» —im

Supposons que ¢(z, y) soit bornée exponentiellement, mais
non ¢(z, y); la transformation est convergente, la convergence
étant bornée, mais non absolument convergente. Le raisonnement
ci-dessus ne s’applique plus. D. L. Bernstein [4] considére alors une
généralisation de la notion de dérivées fractionnaires d’une fonction,
et pose

e

_ N I ® o POt { nr o \pu . .
Pou0:(Z5 )) = m'/ol j; (x = 5P (y — Pt 9(z, 3)dr d)
pour g et pa>o.

En intégrant par parties nous avons

_ @ Ay
Poups (2 0) = 1‘(91+1)IP(92+.I)L[ »[ (e =0n(y =)k dedye (2, 7)

qui tend vers ¢ (z, ) si p; et ps lendent vers zéro.
Pour le cas py et po>>1 D. L. Bernstein, démontre que si ¢(z, )
-est bornée exponentiellement, on a

_ V. P. a+io b+iw eux+vy .

(4.14) epup(z y)=— Wv[-ia _/b‘_m mf(u, v) du dv.

Pour le cas py= ps= 0 I'hypothese ne suffit plus; il faut en outre
que la variation totale de ¢(z, y) comme fonction de z seul (ou de y
seul) soit bornée exponentiellement. [D. L. Bernstein signale une
erreur dans la démonstration de Durafiona y Vedia et Trejo pour le
cas "py==pa== 0, ces auteurs trouvaient que I'hypothese de ¢(z, ¥)
bornée exponentiellement suffisait. ]
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c. Autres formules d’inversion. — D’autres formules peuvent
¢tre élablies généralisant les formules a une variable. Elles rentrent
en particulier dans la méthode des intégrales singuliéres que nous
avons signalée page 12.

A partir d’un opérateur différentiel, on a

. . e (—X)kFR R\B f kN gk f Bk
(419) Flay) = lim G (2) <;) W(z*;)
généralisant le procédé de Widder.
Amério généralise le procédé de Phragmen :
x ¥ . hd bt (_. 1)m+n
(4.16) f [ FE ndidn= lim 2 embwenky £ (mh, k),
v o :

Ny k> w0 m!
m=1 n=t

ici nous avons un exemple de convergence faible.

6. Unicité et détermination de f(u, ¢). — Pour la transforma-
tion £} Amério démontre que si Fi(z, y) et Fo(2, y) sont trans-
formables pour « << Ru et § << Ro et si, dans un tel domaine, leurs
transformées sont identiques, alors on a presque partout Fy=F,,
c’est-d-dire’ qu’elles sont égales en tout point ou elles sont
continues.

Nous avons unc propriété analogue pour la transformation £y.

Supposons que f(u, v) soit connue en une infinité de points.
A une variable, le théoréme de Blaschke (toute fonction holomorphe
et bornée dans le cercle unité est uniquement déterminée par ses
valeurs en une infinité de points tels que la série formée par leurs
distances au cercle soit divergente) nous a permis de donner un
théoréme d'unicité de la transformation de Laplace ([10], p. 11)
englobant les cas particuliers déja connus (par exemple : points
alignés en progression arithmétique sur une paralléle a I'axe réel).
A Taide des séries d’interpolation de Walsh nous avons donné un
développement en série de f(s) et de F(z) dans certains cas
généraux et nous en avons vu une application. A deux variables le
probléme est beaucoup plus compliqué. Il n’a été généralisé que
dans le cas des points en progression arithmétique, par Amério,
F(z, y) étant exprimé sous forme de développement en série double
de polynomes de Laguerre ou de Legendre. L. Poli et P. Delerue [25)
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donnent une méthode générale de développement en série double de
polynomes orthogonaux, la justification délant aisée lorsqu’on
considere des fonctions de carr¢ sommable et la convergence en
moyenne.

Par exemple, si nous connaissons f'(u, ¢).aux points [uo+ (h+1) a,
vo+ (k+1)b], @ et b constantes réelles et posilives, % et k par-
courant la suite des entiers > o, f(u, v) est uniquement déterminée.

Soit P, («) une suite de polynomes orthonormés avec la fonction de
poids ®(z) donnée, dans l'intervalle (o, 1),

(4.17) Fx, y)=evex+vy (e—rr) P(e—by) }: AmnPm (e=3%) Pp(e™br).

mn=0

7. Propriétés asymptotiques. — a. Théoréemes abéliens. —

X .Y
f f F(z, y)dzdy|<<M pour
Jo Yo

tout X et Y > o et tend vers S quand X et Y — oo indépendamment
et simultanément alors F (z, ») cst transformable pour u et ¢ réels
et positifs et

Vignaux démontre [34] que si

f(u, v)—>S quand u et ¢ —>o.

Une étude de cette propriéié a été faite également par Timan [30]
dans le cas ou la convergence n’est pas bornée et également dans le
cas ou F(z, y) est sommable-(C; a, ).

De méme Magnaradze [21] montre que si f:sz(:c, y) dzdy
0 0

existe et est égale 4 S, si

x Ny
s(‘”v.}’\)=f f F(%J’)d“’d}’
0 [

est telle que $@ ) g B2 respectivement quand z ou y — ,
z Y

alors f(u, v) — S pour u et v — o de sorte que o <A < % ZA.

Ces théordmes peuvent nous servir a calculer des intégrales, ou
encore 4 donner un sens a des intégrales divergentes en utilisant la
sommation d’Abel, dont ces théorémes ne sont que des théorémes
de « permanence » (« consistency » dit Hardy).
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Dans le cas dc la transformation absolument convergente appli-
quons le théoréme correspondant & une variable :

Si limF(z, y)=F(z, o) existe, alors F(J;, v) existe pour
roe
Rev>oet
limvl""(z', v) =F(x, »).
=0
Donc

F(«x, co):f e—"xd.z*limvl%"(x,'v).
T Vo

=0
Si nous pouvons échanger les signes intégrales el limites, nous
aurons :
F(x, »)> lime f(u, v).
x =0
De méme
(o, ¥)> limu f(u, ¢).
Y ou=0

Enfin si F (0, ) existe, f(u,v) existe pour Ru et Rv > o0 et

lim F(z,®) =lim limuv f(u, ¢) et lim Fr, )= lim wvf(u,v),
x> =0 p=0 X,V ->n w=w==y

mais il faut légitimer tous ces passages a la limite et U'inversion
des opérations intégrales et limites.

b. Les théorémes taubériens sont particulierement intéressants
pour les applications car ils permettent de déduire des propriétés
asymptoliques dc f(u, ¢) celles de F(z, ) sans avoir besoin de
faire I'inversion. Deux cas ont éié étudiés : z et y — o, ou ::: tend

vers une valeur finie. :
Dans le premier cas, Pistoia [24 a] considérant une fonction f(u, v)
holomorphe dans un couple de demi-plans et satisfaisant & certaines
conditions de limite quand u et ¢ — o, détermine la limite de F(z, y)
quand z et 3 tendent vers l'infini. En plarliculier si l'on peut écrire

A
f(ua v) = uv + w(u, 0),
o(u, v) satisfaisant a certaines conditions, alors F(z,. y)—~A

quand z et y tendent vers l'infini.

MEMORIAL DES SC. MATIL. — N° 148, 4
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H. Delange [9] étudie des problémes semblables, avec des condi-
tions plus simplement exprimées, avee '’hypothése sur F(z, y) que
we(A, u) = Sug l' S‘up |F(.r’, y)—F(z, y)l] est bornée,

x,Y

zéx
943'4“

X et p réels >1; dans ce cas F(z, y) est absolument transformable
pour Ru et Re > o.
Dans le deuxiéme cas, z— cy ([10], p. 27), consndérant la fone-

tion j(u, v) = m, ¢(u), fonction holomorphe pour Ru > o

et R¢(u) > o, si en outre nous supposons que

Y(u) —cu=9(u) NZanu—" pour u >

(le signe ~ signifiant un développement asymplotique au sens de
Poincaré), ¢ > o, alors f(u, ¢) est la transformée de Laplace de

F(z, y), fonction-nulle pour o<z <<cy et F(z, y) ~ ZA,,(x—-cy)"
R n=1

quand z—cy par valeurs supérieurcs. Ceci est particulidrement

intéressant pour étudier une onde au voisinage du front d’onde.

On a une propriété analogue si f(u, v — u) posséde un développe-
ment asymptotique pour u —> o, les coefficients de ce développement
remplissant certaines conditions, alors F (z, y) existe, est une fonction
nulle pour o <<z <<y et posséde un développement asymptotique
pour z — ¥ qui se déduit de celui de f(u, v—u). Le cas précédent
est un cas d’exception de celui-ci.

8. Applications. — a. Généralisation de fonctions. — Par-
I'intermédiaire de leurs transformées de Laplace on peut généraliser
certaines fonctions. C'est ainsi que P. Humbert a défini les polynomes
généralisés d’Abel & deux variables. A une variable, on a

L,,,(t);(;-%)"'.

A deux variables, nous définirons les polynomes par leur image

[———=) -
u ¢/
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-Considérant les polynomes généralisés de Laguerre :
T -+ o+ m
2oL (%) > & m? - 17!“-(1— 1%) '
M. P. Delerue [11] définit les polynomes & 7 variables par l’égahté
symbolique
r(m—+o,+1).. [‘(m-—i—a,,-!—l)
(m')mp:v, Pc:,.

o Oy...0
2. 2L (&g, ooty ZR)D LD
: r

Appliquant les régles de la transformation de Laplace & » variables,
il étudie les équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont ces
polynomes, leur fonction génératrice, les relations de récurrence qui

les lient et démontre qu’ils forment une suite orthogonale, la fonction

n
o)

de poids élant e %.
De méme il généralise les polynomes d’Hermitte et les étudie.
Avec P. Humbert, il généralise aussi la fonction de Mittag-Leffler [17].
Nous ne nous étendrons pas sur ces applications données en

particulier dans le fascicule CXXVII de ce méme Mémorial.

b. Application a la résolution des équations intégrales. — Les
applications de la transformation de Laplace a une variable a la
résolution des équations intégrales sont dues a M. M. Parodi et ont
été généralisées a d’autres transformations par Stankovic. Elles ont
été généralisées a plusieurs variables par M. P. Delerue. Gitons
un exemple :

SiF(z, y) > f(u, ¢), nous avons la régle opératoire

@

a
Ey

o (2 )2 )
= Ja(2 VAu) g (2 Viro) F(X, p) die.

Appliquons ceci a 'équation intégrale
B

(4.19) f(u, v)-.-Kjom/om(é)?(%)_:

> Jo(2 yAu) Ig(2 Vo) f(, 1) dhdp = g(u, v).

Sf(u, v) &F (2, y), g(y“: 0)C G(z, ¥)-

Soit




52 M/l H, DELAVAULT.
Formellement, nous avons
F(z, y) + Koot yB-1 F(J—;, J—‘,) =G(z, y),
équation fonclionnelle nous permettant de déterminer F(z, y),
d’ou f(u, ¢). En changeant z en % ety en;‘/, nous avons une deuxiéme

. o e I I
relation et nous éliminons F(;, ;_) entre les deux. Nous obtenons

(1—K2) F(z, y) = G(z, y) — Kat—2y1-p G'(i—, )_I/> .

Pour K'3£ 1, nous en déduisons
B

o
1. ) ® A%y 2 N 2
1—K2[5'“" ")-—K[ A (E) (F)

> Jal(2 3u)Ig(2 View) g (2, ) dx dxi] :

f(ua v) =

Pour K =1, il ne peut y avoir de solutions que si le deuxieme
membre est nul [ ce qui donne une relation fonctionnelle pour G(z, y)]
et il y en a alors une infinité qu'on détermine en généralisant la
méthode de M. Parodi.

¢. Fonctions réciproques de Hankel. — f(z, y) et g(z, y) sont
dites fonctions réciproques de Hankel d’ordre («, B) si

a B )
@20y fm = [T(2) () 1elovim) 19 vor) 6w, o) e
entraine ' s

Ja(2 Yuz) Jg(2 Vo) f(u, o) dudy.

| (4.21) g(a‘,}’)=t[x_/o‘z<§> (%,)

En prenant les images de ces égalités dans la transformation de
Laplace nous obtenons entre les images ¢ (u, ¢) et 0(u, ¢) de f(z, y)
et g(x, y) les relations formelles

. 1 I 1
(4.22) ?(u, v) = ua+1pB+10(E’ 5)’

. N § | G .
(4.23) 8 (u, v)=;m;s:?(;’6)’
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la condition de self-réciprocité sera donc

(4.24) 20t 0) = e (20 1)

La solution de celte équation fonctionnelle est
1 I I . . .
Py, v) = WF(U, 0) + F<;7 ;) (F, fonction arbitraire).

Une autre méthode consiste a prendre les relations originales
de (4.20) et (4.21) comme il a 616 fait pour 'équation intégrale (4. 19).
Si
s Ch@my o L enia,y,

on obtient

h(z, y) = k(é, %) o1 yf-1,

P. Delerue [11] donne de nombreux exemples de fonctions
réciproques et self-réciproques déterminées par ces méthodes et
discute les conditions de convergence.

L’efficacité de la méthode pour la solution des équations intégrales
et pour I'étude des fonctions réciproques tient ici au fait que 'image
. o p
- du noyau (l—fy (%’)2 Jo(2 Vuz) Jp(z’ Vey) introduit des fonctions

exponentielles. Ceci vaudra plus généralement si l'image du
noyau K (&, nj z, y) est de la forme a(u, ¢) e=bw%—c(m car alors

T (TFE ) K(E ;2 ) didn
L

0

S [T ) au, v) e-bwit-ein d dn = a(u, o) f[b(u), (o).

A partir de ceci on peut généraliser I'étude faite par M. Parodi sur
des noyaux a une variable d'une forme analogue.

d. Dans ce méme ordre d’idée, Stankovic cherche la relation
entre la transformation double de Laplace et la transformatwn
généralisée de Hankel [29].
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Soit @ la fonction de Wright généralisant la fonction de Bessel.
Nous écrirons

® 2k
P(z)=P(p, v; 3) =I§ [‘(k-i—l)r(}l"""k)’

étudiée dans les cas v>o0 et w>0; ot 0>v>—1 et p arbi-
traire.

Stankovic définit la transformation généralisée de Hankel par
. & Tio
(4:36)  Bm g(a, 73 for m0) =lim‘£ jo' ®(— gav) au—t

< ®(—nyP) y3-1 f(§ n) dEdn.
Soit

Y(u, v) =L[s(x, y50, )] et 9(u,v)=L[f(= x)]
n 3

£i[K(z, 75 )= o5 oge te ©

et ces intégrales sont absolument et uniformément convergentes
pour tout (§, n) d’un domaine fini D (o, £o; 0, 10). Nous sommes
dans le cas signalé ci-dessus. En prenant les images des deux
membres nous obtenons formellement

I 1 1 1
(4.26) w2 ? () = 1m0,

&, B, v, p > 0; ol p et § arbitraires et —1 << ; < o.

Stankovic donne les conditions qu’on doit imposer aux fonc-

tions f(z, y) et g(x, y) pour justifier le calcul, en particulier
Pinversion de I'ordre des intégrations et des limites. Il étudie les cas
limites -

3=o0 et p=—1; p=o et v=—I.

Remarquons. que P. Delerue avait exprimé l'originale de

1 11 .
A (ﬁ’ 'o_n) (m et n entiers),

a l'aide des fonctions hyperbesséliennes.
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Les cas particuliers imporlants de la fonction @ sont :

_‘l
1 2“ 2 —:—'-; 2 .
¥ —35—e)="r e o)

133

_1 rx <
-.:;Q)(o’ _%; —tz 2) = Ee_‘ s = 4 (§, ),

2y/7 27

(1, m; ——'z)=oF,,,<%a 2,0 2= —s)

m T T )
Ja(2V2),

cette formule donnant (4.18) a partir de (4. 26).

ol R

P(a+1,1; —3)=23

CHAPITRE V.-

TRANSFORMATION DE LAPLACE-HANKEL.

1. Définition — Soit
So(u, 0) =fwfwe—'wav(v_y)F(.t,y) dx dy (v réel).
] 0 .

Si cette intégrale existe pour des valeurs (u, ¢) €D, nous dirons
que f,(u, ¢) est la transformée de Laplace-Hankel de F(z, y) et

nous noterons f,(u, v)éF(z, y)-

2. Convergence. — a. Convergence absolue. — Si ¢ est réel et
positif, nous pouvons trouver une constanie A, telle que

_(v...;)
[Iv(ey) | < Av(py ) (1+vY) *
D’ou

[ [Tl iion) Fia ) 1dedy
v [

<Avfofwe—z‘nu,pv
o [}

si Ru > Ru,.

' 1
yHa+ m‘(“‘) F(z,¥) fdw dy
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1
vt
(Ii}:)/) <t pour ¢ >0 et v;>—«——%

D’ou, dans ce cas :

[ T1emm e P ) [ dady
9 0 " - P
<Ay f f e*x““t"y“v *F(z, y)‘dwdy-
0 ’ ¢
T !
‘Donc £, (u, ¢) converge absolument s f [ Ie“"*”y'z F(z,y)\dxdy
converge absolument avec Ru > Ru., ¢ réel et positif, v >— -;—

b. Convergence au sens de Hardy. — Nous avons démontré [10]

jo‘x‘onyF(x,y)dxdy

M = o et si F(z, ¥) garde un signe constant, alors f,(u, ¢) existe

que si < M pour tout couple (z, y) =0,

pour Ru > o, v réel et positif, v >— %, au sens de

X Y

lim f f e
XY >edy Sy

Pour cela on applique le critere de convergence de Cauchy. La
difficulté vient ici de ce que J,(vy) décroit en oscillant, alors que
dans la transformation double de Laplace e™7 tendait vers zéro de
fagon monotone. L'utilisation du premier théoréme de la moyenne
nous a imposé I'hypothese restrictive de-« F(z, y) a un signe
constant »; c’est cependant une hypothése assez souvent réalisée en
Physique.

3. Propriétés d’holomorphie. Inversion. — Nous n’utiliserons que
le cas ou I'on peut calculer U'intégrale double comme une intégrale
répétée, clest-a-dire effectuer successivement les deux transfor-
mations. Notons '

b = [ F@ds o = [ rIeNFEN D,
o 0
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®,(u, y) est une fonction holomorphe de la variable u dans le demi-
plan Rz > Ru, ou elle existe; il en est de méme de £, (u, ¢) : donc
cette fonction a des dérivées de tous ordres par rapport a u et 'on a

%(u, v) Cé (—z)» F(z,y)  quel que soit p positif.

Pour déterminer F(z, y) connaissant f,(u, ¢), nous détermine-
rons ‘®,(z, ¢) par l'inversion de la transformation de Laplace et
nous aurons

F(x,y)=f"v1v<vy) (2, 0) dv.
0

Nous voyons qu’une condition nécessaire pour que f(u, ¢) soit la
transformée de F(z, y) est que ce soit une fonction holomorphe
de u dans un demi-plan Ru > a.

4. Autres propriétés :

Homogénéité :

. v
¥ (5 %) DAau, bo).

Amortissement :

= F (2, y) D fu(u+a, v).
Décalage :

F(x—a,y):b\')é—ﬂufv(it, v) si ‘F(zx—a,y)=o0 pour o<z < a.

Ces deux derniéres propriétés ne donnant rien de simple dans la‘
transformation de Hankel, nous ne les avons fait porter que sur la
variable z.

Transformée des dérivées :

D ufu, o) = io, o),

2 F v oD,

%@u’fv(u, ») —u®; (0, v) — —d“;’;(O, °),
oF ¥ v—; v+r
o 2 >

0 fo—t(u, 9), a4+vH+1>o0, B+—;-<"o,'

Pfy-{-j (u,~ 0)——

2y
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en particulier :

oF 1 1
?}'@—uf.(u,v), a+2 >0, {3+§<o,

@F 1JF v
ayt  ydy »?
ou

v
FS— 2 fy(u, ), avec a—+v>o0, ﬁ+%<o,

F(z,v)=0(y*) pour y=o0 et O(yB) pour y—>=.

Les conditions imposées & « et 3 ont pour but d’assurer la conver-
gence des intégrales dans la transformation de Hankel et I'annulation
de la partie toute intégrée dans P'intégration par parties. ‘

Produit de composition par rapport &  :

1° SiF(z, y) 2@ (u, y) et H,[®y(u, )] = fu(u, ¢):
G(%J’)i‘“«(%)’) et Hy[T1(u, y)] = gv(u, v),
nous avons

F(, )% 6(2,0)D [ 71u(03) 04t ) s (w'9) dy'
0

2° d’apres le théoréme de Parseval appliqué & la transformation
de Hankel :

ot ) g 0 e = [Ty @it 2T (s ) dy

0

D’ou si les intégrales existent :

® = x
et 0 i ey € [y F (@ )k Gl ) dy.
0 ) 0

5. Relation avec la transformation de Laplace. — Posons

‘o (u, 0) =f’fme~"1‘—"3'F(.z', y)dzdy,

0 0 .

fou oy = [ [ ey 3 (oy) B, 7) de dy.
0 0

Un simple calcul formel nous donne

— ” V1 S £)dE
ORI N
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etsiRE<<o:
c+iw vy s 5
Jo(u, 0) = == o, 1y ag— 2L B ¢
c—iw (92+52)2[~/02+22._E]Vl

Pour v = o, ces formules deviennent

2w 0= [ tholu, B (1) F
]

et

c+i=» 3

folu, 0) = — Eo(u, £) (0 E2) *dE

2ix ) _,

6. Propriétés asymptotiques. — Si f ) f ) yF(z,y)dzdy =Set

si la convergence est bornée, alors‘[ ) fw ey Y, (vy)F(z,y)dz dy
0 0

tend vers S quand u et ¢ tendent vers zéro indépendamment et
simultanément.
Toute transformation de Fourier & n variables d’une fonction

. . . n
radiale se ramenant a une transformation de Hankel d’ordrev = 5D
nous voyons que comme cas particulier de ce qui précéde, nous
avons des combinaisons de transformation de Laplace et de Fourier.

Nous aurions pu prendre la transformation de Hankel sous la
forme étudiée par Tricomi :

W,y =[ [me—"va(2VW)F(x, Y) dzdy.

o 0

On se ramene a la forme précédente, en posant
V’W =¢ et veY =y.‘

On a, sous cette forme, avantage de pouvoir exprimer simplement
la relation avec la transformation de Laplace :

Si x(u, s) © Y*F(, Y) alors

: I 1
V’q,v(u, V)e ;‘mX(l&, ;) .
Nous avons ici un cas limite de la ‘transformation étudiée par

Stankovic (4.25).
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CHAPITRE VL

TRANSFORMATIONS FINIES.

Ces transformations se présentent comme un des aspects de la
théorie des développements d’une fonction en série multiple de
fonctions propres associées aux équations différentielles du second
ordre.

1. Transformation muitiple de Fourier. — Soit F(z, y) une
fonction définie sur le rectangle (o, a; 0,.b). Nous définirons sa
transformée en sinus par

F(z, y) sin zl—g—x-'sin ﬁ%‘z dx dy

a A

(6.1) FolF (o, 1) =fuslm, = [ |

0 0

et nous aurons la formule d’inversion

. m®wx . nwn
ss(m, n) sin sin o
/ ’ a l)y

0

(NK
Ms

A 4
(6.2) F(2,0) =25

m=0

3
Il

Nous ne pourrons dériver ce développement terme a terme que

si F(z, y) s’annule pour z =o et pour y =o. ' '
Si , .

Flo,y)=®:(y) et Fla,y)=%()

et si gy,,(n) et g (n) sont les transformées de Fourier en sinus
de @, (y) et ®s(y), nous aurons

2F1  m=x_ . '
25 = B lana(m) - (= gas (] —

(6.3) 9'”[

m2x? N
a? fcs(m) n)«

a
formule analogue pour s -
et unc formuile analogue pour—-; -

Done si F(o, y) =F(a, y)=F(z, o) =F(, b) = o

2T 0?F m:  n? \
(6.4) F s [r}-m_’ -+ dyi] =— 112 <-&—§ -+ ﬁ)fs‘s(m, n).

. . JF. . .
-Si, au lieu de I, c’est —— qu1 est nulle pour £ = o et = @, nous
) q p
dz )

considérerons une transformation en sinus et en cosinus :

a

a. b
(6.5) Fos(m, n) =f f F(z, y)cos MET cin g—Z—‘yala:dy.
(I :
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La formule d’inversion sera alors

(6.6) F(z,y)= (-?5 N fus(0, n) sin ey

n=uo

.ox » . .
. .
4 N\ mrr . nny
+ = m, n)cos sin
ab Z Z‘f“( » 1) co a b

m=0 n=0

et des formules analogues en combinant différemment les sinus et
les cosinus suivant la forme des conditions aux limites.

2. Transformation de Fourier et de Hankel. — Soit la trans-
formation
X . 2T R
(6.7) Sy my= [ [ et 3 (nr)F (r, 0) dr ab.

<y <y

Appliquons cette transformation a I'expression différentielle

(OEF 1oF 1 oF
—5;‘3-+rdr r2 g2

Si nous sﬁpposons que F(r, o) =F(r, ax) et de méme pour les

dérivées, expression deviendra

F r=R
"""lzfllz""-,ln(ﬂ')rd pr ""lJIm<"l") re—o

avec

27
Fo(r, m) =f e—1mOF (r; §) db.
0

Nous pouvons choisir n de diverses maniéres :

“Si n est égal 4 %y, racines de Jm(nR) = o, nous aurons la formule
d’inversion

. tm(‘)Jm )\
(6.8) Fin® =R Z Z eJ,m()f,,R;)f"‘()"” m)-

m=0 p=

Si 7 est égal a Ep, £p racines de £, (RE,) + A Jm (£,R) = 0, nous -
aurons la formule d’inversion

N 3 (Epr) eimd ' '
(6.9) F(r, 0) = — fm(-Ep’ m).
g ZJ (55— Rz ) 5B
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L'éiude théorique de ces séries a été faite en tant qu’étude de
développements en série de fonctions propres (R. Courant et
D. Hitsert, Methoden der Mathematischen Physik). Nous avons
ici un .cas o le noyau ne se sépare pas, l'indice de la fonction de
Bessel étant lié au parametre de la transformation de Fourier.

Notons que les développements précédents ne sont dérivables
terme & terme par rapport & r que si F(R, 6) =o pour le premier,

JF

— o pour le deuxi¢me. S’il n'en est pas ainsi, on

r=R .
applique la dérivation terme a terme au développement de la

fonction F1(r 0) =F(r, 6) —F (R, 0) [Ou F! (r)=F(r)—r % ®)

pour le deuxidme avec & = 0] (voir [10], p- 41).
Ces développements en série correspondent a des fonctions propres
associées aux équations aux dérivées partielles.
2F T o
prial +[2—gq(z,)]F=0.

dans le cas o cette équation est séparable, ¢’ést-a-dire ot 'on peut,
q P p
parune transformation de coordonnées:

L= (U, ¢), y=y(u, )

écrive sous la forme F,(u, F) 4+ Fa(¢, F) =0, Fy ne contenant
que des dérivées par rapport & u et uw lui-méme, F, ne contenant
que v et des dérivéés par rapport & ¢. L’équation primitive se sépare
alors en deux équations différentielles du deuxiéme ordre, les valeurs
propres de ces deux équations élant liées. Titchmarsh [31] a fait
I6tude de ces développements quand I'équation ne se sépare pas,
pour un domaine fini ou infini. Nous avons ici une source de trans-
formations intégrales non étudiées.

CHAPITRE VII.

TRANSFORMATION DE RIESZ.

Soit une fonction F (P) de m variables.
1° Posons.

I“LF(P)1=Ei—(T)AF(Q)¢E'"dQ,
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P ct Q représentent deux points de I'espace & m dimensions, de
coordonnées (Zi, .« ., Zm), (¥1, ---» Im); Teg représentent leur

m
distance euclidienne, c’est-a-dire rpy = [2 (xri— y,-)ﬁ]

1

9]

n

Hp(a) = iﬂ_(_g_)

r (m — u><
2

‘On a alors les propriétés fondamentales

12|18 (F(P))] = [+8[F (P)],  (théoréme de composition),

dx}

Ale+2[F (P)] =—[2[F (P)], avee A=Y o
. 1
En particulier

o
[ 1 D% = (2(13)—5 T et le[em]=ein,
\

ce qui permet de relier cetle transformation a la transformation de
Fourier. '

5° La définition la plus utilisée est celle ol rpq représente la dis-
tance lorentzienne des points P et Q ([27] et [2 b]). On pose
1
rPQ= [(j.l,‘l — 1 )?-—- (.z'i——yg)‘-’—. . — (.Z‘m—'ym)f‘!
et

m—2 .
- — o’ 14+2—m
= 2 a—11 { - - ).
Ha(a)== ° 2 1(2)1*( . )
Le domaine d'intégration est alors choisi de sorte que
rfg<o et . Iri—yi>o.

I= est une fonction analytique de la variable complexe a, holomorphe
pour & > m — 2. On a alors les relations fondamentales '

(18] =To+f - et Aforz=Ta ot A= 5= — 5= —---

Pour o = m— 2, en général 'intégrale n’existe pas; on définit
alors I2[F(P)] par prolongement analytique sous des hypotheses
convenables pour F et sés derivées. Ce prolongement se fait par
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intégralions par parties. En admetiant lexistence des dérivés
m—+1
2

m . . . .
d’ordre < ou — selon la parité de m, on obtient ainsi.

I°[F (P)] = F (P).

On a donc ainsi une formule d'inversion.

La relation entre cette transformation et la transformation mul-
‘tiple de Laplace a été éludiée par Amério, dans leur application aux
équations aux dérivées partielles [ 2, b],

CHAPITRE VIII.

APPLICATION A LA RESOLUTION DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DANS L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

Nous donnerons le principe de ces applicatious; mais nous ren-
verrons aux lravaux déja publiés pour les détails du calcul, nous
bornant a en esquisser les grandes lignes. ‘

Le choix de la transformation intégrale n’est nullement laissé au
hasard, comme il pourrait le paraitre & premiére vue. Il repose sur :

— la forme du domaine ou a lieu le phénoméne étudié;

-— la forme de I’6quation aux dérivées partielles régissant ce phé-
noméne.

Nous ferons toujours une transformation de Laplace sur (o, )
par rapport a la variable temps, cette transformation présentant alors
P’avantage de faire apparaitre dans le calcul les conditions initiales.

Pour les variables d’espace, nous utiliserons, selon les cas; la
transformation de Laplace, celle de Fourier sur un intervalle fini ou
infini, ou celles de Hankel quand les coordonnées cylindriques sont
imposées soit par les données, soit par la forme du domaine envisagé.-

1. Equation de la chaleur ([10], p. 59). — Soit, en coordonnées
cartésiennes, 1’éguation '

‘ FE | OE | PF_OF
(8.1) dzz gyt~ 9z - ot
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et supposons connue la distribution de tempdérature au temps £=o.
Effectuons une transformation de Laplace par rapport & ¢ et une
transformation de Fourier par rapport aux variables z et y. Posons

Fay[F (6, 2,y,3) ] =f (8, 0, w, 2.)3? (u, 0, w, 3),
- t
F (o0,2,7,3) = G (z,y,3), avec g-'t‘y[c (z,y,2)]=c¢c (0, w, z),
(8.1) se transforme en une équation différentielle du deuxiéme

ordre, linéaire, a coefficients constants, avec second membre, la
variable étant z :

(8.2) zizg—(u+vz+w2)q)=——c(v,w,z).

La solution générale dépendra de deux constantes arbitraires Nous
aurons une et une seule solution si nous imposons a la solution deux
conditions nous permettant de déterminer ces constantes; par
exemple si nous connaissons sa valeur pour z=o et =1, ou si nous
connaissons sa valeur et cellc de sa premlére dérivée en z = o. Nous
avons réalisé le calcul dans le premier cas; nous connaissons

F(, z,y,0)="A(, 2, ¥), avec Foy[A(Z, z, M]=a(,, w)da(u, v, w),
N L
F(t, z,y,1) = B(, 2, ), avec Fay[B(s, z, )] =0, V,W)Dtﬁ(u, 0, W)

Nous déterminons alors la solution de (8.2) par la méthode de la
variation des constantes. Nous obtenons

o(u, v, w, 3) = —I_—‘f‘c(‘% w, £)

U+ 02 4 w?

ch;/u+vﬂ+w-(l+ t—z)—chyu+v2+or(l—z— E)dE

2 sh yu + o2+ wtl

i
1
+__—-———— C [% “)
u+v’2+wif (v @, £)

ch\/u+02+w?(l+z—E)—ch\/u+v’+w’(l—— --—z')dE
2 shy/u + 24+ w2l
u-+v:+w?z shyu+ov2+wi(l—2z)
shy/u+v2+w?l shy/u + o2+ w2l

Pour revenir a la fonction originale F (¢, 2, ¥, 5), nous faisons
d’abord Vinversion de la transformation de Laplace en utilisant le

“+a(u,v,w)

B0, 0) 2

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°* 148. [y
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formulaire de MacLachlan et P. Humbert [20] [en remarquant tou-
tefois que ces formulaires sont établis pour la transformation de
Laplace-Carson c’est-a-dire que ¢(u) correspond .’1;; S (p) du for-
mulaire]. Nous obtenons ainsi

© ner2

l — —
[, 0, w, 3)= %f c(v, w, £) e—‘""‘*w’)‘Ze B sin IZTNE sin '”;z dt
0

n=1

109, [ 3 w2 ey L
—_— o —— —_— — 1 ')l )
I3z _(21’ A SICRRD

109, /[l—z = L. ;
el A R 2) ¢
7 7z ( 5T TR >e vi+ws) ta(t, v, ).

L’inversion de la transformation de Fourier est alors trés simple,
il suffit de remarquer que

x2
P
e =g, Y pour ¢>o

et d’appliquer le théoréme du produit de composition. Nous avons

2 L uw _mm nwk nrz ©  » e_l‘::;-"de
F(t:_-‘t, ¥, 3= 7£ ‘}-‘e ® sin 7 sin l‘ G, y, E);A;_*; 7
(1] .
_ Xt

109, / z =% L At

*zz'z‘(;u 12) e KX X B2 y)
e

199 /l—2z m2t\e '/ | +»+w

+7d_;<1l ’T) Y] t_mlA(t’x"y)

On doit vérifier que cette solution satisfait bien a I'équation, c’est-
‘a-dire en particulier est deux fois différentiable en z, ¥, % et une
fois en ¢. En outre quand ¢— o elle doit tendre vers C (z, ¥, z) et
quand z tend vers o ou/, elle doit tendre vers A (¢, z, y ) ou B(z, z,y).
Cette vérification peut s'effectuer si les données sont des
fonctions positives, bornées et continues en z, Yy, %, t pour
—or{+0 —oly<—4+», o<zl o<t leurs
dérivées premitres et deuxidmes en et y sont bornées, les dérivées

premidres étant respectivement d’ordre % et.l; pour z @ et ¥ . Ce

sont des conditions suffisantes; une étude plus précise des conditions
de convergence et de dérivabilité permettrait certainement d’élargir
ces conditions.
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Dans cette vérification, nous sommes amenés a étudier I'intégrale
singuliére .

a1
Y

e

P(ta Z, Y, z)=C(1'7~7'>5)** 27

I

1 * < e &l
- "_if_ f ——7—— G0y 1, 2) dhdp

qui tend vers C(z, y, z) si t—> o0, C satisfaisant aux conditions
énoncées ci-dessus.

Si nous supposons que les données A, B, C ne dépendent de z et
y que par l'intermédiaire de \/z2+y2=r, le phénomene sera de -
révolution autour de I'axe Oz. Nous pouvons faire le changement de
variables sur la formule obtenue en remarquant que

' o "Lt orp
N T e — 1 greosig=h)
Py D= [ [ ecepe e g
[ 0
12402

=5 eCene T L)

27 o
qui peut aussi s’écrire
/ Jo(oryv e—""‘duf gdo(ve) Cip, E) dp.
0 [ . -

Mais ce probléme de révolution pouvait s’étudier directement.

La transformation double de Fourier se raméne dans ce cas-la a
une transformation de Hankel d’ordre o. Nous pouvons donc utiliser
la transformation de Laplace-Hankel que nous avons étudiée au
chapitre V. Nous appliquons cette transformation a I’équation

S2F 1 JF  R2F  JF

(8:3) i il Fil
Soit
o{u, v, 3) =j f et rJo(er)F (e, r, z)dtdr
0 0 °
et

c(v, 2) = /.fr.lo(vr) C(r, z)dr avec C(r, z) =F(o, r, z),
b/}
(8.3) se transforme en

(8.4) P2 (u+ o)y =—o(s 2):
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Nous avons la méme équation que précédemment en rempla-
cant ¢+ w? par v2. Les calculs sont exactement les mémes, l'inver-
sion dé la transformation de Hankel se faisant trés simplement par la
formule

‘/vao(vr)f(t, v, z)dy.

0

Il nous suffit ici de supposer que les données sont des fonctions
absolument intégrables et a variation bornée par rapport a la variable r
sur l'intervalle (0, ) et développables en série de Fourier par
rapport & z sur (o, /).

Nous avons donc résolu de cette maniere le probleme de la propa-
gation de la chaleur entre deux plans illimités 2 =o0 et z =1, la tem-
pérature initiale étant connue ainsi que celle des deux plans en
chacun de leurs points et en tout instant, .

2. Equation des ondes.— Soit I'équation

#F #F #F _  #F  JF

gzt g g T M gm TG

(8.5)

Nous supposons F nulle sur les parois d’un tube a section rectan-
gulaire. Soit z=0, £=a, y =0, y = b, les parois de ce tube
d’axe Oz. : '

Faisons successivemenl une transformation finie de Fourier. en

sinus par rapport & z et ), et une transformation de Laplace par -
rapport & ¢.

(8.3) se transforme en une équation différentielle linéaire a cceffi-
cients constants du deuxiéme ordre du méme type que dans le para-
graphe précédent, la variable étant z; dans le deuxi¢me membre

OF
figurera les valeurs de F et — pour ¢ =o.

Posons

a b
f(t, m, n, z) =ff F(t, z, y, z) sin mﬂxsin’-"—zzdxdy
0 0

a

et

¢ (u, m, m, 2)= [ emutf(t, m, n, s) e,
]



LES TRANSFORMATIONS INTEGRALES. 6y

¢(u, m, n, z).doit salisfaire & I'équation

02
(8.6) dzf — o =g(u, m, n, z)

avec

2, 2 -
k2=n2<%+n—2)+;—2u(u+k)
= 2 ﬂ!+n_! _._l::__'_l ' k‘l_l.')‘ k
@ b2 TR U+ )= v:’

g 1
k= _ = ayanl la dimension de linverse d’un temps, ‘/—=._'{ ‘

ayant la dimension d’une vitesse :

I
g(u, m, n, z) = F(u+ k)J(o, n, m, 3)— ”2 d{(o, n, m, 3).

Hayashi [15] résout le probléme en supposant F et%gz connus
pour z=o0. On en déduit ¢ et 3—2.p011r z=o0; d’ot la sclution
" de (8.6) est parfaitement déterminée et on la calcule par la méthode
de la variatton des constantes. On peut aussi supposer F =F, pour
z=o et nul pour z . La solution de (8.6) est alors de la forme

9(u, m, n, z) = ®(u, m, n)e—ts avec .3",,,-)-[1'“0] = fo(t, m, n)?'b(u, m, n).

On fait alors I'inversion de la transformation de Laplace, puis -

celle de la transformation de Fourier par la formule (6.2). On
trouve

F(t,x-,_y. 3)=o0 pour o<t<§,

ks

- z 4 ' . ML ., A%
=e -‘{Fo(t—-?,x,y>——a—%22‘sm p smT‘y

m n

¢t &
= e “Fi(t——E,m,n)tP(w)—:E)dE pour 0<$<t,

',‘Yi ' .
$(w, b; ¢ —wa‘<w‘/t r—8)
vle. b t)__iwbl,(tm\/tz—_b’)
Y(w, b, t) =- ‘/m

pour w. réel,

pour w imaginaire pur,
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vy représente la vitesse de propagation de 'onde, puisque, émise
dans le plan z =o, il lui faut un temps ¢t = ; pour atteindre les
i

points de cote 5. Le premier terme montre que nous avons une
kz

vibration retardée et atténuée, le facteur d’atténuation étant e *¥; le
deuxie¢me terme contient le méme facteur d’atiénuation mais dans les
directions Oz et Oy. Pour l'atténuation du signal émis dans le

plan z = o, il suffit d’étudier T’'onde au voisinage de son front d’onde,
c’est-a-dire quand £ — § est un infiniment petit,

Si nous étudions la propagation des ondes électromagnétiques,
F représentant la fonction d’onde, le cas précédent correspond a une
onde du type (E). Pour une onde du type (H), les conditions sur la
surface latérale du tube sont

(][ [) - [2] -
dox .r:o— ox z‘:a— d}’ _»_:0_ dy _\*:,b——

Nous faisons alors une transformation en cosinus *

a b
1, m, n-,lz) =/(; ‘/0‘ F (¢, x, y, 3) cos m:'tcos nZ"' dzdy.

Le calcul se fait exactement de la méme maniére que précédemment,
en modifiant convenablement la formule d'inversion de la transfor-
mation de Fouricr.

Si le tube a une section circulaire, nous devons utiliser les coor-
données cylindriques. L’équation (8.5) prend la forme

#F 10F 1 #F F »F JF

®.7) Rt ror TR gE T gm T M gm Ty

Nous faisons la transformation

im@

2% R
Sultonmy 2y = [ [T L) F (e 0, ) dodr
0 0 .
et une transformation de Laplace par rapport a ¢.

. Nous obtenons une équation du méme type que précédemment,
mais au second membre figure en outre I'expression provenant de la
transformation de Hankel :

JF R : o 2T _iln0
In(rm)r )t“——Fm ra¥,(rn)| , avec F, =f' j e e—ut F db dt.
o 0 o Yo
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dF . .
Nous supposons F et =, tels que pour r=o, I'expression soit

nulle. 1l reste sa valeur pour r =R.
Dans le cas de I'onde du type (E) :

F(1, R, 9, z) =o.

Choisissons n =1, racines de J» (R n) = o.
Nous avons pour solution un développement du type (6.8) :

F(er,8,2)=0 pour 0<l<§7

. imd ks
— T2y z
= E e e YFo.m(t— ?1 r,m)
m
im9
R SNE Jin(hpr)
2% 2 ‘]’mz(RkP)
m p

xf e—"’Fo,m(l—E,7\,,,m)-.p<w,§,E)dE pour 0<;—<t,

Fom= e—mVFo(t, r, 0)do et w2=1vy222— I%;

~

Dans le cas de I'onde (H) la condition a la limite étant%—t =o0

nous prenons 1 = v, racines de J,,(n R) = o et nous avons un déve-
loppement du type (6.9) avec 2 = o.

Enfin au lieu d’un cylindre, nous pourrions avoir un domaine
compris entre deux cylindres coaxiaux, de rayon a et b. Nous ferions.
alors la transformation

T b
(1, my 3y = [ [ rF( 7 0, 5) Ta(n, r, @) e~ind dr db,
0 n
avec
Tu(n, r,a)=In(nr)Ym(n a)y—In(mna)Yn(nr),
Y., fonction de Bessel de deuxiéme espece. Pour le cas des ondes (E),
F=opourr—aetr==a;mnest choisi de telle sorte que
Tm("ls b, a)=o.
Si &, sont les racines de cette équation, la solution est donnée par
un développement du type

“ ' 222 J,,,(E b)fm(t7 E , M, Z) pim!
For 0 =50 XD T e, —Tag, 0y e
m p ) .
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Considérons maintenant le cas de la propagation des ondes élec-
tromagnéliques lorsque la paroi n’est pas infiniment conductrice.

F oF t Is sur I: roi; ’ de t
ou —- ne sont pas nuls sur la paroi; nous n’avons pas ypes

d’ondes séparés et nous devons considérer directement les équations
de Maxwell.

3. Equations de Maxwell. — Soient les équations
>
rotE+pfl g
P o =%

Soient (z; p, 0) les coordonnées d’espace d'un point, Hy, Hy, H;
les composantes de H dans ce systeme de coordonnees et de méme

E,, E,, E; celles de E et Ji, Jo, J; celles de J

Dans ce systeéme les équations de Maxwell. non homogenes
s’écrivent

(1) ULI)H. 1 d 1 0E,

Por T oo PE) o Gg =
(2) uﬂ%_*_l?&'._{&—o
Bor T o9 T oz ”
I)H'g ()Eg I)E;_
@4 P T 0z T e T
JE 1 4 1 oH
@ Tt T g g P =S T =
JE, 1 0H, 9H; _
) I i i P
. — e JE, JH, JH,
(6 R Al b

Faisons une transformation double de Laplace par rapport atetsz.
Posons

ho=ha (1, 0, ¢, 8) =f f e~vi—ri Hy (1, 2, p, §) de dz CHa (4, 2, ¢, 1),
. ° 0 . e
Hp=Hn(u, o, ¢, 8) Ct [Ha(¢, 3, py 8)]2=0,

1 4 n
Hy=H,(o, v, p, 8) c [He(t, 3, p, 8)]i=0,

n=r1, 2, 3. Et de méme pourﬁ et ?
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€, 4, ¢ élant supposées constantes dans le temps et dans 'espace
le systéme se transforme en

(1) puh1+9—- (pes)— ';;H-=PHI:

(2") puhg+%%—ve3=pﬁ,-—é;,

(39 puh3+ve,—'{—‘—?=pﬁ3+ﬁg,

@) —(euro)er 5ok — LG = — iy,
(5) —(eu+6)e-+;d()—-,;'—vm:—sl’:h—ﬁs"'jiv
(6") ——(su+o.)e;,+vhg——%hp-’-=—ellill,-;+l"lg+i.~.,

et 'on pose comme dans le paragraphe précédent :

1
et Y= "=

k= = —.
. Ver

™ q
Aalm=

(2") et '(6’) forment un systtme de deux équations algébriques
linéaires les mconnues étant e; et hy; de méme (3') et (5’) avec es
el hs.

. k\2
Soit A = ¢2— %(u—}— k): 02— %(u -+ :_2>

commun 3 ces deux systémes; on en déduit

. oh, [ ()e,
3= E H ——E-—
(7) Aes=pu— a0 + - 5 o0 +vE;j+puH, T vu.Hg-i-p.ujg

et des équations analogues pour ez, ha, ks,
En portant ces valeurs dans (1) et (4"), nous obtenons, pour
déterminer e, et &, deux équations séparées analogues

(8) 1 d ( dh,) 1 d%hy

Z Z(o— = Ahy= 8).
o Jp 4 dp -+ o? 962 -+ 1 ?(uy_ v, p,0)

Ces deuxiemes membres (o pour %, et ¢ pour e;) sont fonctions
linéaires des transformées des composantes des champs au temps ¢=o,

des composantes E,, E., H., H; des champs dans le plan z=o0, et

des composantes dua vecteur distribution de courant J et de leurs
dérivées par rapport & p.et f.
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Sie, p et o dépendent de p et 0, I'squation (7) et celles qui sont
analogues ne sont pas modifiées ; mais (8) et celle donnant e;, ne se
séparent plus.

Nous devons trouver une solution régulidre dans tout le tube, ot
en particulier pour r = o. Faisons la transformation

2R R
Bam,p( 0,1 m)= [ [ emtnbr Ly (ar) (a0, r, 0) dr b,
0 )
(8) se transforme en une équation algébrique

(9) (A—n2) hy, m, p(u, 0,0, m)y=—

dh, ) R
Jm("l")"# —hy,mrndn(ar)
o

2T R
+f [ e=1m0r ) (0 1) om(u, v, r, 0)dr db,
0 0
avec
2m
hy,m(u, v, r, m) =f e—imb b, (u, v, r, 0) db.
"o

Si pour r = o,
hy,m=o0(r—m) et ks, m = o(r—m—t)
’ ar ’
la partie intégrée est nulle pour r = o; il ne reste que sa valeur pour
r=R. - )
JH,

- En général nous connaitrons pour r=R: = et E,. Si nous

. JH,
connaissons E, et E; pour r =R, (7) nous donnera >

Donc pour I'équation (8), nous prendrons n=v, racines de
J,.(nR) = o. Pour I’équation analogue donnant e, nous prendrons
mn =1, racines de J,,(nR)= o. Nous obtenons ainsi

. G(u, v, vp, m)
(1o0) hi,M,P(u) 0y Vp, M) = —_:'&":';Ei-_
et

F(u, v, hp, m)
(11) e1,m, p(U, ¢, Xp, M) = Tﬁ_

hi,m,p(u, ¢, vp, m) doit étre une transformée de Laplace. Donc elle
doit étre une fonction holomorphe de ¢ pour u fixe, Ru>o, et.
Re>o.

Un seul pole.est dans le domaine considéré :

w(u—~+k) +

7 v},, BBP>'0.

u=;3p=
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Le résidu en ce point doit étre nul; nous devons donc avoir la
rclation
G(u, Bpy vp,m) =o.

De méme pour e;, posant

(12) ‘/1¢(11+L) -+ 1} Ra, > o,

on doit avoir
F(u, e, X,, m) =o.

Ces deux relations nous permettent d’éliminer une partie des
données qui élaient surabondantes.

. > > .

Supposons E et H connus pour ¢ = o et pour simplifier les calculs

>
nous les supposerons nuls ¢t de méme pour J (pour le calcul complet,
voir [10], p. 76). Nous avons alors

ol | m

G(u, v, vp, m) =— ——(u, v, R m)RJIn(vpR)

+f rIm(vpr) em(u, v, r, m)dr
0
avec

2R

om= f e—tmdo(u, o, r, 0)db

bl

cl

. 0 1 JE 1 JdH
?(u, v, "‘Q)=_E[_"—' )—;——2}0 [r d,-(r 3) + 2 3]

F(u, v, hp, m) =—R2pIns1(XpR) €1, m(u, o, R, m)
R
+_f rla(ipr)Ym(u, v, r, m)dr,
0

avec .
1 0 i 1 JE; a |
d(u, v, r,0)=-—l’—b—(rEz ’a_oi]+s(u+k)|: (" ]

Les relations d’holomorphie sont donc

(13 —

"
dli;‘m (t, By R.m)R i (vp R) +,/ rIm(p?) em(u, Bp, r, m)dr =o,
[}

R
(14) —RXpdn (kB e, mlt, py R, m) +f rin ()‘I’r) Yyt 2p, 1y m)dr =o.
0
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Nous allons considérer deux cas :

1° on connait E, et E; pour =0 et E; et E; pour r =R;
2° on connait E,, E;, H,, H, pour 2 =o.

Dans le premier cas, de la donnée de E; et E; pour =R on

déduit dd—}:} pour r = R. Une combinaison linéaire de 1’équation (10)

et de la relation (12) permet d’éliminer ﬁg et I,-L. Nous obtenons
donc Ay, m,, en fonction des données. Nous procédons de méme avec
(11) et (13) et obtenons ey n, p.

Nous faisons I'inversion de la transformation de Laplace a l'aide
des formulaires et nous obtenons H, sous forme d’une série du type
(6.9) et E; sous forme d’une série du type (6.8).

Les autres composantes se déduisent de (7) et des équations
analogues. Pour des raisons d’holomorphie, le second membre doit

k .
étre nul pour v = ao= \/ﬂu{:— ), Rao> o, valeur qui annule A.
Les quatre relations ainsi obtenues se réduisent 4 deux lorsqu’on
remarque que a; = e(u + k)pu, et nous permettent de calculer et
d’éliminer Hg et HJ Nous déduisons alors es, e;, ks, A3 en fonction
des données et des valeurs de e, et A, calculées précédemment.

D’ou par inversion de la transformation de Laplace, nous obtenons
les quatre composantes.

Pour eflectuer ces calculs, nous avons a délerminer les originales
des fonctions

fily, o) = ———

RV ] (Y] P e
RG]

Nous avons désigné les fonctions originales de f; et f; par

¢ _kt
}o<t, z, w,é) =f e *Jy(w 2=z dx

pour t>z>o0 eto pour z>t>o,
ks

. - - T s -
Q’,(t,z,-w,é):e 2—uuz.]‘e iﬁim*—- Md‘t
. ) z

\,/12_22
pour t>z>0 eto pourz>Z>o.

et
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Les propriétés de ces fonctions ([10], p. 30), et celles du produit
de composition, permettent de vérifier que la solution trouvée
répond bien au probleme. Mais nous sommes dans le cas ol les

développements utilisés ‘ne peuvent pas étre dérivés terme a terme.
Nous devrons écrire

- or or rz hm

~

2 I (hpr) .
R 2 They (fpa‘) [—23E1,m, (¢, 5 2p) + Ex,m(t 3, R)RAp Imsa Op R)]
r

L9 () ey,

2 O In(vpr) vi JH,,
= 2 Y iR [ RneeB | 2] L)
’ T

L’étude du développement asymptotique pour u — oo des imagés.
Jo et J4 permet d’en étudier le développement asymptolique et celui

de la solution pour ¢ — %', donc au voisinage du front d’onde. Nous
remarquerions sur les solutions (voir [10]) que les termes contenant
les données dans le plan z = o, sont nuls pour ¢ << ?{, alors n’inter-

viennent que les données sur les parois r =R. Nous avons bien
encore un phénoméne de propagation avec la vitesse y et une atténu-
ation. Nous avons en outre superposition de deux types d’onde
comme le laissait prévoir I'étude physique.

Dans le deuxiéme cas, les données déterminent complétement ¢
et . Donc les relations (12) et (13) nous donnent

ohy ’
(;,',n(u; Brs R, m) et ey, m(u, ap, R, m).

. . h
Nous connaissons donc les fonctions holomorphes d—d‘-P—"-‘ (u,v, R, m)
et ‘e; m(u, ¢, R, m) en une infinité de points : ¢=@, pour la
premidre et ¢ = &, pour la deuxieme. L'étude faite pour la détermi-
nation d'une transformée de Laplace connue en une infinité de points

remplissant certaines conditions ([10], p. 12 et suiv.) rappelées ici

(p- 47) nous permet de déduire E; et 0731 pour r = R. Nous sommes
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alors ramenés au probléme précédent. Donc de cette maniére nous
pouvons déduire la propagation d’ondes électromagnétiques dans un
cylindre & paroi non parfaitement conductrice de la connaissance du
champ tangentiel a 'extrémité z = o.

Au sujet des équations de Maxwell signalons aussi I'application de
Vander Pol [32] (p. 361) qui en cherche les solutions, les coordonnées
étant x, y, z, ¢ et variant de —o & ~+ 0. Une transformation de
Laplace bilatérale par rapport & ces quatre variables transforme ce
systéme différentiel en un systtme de six équatlions algébriques
linéaires, d’ot 'on tire aisément les inconnues.

4. Equation de Vasilach. — Nous appelons ainsi I'équation

'dz[sz #F _ ¢F] L, 0F
A Y dz?

122 a0 S __\F = -
Jr r)‘t'4+dy=+r)zﬁ MF =g(r, )y, 3),

A el p, paramétres réels. Un cas particulier de cette équation : =1
et A=o0, a été ¢étudié par d’autres méthodes par Sobolev au sujet
d’un probléme de Physique mathématique.

Vasilach, généralisant P’équation considérée par Sobolev, en
étudie [33] le probléme de Cauchy, c’est-a-dire en cherche les solu-
tions qui satisfont pour ¢ = o aux conditions '

JE
F(z, ¥, 5,0)=Fy (2. y, 3) et (-—) =F,(x, ¥, 3).
9t Ji=o

Une transformation de Laplace par rapport a ¢ sur (0, ) permet
d’introduire naturellement les données. Une transformation de
Fourier par rapport a z, ¥, z lransforme I’équation en une équation
algébrique dont on:détermine aisément la solution.

Si
Fay:lF(x,p,30]= q)(‘i’-‘wf_s? t)??(v7 w, S, u),.
g.z-,y,;[G(.Z‘, J z)]=r(97ﬂw7's)7 }
Fx,y,3[Folz, y, z]) = Qo (v, w, 5) et gz‘,y.z[FK‘”) ¥y z]) = dy ("5 w, 5),
on a en définitive

[w2 (24 w2+ 5?) + 522+ A2 ] o = [ ®Bg + P, ] (92 + W2 4+ 52) — ‘E‘

D’ou

— .q‘-(u, v, W, S) . .
¥ W[ (P W+ $T) + S R
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Pour Ru>>o0, ¢ n’a pas de péle et est une fonction holomorphe de u.
Nous faisons d’abord l’inversion par rapport a u puis celle de la
transformation de Fourier.

Vasilach donne la solution dans le cas général et pour les cas
particuliers A = ¢ ou p=o.

APPENDICE 1.

CONVERGENCE DES INTEGRALES MULTIPLES.

Nous porterons ici notre attention sur le cas des intégrales « définies
singuliéres » au sens de Cauchy (Résumé des lecons données a
I'Ecole Polytechnique surle Calcul infinitésimal, OFucres colmplétes,
2° série, t. IV, p. 145) ou « intégrales infinies » (Brouwicu, Séries
divergentes), c’esi-a-dire sur les intégrales dont le domaine d’inté-
gration est illimité ou celles dont la fonction a intégrer devient infinie
en un ou plusieurs points du domaine d’intégration ou de sa frontiére-

1. Domaine illimité. — 1° Définition. — Soit D le domaine illi-
mité, F(P) la fonction de-points a intégrer; on suppose F(P) définie,
continue et bornée dans D, do ’élément d’aire. Soit D; une suite de
domaines intérieurs & D, qu'on peut supposer tels que D;>D; si
J > et G;la famille de courbes les limitant, satisfaisant a toutes les
conditions de régularité souhaitables. '

On définit I = ['F(P)dw comme la limite de [ F(P)do quand
D D;

{ - o, c'est-a~dire quand G; s’éloigne indéfiniment, quel que soit le
choix des G;.

D’aprés le critére de convergence de Cauchy, une condition néces-
saire et suffisante pour que cette limite existe est quef F(P)dw

D;—D;

tende vers zéro quand { -0, j >¢. On démontre que I; ne converge
que si elle converge absolument.

Dans le cas de ’'absolue convergence et du domaine Q (o, ®; 0, )

si en oulrewa(x, y)dz etwa(w, y)dy convergent absolument
.~ 0

pour tout ¥ >0 ou z>>o0, alors l'intégrale double est égale aux
intégrales répétées.
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Remarque. — Si Dintégrale est prise au sens de Lebesgue, si
F(z,y) est sommable sur le premier quadrant Q, les intégrales
simples par rapport 4 2 et 4 y exislent sauf peut-étre sur un ensemble
de mesure nulle, et, d’aprs le théoréme de Fubini, I'intégrale double
est égale aux intégrales répétées. C’est1a que réside, pour cette étude,
le principal avantage de l'utilisation de I'intégrale de Lebesgue.

2° Définition. — Ne considérer que des intégrales absolument
convergentes risque de restreindre considérablement le champ des
applications. Si l'intégrale ne converge pas pour toute famille de
courbes C;, elle peut converger pour une famille particulierc. Nous
supposons que le domaine d’intégration est le premier quadrant Q et
nous définissons

h o ® X Y
12=[ f F(z, y)dz dy = limf f F(z, v)dzdy
o 0 0 0

quand X et Y tendent vers I'infini indépendamment et simultanément.

C’est la généralisation de la convergence des séries doubles au
sens de Prinsgheim. Si I, existe, nous dirons que F(z, y) est inté-
grable au sens de Hardy ou, plus simplement, est intégrable. .

Il est évident que l'existence de I; entraine celle de 1., mais la
réciproque est inexacte.

D’apres le critére de convergence de Cauchy, pour que I, existe il

est nécessaire et suffisant quef F(x, y)drdy —o quand X et Y
Dxy

tendent vers Uinfini, Dyy représentant le domaine compris entre les
rectangles Ryy : (0, X; 0, Y) et Rx j yi1, et k> o0.

Alors que pour les intégrales simples si f F(z)dxz converge,
o :

X
f F dz est bornée en valeur absolue pour tout X > o, il n’en est
[}

plus de méme pour les intégrales doubles.
X AY
Si I existe et si ses sections [(X,Y) =f f F(x, y)dz dy sont
’ 0 0 .

bornées en valeur absolue, on dit que la convergence est bornée,

foxonFw,y)dxdyl<fo”fo”|F<x,y)dwd_y1,

donc la convergence absolue entraine la convergence bornée.
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Si la fonction dépend de un ou plusieurs paramétres :
X Y
F&Yss, 0= [0 [ Fa,yis 0 dudy,
[}

si f(s, ¢) ‘=x1iY“_1>“f(X, Y; s, t) existe pour tout (s, ¢) €D nous dirons

que la convergence est uniforme pour (s, ¢)eD; si en outre :

|f(X,Y;s, t| <M, M indépendant de s et ¢, alors la convergence
est uniforme et bornée.

3° Définition. — Nous pouvons avoir des fonctions F(z, y) telles
que I, n’existe pas. Nous généraliserons alors les procédés de
sommation des intégrales divergentes & une variable.

Nous disons que F(z, y) est intégrable-A, c’est-d-dire par la
sommation d’Abel, si

A= lim A(w, ), avec A(u, ¢) =f f F(z, y)ewx—y dx dy

Uu=v=>0 0 v .

existe et est finie. La convergence est prise au sens de Hardy.

Vignaux [34] démontre que si F(z, y) est intégrable, la conver-
gence étant bornée, alors

X Y ,
A= lim f f F(z, y) da dy
X, Y>oJ, iy

(c’est la condition de permanence de cette sommabilité). Pour la
convergence non bornée, la condition de permanence n’est vérifiée
que si 'on impose certaines conditions & F(z, y) (Magnaradze [21]).

Nous disons que F(x,y) est intégrable-(C; a, ), @, f > —1,
c’est-a-dire par la sommation de Cesaro si

i ti ¥ YF z\* 7 ﬁd d
l“’p:-x,lslgm I, 8(X, Y)=x,lvn-l>a A jo‘ (x, ¥) 1— 5 1—y z dy

existe et est finie.
Comme pour la sommation précédente la condition de perma-

nence est vérifiée si la convergence de f f E(z, y)dxdy est
L] ]

bornée (Pistoia [245] pour le cas « =@, Timan [30] pour le cas
général), Timan étudie le cas de la convergence non bornée et
compare ces deux modes de sommation.

MEMORIAL DES SC, MATH, — N°* 148,
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Notons que la sommation de Cesaro peut s’exprimer a 'aide du-
produit de composition superficiel :

F(«x, y)-}?%x?‘yﬁ

2% B =./0‘X‘/0‘YF(M, l’)(l-— -S)G (1— )%)Sdu dv =l g(z, y).

2. La fonction a intégrer devient infini. — A une variable nous
avions pour calculer la valeur d’une intégrale impropre

_]im[fhef(x)d:c'—j- f'b f(.z‘)dx]a

eer

¢ et ¢’ tendant vers zéro indépendamment, ¢ point ou f () devient infini.
Si cette limite n’existe pas, nous utilisons :

— la valeur principale de Cauchy : en faisant ¢ =¢'. On note

V'P'f[v’f(z)dx=f*bf(x)dx=éi__f")[fc_a+ b :|

c+E

(la notation avec astérisque est celle de Tricomi et sera avantageuse
pour les intégrales multiples);
— la partie finie d’'Hadamard :

b b—e '
P-F-j; g@) (b—z)tdr= !l__ﬂ[ /a‘ &(@) (b — z)— dx —P(e) 92 ] )
P(e), fonction entiere déterminée de fagcon que la limite existe,
A << 0 non entier;

— l'intégrale de Riesz :

. v - ‘
g (b) = 7z | &(2) (b—2)tda

convergente pour «>>o0 et quon prolonge analytiquement pour
a>—n, si g(x) a des dérivées continues jusqu’a Lordre n; ce
prolongement se fait en intégrant par parties. La présence de T'(a)
“permet de donner un sens pour « = o'ou un entier négatif, ce qui ne
pouvait se faire dans la partie finie.

A deux ou n variables nous retrouverons les mémes procédés. Mais

un probleme se pose; c’est celui du changement d’ordre des intégra-
tions.
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1° Valeur principale. — Calculant l'intégrale

1 1
- e dr dy
V.P. .
-]—_1]_1 (y —mx)(y —nx)

qui n’est pas définie pour # =y = o, Hardy (Proc. London Math.
Soc., 2° série, t. 7, 1908, p. 181-208) montre qu’il n’est pas toujours
possible de changer I'ordre des intégrations. Nous avons en effet

1 *

*1
. . 1 " I —mx 1+ nr\2dr
f dx f(w,y)d_r=—.—— / log —
_ 2(m—n), ) I+ me 1—nx/). «

[ dvf flx, y)de =

/~t110 (y+l)t')’—n 2d_)’
2(m——n) 1 y—my—+n/ y

La premiére intégrale par le changement de variable x:% se

rameéne a
f [‘ log y+my—n 1_1!_
y—my-+n y
ct
—f davf J(x, y) dy —j dyf S(z, y)dx
____f 10g<y+ m J’_:_"> 4
a(m—n)J_ y—my-+n/ y
_ 972 . ) = mx et ¥ = nx ne sont pas
A =T tmrse ( dans le méme quadrant )
. . ( les deux droites sont )
=0 simn >0 dans le méme quadrant

. ' A
Sil'un des cotés du rectangle passe par o on trouve ~; si o est un

sommet on trouve é, et pour in + n = o l'intégrale est divergente.
4

Cet exemple nous permet de comprendre la généralisation qu’en a
faite Hardy. Nous nous bornerons a en ¢noncer le résultat : si la
gz y)
n(x, y)u(z, y) _ . _
ainsi que ses dérivées premitres et deuxidmes, et si les courbes
A(z, y)=o et pu(z, )= o se coupent une seule fois et simplement

en («, #) a l'intéricur du domaine, alors

fonction f(z, y) =

est telle que g(x, y) soit continue

fd.z[‘ F(ux, ))d;—f dV F(.r,y)dx+A_,

g
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ou

selon les positions relatives des axes et des tangentes aux courbes au
point (a, ).

Si les courbes 2 et p. sont des paralleles aux axes, on a

x
1) = TSy

& (, y) étant continue ainsi que ses dérivées premiéres et deuxidmes
A =o etl'on peul changer I'ordre des intégrations (un exemple ou
I'on ne peut changer I'ordre des intégrations avait été donné par
Caveny, OFuvres, 1™ série, t. I).

Une étude analogue a été faite par Poincaré dans le cas y = =z,
) =00 comme courbes singuliéres (Legons de Mécanique céleste,
t. 3, 1910, p. 253). Toujours dans ce méme cas, mais en utilisant
I'intégrale de Lebesgue. Tricomi donne une démonstration fort
éléegante avec des hypotheses plus larges (Rend. del. Acc. Naz. dei
"Lincei, 1955, p. 3 a 7).

2° Partie finie. — Cette généralisation est due a Hadamard
lui-méme et a été reprise par J. Gilly (Revue Scientifique, juin-
décembre 1945 : Transformation de Laplace-Carson).
Par définition, nous poserons

/ [/ ég: j’; d dy = lim[1(:) — C(e) ]
G(z, ) > o non nul sauf sur un arc T de la fr})ntiére du domaine D,
A non entier > 1, A(x y) continue non nul sur T, A et G ayant des

.dérivées continues jusqu '3 un ordre > A.

I(e) est 'intégrale prise sur la portion de D comprise entre T et
1la courbe L(¢) lieu des points a une distance ¢ de T. C(¢) choisie de
telle sorte que la limite existe.

Si le contour T présente un point singulier, il pourra y avoir
_quelques difficultés ; nous modifierons alors la définition. Par exemple

X
) By (&)
\/[ o J,,’,, drdy= lm [I(E” ) e
_ BZ(EQ) _ B:;(Eh 52)],

hg—1 74—1 ghg--2
€5 g &y
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I étant I'intégrale prise sur le domaine o <2 <X et 0 Ly Ze,,
oLzx L etea Ly LY.

Cette définition est indépendante du, choix des axes et un change-
ment de coordonnées est possible si le jacobien de la transformation
ne s’annule pas sur T et si les (,iérivées existent jusqu’a un ordre >12;
cela revient en effet 4 remplacer L (¢) par une autre courbe A ().

Toutes les opérations sur les intégrales doubles peuvent s’effectuer
en remarquant loutefois que dans les calculs il est inutile de tenir

compte des infinis fractionnaires d’ordre > A puisqu’en définitive ils
rentreront dans le terme complémentaire.

3° Intégrale de Riesz. — La définition précédente ne vaut queé
pour 4 non entier. L’introduction d’une fonction de 2 en dénomina-
teur permet de lever cette restriction. Pour la définition, voir la
transformation de¢ Riesz, p. 62.

APPENDICE IL

INTEGRALES DE STIELTJES A DEUX VARIABLES.

La généralisation de l'intégrale de Stieltjes a deux variables néces-
site d’abord la généralisation de la définition de la variation totale
d’une fonction sur un domaine.

Soit pour domaine le rectangle Rgp et les divisions

0= LrL... L Zm=a, el o=yLy L. ..£yn=0>b.

On appelle variation seconde de ¢(z, y) sur R :

(2) -
Ao (21, ) = 9 (@1, Yir1) — 9 (Tt ¥)) — 2 (21, ¥j1) + 2 (20 ¥5)-

et variation totale de ¢(z, ¥) sur Ry la borne supérieure de

m

Z 2(&)‘?(“"!7 .71')

i=0 j=0

quand les points varient. On la note Vg (o0, a; 0, b).

Si 2 Z F (i, mj) (&qu(-Z‘i, ¥i)y i <B< iy YVia <0;<UYj tend

i=0 j=0
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vers une limite quand la plus grande dimension des subdivisions
tend vers zéro, cette limite est appelée intégrale de Stieltjes de la
fonction F(z, y) pour la fonction déterminante ¢(z, y) et 'on note

a b
=[ f F(z, y)dedy 9 (2, y).
0 0

Cette définition est celle donnée par Fréchet (NVouv. Ann. Matl:..
4° série, vol. 10, 1910, p. 241-256).

On voit aisément qu’une condition nécessaire et suffisante de
I'existence de I, indépendante du mode de subdivision, est que
F(z, y) soit continue et Vi (o0, @; o, b) soit bornée. Une fonction ¢
telle qu’il en soit ainsi est dite & variation bornée au sens de Vitali
et nous écrirons 9 €V (les définitions d’une fonction a variation
bornée sont nombreuses, voir par exemple Apams et CLARKSON,
Trans. Amer. math. Soc., vol. 35, 1933, p. 824-854; nous ne don-
nerons que celles qui ont été utilisées dans les travaux sur les trans-
formations intégrales). Si ¢ €V et en outre si ¢(xo,)") est, pour
tlout z,, a variation bornée comme fonction de y et de méme pour la
fonction de z : ¢(z, y,), alors ¢(z, y) € H, c’est-a-dire est a varia-
tion hornée au sens de Hardy.

Un cas particulier est celui ot ¢(z, y) € Vet g(z, 0)=0=29(0, ),
alors ¢ € V, par définition; Vo c H et Vo, c V. Nous pourrons toujours
nous ramener a ce cas, en posant

Y(x, y) =9 (x, ¥) —o(x, 0) — ¢ (0, ¥) + 29 (0, 0).

Alors Vi (o, a; 0, b) = Vy(o, a; o, b) et les deux intégrales

h[afobF(x,y) dedyo(z,y) et fola‘fbf‘(x, ¥)dzdyy(z, y)

existent en méme temps et ont la méme valeur.

Comme exemple de fonctions apparlenaht a Vo nous avons celles
dont la dérivée seconde —— 9
dx dy
alors une intégrale de Riemann ou de Lebesgue :

fabe(a:, 128 ardy.
o o oz dy

existe et est continue et l'intégrale est
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Une fonction qui n’est pas dérivable mais satisfait 4 une condition
du type de Lipschitz :

Ap(z, ¥) £ Q| @p1— #1].| yj+1—y;| appartient & V.
Une fonction absolument continue au sens de Carathéodory,

c’est-a-dire qu'on peut représenter par une intégrale

. o oy . ,
e(x, ) = { f F(u, (':)dwdv+f G(u)du—|—[ H(v)de +C
“a b a «'h

appartient a H.
Nous utiliserons surtout la formule d’intégration par parties :

a b a
L [T D dds@n=F@ ve@ o= [ o b2 (2, b)de

b
oF
— a, y)-——(a, y)d
j‘; (@ 7) 5y (@ )4y

+fafb9(w,y)£F—dwdy,
A dx dy !

valable pour 3 € V, ct F absolument continue. '

Supposons F(z, y)=f(z)g(y), fet & continues dans Ry et
o(z, y) € V,, donc a variation bornée comme fonction de z ou de y -
seul. Alors '

b ' a
[(sds@yn o [ f@ds@n

0

sont A varialion bornée et

_[afobf(x)g(y)drd;-?(x, ¥) =£af(w)dx[[bg(y) du‘.?]

b a
fd &) ;[fﬂ‘ f(x) q>]
chaque intégrale ayant un sens.

Pour les intégrales infinics la définition adoptée est analogue &
celles de Hardy. Mais si ¢(z, y) est définie dans Q et est a variation
bornée dans tout rectangle fini, il n’est nullement certain qu’elle soit
3 variation bornée dans Q. On dira que ¢(z, y) €V dans Q, si, en
outre, ¢(z, y) = Vo(0, Z; 0, y) est bornée dans Q. ‘
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Par définition, on dit que J(F, g) = [ i S “F(2, y)dedy o (. y)
[] 0
converge absolument si f /‘ |¥(z, y)|dxdyo(z, y) converge
Posons

X .Y
S(X,Y)= F(z, d.d s t S(X,0)=S8(o0, Y) =o.
xXN=[" [ ddy(@ny @ SXo0)=50 V) =o0
La variation totale de S(X, Y) est
X Y
Vg(o, X; 0, Y) = F(z, v)|dedyo(z, y).
s X0 V)= [1F(z, ) |dedyo(a, )

Donc une condition nécessaire et suffisante pour que J(F, o)
converge absolument est que S(X, Y) soit & variation bornée dans Q.
Si la convergence est absolue, nous avons
J(F,9)= lim S(X,Y)=lim lim S(X,Y)= lim lim S(X, Y).
. XY X>o Y>w Y>r» X>»
* Pour les intégrales répétées, nous devons utiliser la définition

suivante :

Y
Soit 0(z) = limf &(y)dye(x,y); si cette fonction existe et est
Y>wdy .

. X ’
© & variation bornée sur (0, X) et si Iimf S(x)d,0(x) existe, cette
X> oy

limite est appelée intégrale répétée. Nous aurons une définition
analogue en intégrant d’abord par rapport a z.
Si f(z) et g(y) sont des fonctions continues et bornées, et

si ¢(z, ¥) € Vo sur Q, alors les intégrales f”f(x) dx9, /‘Qg(y) dyo
0 o
et f f S(%)&(y)dsdyv convergent absolument et Dintégrale
0 0

double est ¢égale aux intégrales répétées définies ci-dessus.

APPENDICE III.

OPERATION DE COMPOSITION.

A deux ou n variables, la généralisation du produit de composi-
tion peut se faire de diverses maniéres. Cetle généralisation est faite
dans [2a] par Amério, et Pistoia en a étudié la convergence [245]
en liaison avec la sommabilit¢ de Cesaro.
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Produit de composition superficiel. — Soient deux fonctions F,
et F, définies pour — oo <<z <<+ o0, — o0 << y <<+ o, on appelle
produit de composition superficiel de ces deux fonctions, la fonction

Fik *Fo=/[ [ Fi(gmF@—ty—m)dd

— —»
d — o ¥ —n

Si Fy et F, sont nulles pour z << o et y <o, le produit est défini
également sur le premier quadrant :

x ¥ x )
F;ngFfo f Fi(E, 0)Fa(z—E y—n) didn.

La sommabilité de Cesaro d’ordre «, f >—1 et au sens de la
convergence bornée peul s’exprimer ainsi :

F(z, y) est intégrable-(C; «, B) si
~ x ¥
F(z, ) %% zay?

lim

=Iq,8 existe

x,)>» -T“_:Vs
et si '
x )
| F % % zyB
_o_x:1T_ <M pour #>o0, y>o0,

Etudiant les propriétés de cette sommation de Cesaro, Pistoia
démontre que :

Si les fonctions F(z, y) et G(z, y) sont respebtivement nté=
grable-(C; «, a) et (C; B, B) avec —1<<a<<oetB=—(1+ a),
ona

) f”dufow(F**G)du

=[f°°dujo'”F(u, u)du][fon_dufow(}(u, v)dv]-

La premiére intégrale du deuxi¢me membre = Lo,o(F) =1L, q(F)
puisque < 0, de méme la deuxizme est Io,o(G) = Ig,8(G) puisque
B < o, d’aprés le théordme de permanence de la sommation. D’od,
on déduit de

Ta+8r1, a+B+1 (Fhk % G)= la,a(F)lﬁ.ﬁ(C‘) avec a-+B+1=o0,

la formule (1).
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Produit de composition suivant un axze. — Soit F(z, y) définie
sur — oo <z <40, —o <y <+ et H(¢) une fonction définic
pour — o« <! <~ o0.

On appelle produit de composition de F(z, y) avec H(¢) suivant

un axe faisant I'angle ac<o ZLaL g) avec I'axe O, la fonction
H() % F(=z, y) =wa('r)F(1'—tcosa,y—1: sina) dr.
X .
Si F(z, y) est nulle pour z et y <o et de méme H(¢), nous

aurons
x v
mm(tusa’ slnd.)

H(t)tF(.z', ¥) =f H(t)F(x — xt cosa, y —tsina) d=.

0
Cette définition peut servir a définir une sommation analogue a
celle de Cesaro. Pistoia dit que H(z) est intégrable d’ordre (B, w),
6>—%, oéwégsi

H(¢) % (zy)B
xl:rgo——x}-,—)-{r—— =L, (H) existe

et si ses sections sont bornées pour tout z et y > o.

On démontre comme précédemment que si H(¢) est intégrable
d’ordre (8, w)o > >— é, oLw L 75: et si F(z, y) est intégrable-
(C; v, v) avec y=— (B +1), alors

f duf Fok HY)do = <f H(T)d‘:)(f dzt[wF(z¢,v)dv>.

On peut généraliser ces définitions a n variables. On définit
opératlon de composition suivant une variété linéaire a k& dimen-
sions k < n,
n =2, k=1 correspond a la composilion suivant un axe;
n =k = 2 correspond a la composition superficielle.
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