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LES TRANSFORMATIONS INTÉGRALES 

A PLUSIEURS VARIABLES 

ET LEURS APPLICATIONS 

Par M11* Huguette DELAVAÛLT, 
Docteur es Sciences. 

INTRODUCTION. 

Les transformations intégrales à une variable permettant de 
ramener une équation aux dérivées partielles à n variables à une 
équation aux dérivées partielles à n— i variables (pour n = 2, nous 
obtenons une équation différentielle ; pour n = 1, une équation algé
brique), il est tout à fait naturel de penser qu'en effectuant de telles 
transformations par rapport aux n variables, nous obtiendrons une 
équation algébrique et le problème sera aisé à résoudre. Cette utili
sation des transformations intégrales à n variables pour résoudre des 
problèmes de Physique mathématique n'est pas récente. Intégrales 
multiples de Fourier et de Laplace, séries multiples de Fourier j sont 
déjà utilisées par Fourier dans son élude de la propagation de la 
chaleur, et surtout par Cauchy, dont le Mémoire sur le calcul inté
gral et d'autres travaux [7] couvrent à peu près tout le champ des 
applications du calcul symbolique à n variables, connues maintenant. 

Mais l'étude systématique des transformations intégrales multiples 
(« mixtes » écrit Vasilach [33]) et leur élévation au rang de méthode 
de résolution des équations aux dérivées partielles, avec conditions 
aux limites, et des équations intégrales, est assez récente. 
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La transformation double de Laplace a particulièrement retenu 
l'attention des mathématiciens. C'est P . Humbert qui publia le 
premier travail sur celte transformation [16], en 1934 et 1936. Puis 
viennent la thèse de Voelker (1939), l'étude en 1940 de Picone [23] 
sur son application aux équations aux dérivées partielles en relation 
avec la méthode de Riemann de la fonction de Green, et celle de 
Jaeger [18] tout à fait dans la ligne du calcul symbolique. En 194 » 5 

paraissent simultanément et indépendamment des travaux théoriques 
d'Amério [2 a ] utilisant l'intégrale de Lebesgue, et de D. L. Bern-
stein [4] avec l'intégrale de Laplace-Stielljes. Doetsch et Voelker [13] 
consacrent une monographie aux propriétés essentielles de cette 
transformation et surtout à ses applications aux dérivées partielles et 
le Professeur H. Villat [ 3 5 a ] fait en Sorbonne un cours sur ce 
môme sujet en 1952. M. P . Delerue [11] généralise à n variables les 
applications aux équations intégrales de M. Parodi et donne de 
nombreuses correspondances. Ces dernières années, le Professeur 
J. Leray [19], généralise et prolonge formellement cette transfor
mation; la transformation formelle de Laplace ainsi introduite 
présente l'avantage pour les applications aux équations aux dérivées 

partielles, de transformer un opérateur différentiel a(x, -j- j en un 

autre opérateur A(— —, M de telle sorte que les caractéristiques de 

A se déduisent de celles de a par une transformation de contact 

simple (cas de dégénérescence de la transformation de Legendre), 

les bicaractéristiques étant données par le même système différentiel, 

et il l'utilise pour l'étude du problème de Cauchy des équations aux 

dérivées partielles linéaires à n variables et d'ordre m quelconque. 
Les règles opératoires et les séquences de la transformation à n 

variables ont été étudiées par M. P . Delerue [11] et par un groupe 
de mathématiciens de Luknov (Inde) [36]. Ces mêmes mathéma
ticiens généralisent les transformations de Whittaker et de Varma à 
deux variables ( [6] , [22]). Enfin signalons la généralisation inté
ressante de la transformation intégrale d'ordre fractionnaire de 
Riemann-Liouville par M. Riesz [27]. En outre en 1956, Vasilach 
[33] donne une application de ces transformations « mixtes » (ici 
transformation de Laplace à une variable et de Fourier à trois 
variables) et annonce un travail d'ensemble sur les transformations 
mixtes linéaires et continues d'un espace fonctionnel en un autre. 
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Nous-même [10], nous avons étudié une combinaison de transfor
mation de Laplace et de Hankel et en avons donné une application 
à l'équation de la chaleur. 

Un cours en Sorbonne du Professeur H. Villat [35] nous montre, 
en ig53, tout l'intérêt qu'il y a à considérer les développements en 
série de fonctions propres, associées aux équations différentielles du 
deuxième ordre, sous l'aspect de transformations intégrales finies. 
Sneddon [28] reprend sous cet aspect les travaux de Hilbert et 
Courant et nous-même appliquons cela à quelques problèmes 
d'électromagnétisme. 

C'est ce changement de point de vue qui justifie l'élude que nous 
allons faire. En général, dans les problèmes de Physique mathéma
tique, l'étude physique suggérait la forme de la solution, obtenue le 
plus souvent par la méthode de Riemann de la fonction de Green ou 
sous forme de développements en série de fonctions propres. Par la 
méthode des transformations intégrales, on ne préjuge pas de la 
forme de la solution; on transforme l'équation aux dérivées partielles 
en une équation différentielle ou mieux en une équation algébrique 
et les conditions aux limites s'introduisent naturellement dans les 
calculs. Connaissant les propriétés de la transformation, il suffit 
d'effectuer un simple calcul formel. Nous avons donc un puissant 
inslrument de recherche, parfaitement adapté à ces problèmes aux 
limites, et nous permettant d'étudier dés problèmes d'un abord 
physique difficile ou d'en apercevoir des aspects cachés et de les 
généraliser. La seconde opération consiste à revenir à la solution 
dans l'espace initial; de nombreux exemples ([10], [12], [13], [33]) 
prouvent qu'on peut souvent obtenir directement cette solution sans 
utiliser les formules d'inversion, avec la seule aide de formulaires; 
c'est alors que s'éliminent normalement les conditions surabondantes 
qui ont pu s'introduire dans le courant du calcul; et, en vérifiant que 
la solution trouvée satisfait bien au problème posé, on détermine les 
conditions qu'on doit imposer aux données pour qu'il en soit ainsi. 
Le simple calcul formel ne suffit pas; la vérification, certainement la 
plus délicate, est indispensable pour affirmer qu'on a effectivement 
résolu le problème posé et pour en utiliser le plus complètement 
possible toutes les ressources. 

A part la transformation de Riesz, les transformations multiples 
utilisées jusqu'ici se déduisent immédiatement des transformations à 
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une variable, leur noyau se séparant en noyaux à une variable. Mais 
les conditions de validité, la légitimation des opérations effectuées, 
les propriétés des fonctions transformables et transformées ne se 
déduisent pas aussi simplement, pas plus que la théorie des séries et 
intégrales simples ne se généralise à n variables par une simple répé
tition. Les difficultés rencontrées dans le passage d'une à»deux 
variables sont les seules intéressantes, car ce sont les seules que 
nous retrouverions dans le passage à n variables. Nous nous limi
terons donc, en général, au cas n = 2. 

Nous ne ferons pas ici l'étude théorique des transformations inté
grales multiples générales en tant qu'opérateurs linéaires. Nous en 
étudierons les problèmes élémentaires qui se posent lorsqu'on veut 
les appliquer aux problèmes de Physique mathématique : équations 
aux dérivées partielles avec conditions aux limites, équations inté
grales, fonctions réciproques, etc. 

Les inlégrales doubles servant à la définition et au calcul de ces 
transformations, nous avons jugé nécessaire de consacrer quelques 
pages à cet instrument de travail, en indiquant les difficultés rencon
trées principalement quand, soit le domaine d'intégration, soit l'inté-
grande, devient infini. Nous ne nous bornerons pas toujours au 
concept intégral de Riemann, celui de Lebesgue nous permettant 
une simplicité plus grande des théorèmes généraux (énoncés et 
démonstrations) et dans les applications nous reviendrons aisément 
au premier. En outre nous utiliserons parfois l'intégrale de Stieltjes. 

Nous ne redonnerons pas, dans les applications de la transforma
tion double de Laplace, celles publiées par Doetsch et Voelker dans 
leur monographie et nous ne rappellerons que très succinctement 
celles étudiées par L. Poli et P . Delerue [25] dans un fascicule de 
cette même Collection. En outre, pour la bibliographie, nous n'avons 
indiqué que les Ouvrages auxquels nous nous référerons explicite
ment, laissant au lecteur le soin de compléter à l'aide des Ouvrages 
[10], [13], [25]. 

(Les nombres entre crochets renvoient à la ^bibliographie située à 
la fin de ce travail.) 
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CHAPITRE I. 

GÉNÉRALITÉS. 

1. Définition. — Nous définissons la transformée intégrale de la 
fonction des variables réelles F(xl, x2, . . . , # „ ) par l'intégrale 
multiple 

(1-0 /(?•> Et, . . . , Ci,) = / KO,,#2, ...,*?„; Çt, ...,(•*) F(a?i, . . . , a:„ ) rfV*, 

£u •. ., Ç/i étant réelles ou complexes; D, domaine de l'espace à n 
dimensions fini ou infini ; dVx, élément de volume de cet espace 
rapporté aux coordonnées xt, . . . , xn\ K fonction donnée appelée 
noyau de la transformation. F sera appelée la fonction originale e t / 
la fonction image. 

Comme cas particulier nous avons les noyaux de la forme 

K(a?i, . . . , xn\ Ç1? . . . , %n) = K(ariÇ,, . . . , xn\n), 

K(ar„ . . . , xn\ Ç,, . . . , çn) = K t (^ j ; Ei) ••• K w ( ^ ; ç„). 

Pour n = 2, nous écrirons 

(1.2) f(u,v)=f / K ( J ? , ^ ; «, p)F(a?,.x)£terf7. 

2. Exemples de transformations : 

a. /a transformation double de Fourier : 

ei(ux+vy) 
K = 

27C 

D( oo<;#<-h 00, 0 0 < y < 0 o ) O u D ( o < ^ # ^ 2 7 r , 0 ^ ^ - ^ 2 7 1 ) . 
On a également les transformations en sinus ou en cosinus : 

K = sm sm —=-̂ - ? 
a b 

ou bien K obtenu en remplaçant l'un ou les deux sinus par un ou deux 
cosinus; D est alors ( o ^ ^ r - ^ a , o ^ j ^ f t ) ; 
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b. la transformation double de Laplace : 

K = e-
ux~vY ; 

D étant : soit le premier quadrant Q ( o ^ # < < x > ; o ^ j < o o ) , c'est 
la transformation unilatérale ; soit le plan tout entier (—oo <,x< oo, 
— o o < y < + o o ) , transformation bilatérale; 

c. la transformation double de Mellin étudiée par Reed [26] : 

K = xu—i y»—*- ; 

D étant le premier quadrant Q ( o ^ ^ < c o , o ^ y <oo ); 

d. la transformation double de Meijer introduite par Mehra [22] : 

- * _ ! - . 2 - , . . . 1 

K = B P C « ^ ; W J x (ux)W t {vy)(ux) 2 ( P V ) », 

D étant le quadrant Q. 
Nous avons comme cas particulier : 

k — ± m et k'=*± ni, 

le noyau est alors une dérivée fractionnaire ou entière de e~ux~vy et 
par intégrations par parties on se ramène à la transformation de 
Laplace des dérivées de E(# , y) ; 

. *=M> -H« * - ï - r "•'=*?• 
on a alors une transformation en D„D„/, fonctions de Weber ; 

*=£+/ , m = ± " V=?L+r, «' = ±2-, 
-fi 2 2 2 

on a alors une transformation en L^L^', polynômes de Laguerre 
généralisés. 

Une autre forme de cette transformation est la généralisation de la 
transformation de Whittaker par Bose [6] : 

_ i _ i 

qui se ramène à la transformation de Laplace pour 

4 4 
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e. la transformation de Laplace-Hankel [10] : 

K = e - ^ r J v ( ^ ) 

que nous avons éludiée sur Q ( o ^ # < < » , o <^y <Çoo). 
Toutes ces transformations sont à noyaux séparables. 

Divers travaux font intervenir les produits de fonction de Bessel. 
Le noyau K==eirnxyJm(vy) sur le rectangle (o^x^lziz, o ^ y - ^ R ) 
interviendra dans de nombreuses applications ; remarquons que ce 
n'est plus un noyau séparable puisque m figure dans l'exponentielle 
et dans la fonction de Bessel. 

Un autre noyau non séparable sera celui de la tranformation de 
Riesz [27] : 

7» o c — m 

K ( # , 5 . . . , xn\ Ci, Ç;, . . . , £„) = ? 
H m ( a ; 

[£<*.-w.J 
OU 

avec 

fOL—m 
K(xu . . . , a:„; Ç,, . . . , £ „ ) = • 

H m ( a ) 1 

= (*i-E.)2-]j£(^--E<)2 

H m ( a ) n'ayant pas la même valeur dans les deux cas. 

D dans le deuxième cas est un volume borné par le cône r 2 < o , 
# 1 — £ t > o . 

Nous allons envisager les principaux problèmes qui se posent 
immédiatement et les propriétés générales communes à toutes les 
transformations. Nous ne ferons que des calculs formels, réservant 
une étude plus poussée pour chaque cas particulier. 

3. Existence de la transformée f(u, c). — Nous avons à consi
dérer la convergence de l'intégrale multiple (1 .1 ). Pour un domaine 
fini, il n'y aura de difficultés que si la fonction devient infinie dans le 
domaine ; nous utiliserons alors la valeur principale de Cauchy ou la 
partie finie d'Hadamard (appendice I ) . Sinon nous pourrons là 



12 M , l e H. DELAVAULT. 

calculer comme une intégrale répétée. Si le domaine est infini, nous 
considérerons soit la convergence absolue de l'intégrale, ce qui nous 
permet (dans le cas de l'intégrale de Lebesgue) de la calculer comme 
une intégrale répétée, soit les généralisations indiquées dans l'appen
dice I : convergence, convergence bornée. Nous chercherons le plus 
souvent possible à nous ramener à une intégrale convergeant abso
lument (généralisation du théorème de Mathias Lerch pour la trans
formation de Laplace). 

4. Détermination de F (a?, y) connaissant f(u,v). — C'est le 
problème de la résolution de l'équation intégrale ( I . 2 ) . Dans le cas 
des noyaux séparablcs, si la transformation est absolument conver
gente ainsi que les transformations simples la composant, on pourra 
faire successivement l'inversion de ces transformations simples. Par 
exemple : 

/ ( " » ? ) = / f e-nx-vy F ( ^ Y) d x d y = Ç e-vy F(u,y) dy, 

F(w> J ) = / e~ux F (x,y)dx, 

avec 

alors 

et 

F( t f , r ) = - 4 - / e«xF(ù,y)du. 

Pour les transformations non absolument convergentes, on utilisera 
comme pour une variable, des théorèmes de sommabilité ou des 
intégrales singulières. La méthode des intégrales singulières à été 
exposée dans sa généralité pour la transformation de Laplace à une 
variable par Erdelyi (Math. Mag., t. 24, 1960, p. 1) qui y a rattaché 
les formules d'inversion déjà connues. On peut formellement généra
liser cette méthode ainsi : 

Soit Lhtk.xy un opérateur, dont nous ne préciserons pas ici les 
propriétés, mais qui peut être commuté avec l'opération d'intégration. 
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Appliquons-le aux deux membres de l'équation intégrale (1 .2) : 

U.k;a:,y[Au9 1>)] = Lh> , ; x, y \ £ ' j f '[Ktf, TJ ; U, v) F(E, ^ « M 

= f f 8F(E, *0 Lu:;x i r[K(S, -n; w, vj\dtdt\ 

N/i,/ désignant la transformée du noyau K par l'opérateur. 

Si 

lim f l / ' SF(?, 7i)N*-1*(E, ri;x,y)dZdr{ = F(x,y), 

nous aurons la formule d'inversion 

lim U,k,x,y[f(u, v)] = F(x, y), 
h, &•>><*> 

joints), forte 

par exemple 

la-convergence peut être ordinaire (convergence par 

(par exemple la convergence en moyenne) ou faible 

convergence vers / / F (a?, y) dx dy . 

Pour la transformalion dé Laplace indiquée ci-dessus l'opérateur 
était 

„c+ih „d+ik 
— — / / e»*+*>yf(u,v)dudv. 

W-Jc-ih Jd-ik 

Formellement 

et le théorème de Fourier nous donne le résultai. 
Nous indiquerons pour chaque transformation les formules d'inver

sion particulières, et en application de la transformation de Mellin 
une méthode générale de résolution de (1 .2 ) . 

Nous étudierons également pour chaque transformation les condi
tions nécessaires auxquelles doit satisfaire/(w, v) pour être repré
sentée comme une transformée dans la transformation envisagée; 
nous déterminerons des conditions suffisantes pour qu'il en soit 
ainsi. 
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En outre nous chercherons à déduire le comportement asympto-
tique de f(uf v) de celui de F ( # , y) (théorème abélien) ou inverse
ment celui de F ( # , y), satisfaisant en outre à certaines conditions, 
de celui de f(u, v) (théorèmes taubériens). Cela peut permettre 
d'étudier F (a?, y) sans faire l'inversion de la transformation. 

5. Propriétés communes à ces transformations intégrales. — 
a. Supposons F ( # , y) et f(u, v) intégrables sur le domaine D de 
la transformation. Nous aurons formellement si F,(a?, y) a pour 
image f( u, ç), Î = I , 2 : 

f Fi (a?, y)ft{œ, y) dx dy = / F i (a?, y) ^ r rfj / K(Ç, T\ ; ^, y) F*(Ç, n) rfÇ dfy. 

Si nous pouvons intervertir l'ordre des intégrations : 

f^iiz, y)M&, y)dx dy =* f F2(|, JÇ) d\ d<\ f K(g, TJ; .r, J ) F^ar, y)dxdj. 

Si K ( # , y ; &, *>) = K(w, v9 x, y) [par exemple si K est de la 
forme K(ux, vy)] alors la deuxième intégrale du deuxième membre 
n'est autre que / i (£ , YJ); d'où 

(1.3) f*i{x,y)Mx,y)dxdy=fY%&^)Mliy[)dtdr[. 

6. Formule de ParsevaL—Supposons que / fi(u7 p)/2(^ ? *>) ^« dv 

existe. On a alors formellement 

/ / I ( M J v)f<>(u, ç)dudç= ! fi(u, v)dudv f K(x, y; w, p)F2(a?5 j)dxdy. 

Si nous pouvons intervertir l'ordre des intégrations : 

/ fi(u* * 0 / Î ( « J ^) dudv=z f F20r, j ) ^ <iy T K(a?, y ; w5 P ) / I ( K , P ) ^M £&». 

Le cas intéressant est ici celui où 

(1.4) f(u, v) = / K(a?,7; w, ç)F(x}y)dxdy 

entraîne 

(1.r») F ( ^ , J K ) = 5 f K(xfy; u, v)f(u, p)dudv, 
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en particulier si D4 et D sont identiques, e tK(#, y, u,v)=.Fs.{uxy vy) 

nous avons la généralisation des noyaux de Fourier. 
La relation précédente s'écrit 

( 1 . 6 ) ffi(Uj v)M", v)dudv = fF1(x,y)Fi(x,y)dxdy. 

S i F t = F 2 : 

(1.7) /"[ / («i »)]*dudv= f[F(x,y)r-dxdy. 

Ces deux relations sont les relations de Parseval. 

Nous n'étudierons pas les conditions générales de telles relations. 
Mais notons cependant qu'une condition nécessaire est que les fonc
tions soient de carré intégrable; ce qui n'implique pas qu'elles soient 
intégrables. Nous voyons donc que nous aurons diverses propriétés 
selon les fonctions considérées et qu'il sera intéressant de considérer 
les transformations de fonctions de carré intégrable, généralisant 
ainsi la théorie de Plancherel. 

6. Fonctions réciproques et self-réciproques. — Deux fonctions 
liées par les relations (1 .4) e l (1 -5) sont dites réciproques si D = D 4 

et R = K.(ux, vy). 

Si en outre f(u, v) = F(u, v), F(x, y) est dite self-réciproque 
dans la transformation de noyau K ( a # , vy). 

Nous rencontrerons l'étude de telles fonctions en application de 
la transformation de Mellin et de la transformation de Laplace. Mais 
une étude directe a été faite par Hardy ( / . London Math. Soc., 
1.16. 1941, p. 89-94) quand le noyau est de la forme K = k(ux)k(vy), 
k étant un noyau de Fourier satisfaisant en outre à certaines condi
tions telles que par exemple : 

ki(x) = I k(t)dt = 0\xï) pour tout x > o. 

Alors si F (x, y) est homogène et de degré —1 et a des dérivées 
premières continues sauf à l'origine, F(x, y) est self-réciproque, 
l'intégrale étant prise au sens de valeur principale de Cauchy. 

D'autres conditions peuvent être imposées à ki(x) et à F(x, y). 
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Cecipermet de calculer certaines intégrales•;' par exemple 

cos ax cos by dx dy _ ' % . . - ,? 

( a • * * H - 2 p x y -H Y J 2 f = 2 ( a 6 * -4- 2p&a -4-"t ^ ) % 
ç* r™ cos 

^0 " o ( a ^ 

x-+~y 

CHAPITRE IL 

TRANSFORMATION DE FOURIER. 

1 Définition. — Soit la fonction F ( # 4 , #2, • • •, xn) €X, sur 
l'espace E w ( - a o < * * < + « > ; * = 1, a, .-. . , ») c'est-à-dire que F 
est mesurable et 

f |F( ̂ , ^,, ;.', ^ f t ) |^V^<M. 

On notera fréquemment 

F(xh x2, ...yxn) =*F(x). 

Soit 

(?.«)" 

ou 

< 2 * ) 

/ ( a ) est appelée la transformée de Fourier de F (a?) sur E„. On 
notera # [ F ( ^ ) ] = / ( ^ ) et lorsque d'autres paramètres ou variables 
interviendront, nous indiquerons en indice celles par rapport 
auxquelles"on fait la transformation ; par exemple : 

^^•...;*.[F (^rE)l *•/(*)• ï > : - : ^ 
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D'après les hypothèses faites sur F(x), on a 

17 

M 

E " ( 2 * ) 2 ( 2 7 U ) 2 

D o n c / ( a ) existe et est bornée pour tout a. En outre / ( a ) tend 
n 

vers zéro q u a n d \ oc\ -> 00. 
1 

Pour le démontrer, remarquons tout d'abord que si 

alors 

F(*)=JjF*(*,), 

/(«) =fJ/t(aA-)5 avec M*k) = &Xk[Fk(xk)], \* + 

l'intégrale multiple se ramenant alors au produit de n intégrales. 
Considérons la plus simple des fonctions en escalier : 

G(x)=i pour ai^xt^bi (* = 1, 2, . . . , /i), 
G(x) = 0 pour xi<a,i ou xt> bt. 

Pour cette fonction, on a 

&[G(x)] = g(<x)= —1— f V«i*i<*r, f -f '*el*»x«dxn. 

A cette fonction nous pouvons appliquer le théorème de Rièmann-
Lebesgue pour une variable,- chaque facteur est borné et #•(«)-> o 

n 

quand 2^q | ~>op car au moins/un des facteurs tend vers zéro. La 
1 

Convergence est uniforme en a, donc cette propriété s'étend à toutes 
les fonctions de cette forme € L4 sur En et toute fonction € L 4 sur 
cet espace pouvant être considérée comme limite d'une suite de fonc
tions en.escalier (théorème sur les limites), toute transformée de Fou

rier tend donc vers zéro q u a n d V a | -><x>([5]). 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 1 4 8 . 
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2. Propriétés de cette transformation. — Nous les déduisons de 
celles de la transformation à une variable. Si 

&[F(xu . , . , «») ]= / («! , .-. , <*„), 

(2.i) S\Y{xx+yu ...:xn-hyn)] = / ( a , , . . . , » » ) * * 

r <svvi 
(2.3) ^ [F(* l 5 .. . , * „ ) « , ] = | £ ( « „ . . . ,«„) , 

(2'4) ^ [ ^ ^ 1 ^ ••'*»>] = - I « / / ( « | , . . . ,««) 

si F(j?i, . . ., a?M) ->o quand | #y | tend vers l'infini. 
En particulier 

f à* F à* FI 

^ (* , / ) + | ^ | ==- (S 2 +V) / (? ,^>-
F(x) e t / ( a ) appartenant toutes deux à L4, nous pouvons appliquer 
la formule (1 .3) : 

( 2 - 6 ) < J*n
 JE» 

( s i * [ F ( * ) ] = / ( « ) et f[G(x)]seg(a). 

Produit de composition F(x) et G(x) € L4 : 

H(x)= f F(x-y)G(y)dVr 

/

30 s%-X> 

'"j F(xx—yu ..., xn — yn)G{yu...,yn)dylL...dyfl 

existe presque partout sur E„ et y appartient également à LA. On a 
n 

(2.7) H(*) = (2;u)7/(«)<?(«), 

la démonstration étant exactement la même que pour une variable, et 
le théorème de Fubini étant nécessaire pour légitimer le changement 
d'ordre des intégrations. 

3. Inversion de la transformation. — Notons simplement que si 
n 

la fonction F(x) = £ J F * ( 3 > ) , la formule d'inversion se déduit immé-
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diatement de celle à une variable. Fk(x/t) étant supposée appartenir 
à L4 sur ( — o o < # * < + 0 0 ) , alors 

Fk(xk) = - L r fXfk(*k)
iCL*x*dak 

V/2JU^/_JC 

et 

'S** a* 
F(x)=l\Fk(xk) =-L^J^ '"fjYlMa^e * «*« — ** 

( 2 K ) " 

d'Où 

(2.8) F ( ^ ) = —L_. f f(aL)e-t**dVa. 

Par le procédé des limites indiqué précédemment nous pouvons 
généraliser cette formule à toute fonction e L4 sur E„. 

En se ramenant également au cas d'une variable, on démontre que 
si F ( # ) 6 L f et / ( a ) = o alors F(ar) = o presque partout, c'est-
à-dire sauf peut-être sur un ensemble de mesure nulle. 

4. Formule de Parseval. — Soient F(x) et G(x) bornées 
et F(x) € L4 ; le théorème du produit de composition nous donne 

*[ .£ F(^~-r)G(r) d^--'dr" I =/(«)*(«) (* «y5, 
d'où d'après la formule d'inversion 

/ F ( * - r ) G O 0 r f r , . . . < f y n = / / ( « )* (« )« x d*±...d*n 

en tout point x e En. En particulier pour x==o, c'est-
à-dire xt =. . . = Xn = o : 

(2.9) f ?(-y)G(y)dyl...dyn= f f{*) g{*)d*x...d*n. 

Remplaçons F ( — y ) p a r F ( j ) , imaginaire conjuguée de F ( j ) , 
a lo r s / ( a ) est remplacée par / ( « ) , imaginaire conjuguée d e / ( a ) et 
la formule devient 

(2. ,0) C FTy)G(y) dyx ...dyn= f / (£ ) ^ ( a ) do.,.. .<*«„ 
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e t s i F ( # ) = = G ( ; z ) : 

(2.i i) f FjyJF(y)dyl...dyn= f f(V)f(x)dx1...dzn. 

Si l'on pose 
¥JJ)F(y) = \\F{y)\\^ 

la formule de Parseval s'écrit sous la forme 

(2.12) f || F ( y) ||* dyx. ..dyn=f \\f(*)\\*dxx...d*nj 
En E„ 

Si F(y) est à valeurs réelles sur E„,.on a à intégrer le carré 
de F (y). On a supposé pour définir la transformation que F ( # ) € L 4 . 
Supposons en outre qu'elle est bornée : | F(x) | < C; on a alors 

f [F(*)]*rfV.T<C f [F(x)]d\x.<CM. 
JE„ JE» 

Donc l'intégrale à gauche de (2.11 ) existe. 

Si f [ F ( # ) ] 2 d V . , : < C t e , on dit que F ( # ) € L 2 sur En. Nous 

voyons donc qu'une fonction bornée € L£ appartient à L2 ; nous pour
rons étendre (2 11 ) à toute fonction € L2, à condition de donner une 
nouvelle définition de la transformation de Fourier, puisque l'intégrale 
de définition n'existe pas pour toute fonction € L 2 . On définit alors 
/ ( a ) transformée de F(x) par 

(2. i3) / ( a ) = l . i .m. - I • • • / F (x) e ^ dxx...dxn, 

1. i. m. (limite en moyenne, de l'expression anglaise « limit in mean ») 
signifie que : étant donnée une suite de fonctions G/, (x) : 

1. i. m. Gk(x) = G(x) quand £->oo, 

s i 

[ f [Gk(x)-G(x)ydxx...dxn~Y -+o, 

GA et G sont supposées à valeurs réelles, sinon on remplacerait le 
carré par le produit de la fonction et de son imaginaire conjuguée. 
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Nous avons une généralisation de la théorie de Plancherel pour une 
variable. 

Pour l'inversion de la transformation, nous aurons 

(2.i4) F(xh...,xn) = \.\.m.-1-K f f(y)e~^X]°"1 d*. 
(2*r- E-

5. Sommation de Gauss. — En étudiant ce mode de sommation, 
nous allons donner une autre formule d'inversion. 

Soit 

SR(*) = — L _ ^ / ( a ] j ...,aLn)e~i^*iXie~~*rd*x...d*n. 

Nous allons montrer que quand R->oo, SR(x)—F(#)-^00 : 

&y[F(x+y)]=f(a)<r-t** d'après (2.i), 

$x\e
 Rî J = R 2 >e 

D'où d'après la formule (2 .6 ) , nous avons 

2 - Rn r v 7/ 

SR(X)=- j J "F (x+• y) e 4 dyx...dyn. 

Ainsi 

»'(S>î) 
SR(x)-F(x)=-^-„ f [F(x+y)-F(x)]e * dyx...dyn. 

( 2 ^ ) 2 E* 

Pour intégrer sur En nous pouvons d'abord intégrer'dans une hyper-
sphère de rayon t puis faire varier t de zéro à l'infini, d'où en 
posant y = tz : 

^/i=i(t) représente un volume dans l'espace En_± donc est homo
gène de degré n — 1 : 
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Pour çalculer'la constante w(rc— i), faisons G = i ; nous avons alors 

"Aï. R" -h 
d'où 

<2.i5) i o ( / i - i ) = -(^)--

On peut donc écrire 

S a ( * ) - F ( * ) = — * — f e » Gx(r)A, 

avec 

^ ( 0 = ^-»[F.Y(0-F(^)] et F.r(0 = 7— r̂f fF(ty+x)dey. 

{-i^yja 

Si F(a?)€Li , on montre que SR(a?) — F(x) tend vers zéro quand 

R - > o o ; pour cela il suffit que f g.v(t) = o{tn) .quand t = o. La 
démonstration est exactement la même que pour une variable. 

Nous avons donc le théorème d'inversion 

V a ! 

tl!t I f(*u •••»««)« e ' Rî rfa,.. .^an = F (a?) presque partout. 
En 

S i / ( a i , • • . , a « ) € L 1 on peut passer à la limite sous le signe inté
grale et nous retrouvons la formule (2 .8 ) . 

Si nous supposons en outre que F (x) est continue, nous avons 
i /• 

F (x) = - / / ( a ) e-*** d<xx.. .d<zn partout, 

( 2 « ) - " 

cette intégrale représentant une fonction continue. 

6. Cas particulier des fonctions radiales. — Nous appelons fonc
tions radiales les fonctions F(xll . . . , xn) qui ne dépendent que 

de [xi -+-. . .-i-xl]'1 = r, expression que nous pouvons interpréter 
comme la distance euclidienne du point xç.En à l'origine. 

Nous allons montrer que la transformée de Fourier d'une telle 
fonction est aussi une fonction radiale et la calculer. 
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Considérons la transformation orthogonale 

telle que son déterminant soit égal à i et telle que 

n 

i 

Nous avons alors 

2*5 ~jLà y* 

S o i t / ( a ) la transformée de Fourier de F(x) =±= ®(r). D'après les 
relations ci-dessus : 

/(«) = -J-^ T ¢ ( 0 ^ 2 ^ 1 ^ . . . ^ . 
— * / p 

(« ) * " 
D o n c / ( a ) ne dépend que de"V|ay = Pa> c'est-à-dire est une fonc

tion radiale <p(p). On a en outre, en séparant l'intégration par rap

port à yi : . 

?(p)= - 1 ^ f "e*r>dyx f <ï> ( \Jy\ -t- z*) dYz. 

Comme pour le calcul fait au paragraphe précédent : 

En remplaçant dans (2 . ID) n par / i — i, nous avons 

?(p) = — ï ^ c'PJirf^t r°° Q()/yl-+-t*)'t«-*dt. 

Passons en coordonnées polaires, en posant £ = r sin cp, y = r cos <p : 

?(p ) : 

.*-*r(ï=!) 
/

$(/•) rn-ldr f . elPnos9 sin"-2<p «afy, 
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or, celte dernière intégrale n'est autre que 

donc 

f" ' ?(p) = f" r1'' * ( r ) ri (?r)dr, 

c'est-à-dire que 

p^"19(p)=^_i[^"1cï>(r)J, 

le symbole 3Cn signifiant transformée de Hankel d'ordre 1. 

Nous voyons donc que la transformation de Fourier de fonction de n 

variables ne dépendant que \Jx\ + . . '-\-x\ se ramène à la transfor

mation de Hankel de fonction d'une variable, l'ordre de la transfor

mation étant un entier ou un entier H—• Réciproquement de telles 

transformations de Hankel se ramènent à une transformation de 
Fourier. Dans la pratique, en dehors des fonctions d'Airy qui font 

intervenir des fonctions de Bessel d'ordre r e U ) on n'a rencontré que 

des fonctions de Bessel d'ordre un multiple de -• 

Pour n = 2, on a 
S% 00 

? ( ? ) = / r*(r)Jo(rp)rfr. 

Pour n = i, 
i _ 

J 1 (t) == ( — J cost. d'où <p(p)=â / - / 4>(r)cos prdr. 

En utilisant la formule 
'.cror--(=î):£|-t^ai; avec s = p2, 

on peut toujours se ramener aux deux.cas précédents : 
si n = 2 m -f- 2 : 

dm r™ / r-\ 
?(p) = ( - 0 w 2 m - ^ J $(r)r30{r\/s)dr; 
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S i / l = : 2 W + I : 
1 

I m + - d,n /* " f r~ \ 
?(p) = - ^ ( - 0 ^ 2 :--^ j ¢(/-) cos (/•/*) rfr. 

Dans la transformation de Fourier des fonctions € L2 nous avons 
quelque chose d'analogue, en tenant compte toutefois de ce que 
F(x) € L 2 si et seulement si <D(r) rn~l € L2 sur (o ^ r ^ o o ). Nous 
aurons ainsi 

?(p) = ?(p)p"- l = l.i.m. f ^ L j „ (pr)rf/-, 

$(/•) = ¢(/-) r""1. 

CHAPITRE III. 

TRANSFORMATION DE MELLIN. 

APPLICATIONS A LA RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS INTÉGRALES ET A L'ÉTUDE 

DES FONCTIONS RÉCIPROQUES. 

1. Définition. — Soit F (x, y) une fonction des variables 
réelles x, y à valeurs réelles, définies dans le premier quadrant Q. Si 
dans un domaine des plans complexes (s) et (t) l'intégrale double 

(3.i) /(,, 0 = /"° f* x*-\y'-iF(x,y)dxdy 

existe, on dit que sa valeur fÇs, t) est la transformée de Mellin 
de F (a?, y) et l'on note 

JMF(* , y)]=f(s,t). 

Rappelons que si /(<*) = —= / F(x)el'*xdx, en posant ex=l 

et * = c - j - i a, nous avons 

"(V) = ̂ f ^ F ^ 
d'où 

d\ 

^(S)=r"^-'G(Ç)rf5. 
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De la même manière nous pouvons passer de la transformation de 
Fourier à deux variables à la transformation de Mellin à deux variables. 

2. Convergence.— a. On suppose l'intégrale absolument conver
gente pour les valeurs s0 et t0 des variables s et t. En général elle sera 
absolument convergente dans des bandes des plans (s) et (t) : 

a i < R s o = a < a 2 , ï i<R* = Y<Ï2 et a1<R50<a.2J Yi<.R*o<Yi.. 

Pour le démontrer il suffit de partager l'intégrale en quatre mor
ceaux par les points x = i et y = i et d'utiliser les inégalités 

| x*~x | < | tf-v-1 | si o < x < i et Ks > Rs0 

et le résulat opposé pour x > i. Si en outre les intégrales simples 

f x*-iF(x,y)dx et f yl-lF(x,y)dy 

convergent absolument, la première pour a t < R 5 < a 2 et pour 
tout J > o , la deuxième pour yt < R* < y2 pour tout # > o , alors 
l'intégrale double est égale aux intégrales répétées et les propriétés 
seront déduites aisément de celles de la transformation à une variable. 

b. Si l'intégrale double ne converge pas absolument, nous considé
rerons soit l'intégrale 

l im/ / x*-iyi—iF(x,y)dxdy 

quand X et Y tendent vers l'infini et e4 et £2 tendent vers zéro, indé
pendamment et simultanément, ou sa valeur principale 

lim / dx lim / x*—1 y1—1 F(x, y) dxdy. 

X Y 

3. Inversion. — Pour la transformation à une variable, une solu
tion de l'équation intégrale 

/ ( 5 ) = / x'-*F(x)dx est F(x)=—r- / x~sf{s)ds 

en un point de continuité de 'F(x). 
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Étudions l'intégrale double 

en posant s = a 4- * (3 et £ = y 4- iâ, elle s'écrit 

I = _ L — f" r\-(a+/pHT+i5)/(a + ^ , y-+-* 8) rfp rfS. 
Posons # = e* et y = e^ et remplaçons/(5, t) par sa valeur 

1 = fZ^Z^I f" Ç~e-**fr-i<&d$dhf'* f" e"<?+t^[e»*+l>lF(e«,ev)]dudv. 
( 2 TU)2 , / _ M , / ^ , . / ^ ./__„ 

Si ea a + , ? TF(e", e r) satisfait aux conditions de Fourier, alors aux 
points de continuité de la fonction, nous aurons 

l = F{x,y). 

Donc en particulier si a?*"1 y1"1 F(x, j ) € L 4 pour xety>o,sett 
dans deux bandes verticales de leurs plans respectifs 

/ 0 ,0= f" f°° x*-*y'-iF(x,y)dxdy 

a pour solution F (a?, j ) , fonction continue de x et d e / : 

(3.2) F(x,y) = —1— f* + '" f^l~'x-*y-tf{s,l)dsdt, 

indépendante de a et y avec a4<<a < a2, yd < y < y2. 
Si nous considérons l'intégrale au sens de Riemann, Reed [26] 

montre que les hypothèses peuvent être : 

— xs~lyL~iF(x, y) absolument intégrable sur le premier 
quadrant Q; 

— F (x, y) ne présentant que des discontinuités de première 
espèce en des points isolés ou le long de courbes régulières [F(x , y) 
« piecewise conlinuous »] et l'intégrale donnant F (a?, y) est prise au 
sens de la valeur principale de Cauchy. 

4. Propriétés d'holomorphie. — Lorsqu'elle existe pour s et t 
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compris dans les deux bandes définies précédemment, / ( s , t) y est 
une fonction holomorphe des deux variables. 

En outre, en posant x = e* et y=ze^, on voit, d'après les pro
priétés de l'intégrale de Fourier, que 

/ ( a + i P , T + i 8 ) = f f e'(*P+»)8i[F(tfÈ, e*) el*+W] d% d-ri 

est bornée et limite de | / ( a + «|3, y4 - id)\ =0 quand ^/(324- à2 

tend \ers l'infini 

5. Représentabilité d'une fonction f(s, t) comme transformée de 
Mellin. — Supposons que f(s, t) soit une fonction holomorphe de s 
et t pour a j < a = Rs < a2, yi < R^ = y <C Y2, qu'elle soit bornée et 
tende vers zéro quand y/(3- -4- d'2 tend vers l'infini, 

(3 = J s et 8 = J*. 
Posons 

F (a:, 7 ) = T — T - ^ / / x-<y~'f(s, t) ds dt 

et calculons 

/
00 / i » 

/ ^—ij^/—1 F ( # , j ' ) <ata dfy. 
•M» 

Nous décomposons l'intégration par rapport à # et à y en quatre mor
ceaux par les points x = 1 et y = 1 et nous intégrons dans les plans (s) 
et (t) sur des verticales convenablement choisies. Par exemple une 
de ces intégrales est 

J
^ a 8 + /<» ^ » Y i + J * 

' / / («s -*- *" Ps, Ï3 H- * Sa ) x-tiy-1* dsi dtz 

«a — '-00 . Y a ~ ' • ' 

«i < *3 < a < a2, Yi < Ya < Y < Ys-

It = f jf xl*-**)-* yi'-W-idxdy j-?— 

x f " f" ar-iPjr-t*f(az+ifa ^^-ih)d^dh 

avec 

LToù 
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outre les hypothèses déjà faites, si / / / ( a 4 - j ( 3 , y 4-« d) dfi dS 

est absolument convergente, comme R s > a 3 et R j > y 3 , l'intégrale 
multiple et les intégrales répétées sont absolument convergentes, donc 
égales : 

I = î f " f" /(«3-4- t'P, Ta-+.t o ) < ^ 8 

i r a 8 + 'Q0 f * + lm f(s*,t*)dssdt* 
(***)* Ja9-t- X3-/oo (»-*3)(*-<3) 

et de même pour les autres parties de l'intégrale. 
Si nous appliquons le théorème de Cauchy au domaine constitué 

par deux rectangles des plans (s) et ( 0 compris dans les bandes (a1? a2) 
et (yi, y2), nous avons 

Quand les côtés horizontaux de ces rectangles tendent vers l'infini, 
les intégrales sur ces côtés tendent vers zéro puisque f(s, t) tend 
vers zéro par hypothèse, et E tend vers î . Donc à la limite 

1 = / ( , , 0 -

Nous avons donc le théorème dû à Reed [26] et généralisant un 
théorème connu à une variable : 

Sif(s, t) est une fonction holomorphe de s et t dans le domaine 

a i < R s < a 2 , Y i < R * < y 2 ; 
Sif(s, * ) ->o quand ^/(324- 32 ->00, (3= 3s eiè = Jt; 

s\ 00 r* oo 

^ / / l / ( a + 'P> y + «3) | dp rfô converge absolument ; 

alors f (s, t) est la transformée de Mellin [au sens de valeur prin
cipale de F intégrale) de la fonction 

>, a + /00 _ Y + / " 

Les deux premières conditions sont des conditions nécessaires. La 
troisième est une condition suffisante, et pourrait, peut-être, être 
remplacée par une autre. 
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6. Autres propriétés. — a. Transformées des dérivées de F (x, y). 

(3-3) ^ 5 ^ 
-f- fonction linéaire des images 

, , , . . àP-^-^Fix.y) . 
des dérivées ; — prises entre o et oo. 

dxP—^yl—A 

Par exemple : 

(3./,) DM [jg] =^- ( , -0 / (*-1 ,0 si |^-iF(^7)U_o = o, 

(3.5) ^ [ ^ ] = " ( * - i ) ( ' - a ) / ( * - 2 , 0 
si 

I âF 
^.s-l (5 — î ) x*-* F 

= 0 ' 
\X=zO 

(3-6) ^ [ ^ ] = (*'-0('-0/(*-ï,«-0 
si 

l^r-i F 15=0 = 1^-1 F |7= 0 = 

b. Soient DTL[F(x, y)]=f(s, t) et Jïl[G(x, y)] = g(s, t),les 
domaines de convergence absolue ayant des parties communes. For
mellement nous aurons 

• X» OO S* 00 

( 3 . 7 ) / / x*-\Y<-iF(x,y)G(x, y)dxdy 

= / o y - , N « 7 / f(s\,h)g(s — sut—ti)dsldt1. 

L'absolue convergence de l'intégrale d'inversion de / ( s , *) et de 
l'intégrale de Mellin de G(x, y) suffit à légitimer les changements 
d'ordre des intégrations. 

Nous obtenons ainsi l'image de F (a?, y) G(# , y). C'est une géné
ralisation du théorème de composition pour lés fonctions de variables 
complexes. 

Si nous faisons s= t = i, si ces points sont dans le domaine de 
convergence, la formule précédente s'exprime alors 

(3.8) f" f*F(x,y)G(x,y)dxdy 

= <T77\t / / / ( ' ' 0 ^ ( i - * , i-t)dsdt. 
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c. Fonction originale de/(*, t)g(s, t). — Formellement, nous 

aurons d'après (3 .2) 

f / f(s,t)g(s,t)x-'y-'dsdt 

f / x-sy-tf(s,l)dsdt / G ( 5 , - ^ - 1 ^ - 1 ^ ^ 

/ 0 

D'où 

18..) /(.,0^,0-aa[jr"fF(f^)a«,,)f^] 

=-[rrG(f?)^->f?]-
d. Fonction originale de f(s, t)g(i—s, i — t). — On peut la 

déduire de la précédente en remarquant que 

/ ( i - , , 0 = ^ [ ^ F ( l , r ) ] , 
d'où 

(3.io) / ( * , o # ( i - * > i - o = ^ r y y ° ( s > - ^ ( ^ ^ ^ « M -

Notons également la formule 

(3 . i i ) O R [ F ( J ? , y) ocPyf\=f{s -4-/>,/-+- y) . 

7. Exemples. — Soit la fonction particulière 
00 00 

F(a?,7) = 2 ]^(—Om+/,$(mï n)a rm^"-
m — Q n = 0 

(Les fonctions hypergéométriques d'Appel peuvent s'exprimer ainsi. ) 
Calculons 

î f f —. Q(s,t)x'ytd8dt7 
(2iTz)ZJriJr^ill7ZSSlUTZt 
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I \ étant un rectangle du plan (s) de sommets : — c + /M, — c — *M, 

M + - — t M , M + - + / M et T2 un rectangle analogue dans le 

plan ( 0 - D'après le théorème de Cauchy, cette intégrale est égale à 

M N 

'V "V (— i)m+n$(m, n)xmyn. 
m = 0 n = 0 

Quand M et N tendent vers l'infini, si 4> est bornée exponenlielle-
ment de sorte que les intégrales tendent vers zéro, alors il reste 

« — ''i-*-'» /» — Yi + ? * -r2 
- / / - —: <b(s.t)x*Y*d$dt 

00 os 

= 2 ^ ( - i ) ^ + » a > ( m , n)x>"yn, 
0 0 

d'où en changeant s en — s et t en — t et en appliquante résultat du 
paragraphe 5 : 

(3.12) DK[F(x,y] = tt-?±Zlâ 

Ce résultat est une généralisation d'un théorème à une variable de 
Ramanujan (pour les conditions précises, voir [26]) . Il nous permet 
de calculer certaines transformées Mellin. Par exemple : 

L ( i - h a?) (î-+-JK) — A xy\ ~~ sinrcssinrc* ' ' 

pour o < Rs < î, o < R* < i, | X | > î ; F , fonction hypergéométrique, 
formule établie différemment par Hardy. 

8. Application à la résolution des équations intégrales. — Nous 
nous bornerons au type 

(3. i3) /«,*>)= f f K(ux,çy)F(x,y)dxdy 

c'est-à-dire que ceci s'appliquera immédiatement à l'inversion des 
transformations intégrales que nous étudions. 

a. Résolution de l'équation intégrale. — Appliquons la trans
formation de Mellin aux deux membres. 
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Soit 

**[/(«> «0] = ç(*, O, 

m>[F(x,y)] = Q(s9 O et DVL[K(x, y)]= ùC(s, t). 

D'après la formule (3 .10) , ( 3 . i3) se transforme 

(3.i4) ?(*, t) = 3C(s, / ) * ( ! - * , i —O 
et en changeant s en i —£ et l en i — t : 

Si cette expression est une transformée de Mellin, nous en 
déduirons F(x, y) par la formule (3 .2 ) . 

^1 aC(i — s, i — o = ^ ( J » 0 e s t la ' transformée de Mellin 

de K4(3T, y ) d'après.(3. io) , nous aurons 

(3 . i6) Y(x,y)= f f~Kx(ux, »y)f(u, v)diids>, 

( 3 . i3) et ( 3 . 16) s.ont des formules dissymétriques. 
( 3 . i5) peut aussi s'écrire . 

(3.17) $ ( M ) = | ^ l z i W M l . 

A une variable, Fox (Proc. Amer. Math. Soc, t. 7, 1956, 
p. 401-412) classait les noyaux à partir de la relation fonctionnelle 

K(OK(i — s) = p . (P étant un polynôme) 

et donnait les formules d'inversion correspondantes. 
Nous pouvons généraliser ici à deux variables cette classification, 

et à partir de (3.17) donner des formules d'inversion. Aucune étude 
dans ce sens n'a été faite jusqu'ici. 

Un cas particulier intéressant est celui où 

(3- ï 8) X(s,t)3C(i-s, i - 0 = i . 

La formule d'inversion est alors 

(3.19) F(x,y)= f f^Kiux, i>y)f{u,v)dudv 

et ( 3 . i3) et (3.19) sont symétriques. Nous avons déjà parlé de tels 
MEMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 4 8 . , 
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cas [formules (1-4) et (1 .5) ] . De tels noyaux généralisent les noyaux 
de Fourier. Outre la relation formelle (3.18) .ils doivent satisfaire 
à certaines conditions permettant de justifier les calculs formels 
ci-dessus (nous ne connaissons aucun travail sur ce sujet). Il faudra 
en particulier déterminer les solutions de ( 3 . 18) qui sont des trans
formées de Mellin. 

Cas particulier : 
K(ux, vy) = Kl(ux)K*(vy)-

La relation (3.18) se sépare : 

^ ( o ^ C i O —*) = «< «?c2(03C2(i — 0 = ^-

Dans le cas a = 1, K4 et R2 sont des noyaux de Fourier à une 
variable, par exemple : 

i/-cos#, i /-sin#, x"1 Jv(#), 

f(u, v) et F(x, y) liées par les relations (3 .12) et (3 .18) sont dites 
réciproques dans la transformation de noyau K ( # , y). 

Si nous avons 

/

OC /»06 

/ K(ux, vy)F(x,y)dxdy, 
F(x, y) est self-réciproque dans cette transformation. 

b. Étude des fonctions self-réciproques. — ¢(^ , t) doit satis

faire à la relation fonctionnelle 

(3.2i) 4>(5? t) = Q(i-s, i — l)OC(s, 0-

De telles fonctions ont été étudiées dans le cas où : 

i° K(ux, vy) = (uxvyY J,,(ux) J^(vy) par R. P. Agarwal [1] : 
En tenant compte de la formule 

la relation (3.21) s'écrit 

1 n i -1- 7 1 

f V ~ 2 ï /CWC o'V~2_V__i___iZ 

<t>(s n = 2*+<-< v 2 . — ^ — ^ — *d —*, 1—7) 
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et en posant 
¢(5, 0 

<!>(*, 0 = — 
-2 '(^iM^-i) 

elle se transforme en la relation fonctionnelle 

<b(s, o = ^(i — ^ î —0-

Il faut donc déterminer les solutions de cette équation telles 

que ¢(5 , 0 , q u i s ' e n d é d u i t immédiatement, soit une transformée de 

Mellin. 
Le cas le plus simple est celui de <E>U, t ) = * t ( j ) * a ( 0 - F<>> X) 

est alors le produit de deux fonctions self-réciproques dans la trans
formation de Hankel à une variable. Agarwal donne d'autres exemples. 

2° Batnagar [3] considère le cas du noyau 

-— r x , / t tu#\dt 

m^(ux) = v ux f J v ( O M ~T / T 

pour {JL-+- - > o et v -4- -' > o 

et étudie les fonctions self-réciproques dans la transformation 

F(«£, « > ) - f f ^l^1(ux)m{Mlvl(^y)F(x7y)dxdy. 

Par une double transformation de Mellin, il aboutit également à la 

relation 
<K*> 0 = + 0 - ^ Ï—.0-

CHAPITRE IV. 

TRANSFORMATION DE LAPLACE. 

APPLICATIONS A LA RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS INTÉGRALES ET A L'ÉTUDE 

DES FONCTIONS SELF-RÉCIPROQUES. 

1. Définition. — Nous nous bornerons au cas de n = 2. Pour le 
cas n quelconque, voir [11]. Soient x et y des variables réelles, 
w, v des variables complexes. Si 

(4.i) /(w, ?)= C f°F(x,y)e-»x-»ydxdy 
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existe pour un couple de valeurs (uKv) nous l'appellerons : intégrale 
de Laplace de F(x, y). Si elle existe pour tout point (w, ^ ) e D , 
nous dirons que c'est la transformée de Laplace de F(x, y) et nous 
noterons 

*i[F(*, » ] = / ( « , ») ™ F(x,y) § ) / (» : v) 
ou s'il est nécessaire de distinguer les variables par rapport auxquelles 
a lieu la transformation 

F(.r, y)D D/I 'K, P). 
•<•• r 

Nous n'utiliserons pas la transformation de Laplace-Carson qui 
serait définie par 

/

» /»00 

/ e-u.v-uy F(x, y) dx dy. 
Si F (x, y) est définie dans le plan entier, on peut considérer la 

transformation de Laplace bilatérale 
1 / e-"*-vr F ( x, y ) dx dy 

que nous noterons 
^ i i [ F ( ' , r ) ] = / ( « , ^ ) -

Enfin généralisant la transformation de Laplace étudiée par 
Widder, nous définirons la transformation de LapJace-Stieltjes d'une 
fonction 9(a?, y) : 

/

ao *•» 00 

/ e -^ -^- r f^dy ç(a?, ^ ) = i ? ( ç ; M2 v) 

(voir appendice II pour la définition de cette intégrale). 
Les cas particuliers de cette dernière forme sont très importants. 

Nous avons : 

— l'intégrale de Lebesgue : 

/
j e-ux-vy F ( x, y) dx dy 

si F(x, y) = J existe, ou si y(x, y) est absolument continue; 

— les séries de Dirichlet : 

/ ( " , 0 = ^ 2 e-PmU-q^ am,n 

mz=Q n=ù 

si <f(Xj y) est une fonction en escalier. 
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Signalons aussi que le domaine d'intégration peut être fini : 

/ * ( M, t>) = f f er-ux-uy F (x, y) dx dyy 

transformation étudiée par Picone et Faedo [14]. 

2. Convergence. — a. Convergence absolue. — Si l'intégrale (4. i ) 
converge absolument pour un couple (w0î ?o) elle converge absolument 
pour tout (w, V) tel que Rw > Rw0 et Rp >Ri> 0 . 

On a en effet 

j j e-ux-vyY(x, y)dxdy ^Ç f *-**«-.»*»• \F(x, y)\dxdy 
j «- o ^o Jo «- o 

^ y r e-^R"o-.) R*'» | F (#, y) \ dx dy 

30 30 

^ T r | e-"»*-"or F (j?, ^) I dx dy. 
JQ •'(J 

J
r» oo / ioo 

f e-"-*F(,r, y)dx et / e*"*'̂ F(a?, y)dy sont 
o *A> ' " 

absolument convergentes et uniformément par rapport à y ou à x, 
l'intégrale double est égale aux intégrales répétées et nous sommes 
ramenés à effectuer successivement une transformation par rapport 
à x puis ky ou inversement. Si l'on pose 

*(«,y)=f e-»xF(x,y)dxl F(X,P)=C e-»rF (x, y)dy, 
•A» •> o 

nous aurons 
F ( * , J O : > F { * , "):>/(«, •») et F (a?, / ) D F ( « , r ) =>/("» *)-

r ^ a? }• 

Pour étudier le domaine d'absolue convergence, il suffit de consi
dérer les valeurs réelles de u et de v; on en déduira le domaine tout 
entier en associant à chaque couple (a , *>) un couple de demi-
plans 2CU et #e r . 

A chaque valeur w= :c on peut associer une valeur v = k telle 
que pour tout couple (c, *>i), Vi<k, il n'y ait pas convergence 
absolue et pour tout couple (c, y3), v^>k, il y ait convergence 
absolue. On définit ainsi une fonction k = *(c) . k et c sont appelées 
« abscisses associées de convergence absolue ». La courbe k = A(C) 
dans le plan réel (w, v) est appelée « séparatrice » de convergence 
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absolue. Il existe une valeur minimale de c : c0 telle que pour c < c 0 

il ne soit pas possible de déterminer un v pour qu'il y ait convergence 
absolue pour le couple (c, v). 11 y a convergence absolue dans tout 
angle droit de sommet sur la séparatrice, de côtés dans les demi-
plans u > c, v > k\ la convergence sur la séparatrice n'est pas 
assurée. 

Pour l'intégrale de Laplace-Stieltjes nous avons un résultat analogue 
en supposant <p € V0 et en étudiant la convergence de l'intégrale 

/ / e-'lx~vy dxdyv(x, y) {voir appendice II), 

v(x, y) étant la variation totale de y(x, y) sur (o, o?; o, y). 
D. L. Bernstein [4] détermine les abscisses associées de conver

gence absolue généralisant les résultats de Widder à une variable. 
Par exemple, si c et A* sont deux nombres positifs, la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'ils soient abscisses associées de 
convergence absolue est que 

.r •+->->» cx-hky 

En outre on montre que dans le cas de la convergence absolue, 
v(xi y) e s t bornée exponentiellement; si en (<70, T0) il y a conver
gence absolue, cr0 et T0 étant réels, on a 

<>(*> y)< M e * i ^ i > \ ffl = max(o, <J0), M = max(o , T 0 ) . 

Inversement si v(x, y) est bornée exponentiellement : 

v(x, y) < M ea<>x+b0y ( a Q e t ^0> 0 ) , 

l'intégrale (4 .3 ) converge absolument pour tout (w, v) tels 
que R i / > a 0 , Rf > 60, et peut être calculée comme une intégrale 
répétée, car p'(#, y) et v"(x, y), variation totale de cp(#, y) sur (o, x) 
et (o, y) comme fonction de x seul ou de y seul, sont inférieures 
à v (x, y), donc également bornées exponentiellement et l'intégrale 
répétée existe au sens précisé dans l'appendice IL 

b. Convergence bornée ( [ 2 a ] , [4 ] , [8] ) . — Si la convergence 
absolue n'est pas assurée, nous considérerons la convergence bornée 
de l'intégrale (appendice I) , c'est-à-dire 

f(u, p) = lim/(X, Y; u, p) = / / er-«*~»yF(x, y)dxdy 
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quand X et Y tendent vers l'infini simultanément et indépendamment 

et 
| /(X, Y; M ,<0 |<M. 

S'il en est ainsi, nous dirons que F(x, y) est transformable 
en (u, v). Si la limite est uniforme par rapport à tout (u, )̂ € D et 
si M est indépendant de (u, ^ ) e D , nous disons que F est unifor
mément transformable dans D. 

Supposons que F soit transformable en (w0> f©) : 

rx rY 

/ ( X , Y; u, v) = / / e - i"-« 0 )«-!^.)rff-M^-".rF(f l? J y)dxdy. 

Posons 
« = ^ + 5 et (̂  = ^ + f. 

En intégrant par parties nous obtenons 

/(X, Y; u, v) = c-*x~if/(x, Y; «0, P.) • 

-h «-<** /" « -** / (*> Y; ic*, i>ft) «U 

-+- fe-*x T e - ' r / ( X , jr; M*, n»)rfy 

H- rf | | ensx-trfix, y; zc0, p0) dx dy. 
JQ «/O 

Par hypothèses, | / ( X , Y; UQ, V0)\<.M; si R* et R ^ > o alors 
quand X et Y tendent vers l'infini, les trois premiers termes tendent 
vers zéro et l'on a 

/ ( a , 0 = lim / ( X , Y ; Ï / , 0 = Hm ** f f e~ux-»r f{x, y\ uQ, vQ)dx dy 
X,Y>oo X,Y>» J e */0 

et cette intégrale est absolument convergente. Nous avons donc une 
propriété analogue au théorème de Mathias Lerch. à une variable. 

En outre 

I / ( X , Y ; « , P ) K M ( I + M + M . + 1 ^ L ) . 

Donc la convergence est bornée dans le domaine D : 

R(w— u0)>o et R ( P — *>o)>o. 
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En outre dans le domaine D4 tel que 

R(?/ — M0) > | U — M0 | COSO, R( M — Mo) > 8; 
R<" — " o ) > | t — *>„]C0Se, R ( P _ P o ) > S ; 

on a 

| / (X, Y; M, P ) | < M ( H - J L V 
\ cos 8 / 

et 

| / ( X , Y; M, v) - / ( M , P ) I < - i M . f ^ - o x - Ô Y ^ , , - S x ^ e - ô r ] j 

donc la convergence est uniforme. 

L'étude du domaine de convergence bornée se fait comme pour la 
convergence absolue. La convergence absolue entraînant la conver
gence bornée, le domaine de convergence bornée sera intérieur 
à celui de convergence absolue. De plus dans tout domaine intérieur 
au domaine de convergence bornée, il y a convergence uniforme car 
on peut toujours déterminer 0 et i pour que le domaine considéré 
soit un domaine D4 . 

Utilisant l'intégrale de Lebesgue, Amério [2 a] en conclut que, 
en outre, dans ce domaine, on peut calculer l'intégrale double comme 
une intégrale répétée. On a 

/ ( M , P ) = lim / (oo , Y; M, P ) = lim / ( X , oo; M, P ) , 
Y > « X > » ' n 

avec 

/(oo, Y; M, p) = j e-uxdx / e-,vF(x,y)dy. 
«• o *>o 

En outre, considérant l'intégrale 

si F ( # , y ) est transformable pour (w0, ^o) réels : 

\9(x,y)\<Me»^y} ttl=max(o, M0>, ,1 = m a x (o , P, ) . 

Il suffit pour le voir de considérer l'intégrale 

li*,y)= f f e-Hol-w F (ç, 7j) e«o^'er, rfc d -
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et d^inlégrter par parties; on majore en remarquant que pour u0 réel : 

[ Mo | / -eu«xdx < e"**, M, = max(o, M 0 ) . 

Et inversement si 9(5?, y) est bornée exponentiellement 

I ?(•#) j ) I < e"i-r+^r (M4 et Pi réels et positifs), 

on en déduit que (4.1) a une convergence bornée pour R w > w t 

et R r > v{. 
Pour tout ce qui précède, Y hypothèse f (IL, Y; u0l v0) < M es£ 

essentielle. Il n'y a rien d'analogue pour la convergence ordinaire. 
Le théorème de Vignaux [34] n'est qu'un cas particulier de ceci, 

puisqu'il suppose cp(#, y) bornée, c'est-à-dire u = v = o et qu'il en 
conclue la convergence bornée de l'intégrale de Laplace pour u et v 
réels et positifs. 

Pour l'intégrale de Laplace-Stieltjes nous avons des résultats 
analogues dus à D. L. Bernstein [4] . 

Nous pouvons aussi étudier l'intégrale bilatérale [ 2 a ] ; nous la 
considérerons au sens de valeur principale de Cauchy : 

r \ , Y 

f(uyv)= lim / / e-«x-l'rF(x,y)dxdy 
X, Y > » t / _ x «•• _ Y 

= lim [ / ( X , Y; «, P ) H - / ( _ X , Y;.!»,••.) 

+ / ( X , - Y ; 7/, v) + / ( - X, - Y ; M, P ) ] , 

les domaines considérés sont alors ai < R a < a2, y4 < R^ < y2. 

3. Holomorphie. — Dans le domaine de convergence bornée D, 
f(u, V) est une fonction holomorphe des variables complexes u et v. 
Les dérivées partielles existent avec un ordre quelconque; on 
démontre que 

à/l+kf(u P> 
au*** } C ( - i ) ^ ^ ^ F ( ^ 7 ) , 

cette fonction étant transformable dans D. 
Considérons deux demi-plans d'holomorphie associés; soit u fixé 

dans 3ZU, pour tout v de c!Cvf(uy v) est une fonction holomorphe 
de v et tend vers zéro quand v -> 00 dans le domaine d'uniforme 
convergence. Môme résultat en fixant v et en faisant varier u dans 3CU. 
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Donc une condition nécessaire pour qu'une fonction/(a, v) soit 
une transformée de Laplace X?, est qu'il existe deux demi-plans 
associés o ù / ( M , V) possède les propriétés ci-dessus. 

4. Propriétés. — Si nous nous plaçons dans le cas de l'absolue 
convergence, nous pouvons déduire les propriétés de la trans
formation de celles de la transformation à une variable. 

En cherchant l'originale def(aiu -f- a*v H- a^ 64M-f-&2*> 4-6 3 ) , 
nous aurons comme cas particuliers : 

le théorème d'homogénéité : 

(4.4) / ( « w ' ^ ) ^ à F ( ^ ï ) ; 

le théorème d'amortissement : 

(4.5) / ( " + «, v + [i) (cze-™-?? F (x, y). 

Un changement d'origine nous donne 

(4.6) F (x — a, y — b)^)e-*»-l»>f(u, s>\ 

en supposant, pour la transformation unilatérale, que 

F(x — a,y — b) = o pour o < x < a, o<y<b. 

Transformées des dérivées de F(x, y) : 

^ §>*/(*> < 0 - F ( o , P), g ^ p / ( a , P ) - F ( M , O); 

A2 F " àF 

(4.7) { 
/)2F ' àF 
j~5 §>«*/(«, ") - * * ( « . o ) - ^ ( « , 0 ) ; 

^ - ^ - 3 ) M P / ( M , P) — P F ( O , C ) - K F ( « , O) + F(O, O); 

OÙ 

et l'on peut généraliser aisément pour les dérivées d'ordre entier 

quelconque. 
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Produit de composition (appendice III) et [2 a ] . —Nous vérifions 
aisément que 

(4.8) ^ [ F i * * F 2 ] D f Fx(u, iOF t(M,^--iO<*nD/ t(i«, *)f%{u99). 
L 0 0 J xj0 y 

Si Fi est transformable au point (M, v) et si au môme point F 2 

est absolument transformable, alors le produit de composition est 
transformable et (4 .8 ) est vérifiée. 

On peut faire le même calcul pour Cxl en considérant le produit 
de composition de deux fonctions définies dans tout le plan et en 
supposant alors que F4 et F2 sont absolument transformables ; le 
produit est aussi absolument transformable. 

Pistoïa étudie le cas de la sommabilité de Cesàro [24 b]. Si 

e-uaj-pjFi(#, y) est sommable-(C; a4, a 4 ) , la convergence étant 
bornée, sie~ux~vyF2(x,y) estsommable-(C ; a3, a2) aveco><5£i> — i 
et a2 = — (i -+- a i ) alors le produit de composition est transformable 
et 

AfFifiFiJ^^iIFil^iIF»], 

ceci se déduit immédiatement de la formule (i) (appendice III) et 
de la relation 

er-ux-vy?^ y) H e-"*-*J F*(x, y) = c - a x - i o Y p . i • F i - Y 
0 0 \ 0 0 / 

Pour le produit de composition superficiel (appendice III), nous 
aurons formellement 

(4-9) ^ , [ F ( ^ , r ) * H ( T ) J 

f
«o ^,«0 ~m Vosoc' s ina / 

/ e-ux-vrdxdyi H(*) 
X F {x — T cos a, y — -u sin a) dz 

J
S* 00 S* 00 S* 00 

f H(x)dil i e~liX-^ F (x ••--z cos OL, y-^-zshi a) dxdy 
o ^Tcosa^Tsina 

= f H(X) / (M, p)e-T("cosa-1"P8lna)û?T = / (« , P)/i (w cos a-+-P sin a). 

On justifie le calcul formel en supposant F transformable en (a, p) 
et H absolument transformable au point (ucosa -+- v s ina) . 
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Nous avons le môme résultat pour la transformation i? n en 
supposant l'absolue transformabilité des deux fonctions aux points 
ci-dessus. 

Pistoïa étudie également dans ce cas la sommabilité de Cesàro. 

Autres propriétés. — Si f(u} v) existe pour u et v réels et positifs, 
nous pourrons avoir la formule (1 .3) : 

.••;( f f F{x,y)g(x,y)dxdy=*f f f(u, t>)G(u, v) du'dv 
(4.10) •< JQ JQ % *̂ 0 ^0 

( si F (a?, y) 3)/(w, v) et &{œ> y) ^>gity *.).;. • 

il faudrait déterminer les conditions précises de cette formule. 

5. Inversion. — En général nous appliquerons successivement 
les formules d'inversion à une variable comme nous Pavons indiqué 
page J2. Mais ce n'est plus possible lorsque la convergence est 
bornée, ou si les intégrales à une variable ne sont pas absolument 

a. Transformation bilatérale. — Soit F(xy y) absolument 
trans for niable pour a t < R u < a 2, y i < R v < y 2 • Amério [2a ] 
détermine les conditions restrictives qu'on doit imposer à F(x,_y) 
(conditions d'intégrabilité, de continuité, etc.) afin qu'on ait la 
relation 

(4.u) F{x,y),~--.-jr±-.l:- / e^^rf{ur v)dudv, 

avec 

f.(x, y) =; i [F (x -t-, y •+•)•+- F (x —, y -h) -+- F (x +,y:-).^F(x^y - ) ] . 

Des extensions de ce théorème ont été données par Pistoïa.[24 a ] . 
Les conditions sont trop longues à énoncer pour que nous les donnions 
ici. 

Le passage à la transformation £Y n'a pas été fait. Dans le cas 
d'une variable nous savions qu'une condition suffisante pour que la 
formule d'inversion de la transformation Cn soit valable pour ~£l était 
que : f(s) n'ait pas de points singuliers à droite d'une verticale et 
que son module tende vers zéro quand s->cc dans ce demi-plan. 
Nous devons avoir des conditions analogues avec les couples de 
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demi-plans d'holomorphie. En fait, si nous sommes assurés que/(w, v) 
est la transformée de Laplace d'une fonction F(x, y) nulle pour x 
et y < o, la formule précédente nous fournira cette fonction. 

Dans le cas où F(xyy) est transformabler mais non absolument 
transformable, Amério utilise une formule de sommation différente. 

Soit F (a?, y) transformable pour a 1 < R « < a 2 , v ; i < R r < y 2 et 
soit deux nombres p et a >> o avec 

J>l*.|, J>l«.l, J>lT.|, £>|T.|. 
L'intégrale impropre 

•converge vers une fonction G?i(7(x,y) continue ainsi que ses dérivées 
. „ àG àG ^ G à* G ' . 

partielles — , — , _ , _ au point (x, y) et cette fonction est 

absolument transformable dans D : 

•£n[Gp * ( * , » 1 = 7 ^ ( " ' p ) 

Dans ce cas 

(4 .12) F(x,y) = lim GPf(T(a-, j -) 
p,o->o 

• V P /•»"-*- * * /%b + i 
= lim -

p , i>o 

iMP. r'-" r ° + " e » ^ - r / ( „ , P) , 

p et a tendant vers zéro de sorte que 

j < ; < 0 < î , «j < -a < pt2, T l < b < ï 2 . 

6. Transformation de Laplace-Stieltjes. — Si r (# , y) est bornée 
exponentiellement, cette transformation est absolument convergente^ 
et 

/ ( M , *) = /* « -»*** (* , P) et k(x,9)=fme-»rdyi {*,?), 

#(# , f ) est à variation bornée dans (o, a?) et l'on peut lui appliquer 
le théorème d'inversion à une variable : 

2 a»'1 -'«-*» " 
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<p(aM-, y) est à variation bornée dans (o, y) et sa variation totalo 
v"(x, y) est bornée exponentiellement, donc 

k(x — ; P) -h k{x -f- ; p) 

converge absolument et, en faisant l'inversion, on a 

_. V.P. rb + i* e»rT 

7 6 

d'où 

(4.13) ï{X,y)=--lïl / _^/(w,p)rfttrfp. 

Supposons que cp(#, y ) soit bornée exponentiellement, mais 
non v(x, y); la transformation est convergente, la convergence 
étant bornée, mais non absolument convergente. Le raisonnement 
ci-dessus ne s'applique plus. D. L. Bernstein [4] considère alors une 
généralisation de la notion de dérivées fractionnaires d'une fonction, 
et pose 

?Pi,P.(*>.?•') = F(£ÔT(ÊÔ f f (* — Wi-lOr--v)P*-ii(x,y)dxdy 

pour pt et p 2 > o. 

En intégrant par parties nous avons 

qui tend vers <p(a?, y) si pA et p2 tendent vers zéro. 
Pour le cas p4 et p 2 > i D. L. Bernstein, démontre que si <p(#, y) 

est bornée exponentiellement, on a 

(4.i4) <?*,<>,(*, X) = - - ~ J J ?t+J{u,V)dudV. 
^ * • ' a — l oo ** O — / a o 

Pour le cas p4 = p a = o l'hypothèse ne suffit plus; il faut en outre 
que la variation totale de cp(#, y) comme fonction de x seul (ou de y 
seul) soit bornée exponentiellement. [D. L. Bernstein signale une 
erreur dans la démonstration de Duranona y Vedia et Trejo pour le 
cas "p i= p2== o, ces auteurs trouvaient que l'hypothèse de <p(#, y) 
bornée exponentiellement suffisait.] 
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c. Autres formules d'inversion. — D'autres formules peuvent 
être établies généralisant les formules à une variable. Elles rentrent 
en particulier dans la méthode des intégrales singulières que nous 
avons signalée page 12. 

A partir d'un opérateur différentiel, on a 

K } v JJ
 h,k+* h\ k\ \xj \y) àu,iiàvk\x y) 

généralisant le procédé de Widder. 
Amôrio généralise le procédé de Phragmen : 

(4.16) f C F(Ç, f\)dtdr\= lim Y Y tl]^!. e™h*+n*yf(jnh, nk), 
m = 1 n = 1 

ici nous avons un exemple de convergence faible. 

6. Unicité et détermination de f(u, v). — Pour la transforma
tion £x Amério démontre que si F±(x, y) et F 2 (# , y) sont trans
formables pour OL < Ru et (3 < Rc et si, dans un tel domaine, leurs 
transformées sont identiques, alors on a presque partout Fi = F 2 , 
c'est-à-dire qu'elles sont égales en tout point où elles sont 
continues. 

Nous avons une propriété analogue pour la transformation JPU. 
Supposons que f(u, v) soit connue en une infinité de points. 

A une variable, le théorème de Blaschke (toute fonction holomorphe 
et bornée dans le cercle unité est uniquement déterminée par ses 
valeurs en une infinité de points tels que la série formée par leurs 
distances au cercle soit divergente) nous a permis de donner un 
théorème d'unicité de la transformation de Laplace ([10] , p. n ) 
englobant les cas particuliers déjà connus (par exemple : points 
alignés en progression arithmétique sur une parallèle à l'axe réel). 
A l'aide des séries d'interpolation de Walsh nous avons donné un 
développement en série de f(s) et de F (x) dans certains cas 
généraux et nous en avons vu une application. A deux variables le 
problème est beaucoup plus compliqué. Il n'a été généralisé que 
dans le cas des points en progression arithmétique, par Amério, 
F ( # Î y) étant exprimé sous forme de développement en série double 
de polynômes de Laguerre ou de Legendre. L. Poli et P . Delerue [25] 
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donnent une méthode générale de développement en série double de 
polynômes orthogonaux, la justification étant aisée lorsqu'on 
considère des fonctions de carré somniable et la convergence en 
moyenne. 

Par exemple, si nous connaissons j\u, v). aux points [u0 4- (h -f-1) a\ 
i'o-f-(A + i)b]. a et b constantes réelles et positives, // et k par
courant la suite des entiers > o, f(u, v) est uniquement déterminée. 
Soit Vtl(x) une suite de polynômes orthonormés avec la fonction de 
poids ¢ ( # ) donnée, dans l'intervalle (o, i) , 

oc 

(4.17) Ff.r, y) = eu**+»*y $(e-™)$(e~h) V AmnPm(e-«x) Pn(e~by). 

7. Propriétés asymptotiques. — a. Théorèmes abéliehs. — 

Vignaux démontre [34] que si \ Ç f F ( # , y) dx dy < M pour 

tout X et Y > o et tend vers S quand X et Y -> oo indépendamment 
et simultanément alors F(x, y) est transformable pour u et v réels 
et positifs et 

/(w, p)->S quandwet P->O. 

Une étude de cette propriété a été faite également par Timan [30] 
dans le cas où la convergence n'est pas bornée et également dans le 
cas où F(x,<y) est sommable-(C; a, (3). 

De même Magnaradze [21] montre que si / / F(x, y) dxdy 

existe-et est égale à S, si 

* ( ^ J K ) = f f F (x, y) dxdy 

est telle que ' ^ et s^Xj^^ ~> o respectivement quand x ou y -> oo, 

alors f(Uj v) -> S pour u et v -> o de sorte que o < A ^ - ^ A. 

Ces théorèmes peuvent nous servir à calculer des intégrales, ou 
encore à donner un sens à des intégrales divergentes en utilisant la 
sommation d'Abel, dont ces théorèmes ne sont que des théorèmes 
de « permanence » (« consistency » dit Hardy). 
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Dans le cas de la transformation absolument convergente appli
quons le théorème correspondant à une variable : 

5 / l i rnF(#, y)=:F(x, 00) existe, alors F(x, v) existe pour 

R P > O et 

limpF(^, P) = FTa-, x>). 

Donc 

F(x, QO)D f e-uxdx\\mvF(x,-t>). 

Si nous pouvons échanger les signes intégrales et limites, nous 
aurons 

F(x, » ) D I i m p / ( « , v). 
x r = 0 

De même 

F' (00 ,7 )3 V\muf(u, p). 

.v U — Q 

Enfin si F(oo, oo) existe, f(u, v) existe pour Ru et Rv > o et 

lim F (xy 00) = lim limwp/(M, P) et lim F(J ; , y) = lim uvf(u. P), 

/Kflw il faut légitimer tous ces passages à la limite et Vinversion 
des opérations intégrales et limites. 

b. Les théorèmes taubériens sont particulièrement intéressants 
pour les applications car ils permettent de déduire des propriétés 
asymptoliques de f(u, v) celles de F(x, y) sans avoir besoin de 

faire l'inversion. Deux cas ont été étudiés : x et y->oo, ou -'- tend 

vers une valeur finie. 
Dans le premier cas, Pistoïa [24 a] considérant une fonction / (w , v) 

holomorphe dans un couple de demi-plans et satisfaisant à certaines 
conditions de limite quand u et v -> o, détermine la limite de F (x, y) 
quand x et y tendent vers l'infini. En particulier si l'on peut écrire 

A. 
/ ( " , )̂ = ^ -+-WK <0» 

W ( M Î P) satisfaisant à certaines conditions, alors F(x, y)-*-A. 
quand x et y tendent vers l'infini. 

MEMORIAL DES SC. MATH. — K» 1 4 8 . 4 
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H. Delange [9] étudie des problèmes semblables, avec des condi
tions plus simplement exprimées, avec l'hypothèse sur F ( # , y ) que 

ÉPF(X, JJL) = Sup T Sup | F ( J : / , y') — F(x, y) \1 est bornée, 
"" t>| x^x'^Xx I 

L y^y^y-y J 
*,y>o 

A et /J. réels > i ; dans ce cas F (a?, y) est absolument transformable 
pour Ru et Rv >> o. 

Dans le deuxième cas, x-> cy ( [10], p. 27), considérant la fonc

t i o n / ( w , v) = TT~T' ^(M)» fonction holomorphe pour R « > o 
et Rty(u) > o, si en outre nous supposons que 

00 

ty(u) — eu = ç ( w ) ^ Y anu—'1 pour W->QO 

1 

(le signe & signifiant un développement asymptotique au sens de 
Poincaré), c >> o, alors / ( w , v) est la transformée de Laplace de 

F(x, y), fonction-nulle pour o<,x<Ccy et F(5?,y) % Y A # I ( # — c y ) n 

quand x-+cy par valeurs supérieures. Ceci est particulièrement 
intéressant pour étudier une onde au voisinage du front d'onde. 

On a une propriété analogue si f(u, v — u) possède un développe
ment asymptotique pour u -> 00, les coefficients de ce développement 
remplissant certaines conditions, alors F (x, y) existe, est une fonction 
nulle pour o<ix<Zy et possède un développement asymptotique 
pour x-+y qui se déduit de celui de f(u, v — u). Le cas précédent 
est un cas d'exception de celui-ci. 

8. Applications. — a. Généralisation de fonctions. — Par 
l'intermédiaire de leurs transformées de Laplace on peut généraliser 
certaines fonctions. C'est ainsi que P. Humberta défini les polynômes 
généralisés d'Abel à deux variables. A une variable, on a 

L m ( 0 ^ ( i - ^ ) W -

A deux variables, nous définirons les polynômes par leur image 

(-i-0" 
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Considérant les polynômes généralisés de Laguerre : 

m\ pa\ p/ 

M. P. Delerue [11] définit les polynômes à n variables par l'égalité 
symbolique 

/ _ î _ J_\m 

Appliquant les règles de la transformation de Laplace à «variables, 
il étudie les équations aux dérivées partielles auxquelles satisfont ces 
polynômes, leur fonction génératrice, les relations de récurrence qui 
les lient et démontre qu'ils forment une suite orthogonale, la fonction 

n 

de poids étant e * 
De même il généralise les polynômes d'Hermitte et les étudie. 

Avec P. Humbert, il généralise aussi la fonction de Mittag-Leffler [17]. 
Nous ne nous étendrons pas sur ces applications données en 

particulier dans le fascicule CXXVII de ce môme Mémorial. 

b. Application à la résolution des équations intégrales. — Les 
applications de la transformation de Laplace à une variable à la 
résolution des équations intégrales sont dues à M. M. Parodi et ont 
été généralisées à d'autres transformations par Stankovic. Elles ont 
été généralisées à plusieurs variables par M. P . Delerue. Citons 
un exemple : 

Si F (a?, y)l$)f(u, v), nous avons la règle opératoire 

«•••> ~**'&ïW:fçf(iï 
x Ja(a \fku) Jp(2 <fpv)f(h \i.)d\d\3.. 

Appliquons ceci à l'équation intégrale 
a p 

c*.M»/(«,o+K/x(£y(ïy 
X Ja(2V /XM)Jp("2V/H^)/(^ î \J.)d\diL = g(u, P) 

Soit 
/(if, P ) C F ( * J ) , g(u, o K c G ( * , 7 ) . y ^ 
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Formellement, nous avons 

F(«, y) H- K.ra-i y?-i F Q , i ) = G(*, j ) , 

équation fonctionnelle nous permettant de déterminer F(x, y), 

d'où f(u, v). Eh changeant x en - et y en-? nous avons une deuxième 
x y 

relation et nous éliminons F ( - > - ) entre les deux. Nous obtenons 
V* y/ 

(, _ K*) F(x, y) = G(ar, r) - K^-*^-P G Q , - ) . 

Pour K ^ i , nous en déduisons 

x Ja(2 v/Xli)Jp(-2 v/f^)^(X, ix)d\dii • 

Pour K = ± î, il ne peut y avoir de solutions que si le deuxième 
membre est nul [ce qui donne une relation fonctionnelle pour G (x, y)] 
et il y en a alors une infinité qu'on détermine en généralisant la 
méthode de M. Parodi. 

c. Fonctions réciproques de Hankel. — f (x, y) et g(x, y) sont 
dites fonctions réciproques de Hankel d'ordre (a, (3) si 

? -
(4.20) f(x,y) = f f (½) ^ V j « ( 2 v /^ ) Jp (2 \fîy)g(u, v)dudv 

entraine 

(4.21) g(x, y) = f ' f (^y ( f ) ' Ja(2 fîiï) Jp(2 | / P 7 ) / ( « , *) <**<*>. 

En prenant les images de ces égalités dans la transformation de 
Laplace nous obtenons entre les images y(u, v) et 0(a, v) def(x, y) 
et g(x, y) les relations formelles 

(4-22> *<«»'> = Ï ? H £ F Ï 8 ( H ) ' 

<4-23> •(..pj^jl-Lp.^l.-l),. 
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la condition de self-réciprocité sera donc 

<*•*) » < « . ' > - 5 H £ F T » ( Ï . Î ) -

La solution de celte équation fonctionnelle est 

<?(«> *>)= u0L+ïtf+iF(u, p ) - f - F ^ , l\ (F, fonction arbitraire). 

Une autre méthode consiste à prendre les relations originales 
de (4.20) et (4.21 ) comme il a été fait pour l'équation intégrale (4.19). 

Si 

«£?€*(. , ,> et XggGk^yy, 
on obtient 

h(x, y) = k(±, pj x«-iyP-i. 

P. Delerue [11] donne de nombreux exemples de fonctions 
réciproques et self-réciproques déterminées par ces méthodes et 
discute les conditions dé convergence. 

L'efficacité de la méthode pour la solution des équations intégrales 
et pour l'étude des fonctions réciproques tient ici au fait que l'image 

? -
du noyau (½) ( £\" J a (2 \/ux) i${ï\J~vy) introduit des fonctions 

exponentielles. Ceci vaudra plus généralement si l'image du 
noyau K(£, n) x, y) est de la forme a(u, v) e-*(«*)Ç-€{p)»i car alors 

f" fÇCF(^yï)K(^y];x,y)didi] 

§> f f F ( Ç , f\)a(u, p)e-*{«)Ç-*C)î|rfE^Tâ = a(i«, v)f[b(u)9 C(P)]. 
«•'0 *-7o 

A partir de ceci on peut généraliser l'étude faite par M. Parodi sur 
des noyaux à une variable d'une forme analogue. 

d. Dans ce même ordre d'idée, Slankovic cherche la relation 
entre la transformation double de Laplace et la transformation 
généralisée de Hankel [29] . 
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Soit O la fonction de Wright généralisant la fonction de Bessel. 
Nous écrirons 

*(s) = *(^v;S)=2 i^T T y£i- r T^ ) , 

étudiée dans les cas v ;> o et | J L > O ; OÙ o > > v > . — i et /JL arbi
traire. 

Stankovic définit la transformation généralisée de Hankel par 

(4 .25) lim g(x,y; ç0, *»o) = lira f f <& ( — Ç *" ) a**-*-

X<t>(-rïyP)y?-if(t,rï)dZdy\. 

Soit 

Y(w, P ) = £x[g(x, y, oo, oo)] et ?(w, P ) = £x[f{x, y)], 

i ? , [ K ( * , r ; ç , t j ) ] = i l ^ e * « -

et ces intégrales sont absolument et uniformément convergentes 
pour tout (£, ri) d'un domaine finiD(o, £<>; o, v?o). Nous sommes 
dans le cas signalé ci-dessus. En prenant les images des deux 
membres nous obtenons formellement 

•̂26) ^Mi'^)^"'*0, 

JA, (3, v, p > o ; où fjt et (3 arbitraires et — î < < o. 

Stankovic donne les conditions qu'on doit imposer aux fonc
tions f(Xj y) et g(x, y) pour justifier le calcul, en particulier 
l'inversion de l'ordre des intégrations et des limites. Il étudie les cas 
limites 

^.= o et p = — î ; \x = o et v = — i . 

Remarquons que P. Delerue avait exprimé l'originale de 

„ Û ? ( — > -z ) (m et n en t i er s \ 

à l'aide des fonctions hyperbesséliennes. 
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Les cas particuliers importants de la fonction <ï> sont : 

•(*-^-')-9-~?D«^>' 
/ I 2 W — I — ^ \ 

*(i, m;-*)= . .F„^- , - » • • • . - ^ - ; " ^ " / ' 
a 

$ ( a + i, i ; - 2 ) = 2 2 J a ( 2 ^ ) , 

cette formule donnant (4 .18) a partir de (4 .26) . 

CHAPITRE V. 

TRANSFORMATION DE LAPLACE-HANKEL. 

1. Définition — Soit 

/v(w, P ) = f" Ce-»*yJv(vy)F(x,y)dxdy (v réel). 

Si cette intégrale existe pour des valeurs {u, V)GT), nous dirons 
que / v ( « , v) est la transformée de Laplace-Hankel de F(x, y) et 

V 

nous noterons/V(M, P ) ( ^ F ( . Ï , y). 

2. Convergence. — a. Convergence absolue. — Si p est réel et 
positif, nous pouvons trouver une constante À„ telle que 

|Jv(pr)|<Av(Pj)Mi-+-^) V ~J 

D'où 

f" f ' \er"***lv(py)F(x, y)\dx dy 

<AV f°° f" e-**u»pv\yv+i(i+py)~^'*~l) F(x,y)\dxdy 

si RM>RMO. 
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Or 

\ V4""§ 1 

./ ,,v. çy.:.\ < i pour P > O et v > — -

D'où, dans ce cas ; 

f * f * | *-"** Jv ( ̂ / ) F ( x, y) \ dx 'dy 

•Donç/v(a, v) converge absolument sijf j f ' {er^y*F(x,y)\dxdy 

converge absolument avec Rw > R«o, v réel et positif, v > — -• 

6. Convergence au sens de Hardy. — Nous avons démontré [10] 

que si I f * f y F (a:, j ) d# rfj < M pour tout couple (a?, j ) ^ o, 

M > o et si ¥{x,y) garde un signe constant, alors / v ( « , o ) existe 

pour R M > o, f réel et positif, v >-— l-, au sens de 

lim r f •••• 
X , Y > « J 0 J„ 

Pour cela on applique le critère de convergence de Cauchy. La 
difficulté vient ici de ce que Jv(t>y) décroît en oscillant, alors que 
dans la transformation double de Laplace <T>r tendait vers zéro de 
façon monotone. L'utilisation du premier théorème de la moyenne 
nous a imposé l'hypothèse restrictive de « F (a?, y) a un signe 
constant »; c'est cependant une hypothèse assez souvent réalisée en 
Physique. 

3. Propriétés d'holomorphie. Inversion. — Nous n'utiliserons que 
le cas où l'on peut calculer l'intégrale double comme une intégrale 
répétée, c'est-à-dire effectuer successivement les deux transfor
mations. Notons 

<i,iiU}r) = f~e->*F(z,y)cix et *,(«?, P) ^f yi^y)V(x,fydyr 
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4>I(M, y) est une fonction holomorphe de la variable u dans le demi-
plan Rw > R M 0 où elle existe; il en est de môme de / v (w , v) : donc 
cette fonction a des dérivées de tous ordres par rapport à u et Ton a 

àPf 
^ ( M , P)($Z(—X)PF(X, y) quel que soit/? positif. 

Pour déterminer F (x, y) connaissant fv(u, v), nous détermine
rons *®Î(X, v) par l'inversion de la transformation de Laplace et 
nous aurons 

F(*,y)=f vh(vy) ¢2(^, v)dy. 

Nous voyons qu'une condition nécessaire pour q u e / ( w , v) soit la 
transformée de F(x, y) est que ce soit une fonction holomorphe 
de u dans un demi-plan R w > a . 

4. Autres propriétés : 

Homogénéité : 

iKs'î)^-"»** 
Amortissement : 

e-**F(x,y)=5)f(u + a, P). 

Décalage : 

F(x — a,y)3)e-^f^(uy p) si F(x — a, y) = 0 pour o < x < a. 

Ces deux dernières propriétés ne donnant rien de simple dans la 
transformation de Hankel, nous ne les avons fait porter que sur la 
variable x. 

Transformée des dérivées : 

àF v 

— 3 ) w / v ( « , P ) - $ 2 ( O , P) , 

— ^> ! * / , ( « , P ) - « * i ( o , p) - — - . ( O , P), 

dF J* v •— 1 v -+-1 t 
Jjy §5 — ^ ^ i ( " , «0 — ^ v - i f w , ?), a -+ -v -+~ i>o , p + 3 < 0 , 
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en particulier : 

où 
F(x, y) = 0 ( 7 a ) pour 7 = 0 et O ( j P ) pour > - > * . 

Les conditions imposées à a et (3 ont pour but d'assurer la conver
gence des intégrales dans la transformation de Hankel et l'annulation 
de la partie toute intégrée dans l'intégration par parties. 

Produit de composition par rapport à x : 

i° Si F(x, y)Dd>i(u, y) et ^ [ ^ ( a , v)] = / , ( « , «') : 

G(#, 7) D r t ( i i , 7 ) et ^v[r1(M,7)] = ^v(w, P), 
X 

nous avons 

F(*, r ) • G ( ^ ^ ) i ) /* r Jv(^y) *i(", y) M " , r K r ; 

20 d'après le théorème de Parseval appliqué à la transformation 
de Hankel : 

f <>Mui 0 * v ( " , v)dP= y&i(u,y)Tl(u,y)dy. 

D'où si les intégrales existent : 

f " / v K ^ v K O ^ c f yF(x,y) + G(x,y)dy. 
J0 xJQ O 

5. Relation avec la transformation de Laplace. — Posons 

'ç(a, P ) = T /^ r « ^ F ( a ? j ) r f i r f / , 

fv(u,p)=f f e~**yJv(vy)F(x,y)dxdy. 

Un simple calcul formel nous donne 
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et si RE < o : 

il*Jc-i. (p*-f-^)2[vV-t-?2 —Sf 

Pour v = o, ces formules deviennent 

et 

/ 0 ( M > p ) = = ^ . f C + "ç9(« , 5)(^+P>~* r f ï 

6. Propriétés asymptotiques. — Si f f J F (ar, j ) dx dy = S et 

si la convergence est bornée, alors f °° f e~u*y ijyy) F (a?, y) dx dy 

tend vers S quand u et v tendent vers zéro indépendamment et 

simultanément. 
Toute transformation de Fourier à n variables d'une fonction 

radiale se ramenant à une transformation de Hankel d'ordre v = - — i, 

nous voyons que comme cas particulier de ce qui précède, nous 

avons des combinaisons de transformation de Laplace et de Fourier. 

Nous aurions pu prendre la transformation de Hankel sous la 

forme étudiée par Tricomi : 

W « , V ) = C r"«-«*Jv(ai/VY)F(jr, Y)éterfY. 

On se ramène à la forme précédente, en posant 

v/£v = p et y/^7 = y-

On a, sous cette forme, l'avantage de pouvoir exprimer simplement 
la relation avec la transformation de Laplace : 

V 

S i Z ( a , 5 ) ( g Y î F ( ^ , Y) alors 

v ^ v ( " , v ) ? ^ * ( « , • ; ) • 

Nous avons ici un cas limite de la transformation étudiée par 

Stankovic (4 .a5) . 
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CHAPITRE VI. 

TRANSFORMATIONS FINIES. 

Ces transformations se présentent comme un des aspects de la 
théorie des développements d'une fonction en série multiple de 
fonctions propres associées aux équations différentielles du second 
ordre. 

1. Transformation multiple de Fourier. — Soit F(x, y) une 
fonction définie sur le rectangle (o, a ; o , , 6 ) . Nous définirons sa 

transformée en sinus par 
. ra Ch x . m%x . n%y , , 

(6.1) * „ [ F ( * , y)]=Mm, n) = / F ( * , y) sin - - ^ - s . n - ^ dx dy 

et nous aurons la formule d'inversion 
ce oo 

(6.2) • F ( * . y) = ^ > j 2 j / s s ( m ' W) S m ~ ^ ~ S1" 
rmzx . nity 

• . ...... c m V'-. . * 

Nous ne pourrons dériver ce développement terme à terme que 

si F (x, y) s'annule pour x = o et pour y •=. o. 

F ( o , j ) = $ , ( / ) et F (a,y) = ^(y) 

et si <n,,(n) et<p».,(re) sont les transformées de Fourier en sinus 

de ¢1(7) et ¢ 2 ( / ) , nous aurons 

(6.3) 9„ [ g ] = ^ [ ? 1 , s ( n ) + ( - I ' r - l < P M ( » ) ] - ^fssi^n) 

' " ^ F 
et une formule analogue pour - ^ • 

Donc si F (o , y) = F ( a , j ) = F( :*, 0)* = F.(#,/6} ^ o : 

[/)2F ^ 2 F 1 {m*1 ^ 2 \ y. / 

Si, au lieu de F , c'est ^ | qui est nulle pour x = o et ^ r= ^ nous 

considérerons une transformation en sinus et en cosinus ; 

/<tMf>;" • ;;• " &cAw,»)=f / " F(^, j ) e o s — - - ^ s i n ' - ^ - ^ ^ 
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La formule d'inversion sera alors 

(6.6) F ^ / ) = ^ 2 / « ( o , » ) S i n ^ - ' 

// —(» 

^ 2u 2 / " < m > n > c o s —£- i m b 
m = 0 n = 0 

et des formules analogues en combinant différemment les sinus et 
les cosinus suivant la forme des conditions aux limites. 

2. Transformation de Fourier et de Hankel. — Soit la Irans^ 
formation 

2 77 R 

(6-7) frn(rï,m)=f f e - " « 0 r J m ( r â r ) F ( r , e)rfr«tt. 

Appliquons celte transformation à l'expression différentielle 

à*F î ^F i à* F 

àr'1 ~*~ r dr~*~ /•* àtf- ' 

Si nous supposons que F ( r , o) = F ( r , arc) et de môme pour les 
dérivées, l'expression deviendra 

avec 

àF 
Jm(-*ir)r— — rT\ym(nr) 

f «-"»«F(r, 6) 
o 

rfe. 

d' 

Nous pouvons choisir ri de diverses manières : 

Si ri est égal à AP, racines de Jm(y}R) = o, nous aurons la formule 

inversion 

<"> ' 0 ' > - s * S STc?gS?/-<»-->• 
/ « = 0 jD = 0 

Si Yî est égal à lpi \p racines de E/> J'm(RE/>) + A J m ( ^ R ) = o, nous 
aurons la formule d'inversion 

(6.9) F t r . D ^ - g i ^ l / , ^ r ^ . . « • / " ^ ^ 
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L'étude théorique de ces séries a été faite en tant qu'étude de 
développements en série de fonctions propres (R. COURANT et 
D. HILBERT, Methoden der Mathematischen Physik). Nous avons 
ici un cas où le noyau ne se sépare pas, l'indice de la fonction de 
Bessel étant lié au paramètre de la transformation de Fourier. 

Notons que les développements précédents ne sont dérivables 
terme à terme par rapport à r que si F (R , 6) = o pour le premier, 

e t ^ï. + A F = o pour le deuxième. S'il n'en est pas ainsi, on 
àr r=n 

applique la dérivation terme à terme au développement de la 

fonction F * ( r O ) = F ( r , e ) — F ( R , Q ) [ou F ' ( r ) = F ( r ) — r ^ ( R ) 

pour le deuxième avec h = o (voir [10] , p. 41)-

Ces développements en série correspondent à des fonctions propres 

associées aux équations aux dérivées partielles. 

g + P + l , . _ ? ( , ; J ) ] F = 0. 

dans le cas où cette équation est séparable, c'ést-à-dire où l'on peut, 
par une transformation de coordonnées : 

x = x(u, P), /==JK(M P), 

l'écrire sous la forme F, (u, F) + F 2 ( r , F) = o, F 4 ne contenant 
que des dérivées par rapport à u et u lui-môme, F 2 ne contenant 
que v et des dérivées par rapport à v. L'équation primitive se sépare 
alors en deux équations différentielles du deuxième ordre, les valeurs 
propres de ces deux équations étant liées. Titchmarsh [31] a fait 
l'étude de ces développements quand l'équation ne se sépare pas, 
pour un domaine fini ou infini. Nous avons ici une source de trans
formations intégrales non étudiées. 

CHAPITRE Vil. 

TRANSFORMATION DE RIESZ. 

Soit une fonction F ( P ) de m variables. 

i° Posons. 

I a t F ( P ; 1 = H^X F ( Q ) r | r r f Q ' 
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P et Q représentent deux points de l'espace à m dimensions, de 
coordonnées (xu . . . , * „ . ) , ( j i , • • • O'»0 î rPQ représentent leur 

distance euclidienne, c'est-à-dire rPQ = I ^ (n—//)2 j" • 

Hm(«) = — T N 

r /m — aV 

On a alors les propriétés fondamentales-

I a [ l P ( F ( P ) ) ] = I a + ? [ F (P) ] , (théorème de composition), 
m 

A I « + » [ F ( P ) ] = - I a [ F ( P ) ] , avec ^=2àTx^' 
i 

En particulier 

ce qui permet de relier cette transformation à la transformation de 

Fourier. 

2» La définition la plus utilisée est celle où rPQ représente la dis
tance lorentzienne des points P et Q ( [27] et [2 &]). On pose 

rPQ=[(xx-yxy-(x.i-y*y----'---(xrn-ymyY 

et 

H m ( «) = , • « - « r ( ï ) r ( — ) • 

Le domaine d'intégration est alors choisi de sorte que 

/ P Q < O et . JCt — yt > « • 

I» est une fonction analytique de la variable complexe «, holomorphe 
pour a > m — a. On a alors les relations fondamentales 

<p â* _ _ _^_ 
1« [Ip.] = I«+p et A I«+2 = 1 * o ù A = 5ïf _ 5 ï f ' ' " ^ „ ! * 

Pour « ^ m - 2 , en général l'intégrale n'existe pas; on définit 
alors I«rF(P)l par prolongement analytique sous des hypothèses 
convenables pour F et ses dérivées. Ce prolongement se fait par 
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intégrations par parties. En admettant l'existence des dérivés 

d'ordre ^ — ou — selon la parité de m, on obtient ainsi. 

Io[F(P)] = F(P). 

On a donc ainsi une formule d'inversion. 
La relation entre cette transformation et la transformation mul

tiple de Laplace a été étudiée par Amério, dans leur application aux 
équations aux dérivées partielles [2, 6], 

CHAPITRE VIII. 

APPLICATION A LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DANS L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS. 

Nous donnerons le principe de ces applicatious; mais nous ren
verrons aux travaux déjà publiés pour les détails du calcul, nous 
bornant à en esquisser les grandes lignes. 

Le choix de la transformation intégrale n'est nullement laissé au 
hasard, comme il pourrait le paraître à première vue. Il repose sur : 

— la forme du domaine où a lieu le phénomène étudié; 

— la forme de l'équation aux dérivées partielles régissant ce phé
nomène. 

Nous ferons toujours une transformation de Laplace sur (o, 00 ) 
par rapport à la variable temps, cette transformation présentant alors 
l'avantage de faire apparaître dans le calcul les conditions initiales. 

Pour les variables d'espace, nous utiliserons, selon les cas; la 
transformation de Laplace, celle de Fourier sur un intervalle fini ou 
infini, ou celles de Hankel quand les coordonnées cylindriques sont 
imposées soit par les données, soit par la forme du domaine envisagé. 

1. Équation de la chaleur ([10], p. 5g). — Soit, en coordonnées 
cartésiennes, l'équation 

à*F <?*F ^ F ^ ^ F 

< 8 , 1 ' àx* + ày* •*" àz* ai 
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et supposons connue la distribution de température au temps t = o. 
Effectuons une transformation de Laplace par rapport à t et une 
transformation de Fourier par rapport aux variables x et y. Posons 

&xy[F (t, x,y, z)] = / ( * , P, w, *):>ç (M, r, iv, 2 ) , 

F (o, ar,y, a) = G (a?,y, a ) , avec 5 r j [G (x,y, z)] = c ( P , W, Z ) , 

(8 .1) se transforme en une équation différentielle du deuxième 
ordre, linéaire, à coefficients constants, avec second membre, la 
variable étant z : 

( 8 . . 2 ) ^ | — (M-r-p2-+-t*>2)<p = — C ( p , « > , * ) . 

La solution générale dépendra de deux constantes arbitraires Nous 
aurons une et une seule solution si nous imposons à la solution deux 
conditions nous permettant de déterminer ces constantes; par 
exemple si nous connaissons sa valeur pour z == o e t z — l , ou si nous 
connaissons sa valeur et celle de sa première dérivée en z = o. Nous 
avons réalisé le calcul dans le premier cas ; nous connaissons 

F(*, x,y, o) = A(f, x,y), avec &xy[A(t, x, y)] = a(t, P, W ) D a( w, P\ W), 
L 

F(*, x9y, l) = B(f, ar,j) , avec 5^. [B(f , o?, y ) ] = b(f, P, w ) D p ( « , P, «0-

Nous déterminons alors la solution de (8 .2) par la méthode de la 
variation des constantes. Nous obtenons 

®(M, P, w, a ) = ; ? / C(P, w, 
YX ' ' ' J u-h P2 •+-w- J0 

ï) 

2 Sh v/w -4- P2 H- W2 / 

J C(P, w, ?) 
W -4- P2 -h PP{ 

chy/^-HP2-4-^2(/-4-^ — g)— chy/M-hP2-Hty2(/—S — * ) ^ 

2 sh ^/M -4- f2 -4- w2 / 

sh i/w-r-p2-+. tv
2^ , . shy/M-4-P2-4-wa(/— z) 

Pour revenir à la fonction originale F(*, x, y, z), nous faisons 
d'abord l'inversion de la transformation de Laplace en utilisant le 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N» 1 4 8 . 
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formulaire de MacLachlan et P . Humbert [20] [en remarquant tou
tefois que ces formulaires sont établis pour la transformation de 

Laplace-Carson c'est-à-dire que cp(w) correspond à -f(p) du for
mulaire]. Nous obtenons ainsi 

fit, P, «,, Z) = -J C(P, w, ?) e n ^ / J , /" s i n ^ L i s in 'j^_f rfS 

/ 1 = 1 

I ^ 

/ àz ' [&' % ) ^ ^ ' * b «>*>») 
L à®' il~x 

l à z \ il 

î ah ll — z K*-t\ , ,x t • 

-' -ïrje-^^icait, P,W). o 

L'inversion de la transformation de Fourier est alors très simple, 
il suffit de remarquer que 

-m pour t > o 

et d'appliquer le théorème du produit de composition. Nous avons 

F(t r v T>\ — i V 1 - ~ 7 ^ ~ . nit\ . nxzty, w * °° e u rfï 
*{t,x,j,z,--J y/ s i n ^ s i n - ^ C ( * , ^ , ç ) * * _ _ _ * « 

(I , 

i c>8v / s T U 2 A e w i + * + * 

/ àz 

On doit vérifier que cette solution satisfait bien à l'équation, c'est-
à-dire en particulier est deux fois différentiable en x, j , z et une 
fois en t. En outre quand t-+.o elle doit tendre vers C (a?, y, z) et 
quand z tend vers o ou /, elle doit tendre vers A (t, x,y) ou B(t, x,y). 
Cette vérification peut s'effectuer si les données sont des 
fonctions positives, bornées et continues en x, y, z, t pour 
— o o O < + oo, — oo < j < - + - - > , o<z<l, o<t, leurs 
dérivées premières et deuxièmes en x et y sont bornées, les dérivées 

premières étant respectivement d'ordre - et - pour x oo et y oo. Ce 

sont des conditions suffisantes; une étude plus précise des conditions 
de convergence et de dérivabilité permettrait certainement d'élargir 
ces conditions. 
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Dans cette vérification, nous sommes amenés à étudier l'intégrale 
singulière 

F (t, x,y, z) = C(x,y, z) * * 

_ a:s+v» 

e 

it 
|JT-X)»+(V—[!•)» 

4 / 
= ™J_J_ ' Tt C ( x f ï l > * ) r f x ^ 

qui tend vers C(x, y, z) si t->o, C satisfaisant aux conditions 
énoncées ci-dessus. 

Si nous supposons que les données A, B, C ne dépendent de x et 
y que par l'intermédiaire de \/x2-t-y*= r, le phénomène sera de 
révolution autour de l'axe Os. Nous pouvons faire le changement de 
variables sur la formule obtenue en remarquant que 

/•s-t-ps r p 

qui peut aussi s'écrire 

Jf Jo(pr)pe—-*<dp I pJ0(t>p)C(p, (-)rfp. 

Mais ce problème de révolution pouvait s'étudier directement. 
La transformation double de Fourier se ramène dans ce cas-là à 

une transformation de Hankel d'ordre o. Nous pouvons donc utiliser 
la transformation de Laplace-Hankel que nous avons étudiée au 
chapitre V. Nous appliquons cette transformation à l'équation 

à* F i àF d*Y àF 
(8'3> l ï + ràP+lzT^àt' 

Soit 

<?(u,p,z)=f f e-"* rJQ(vr)F(t, r, z)dtdr 

et 

; (P , Z) = j . rJ0(«r)G(r, z) dr avec C(r, z) = F(o, r, z), cl 

(8 .3) se transforme en 

(8.4) j£-(u±v*)v=-c(P,M)'r 
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Nous avons la même équation que précédemment en rempla
çant v--\- w- par v2. Les calculs sont exactement les mêmes, l'inver
sion de la transformation de Hankel se faisant très simplement parla 
formule 

/^00 

/ *>h(vr)f(t, P, z)dp. 

Il nous suffit ici de supposer que les données sont des fonctions 
absolument intégrables et à variation bornée par rapport à la variable r 
sur l'intervalle (o, oo ) et développables en série de Fourier par 
rapport à z sur (o, / ) . 

Nous avons donc résolu de cette manière le problème de la propa
gation de la chaleur entre deux plans illimités z = o et z = /, la tem
pérature initiale étant connue ainsi que celle des deux plans en 
chacun de leurs points et en tout instant, 

2. Équation des ondes .— Soit l'équation 

/ 0 c . à*F à*F à*F à*F àF 

Nous supposons F nulle sur les parois d'un tube à section rectan
gulaire. Soit x=o, x=a, y = o, y = b, les parois de ce tube 
d'axe O.S. 

Faisons successivement une transformation finie de Fourier en 
sinus par rapport à x et y, et une transformation de Laplace par 
rapport à t. 

(8 .5) se transforme en une équation différentielle linéaire à coeffi
cients constants du deuxième ordre du même type que dans le para
graphe précédent, la variable étant z; dans le deuxième membre 

àF 
figurera les valeurs de F et -r- pour t = o. 

Posons 

Ca Cb ^, N • rnizx . rnzy , 
f(t,m,n,z)=J J F(t,x,y,z)sin--^sm-jf-dxdy 

et 

9(w, m, n, z) = f e-»1 f(t, m, /i, z) dt, 
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<p(w, m, n, z) doit satisfaire à l'équation 

(8.6) -^ — X«ç = g(u, m, n, z) 

avec 
J m* «2 \ 1 

^ = ^ ( ^ ^ ) - ^ ^ - + - ^ 

/m2 n»\ A-2 1/ ' ky w2 / Ar\* 1 

A* = - = - ayant la dimension de l'inverse d'un temps, ~r= = y 

ayant la dimension d'une vilesse : 

g(u, m, n, z)= ±(u-h k)J(o, n, ni, z) — ± -^ (o, n, m, z). 

àF 
Hayashi [15] résout le problème en supposant F et -r- connus 

pour z = o. On en déduit cp et j- pour z = o ; d'où la solution 

de (8.6) est parfaitement déterminée et on la calcule par la méthode 

de la variation des constantes. On peut aussi supposer F = F0 pour 

z = o et nul pour z oo. La solution de (8.6) est alors de la forme 

ç(M, m, /i, z) = <&(u, m, ri)e—Kz avec &xy[Fo] = fait, m, n) D *&(u, m, ri). 

On fait alors l'inversion de la transformation de Laplace, puis 

celle de" la transformation de Fourier par la formule (6.2). On 

trouve 

F(t,x,y.z)=o pour o < £ < - , 

—ïi^ ( z \ 4 V^ V • '«"•* • n^y 
= e -T F | ( ( - - , . i r ) - 3 i 2 i 8 , n — u n T 

m n 
ç 

x | ^ F i ( / - - E 5 m , / i ) J w , ^ M û f Ç pour o < ~ < t, 

Y 

(L 10. 6,- 0 = , = = pour (o réel, 
V//* — b'2 

tL(w, 6, O = d pour w imaginaire pur, 
•x - sJW—b^ 
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y représente la vitesse de propagation de l'onde, puisque, émise 

dans le plan z = o, il lui faut un temps t = ^ pour atteindre les 

points de cote z. Le premier terme montre que nous avons une 

vibration retardée et atténuée, le facteur d'atténuation étant e 2 ï ; le 
deuxième terme contient le même facteur d'atténuation mais dans les 
directions Ox et Oy. Pour l'atténuation du signal émis dans le 
plan z = o, il suffit d'étudier l'onde au voisinage de son front d'onde, 

c'est-à-dir"e quand t est un infiniment petit, 

Si nous étudions la propagation des ondes électromagnétiques, 
F représentant la fonction d'onde, le cas précédent correspond à une 
onde du type (E) . Pour une onde du type (H), les conditions sur la 
surface latérale du tube sont 

L àx J x=0 \_àx\ x=a L ày J_,=0 "" L ày \y-b ~~ °" 

Nous faisons alors une transformation en cosinus • 

f(t, m, n, z) = j j F(t, x, y, z) cos cos J dxdy. 

Le calcul se fait exactement de la même manière que précédemment, 
en modifiant convenablement la formule d'inversion de la transfor
mation de Fourier. 

Si le tube a une section circulaire, nous devons utiliser les coor
données cylindriques. L'équation (8 .5) prend la forme 

/ Q , àlF i àF î à*F à*-F à^F àF 
v ' à r'1 r àr r2 àfr1 àz'1 ' àtl ' àt 

Nous faisons la transformation 

J
.,271 R _ / m 8 

f / e rJm(f\r) F(t, r, 0, z) d) dr 

et une transformation de Laplace par rapport à t. 
Nous obtenons une équation du même type que précédemment, 

mais au second membre figure en outre l'expression provenant de la 
transformation de Hankel : 

^F i* r™ r2* - / m 6 

J m ^ ^ r - p - Fmrr\ym{ri\) ., avec Fm= I e e~^Fd%dl. 
0r o J» Ja 
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Nous supposons F et -r- tels que pour r = o, l'expression soit 

nulle. Il reste sa valeur pour r = R. 
Dans le cas de l'onde du type (E) : 

F(f , R, 6, z) =±=0. 

Choisissons r\ = lp racines de J m (R v) = o. 
Nous avons pour solution un développement du type (6 .8 ) : 

F (t, r, 0, z) = o pour o < f. < ^ , 

IrrA kz 

i^ÏS e iTF..m(*-^»-v«) 
iniï 

I 2 V V J m ( À ^ r ) 
e 27: R 2 2 J 2 ^ J'„f(K>Y>) 

x j e " F o ^ n ^ - J j X p j ^ J w A s W pour o < ^ < £ , 

T 

' e - ' ^ F 0 ( t, r, 0 ) db et o>2 = v« X2 — — . 
o " 

Dans le cas de l'onde (H) la condition à la limite étant - 7 : = 0 

nous prenons ri = vp racines de i'm(ri R) = o et nous avons un déve
loppement du type (6.9) avec h = o. 

Enfin au lieu d'un cylindre, nous pourrions avoir un domaine 
compris entre deux cylindres coaxiaux, de rayon a etb. Nous ferions 
alors la transformation 

f / rF(t, r, 0, * )T m (T) , r, a) e->™* dr dt, 
0 Ja 

avec 
T , „ K r, a) = im(t\ r) Ym(r l a) — Jm(i\ a) \m(f\ r ) , 

Ym , fonction de Bessel de deuxième espèce. Pour le cas des ondes (E), 
F i = o pour r = a et r = b\ ri est choisi de telle sorte que 

T,„(ÏI, b, a) = o. 

Si lP sont les racines de cette équation, la solution est donnée par 
un développement du type 

m p 
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Considérons maintenant le cas de la propagation des ondes élec
tromagnétiques lorsque la paroi n'est pas infiniment conductrice. 

i n 

F ou -y ne sont pas nuls sur la paroi; nous n'avons pas de types 

d'ondes séparés et nous devons considérer directement les équations 
de Maxwell. 

3. Équations de Maxwell. — Soient les équations 

> àU 
ro tE + j , — = o , 

•> àE •> •> 
r o t H — E ^= — aE = J. 

al 

Soient (i,- p, 0) les coordonnées d'espace d'un point, H4, H2, H:î 

les composantes de H dans ce système de coordonnées et de même 

Ei, E2, E;{ celles de E et J4, J2, J3 celles de J. 
Dans ce système les équations de Maxwell, non homogènes 

s'écrivent 

, s ^H, i à . „ x i àE2 

, . àH, i àE, àE,, 

, , . àtis àE, àE, 
( 3 ) ^ - ^ - + ^ - - ^ = ° 5 

/ /> àEx ' i à , TT . î àHi . 

( 4 ) _ . _ - ^ . + . . ^ , ) - - - ^ 5 - . = ^ 
âEt i àH, àlh 

( 5 ) — e - j - <rfc.2H — — = J 2 v ' àt p «10 àz 
.... -EâE, àH, àH, 

<6> w-°E* + -àï---àT = h-

Faisons une transformation double de Laplace par rapport à tetz. 
Posons 

f / e-»'-» Hn(t, zy p, 6) dtdz(QHn(t, z, p, 0), 
0 %/Q Zt 

H„= Hn(w, o, p, 0) c [H«(f, *, p, 8)]8==0, 

H„ = H„(o, *, p, 0) c [H-„(f, z, p, 0)],=o, 

n = i, 2, 3. Et de même pour E et J. 
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e, p., cr étant supposées constantes dans le temps et dans l'espace 
le système se transforme en 

/ /\ z. l à , . î àe^ " 

( I ) [ 1 „ A 1 - H - - r f - ( p e , ) - - w = [xHl! 
î àex " ' 

(2') \iuh2-+- - — — Pez=iiUi— E3 , 

àe\ " ' 
(3') \iuh^-+-pe2 -r- = jxH 3 - l - E 2 , 

à? 
/ //x / \ l à , , N 1 <M2 " 
( 4 ) - ( « » + ' ) « ! + : TfetP*») — ô "TÛT = - ^ 1 - + - 7 - ^ 

(5') - ( e w + a ) e H ^- — P An = — e E 2 — H 3 - H / 2 , 
v • ' p (/0 ' 

^Ai " ' 
(6') — (sw.-+-ff)e3-+- ^ As— - T T = — eEs-f-Hî-h/r . , 

p <>p^ " p ^0 
1 M 
p ~̂ 0 

~à? 

et l'on pose comme dans le paragraphe précédent : 

k=G = - et = — 

(2') et (&) forment un système de deux équations algébriques 
linéaires les inconnues étant e3 et h2; de même (3;) et (5') avec e2 

et A3. 

Soit A = v*— -2(u + k) = v*—±(u+ ly + ^ le déterminant 

commun à ces deux systèmes ; on en déduit 

( 7 ) A e 5 = } x ^ + - ^ - + - ^ É 3 H - I X M H 2 — ^ E 3 — P î x H 2 - H [ x w y 3 
w / ' àp p #0 7" 

et des équations analogues pour e2, A2, A3, 
En portant ces valeurs dans (1') et (4'), nous obtenons, pour 

déterminer ev et hi, deux équations séparées analogues 

W J ^ ( P ^ ) - ? 7 F - ^ - ^ - ^ ^ -
Ces deuxièmes membres (<p pour Af et <]> pour a) sont fonctions 

linéaires deis transformées des composantes des champs au temps * = o , 
des composantes E2, E», H2, H3 des champs dans le plan z = o, et 

des composantes du vecteur distribution de courant J et de leurs 

dérivées par rapport à p. et 6. 
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Si e, /x et fj dépendent de p et 6, l'équation (7) et celles qui sont 
analogues ne sont pas modifiées ; mais (8) et celle donnant e4, ne se 
séparent plus. 

Nous devons trouver une solution régulière dans tout le tube, et 
en particulier pour r = o. Faisons la transformation 

/

2 7; „ R 

/ e-i»iïr3m('r\r)hx(u, P, r, 0) dr d% 

(8) se transforme en une équation algébrique 

(9) (&—rf) hx,m,p(u, v^, »i)=—\hi('f\r) r —^ — A1>m rr\ J^for) 

J
x.271 R 

f / e-i»iïr]Jv\r)ym(u,P,r,§)drdb, 
0 «- 0 

avec 
hi,m(u, p, r, m) = / e-"^ hx(u, p, r, 0)d0. 

Si pour r = o, 

*i,»=»o(i—») et 2^12=0(7- '«- ' ) , 

la partie intégrée est nulle pour r = o ; il ne reste que sa valeur pour 
r = R. 

En général nous connaîtrons pour r = R: - r -^ et E4. Si nous 

connaissons Ei et E3 pour r = R, (7) nous donnera - ~ 

Donc pour l'équation (8), nous prendrons ri==vp racines de 
J' /W(Y}R) = o. Pour l'équation analogue donnant d nous prendrons 
n = lp racines de Jm(yjR) = o. Nous obtenons ainsi 

(">) hi,m,P(u, P, vp, m)= K \ ' Pi L 
A Vp 

et 
/ \ / -v v F(H, P, A„, m) 
(ll) ei,m,P(u, P, lp, m) = \___{* " 

hitm,p(u, v, vpi m) doit être une transformée de Laplace. Donc elle 
doit être une fonction holomorphe de v pour u fixe, R M > O , e t . 
Rv>o. 

Un seul pôle,est dans le domaine considéré : 
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Le résidu en ce point doit être nul ; nous devons donc avoir la 
relation 

G (M, $p, vp>m) == o. 

De même pour ej, posant 

, /M( 'M H- k) 

on doit avoir 
F u / , a,, X;„ m) = 0 . 

Ces deux relations nous permettent d'éliminer une partie des 
données qui étaient surabondantes. 

-> -> 
Supposons E et H connus pour £ = o et pour simplifier les. calculs 

nous les supposerons nuls et de même pour J (pour le calcul complet, 
voir [10], p. 76). Nous avons alors 

G(«, P, v , ni)=-f^f-(it, P, R, m)Rim(vpn) 

rK 

H- / r J m ( v p r ) ? m ( w , P, r, m)dr 

avec 
" 0 

et 

F ( M , t>, *,,, m) = — R A ^ J m +i (XpR)c i f T O (a , P, R, m ) 

-+- / rJflttfXprJ^mfM, P, r, m) dr, 
0 

avec 
\ 1 à f ' \ 1 àÊA s? f" 1 <* / ' \ 1 < ) H a | 

*(<W,e) = - [ - ^ ^ 
Les relations d'holom orphie sont donc 

(,3) _ ^ j ™ (M, p,„ R. m)R J;fl(vpK)-*-J rJm(vpr) ç m ( « , P„ r, m)rfr = o, 

r R 

(14) - R X»JOTi.,(V 8) ^ . « ( w , » ^ ^ *»)-•- / r J « ( V ) < W " > a ^ > ™ ) ^ = o. 
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Nous allons considérer deux cas : 

i° on connaît E2 et E:J pour z = o et E4 et E3 pour r ;= R; 
2° on connaît E2, E3, H2, H3 pour z = o. 

Dans le premier cas, de la donnée de Et et E3 pour /' = R on 

déduit -r-^ pour r = R. Une combinaison linéaire de l'équation ( io) 

et de la relation (12) permet d'éliminer H2 et H3. Nous obtenons 
donc Ai,m,p en fonction des données. Nous procédons de même avec 
(11) et ( i3) et obtenons ei>myP. 

Nous faisons l'inversion de la transformation de Laplace à l'aide 
des formulaires et nous obtenons H4 sous forme d'une série du type 
(6 .9 ) et Ei sous forme d'une série du type (6 .8 ) . 

Les autres composantes se déduisent de (7) et des équations 
analogues. Pour des raisons d'holomorphie, le second membre doit 

être nul pour p = a0 = i/——^—-> R a 0 > o , valeur qui annule A. 

Les quatre relations ainsi obtenues se réduisent à deux lorsqu'on 
remarque que a2, = e(u-\- k)[j.u, et nous permettent de calculer et 

d'éliminer H2 et H3. Nous déduisons alors e2, e3, h*, hz en fonction 
des données et des valeurs de e4 et Ai calculées précédemment. 

D'où par inversion de la transformation de Laplace, nous obtenons 
les quatre composantes. 

Pour effectuer ces calculs, nous avons à déterminer les originales 
des fonctions 

/ i ( " , 0 : 

et 
Mu, P) = 

V(a+ï)*+KP + VA t t +a)1 + W0 
W ( * V ( M ^ ) 2 + W 2 ) 

Nous avons désigné les fonctions originales d e / i e t / 2 par 

/ L-\ s*1 — 

$Q(t,z, " , - ) = = / *~T h{^sf^=T^)dz 

pour t > z > o et o pour z > t > o, 
y x ( t, z, m, - ) = e z —taz I e , —-dx 

pour t > z > o et o pour z > t > o. 
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Les propriétés de ces fonctions ([10], p. 3o), et celles du produit 
de composition, permettent de vérifier que la solution trouvée 
répond bien au problème. Mais nous sommes dans le cas où les 
développements utilisés ne peuvent pas être dérivés terme à terme. 
Nous devrons écrire 

î à I àEx,m\ #»* 

m+l ( A p R ) 

r àr \ àr 

p 
et 

/> v £~~~ R 2 

L'étude du développement asymptotique pour u-^co des images 
^o et ^ permet d'en étudier le développement asymptotique et celui 

de la solution pour t->-i donc au voisinage du front d'onde. Nous 

remarquerions sur les solutions (voir [10]) que les termes contenant 

les données dans le plan z = o, sont nuls pour t < - , alors n'inter

viennent que les données sur les parois r = R. Nous avons bien 

encore un phénomène de propagation avec la vitesse y et une atténu

ation. Nous avons en outre superposition de deux types d'onde 

comme le laissait prévoir l'étude physique. 
Dans le deuxième cas, les données déterminent complètement cp 

et ^. Donc les relations (12) et (i3) nous donnent 

â h l m ( u , $p, R, m) et eit„t(u, ap, R, m). 
àr 

Nous connaissons donc les fonctions holomorphes - ^ (u, v, R, m) 

et eitm(u, v, R, m) en une infinité de points : v = $p pour la 

première et v = <*p pour la deuxième. L'étude faite pour la détermi

nation d'une transformée de Laplace connue en une infinité de points 

remplissant certaines conditions ([10], p. 12 et suiv.) rappelées ici 

(p . 47) nous permet de déduire E, et ^ pour r = R. Nous sommes 
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alors ramenés au problème précédent. Donc de cette manière nous 
pouvons déduire la propagation d'ondes électromagnétiques dans un 
cylindre à paroi non parfaitement conductrice de la connaissance du 
champ tangentiel à l'extrémité z = o. 

Au sujet des équations de Maxwell signalons aussi l'application de 
Van der Pol [32] (p. 361) qui en cherche les solutions, les coordonnées 
étant x, y, z, t et variant de —oo à + oo. Une transformation de 
Laplace bilatérale par rapport à ces quatre variables transforme ce 
système différentiel en un système de six équations algébriques 
linéaires, d'où l'on tire aisément les inconnues. 

4. Équation de Vasilach. — Nous appelons ainsi l'équation 

à*- [à*F à*F 0*F-\ , <W . , _ . , 

A et /JL, paramètres réels. Un cas particulier de cette équation : p = i 
et À = o, a été étudié par d'autres méthodes par Sobolev au sujet 
d'un problème de Physique mathématique. 

Vasilach, généralisant l'équation considérée par Sobolev, en 
étudie [33] le problème de Cauchy, c'est-à-dire en cherche les solu
tions qui satisfont pour t = o aux conditions 

a i ) - > = Fi(x>y> z">-

Une transformation de Laplace par rapport à t sur (o, oo) permet 
d'introduire naturellement les données. Une transformation de 
Fourier par rapport à x, y, z transforme l'équation en une équation 
algébrique dont on détermine aisément la solution. 

•Si 

^.r,y.z[E(x,y,z,t)] = ^(p;w, s, *)=>¥<>, «S s, u),-. 

^,r^[G(a: , y, z)] = r(p,'pr,.s), 
*x,yt*[Fo(x, y, z]) = $o(e, w, s) et 9x,r,z[Fx(x, y, z]) = * f f o w, s), 

on a en définitive 
r 

[w2(f2-4- W2-4-S2) -h$2|JE2-f-X2]<p r s l M ^ - H ^ l K ^ H - W * - » - * 8 ) — - ' 

D'où 
•4*(M, P,W, S) 

? = tt|>2((;2-4-iV2-+-S2) - h S 2 > 2 - H X2 ] 
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Pour R w > o , 9 n'a pas de pôle et est une fonction holomorphe de u. 
Nous faisons d'abord l'inversion par rapport à u puis celle de la 
transformation de Fourier. 

Vasilach donne la solution dans le cas général et pour les cas 
particuliers X = o ou /ut = o. 

APPENDICE L 

CONVERGENCE DES INTÉGRALES MULTIPLES. 

Nous porterons ici notre attention sur le cas des intégrales « définies 
singulières» au sens de Cauchy (Résumé des leçons données à 
l'École Polytechnique sur le Calcul infinitésimal, Œuvres complètes, 
2e série, t. IV, p. i45) ou « intégrales infinies » (BROMWICH, Séries 
divergentes), c'est-à-dire sur les intégrales dont le domaine d'inté
gration est illimité ou celles dont la fonction à intégrer devient infinie 
en un ou plusieurs points du domaine d'intégration ou de sa frontière» 

1. Domaine illimité. — i° Définition. — Soit D le domaine illi
mité, F ( P ) la fonction de points à intégrer ; on suppose F ( P ) définie, 
continue et bornée dans D, dtù l'élément d'aire. Soit D/ une suite de 
domaines intérieurs à D, qu'on peut supposer tels que D p D / si 
y > i et Ci la famille de courbes les limitant, satisfaisant à toutes les 
conditions de régularité souhaitables. 

On définit Ii = / F(P)rfw comme la limite de / F ( P ) rfw quand 

«*->oo, c'est-à-dire quand C/ s'éloigne indéfiniment, quel que soit le 
choix des C/. 

D'après le critère de convergence de Cauchy, une condition néces

saire et suffisante pour que cette limite existe est que / F(P)ofo) 
• 'Dy — D; 

tende vers zéro quand i ->oo, j>î. On démontre que I4 ne converge 
que si elle converge absolument. 

Dans le cas de l'absolue convergence et du domaine Q(o, oo; o, oo) 
si en outre f F(x, y) dx et f F(x, y) dy convergent absolument 

pour tout y>o ou # > o , alors l'intégrale double est égale aux 
intégrales répétées. 
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Remarque. — Si l'intégrale est prise au sens de Lebesgue, si 
F(x, y) est sommable sur le premier quadrant Q, les intégrales 
simples par rapport à x et à y existent sauf peut-être sur un ensemble 
de mesure nulle, et, d'après le théorème de Fubini, l'intégrale double 
est égale aux intégrales répétées. C'est là que réside, pour cette étude, 
le principal avantage de l'utilisation de l'intégrale de Lebesgue. 

2° Définition. — Ne considérer que des intégrales absolument 
convergentes risque de restreindre considérablement le champ des 
applications. Si l'intégrale ne converge pas pour toute famille de 
courbes C,, elle peut converger pour une famille particulière. Nous 
supposons que le domaine d'intégration est le premier quadrant Q et 
nous définissons 

I2= / / F (x, y) dx dy = \\m f f F(x, y) dx dy 

quand X et Y tendent vers l'infini indépendamment et simultanément. 
C'est la généralisation de la convergence des séries doubles au 

sens de Prinsgheim. Si I2 existe, nous dirons que F(x,y) est inté
grable au sens de Hardy ou, plus simplement, est intégrable. 

Il est évident que l'existence de Ii entraîne celle de 12, mais la 
réciproque est inexacte. 

D'après le critère de convergence de Cauchy, pour que I2 existe il 

est nécessaire et suffisant que / F(x, y) dx dy-^o quand X et Y 

tendent vers l'infini, D x y représentant le domaine compris entre les 
rectangles RXY : (o, X ; o, Y) et RX4-̂ Y+/t? n et k > o. 

F(x)dx converge, 

f F dx est bornée en valeur absolue pour tout X ;> o, il n'en est 

plus de même pour les intégrales doubles. 

Si I2 existe et si ses sections I(X, Y ) = f f F(x, y)dxdy sont 

bornées en valeur absolue, on dit que la convergence est bornée, 

I X Y i 

f f F(x,y)dxdy\< f fX\F(x,y)dxdy\, 
donc la convergence absolue entraîne la convergence bornée. 
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Si la fonction dépend de un ou plusieurs paramètres : 

X Y 

f(X,Y;s,t)=f f F(x,y;s,t)dxdy, 

si /(s, t) = lim / ( X , Y; s, t) existe pour tout (s, t) € D nous dirons 
X, Y->w 

que la convergence est uniforme pour (s, t)eD; si en outre : 
| / ( X , Y ; s, t\ < M, M indépendant de s et t, alors la convergence 
est uniforme et bornée. 

3° Définition. — Nous pouvons avoir des fonctions F (x, y) telles 
que I2 n'existe pas. Nous généraliserons alors les procédés de 
sommation des intégrales divergentes à une variable. 

Nous disons que F ( # , y) est intégrable-A, c'est-à-dire par la 
sommation H'Abel, si 

/ F [x, y) e-«*-Pv dx dy 
0 • ' O 

existe et est finie. La convergence est prise au sens de Hardy. 
Vignaux [34] démontre que si F(x, y) est intégrable, la conver

gence étant bornée, alors 

A = lim / / F(x,y)dxdy 
X,Y>ooJ0 J0 

(c'est la condition de permanence de cette sommabilité). Pour la 
convergence non bornée, la condition de permanence n'est vérifiée 
que si l'on impose certaines conditions à F(x, y) (Magnaradze [21]). 

Nous disons que F(x,y) est intégrable-(G; a, (3), a, (3 > — i, 
c'est-à-dire par la sommation de Cesàro si 

i . , p - ^ ia,3(x, Y) = v^X^n*,y) (i- J)" (i- Çf*>* 

existe et est finie. 

Comme pour la sommation précédente la condition de perma

nence est vérifiée si la convergence de f f F\x,y)dxdy est 
bornée (Pistoïa [246] pour le cas a = (3, Timan [30] pour le cas 
général), Timan étudie le cas de la convergence non bornée et 
compare ces deux modes de sommation. 

MÉMORIAL DES S€. MATH. — N» 148. 
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Notons que la sommation de Cesàro peut s'exprimer à l'aide du 
produit de composition superficiel : 

F(x,y)**x*y? x Y w p 

— * ¥ — - j f X F<»">('-Ï) 0-£)P*«*-M(«,>>. 

2. La fonction à intégrer devient infini. — A une variable nous 
avions pour calculer la valeur d'une intégrale impropre 

Jiml / /(x)dx-j-j f(x)dx\\ 

e et e' tendant vers zéro indépendamment, c point oùf(x) devient infini. 
Si cette limite n'existe pas, nous utilisons : 

— la valeur principale de Cauchy : en faisant e = s'. On note 

V.P. T f(x)dx= f f(x) dx = lim f -+- f \ 

(la notation avec astérisque est celle de Tricômi et sera avantageuse 
pour les intégrales multiples) ; 

— la partie finie d'Hadamard : 

P . F . f g(x) {b — ar)*-i dx = lim Ç g(x) (b — #)*-* dx — P(e) 3*-2 , 

P(s) , fonction entière déterminée de façon que la limite existe, 
X << o non entier ; 

— l'intégrale de Riesz : 

ï a * ( 6 ) = n > ) J g{x)(b-x)*-idx 

convergente pour a > o et qu'on prolonge analytiquement pour 
a > — n, si g(x) a des dérivées continues jusqu'à l'ordre n ; ce 
prolongement se fait en intégrant par parties. La présence de T(a) 
permet de donner un sens pour a = oou un entier négatif, ce qui ne 
pouvait se faire dans la partie finie. 

A deux ou # variables nous retrouverons les mêmes procédés. Mais 
un problème se pose ; c'est celui du changement d'ordre des intégra
tions. 
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i° Valeur principale. — Calculant l'intégrale 

dx dy V . P J / ax dy 

-J-x (T— mx)(y — nx) 
qui n'est pas définie pour x = y = o, Hardy (Proc. London Math. 
Soc, 2e série, t. 7, 1908, p. 181-208) montre qu'il n'est pas toujours 
possible de changer l'ordre des intégrations. Nous avons en effet 

C , C v/ / T r 1 h — »*•*' 1 -\- nx\- d.r 
I dx I f(x,v)dv=— / I<>£ ) —, 

J_ï J_x ' * ' " -H m — ii) J x \ i •+- nix 1 — nx J x 

La première intégrale par le changement de variable x ~ - se 

ramène à 

-ny-dy 
y 

et 

IJX . L . J \y-™>y-*-n/ 

A = f dx f f(x, y) dy — j dy f J\x, y) dx 

1 Çm\*~(y + m y-n\dy 
ï(m — n)J_^ °\y—jny-i-n/ y 

2TZ-

1 = 0 

/ y = mx et y = nx ne sont pas\ 
s i m / i < o ( " , 1 , , # )» 

\ dans le même quadrant / 

( les deux droites sont \ 
dans le même quadrant/ 

A 
Si l'un des côtés du rectangle passe par o on trouve - ; si o est un 

sommet on trouve -7 et pour m -f- n = o l'intégrale est divergente. 
4 

Cet exemple nous permet de comprendre la généralisation qu'en a 
faite Hardy. Nous nous bornerons à en énoncer le résultat : si la 

fonction/(#, y) = . . g^'y,\ v, est telle que g(x, y) soit continue 
/*(x, y) p-(x, j ) 

ainsi que ses dérivées premières et deuxièmes, et si les courbes 
l(x, y) = o et p(x, y) = o se coupent une seule fois et simplement 
en (a, (3) à l'intérieur du domaine, alors 

A ^ * B r » i r*x 

f dx / F (x, y) dy = / dy / F (x, y) dx H- A, 
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. iTZgioL, S ) 
A = _ ° - v ' r / ou o, 

D(«, P) 
selon les positions relatives des axes et des tangentes aux courbes au 
point (a, (3). 

Si les courbes A et /JE. sont des parallèles aux axes, on a 

nx Y)- *(*>y) 

g{pcyy) étant continue ainsi que ses dérivées premières et deuxièmes 
A = o et l'on peut changer l'ordre des intégrations (un exemple où 
l'on ne peut changer l'ordre des intégrations avait été donné par 
CAUCHY, Œuvres, ire série, t. I ) . 

Une élude analogue a été faite par Poincaré dans le cas y = x, 
j ' = ( 3 comme courbes singulières (Leçons de Mécanique céleste, 
t. 3, 19io, p. 253). Toujours dans ce même cas, mais en utilisant 
l'intégrale de Lebesgue. Tricomi donne une démonstration fort 
élégante avec des hypothèses plus larges {Rend. del. Ace. Naz. dei 
Lincei, 1955, p. 3 à 7). 

20 Partie finie. — Cette généralisation est due à Hadamard 
lui-même et a été reprise par J. Gilly {Revue Scientifique, juin-
décembre 1945 : Transformation de Laplace-Carson). 
Par définition, nous poserons 

G(x, y)^>o non nul sauf sur un arc T de la frontière du domaine D, 
A non entier >• 1, A(x, y) continue non nul sur T, A et G ayant des 
dérivées continues jusqu'à un ordre > A. 

I(e) est l'intégrale prise sur la portion de D comprise entre T et 
la courbe L(s) lieu des points à une distance £ de T. Ç(e) choisie de 
telle sorte que la limite existe. 

Si le contour T présente un point singulier, il pourra y avoir 
quelques difficultés ; nous modifierons alors la définition. Par exemple 

L / f 7 * ^ y i W / a li» ri(fl> K)_5I(ÎI2 

B,(sQ B,(£], U)1 
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I étant l'intégrale prise sur le domaine o ^ # ^ X et o ^ j ^ £ 2 , 
o ^ x ^L e4 et e2 ^ y ^ Y. 

Cette définition est indépendante du,choix des axes et un change
ment de coordonnées est possible si lé jacobien de la transformation 
ne s'annule pas sur T et si les dérivées existent jusqu'à un ordre > À; 
cela revient en effet à remplacer L(e) par une autre courbe A (s). 

Toutes les opérations sur les intégrales doubles peuvent s'effectuer 
en remarquant toutefois que dans les calculs il est inutile de tenir 
compte des infinis fractionnaires d'ordre >> A puisqu'en définitive ils 
rentreront dans le terme complémentaire. 

3° Intégrale de Riesz. — La définition précédente ne vaut que 
pour À non entier. L'introduction d'une fonction de A en dénomina
teur permet de lever cette restriction. Pour la définition, voir la 
transformation de Riesz, p. 62. 

APPENDICE II. 

INTÉGRALES DE STIELTJES A DEUX VARIABLES. 

La généralisation de l'intégrale de Stieltjes à deux variables néces
site d'abord la généralisation de la définition de la variation totale 
d'une fonction sur un domaine. 

Soit pour domaine le rectangle Rrt& et les divisions 

o = xQ^x^...^xni=a, et o =yQ^y ^ . . .^yn = b. 

On appelle variation seconde de cp(#, y) sur Rab : 

(A 9(x t , xj) = cp (xi+x, yj+x) — 9 (*/+i> 7 / ) ~ ? (*/> 7 / + 0 -+- ? (*'» J7)-

et variation totale de <p(#, y) sur Rah la borne supérieure de 

m n 

i = 0 / = 

^^9(^ y/) 

quand les points varient. On la note V ç (o , a ; o, 6) . 
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vers une limite quand la plus grande dimension des subdivisions 
tend vers zéro, cette limite est appelée intégrale de Stieltjes de la 
fonction F (x, y) pour la fonction déterminante <p(#, y) et l'on note 

I = ./ f F (x, y) dx dy 9 (x, y). 

Cette définition est celle donnée par Fréchet (Nouv. Ann. Math*, 
4e série, vol. 10, 1910, p. 241-266). 

On voit aisément qu'une condition nécessaire et suffisante de 
l'existence de I, indépendante du mode de subdivision, est que 
F(x, y) soit continue et V ç (o , a; o, b) soit bornée. Une fonction 9 
telle qu'il en soit ainsi est dite à variation bornée au sens de Vitali 
et nous écrirons cp€V (les définitions d'une fonction à variation 
bornée sont nombreuses, voir par exemple ADAMS et CLARKSOX, 

Trans. Amer. math. Soc, vol. 35, ig33, p. 824-854; nous ne don
nerons que celles qui ont été utilisées dans les travaux sur les trans
formations intégrales). Si <p€V et en outre si 9(2*0».)') est, pour 
tout â?o> à variation bornée comme fonction de y et de même pour la 
fonction de x : y(x, yQ), alors 9(3?, y) € H , c'est-à-dire est à varia-
lion bornée au sens de Hardy. 

Un cas particulier est celui où 9 ( ^ , ^ ) € V et 9(0?, 0) = 0 = 9(0, j ' ) , 
alors 9 € V0 par définition; V0 C H et V0 C V. Nous pourrons toujours 
nous ramener à ce cas, en posant 

+ (^,7) = 9 ( ^ / ) - 9 ( ^ , °) — 9(o?/)-+-9(0, o). 

Alors V ç (o , a; o, b) = V^(o, a ; o, 6) et les deux intégrales 

f / F(x,y)d,vdy9(x,y) et j f F(x, y) dxdy$(x, y) 

existent en même temps et ont la même valeur. 

Comme exemple de fonctions appartenant à V0 nous avons celles 

dont la dérivée seconde -1—%- existe et est continue et l'intégrale est àxdy ° 
alors une intégrale de Riemann ou de Lebesgue : 

àxày ffF^r}£Tyd*d>" 
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Une fonction qui n'est pas dérivable mais satisfait à une condition 
du type de Lipschitz : 

A?(x, y) ^ Q | xM —xt\.\//+, — y/1 appartient à V. 

Une fonction absolument continue au sens de Carathéodory, 
c'est-à-dire qu'on peut représenter par une intégrale 

ç(jr, v ) = f f F(w, p)dwdp-h f G(u)du-hf H(p)dp-*-C 

appartient à H. 
Nous utiliserons surtout la formule d'intégration par parties : 

X
a rb ra àF 

\ F(x,y)dxdyy(x,y) = F(a,b)<?(a,b)-. y{x, b)-^(x, b)dx 
„ JQ J* 

-j v(*,y)fy(a>y)dy 
J ra rb à2F 

[ X *<-»*> 3 ^ * 4 * 
valable pour 9 £ V0 et F absolument continue. 

Supposons F(x,y)=f{x)g(y), f et g continues dans Rfl6 et 
cp(#, y) € V0, donc à variation bornée comme fonction de x ou de y 
seul. Alors 

r b r
a 

i g{y)dy9ix^y) e t / / ( ^ ) ^ 9 ( ^ , / ) 

sont à variation bornée et 

f°f &f{*)s(y)<**dri(*>r)=jf f^d\fo sWdy*\ 

**f*8iy)*y\f f(*> d^ J 
chaque intégrale ayant un sens. 

Pour les intégrales infinies la définition adoptée est analogue à 
celles de Hardy. Mais si 9(0?, y) est définie dans Q et est à variation 
bornée dan,s tout rectangle fini, il n'est nullement certain qu'elle soit 
à variation bornée dans Q. On dira que <?(x, y) € V dans Q, si, en 
outre, v(x, y) = V ? (o , x\ o, y) est bornée dans Q. 
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Par définition, on dit que J (F , cp) = f f F(x, y)dx dy cp(#, y) 

f / \F(x,y)\dxdyv(x, y) converge 
0 * 0 

Posons 
-.x „Y 

S(X, Y ) = f f F(x,y)dxdy9(x,y) et S(X, o) = S(o, Y) = o. 

La variation totale de S(X, Y) est 

Vs(o, X;o, Y) = f f \F(x,y)\dxdyp(x,y). 
«"0 ^0 

Donc une condition nécessaire et suffisante pour que J ( F , 9) 
converge absolument est que S(X, Y) soit à variation bornée dans Q. 

Si la convergence est absolue, nous avons 
J(F,«p)= lim S(X, Y ) = l i m lim S(X, Y) = lim lim S(X, Y). 

X,Y>*> X>«, Y>«> Y>oo X>» V ' 

Pour les intégrales répétées, nous devons utiliser la définition 
suivante : 

Soit 0(#) = lim / g(y)dYy(x,y)) si cette fonction existe et est 
Y">aot - / 0 

à variation bornée sur (o, X) et si lim / f(x) dxQ{x) existe, cette 
X -> œ J 0 

limite est appelée intégrale répétée. Nous aurons une définition 
analogue en intégrant d'abord par rapport à x. 

Si f{x) et g(y) sont des fonctions continues et bornées, et 

si <f(x, y) € V0 sur Q, alors les intégrales f f(x) dxy, f°g(y)dy<f 
^ 0 • '0 

/
ae / t » 

J f(x)g{y)dxdy? convergent absolument et l'intégrale 
double est égale aux intégrales répétées définies ci-dessus. 

APPENDICE III. 
OPÉRATION DE COMPOSITION. 

A deux ou n variables, la généralisation du produit de composi
tion peut se faire de diverses manières. Cette généralisation est faite 
dans [ 2 a ] par Amério, et Pistoïa en a étudié la convergence [246] 
en liaison avec la sommabililé de Gesàro. 
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Produit de composition superficiel. — Soient deux fonctions Fi 
et F 2 définies pour — o o < x < + o o , — a o < y < + oo, on appelle 
produit de composition superficiel de ces deux fonctions, la fonction 

F i * * F , = r°° r a ° F 1 ( ? , - Q ) F 2 ( ^ - Ç J t r - - n ) ^ 
— 50 —30 J__ J_ 

dr,. 

Si F4 et F2 sont nulles pour x <C o et y < o, le produit est défini 
également sur le premier quadrant : 

F , * * F 2 = f* f'FtfoiùFtlx-by-^dldu. 
0 0 J0 J0 

La sommabilité de Cesàro d'ordre a, ( 3 > — i et au sens de la 
convergence bornée peut s'exprimer ainsi : 

F(x, y) est intégrable-(C ; a, (3) si 

F ( * > / ) * * * " / ? 
lim -?-£ = Ia, 8 existe 

et si 

F * * x*y$ 
0 0 

x*y$ < M pour # > o , y > o, 

Étudiant les propriétés de cette sommation de Cesàro, Pistoïa 
démontre que : 

Si les fonctions F(x, y) et G(x, y) sont respectivement inté-

grable-(C; <x, a) et (C; (3, (3) avec — 1 < a < o et ( 3 = — ( i + a ) , 

on a 

(i) C du r ° ° ( F * * G ) ^ 
JQ JO 

= ï f"du f">F(u,p)dP^ïf duf G{u,P)dp\. 

La première intégrale du deuxième membre = Io,o(F) = I a , a (F) 
puisque a < o, de même la deuxième est Ia > 0(G) = Ip,p(G) puisque 
(3 < o, d'après le théorème de permanence de la sommation. D'où, 
on déduit de 

I.+P+1..+P+. (F • • G) = I«i«(F)Iplp(G) avec a + p + i = o, 

la formule ( i ) . 
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Produit de composition suivant un axe. — Soit F(x, y) définie 
sur — o o < # < - H o o , —oo < y <-r-oo etH(t) une fonction définie 
pour — oo < t < 4- oo. 

On appelle produit de composition de F(x, y) avec H(t) suivant 

un axe faisant l'angle a ( o ^ a ^ - j avec l'axe Ox, la fonction 

H(/ ) * F(x, y) = / H ( T ) F ( . T — xcosa, y — z s'ma.)di. 
a •/-» 

Si F ( # , j ) est nulle pour a? et y < o et de même H{t), nous 
aurons 

X
\ eus a sin a / 

H ( ? ) F ( * —xcosa, y —Tsina)</7. 
v 

Cette définition peut servir à définir une sommation analogue à 
celle de Cesàro. Pistoïa dit que VL(t) est intégrable d'ordre ((3, w), 

(3;> , o ^ w ^ : - si 
1 2 2 

H ( 0 * t a r ) P 
* ! . ! - > o — ( # ) ? — = L ^ * » ( H ) e x i s t? 

et si ses sections sont bornées pour tout x et y ;> o. 

On démontre comme précédemment que si H(£) est intégrable 

d'ordre ((3, w ) o > ( 3 > — i , o ^<o ^ - et si F (a?, y) est intégrable-

( C ; y, y) avec y = — ( ( 3 -f-1), alors 

fd*f (***)*-(£*&*)(//*f *<**>* 
On peut généraliser ces définitions à n variables. On définit 

l'opération de composition suivant une variété linéaire à & dimen
sions k ^L ri, 

n = 2, A = i correspond à la composition suivant un axe; 
n = k = 2 correspond à la composition superficielle. 
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