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SUR L'IMPOSSIBILITÉ, ENCOMBRES ENTIERS, M I/KOIATION

x
m =y* -f- 15

PAR M. LEBESGUE.

Selon M. Catalan, deux nombres consécutifs, autres que
8 et 9, ne peuvent être des puissances (Ann., t. I, p. 520);
en d'autres termes, l'équation xm = yn -f- 1 est impos-
sible.

L'impossibilité est manifeste pour m = n, et plus
généralement pour le cas dans lequel m et n ont un divi-
seur commun. On peut donc ramener Tous les cas à ceux
de m et n premiers en changeant les inconnues. Voici la
démonstration pour le cas de n — 2 et m impair.

Elle repose sur les propriétés élémentaires des nombres

entiers complexes a -+- b \]— 1 («, b entiers , positifs ou

négatifs) , introduits par M. Gauss dans la Théorie

des Nombres, II suffira de dire ici qu'en représentant

par a t , a%, a3, etc., une suite d'entiers a, -f- jS4 y/—1 ,

a2 -f- j38 \ /—i , etc., liés par des équations telles que

a, = <jt « £ _ , 4 - &,+.->;

mettant le quotient —— sous la forme b, -f- ct \j—1,

et faisant qt = B, + C . V 1 — 1 , en supposant que B o

C, soient les entiers les plus près (par excès ou dé-
faut) de bt, c,, c'est-à-dire tels , que les valeurs abso-
lues des différences bt — B,, cl — Ct ne surpas-
sent jamais - , alors le carré du module de al+2, ou

(a,+,)8 -H (/3l+i)% en faisant at+i = a/+2 -4- fr+2 yd^^
sera moindre que la moitié du carré du module de « t+1 .



[Nota. On donne le nom de norme au carré du module.)
On voit donc que la série ax, «2 , a3, etc., se terminera
par un nombre dont la norme sera o ou i. (Voir Nouvelles
Annales, tome I I I , page 34o.)

Au moyen de ce théorème de M. Gauss, on peut étendre
aux entiers a -\- b s/—i toutes les propositions corres-
pondantes à celles qui existent pour les entiers ordinaires,
relativement à la décomposition en facteurs simples ou
premiers. De là , au moyen du théorème de Waring, on
établirait sans difficulté que tout nombre premier p de
forme ^k ~\- i est la somme de deux carrés :

JJ — a2 -h b2 — (a -h b \/—i ) (a — b sj — i )•

II suffira d'avoir indiqué en passant cette application déjà
faite par M. Dirichlet.

Au moyen du même théorème, on peut prouver aussi
l'impossibilité de l'équation

• r m = / î + i = (y -hV—0 ( r — V^—1)'

Si les facteurs j -h V'— i , ƒ — V^—l avaient un fac-
teur commun, il diviserait la différence i\l—i; or,
y impair donnerait ^2-4-1 = 4̂ H— a qui n'est pas une
puissance*, donc y est divisible par i\ y/—1 ne l'est pas;
les facteurs communs ne peuvent donc être que -4-i,
— 1, \j—1, —V—i? qui sont diviseurs de tous les
nombres. Ainsi y -+- y/—1 et y ~ \l—1 sont premiers
entre eux; et puisque ) 2 -h 1 est une puissance mlem\
il faudra poser

x
y - V=ï = (« - » f=^ f ( -

Comme y est pair et x impair, l'un des nombres w, v



est pair. De !à

savoir, pour a pair = 2 |3,

, x A m .m — 1 . m — 2
( — 1) ' = m. u m~x v u w~ ' v ' - h . . . d l t>m 1
V ' 1 . 2 . 3

et pour a impair = 2 jS -f-1.

la première équation donne M = ± 1 , la deuxième ,
// = zt 1, puisque « et (̂  divisent (—i)^ = ± 1 .

On aura donc, dans les deux cas,

m .m — 1 m .m — ^ .m — i.m — 3

1.2 # 1 2 . 3 4 '

p étant égal à u ou à v, et toujours pair. Avec le
signe inférieur, l'équation est impossible, car elle don-
nerait 2 divisible par 4- A>ec le signe supérieur on a, en
divisant par p2,

m .m — 1 ni .m — 1 . ni — ? . ni — 3

( ' 1.2 1 . 2 . 3 . 4

Or cette équation est impossible. Cela est évident pour
/// m — 1 . . m.m — 1 . . , . . . . ,

impair 5 pour pair, I impossibilité s e-

tablit aiusi qu'il suit :

Soit AO -+-B6' 4- Cö / H-. . . une fonction entière où
les entiers A, B, C, etc., sont premiers à 0; si les expo-
sants entiers positifs a, (3, y, etc., ne vont pas en décrois-
sant , et que a soit moindre que tous les autres, on ne

saurait a>oir A O* -h Br/ -f-. . -= o ; car il en résulterait



A4-B6^ "*-hC0'~ * 4- . . = o, d'où A divisible par 0
contre l'hypothèse.

Or l'équation (A) rentre dans ce cas. Si l'on prend le
terme général de l'équation A, et qu'on l'écrive ainsi

m .m — i ni — 2 . m — 3 . . . m — 2 k -4- 1 1.2.p7*"""*
vx v^ *

1.7. . . 2 X — 2 ik — 1 . 2 / '

les deux premiers facteurs étant entiers, et le premier
pair par hypothèse, le dernier facteur n'est pas nécessai-
rement entier*, mais la puissance de i qui divise le numé-
rateur surpasse la puissance de i qui divise le dénomina-
teur, si la puissance de 2, qui divise p?*~2, surpasse la
puissance de i qui divise k. Or, c'est ce qui a lieu; p est
pair, donc pik~* est divisible au moins par

2 a . / .
Ainsi le troisième facteur a \a forme

des entiers impairs; on voit donc que dans le terme géné-
ral, qui est nécessairement entier, l'exposant de 2 est plus

1 i i • m.m — 1 , , , . / * \grand que dans le premier terme ; 1 équation (A)

est donc impossible.
Les autres cas de Téquation .tm = yn -f- 1 paraissent

présenter plus de difficulté. Je n'ai pu savoir jusqu'ici ce
que M. Catalan a trouvé à ce sujet.


