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QUELQUES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COURBES ALGÉ-
BRIQUES OBTENUES AU MOYEN DES COORDONNÉES PA-
RALLÈLES ( • ) ;

PAR M. M. D 'OCAGNE,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

1. L'équation générale des courbes algébriques est,
en coordonnées parallèles,

j a n v { a n

) -h ( aQ un •+- b0 H71-1 - i - . . . -H /0 ) = o.

Si donc nous donnons à u une valeur particulière,
nous avons, entre les a valeurs correspondantes de v,
les relations évidentes

L'interprétation géométrique de ces relations algé-

(1) Voir, au sujet de ces coordonnées, les Nouvelles Annales de
Mathématiques (188 )̂ ou la brochure Coordonnées parallèles et
axiales (Gauthier-Villars: i885).
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briques va nous donner autant de propriétés des courbes
représentées par (i).

2. Rappelons d'abord que le point de eontact P dv la
tangente (M, V) a pour équation

V dv — Y du —(u dv — v du)= o.

Il en résulte que, si cette tangenle coupe Taxe Au au
point M et l'axe By au point N, on a

dv P]\

et que, si AP coupe l'axe B^ au point [ï,

D'autre part, le rayon de courbure au point Y* est
donné par

R - ^ ™ '

en appelant 8 la distance AB, supposée ici perpendicu-
laire à Au et Br. Or la formule (6*) donne

dv PN NM

Y

et

(8)

suite.
l~dTi~l~

* = dû:2

dlv
du*

PM ~

0

Ro
DI\I

PM

3. Cela posé, remarquons que prendre u comme va-
riable indépendante revient h mènera la courbe (i) les
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tangentes MPt, !V1P2, MPW par un point M variable
sur Au.

Dès lors, la formule (i) exprime que, si ces tangentes
rencontrent By en N n N2, . . . , N,o la droite qui joint
le point M au centre des moyennes distances des points
N| , N2, . . . , Nw passe par un point ûxe. Or cette droite
est ce que nous avons appelé la droite moj enne (* ) des
droites MNj,Mi\2 , . . . , MNW relativement à la direc-
tion Au. C'est encore la polaire du point situé à Tin-
uni dans cette direction par rapport à ce faisceau de
droites, ou la conjuguée harmonique de Au par rapport
à ce faisceau. Donc :

La conjuguée harmonique de Vaxe Au par rapport
aux tangentes menées à une courbe algébrique quel-
conque par un point variable sur cet axe passe par un
point fixe.

4. Par les points P , , P 2 , . . . , P / M menons a Au des

parallèles qui coupent AB en ƒ>,, p2, . . . . pn. D'après la

formule (6 ) ,
ft d

pt V du

La formule (3) donne donc

t A . ~~~ Cln

ou, puisque
yj/B _ pik — BA o_
ptk ~~ pik ~ pi

pik o

(1) Bulletin de la Société mathématique, p. n / j ; 1884, et Nou-
velles Annales, p. 4T^; 1884.
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Le second membre étant constant, on voit que :

Le conjugué harmonique du point A par rapport
aux points p^ p^ . • ., pn, est un point fixe.

5. Si [ J H [îo, . . . , pn sont les points où l'axe B^ est

coupé par AP4 ,A1\>, . . . , A P / O la formule ( - ) donne

La formule (5) devient donc

c'est-à-dire que :

La conjuguée harmonique de Au, par rapport aux
droites AP t, AP2, . . ., AP„, est une droite fixe.

Cette propriété généralise la précédente1.

Enfin la formule (8) montre que

d'où ce théorème remarquable :

THÉORÈME L — Si Ion mène d'un point les n tan-
gentes à une courbe algébrique de la classe n, la
somme des rayons de courbure répondant aux points
de contact divisés respectivement par les cubes des tan-
gentes correspondantes est nulle.

Le signe des divers éléments de cette somme se dé-
termine facilement par la remarque que voici : Q<?

02, . . ., Qn étant les centres de courbure répondant à
P1? P2, . . ., P,?, faisons tourner les triangles MP< Qf,
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h , • • •> MPnün autour de M, de façon à diriger

4, MP2, . . . , MP„ suivant une même droite et dans
le même sens. Un certain nombre des points Q{, Ù2^ • • •,
Qn seront alors au-dessus de cette droite, les autres au-
dessous, et l'on donnera des signes opposés, d'une part,

aux quantités rznzrr correspondant aux premiers, de
MP/

l'autre, aux mêmes quantités correspondant aux se-
conds.

Ce théorème ne nous semble avoir été remarqué jus-
qu'ici que dans le cas des coniques. Sa démonstration,
par les coordonnées cartésiennes, dans le cas général,
présenterait de sérieuses difficultés.

6. Faisant maintenant abstraction du système spécial
de coordonnées, au moyen duquel nous avons obtenu
les résultats précédents, nous pourrons énoncer le pre-
mier et le troisième d'entre eux sous la forme que voici,
le second n'étant qu'un cas particulier du troisième :

THÉORÈME II. — Etant donnés une courbe algébrique
C, une droite D et un point A sur cette droite, si d'un
point M variable sur la droite D, on mené à la courbe
C les tangentes MP<, MP2, . . . , MP,, :

i° La conjuguée harmonique de la droite D, par
rapport à ces tangentes, passe par un point fixe ;

2° La conjuguée harmonique de la droite D, par
rapport aux droites qui joignent le point h. aux points
de contact P4 , P2 , . . . , V,n est une droite fixe.

7. Voyons ce que deviennent ces divers théorèmes
dans le cas de tangentes parallèles. Pour le théorème J,
remarquons que, dans chaque élément de la somme,

1
 :i, MP/ devient infini ; mais la formule (9), par la-
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quelle se traduit le théorème, peut s'écrire

Du point M, comme centre, avec MP< pour rayon,
décrivons un cercle qui coupe MP2 en Q2 , . . . , MP„
en Q„. La formule précédente pourra s'écrire

Or, lorsque M s'éloigne à l'infini, Q2 , . . . , Q/* ten-
dent respectivement vers les pieds des perpendiculaires
abaissées de P< sur les tangentes en P2 , P3 , . . . , P„. 11
en résulte que P2Q2? ?3Q3i • • • -> P/*Q/i restent finis
alors que MP^MPo, . . . , M P „ croissent indéfiniment.

P 0 •La limite de chacun des rapports -r— est donc zéro, et

l'on a, pour le cas des tangentes parallèles.

On retrouve ainsi un théorème remarqué par Du-
l i a i n e l .

8. Pour le théorème II, rejetons la droite D à l'infini,
le point À se trouvant alors dans une direction donnée;
la direction de la droite D est alors arbitraire, et nous
voyons que les diverses parties du théorème s'énoncent
ainsi :

i° La droite moyenne, par rapport à une direction
quelconque des tangentes à une courbe algébrique,
parallèles entre elles, passe par un point fixe.

2° La droite moyenne, par rapport à une direc-
tion que/conque A, des parallèles à une autre direction
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(juelconque A' menées par les points de contact de ces
tangentes, est fixe.

La droite moyenne dont il est question dans ce der-
nier énoncé passe évidemment par le centre des
moyennes distances des points de contact des tangentes
parallèles. Puisqu'elle est fixe, quelle que soit sa direc-
tion A', c'est donc que ce dernier point est fixe. On
tombe ainsi sur ce théorème de Ghasles :

Le centre des nioj e unes distances des points de con-
tact des tangentes à une courbe algébrique, parallèles
à une direction donnée, est fixe quelle que soit cette
direction.

Il est tout naturel de donner à ce point fixe le nom
de point de Chas les de la courbe algébrique consi-
dérée.

La démonstration directe de ce dernier théorème,
avec la détermination analytique du point de Chasles,
se fait très simplement au moyen des coordonnées pa-
rallèles : c'est ce que nous allons faire voir mainte-
n a n t ( ' ) .

9. Les tangentes à la courbe représentée par l'équa-
tion (1), parallèles à une direction donnée, s'obtiennent
en adjoignant à cette équation la suivante

(10) v — u = s,

où s caractérise la direction choisie. Le centre des
moyennes distances de leurs n points de contact a pour

(') Les démonstrations suivantes ont été communiquées verbale-
ment à la Société mathématique de France (^éanco du 8 janvier
1890).
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é q u a t i o n (*)

I rr n i = n

'V^ dvi v^ diii
( 1 I ) II > — : V > -7 :

^ M w / — az// Â—kdVi — dUi

Uidvi— vtdiii
dvi — diii

Or, 5 ayant la même valeur pour les n points de con-
tact, on voit, d'après (2), que

( 11 bis)

dvi = y
ds?i — dlli Jmai

diii H- ds
dT

V t
^ ds

dlli

i=\

i~- n

i

ds '

Jmd dvt — dlli

Ui ds — s diii
ds

l=\ 1=1

Mais l'équation en u et .9 obtenue par l'élimination
de v entre (i) et (i o) est de la forme

( I 2 ) A „ II " H- ( A , , - i S - h B w _ i ) M w - 1 •+• . . . = O.

Par suite,

A„_, . B„_,
An

ds
1 = 1

i = n i — n

'"" ^ W " A„

(') Coordonnées parallèles et axiales, p. 86, note II.
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L'équation ( i i ) devient donc, en tenant compte de

( n ) e t ( i 3 ) ,

et, comme ses coefficients sont constants, le théorème de
Chasles est démontré.

10. Nous allons maintenant calculer ces coefficients
au moyen de ceux de l'équation (i). Celle-ci peut s'écrire,
en groupant les termes de même degré,

/ a0 a
tl -h ax u

n~l ç -r- a2 Un-2 v* •+-... -+- an v
n

\ -^-bou
n-1 -\-b{u'l-^v -+-.. .-i-bn-iV"-

i + 2\
\ -H h

Remplaçant dans cette équation v par u -f- .ç, et met-
tant le polynôme obtenu sous la forme (12), on voit
que

(16) \ n - i = at +2Ö2 + . • •-+- naflJ

De ( i5 ) et (16) 011 déduit encore

(18) nXn — Xn-i = nao-i-(n — 1) at -4-.. .-t- a t .

Si nous représentons par ©«(M, ^) et o/l_i(u, v) les
ensembles homogènes des termes de degré « et de degré
7* — 1 dans (V), les formules (16), (17), (18) pourront
s'écrire

A/1-1 = ? ' „ „ ( I > I ) ,

B„_! = ' f r t - i ( l , l ) .

«A,, - \ / t - ! = S ' / I M ( I , I ) .
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Dès lors, l'équalion (i4) du point de Chasles de-

vient

( 1 9 ) U O n J l , l ) -t- V y n v ( i , \ ) + O n - i i l , ! ) = O.

Elle est, sous cette forme, d'une remarquable simpli-
cité et peut être étendue à l'espace.

11. Nous donnerons, pour terminer, la démonstra-
tion directe du théorème de Chasles en coordonnées
axiales.

Nous avons remarqué ( ' ) que, dans ce système de
coordonnées, l'équation la plus générale d'une courbe
algébrique (supposée de la classe n) est

\ Xnanlangn(l
( JO) j -4_ X"- 1 (« , l _ 1 tan»"6 — bn-i tang'*-1 0)-4-, . . = o.

De plus, si l'on prend l'axe du système pour axe Ox,
l'axe O 7 étant la perpendiculaire menée à celui-ci par
l'origine, les coordonnées X/, 7/ du point de contact de
la tangente (X/, 0) sont données par (2),

.r, = s i n 2 0 - ^ ? 17 = X; -f- sinO cosO - ^ -
ai) ao

Par suite, les coordonnées x et y du centre des
moyennes distances des points de contact des n tangentes
parallèles à la direction 6 sont données par

(21) nx = s i n 2 6 ^ - ^ i , ^ 7 = ^ X , - + sinO cos6 ^ - ^ '

(J) Coordonnées parallèles et axiales, p. 89.
( 0 Jbid., p . I i .



Or l'équation (20) donne

~à n ~ aa a,,

d'où
/ -n

^ É r/0 a r t s i n^O
1 - 1

T Xi -f- s inO cosO % —-^ — —

1 = 1 1 - 1

Les formules (21) deviennent donc

!n 1 <t *
{'il ) nx = - — iir = — —

et, comme ces coordonnées sont constantes, le théorème
est démontré.


