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[K2b,c]
SUR LE POINT DE FEUERBACH;

PAR M. R. BOUVAIST.

Je voudrais, dans les quelques lignes qui vont suivre,
énoncer et démontrer rapidement, quelques propriétés
peut-être nou\elles du point de conlact du cercle ins-
crit et du cercle des neuf points d'un triangle. Je dési-
gnerai par A, B, C les sommets du triangle, a, b, c les
milieux des côtés, 1), E, F les points de contact des
côtés et du cercle inscrit, G le centre de gravité, I le
centre du cercle inscrit.

i° Construction cVHamllton. — Considérons deux
coniques 2 et 2' touchant les côtés du triangle \BC en
a, j3, y, a', |3\ y', les diagonales d'un quadrilatère ins-
crit et du quadrilatère circonscrit correspondant se
coupant au même point. Si l'on désigne par u l'inter-
section de J3y, [3'y', les droites Bw, Cu rencontrent AC,
BA en Q et R, QR est la quatrième tangente commune
à S et S', aU et a'U coupent QR en 3 et ù' qui sont les
contacts de cette dioite a^e(' S et 2'.

Si 2 est le cercle inscrit, 2' la conique touchant les
côtés en <7, 6, c, on a immédiatement la construction
classique d'Hamilton et l'on voit qu'on peut, dans
cette construction, remplacer S7 par une conique quel-
conque du faisceau langentiel S -f- A2' = o.

Le lieu des centres des coniques de ce faisceau est
la droite 1G; soit O un point de cette droite, les
droites a O , &O, cO coupent bc, cay ab en O,, O2, 0 3 ;
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les droites AO,, BO2, CO3 rencontrent BC, CA, AB
en L, M, N et se coupent en un point o>. La conique
de centre O inscrite dans le triangle ABC touche les
cotés en L, M, N, car le lieu des centres des coniques
inscrites dans ABC et touchant BC en L est la
droite aO, Les parallèles aO, 60 , cO menées par A,
B, C se coupent en tof et rencontrent BC, CA, AB
en L', M7, N', les deux uiangles ABC, abc étant homo-
ihétiques par rapport à G dans le rapport 2, les points
O, G, to' sont en ligne droite, 2OG = o)fG, et les
points L, L', M, M', N, N' sont symétriques par rap-
port à a, 6, c. Si O décrit la droite IG, 10' décrit
aussi IG et o> une conique circonscrite à ABC. On a
donc la proposition suivante :

Soient ABC un triangle, I le centre du cercle ins-
crit, G le centre de gravité; D, E, F les contacts du
cercle inscrit avec BC, C.V, ÀB; O un point quel-
conque de IG; les droites AO, BO, CO rencontrent
BC, CA, AB en L, M, N; soient L', M', N' les symé-
triques de ces points par rapport aux milieux des
côtés de ABC, les droites M'N', EF, N'L', FD, L'M',
DE se coupent en U, V, W; les droites DU, EV, FW
passent par le point de Feuerbacli du triangle KRO*.

2° Nous allons indiquer maintenant une seconde
extension de la construction d'Hamilton.

THÉORÈME. — Si C,, C2, C3 sont trois coniques
touchant les côtés d1 un triangle en a{b{Ci, a2b2c2,
«363C3, les droites b2c2, BC; c2a2, CA, a2b2, AB se
coupent en a2, fi2, y2, si ax a3, b{ 63, c{ c3 sont conju-
gués harmoniques par rapport à a2a2, 62j32, c2y2, les
tangentes communes Al2, A32 à C tC2, C2C3 se cou-
en un point o qui est commun à C, et Cs, ou corré-
lativement :
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C», C2, C3 étant trois coniques circonscrites à un

triangle ABC, si les tangentes à C, et C3 en un
sommet quelconque A forment faisceau harmonique
avec la tangente à C2 en A et la droite joignant ce
point au pôle de BC par rapport à C2, la droite joi-
gnant les quatrièmes points d* intersection de C{C2,
C2C3 est une tangente commune à C{ et C3.

Si aux deux poinls B et C nous faisons correspondre
les points cycliques, Ci, C2, C3 deviennent trois cercles
O,, O2, O3, passant par un même point A; les droites
AO,, AO3 sont également inclinées sur la tangente à
O2 en A, et deux droites isotropes parallèles issues
de O< et O3 rencontrent la tangente à O2 en A en des
points formant division harmonique avec les points
d'intersection de cette tangente avec les droites iso-
tropes issues de O2.

En désignant parR,, R2, R3 les rayons des trois
cercles, par a l'angle des droites AOj, AO2avecla tan-
genle en A à O2, cetle dernière condition s'exprime par
l'égalité R{ (—cosa-M'sina) R3 (eosa-M'sina)r=: —Ri;
ouR4R3 = R;.

Une inversion de centre A transforme enfin la pro-
position à démontrer en la suivante : Etant donné un
triangle isoscèle a[3y (a(3 = ay), si les distances Aa',
A(3', Ay' d'un point A aux côtés [3y, ya, ajî sont liées

par la relation Aa'=: A(3'. Ay', le point A est sur le
cercle tangent à a[3 en [3 et à ay en y.

— 2
Or la relation Aa '= A^;. Ay' entraîne la similitude

des triangles a'A (3', a'A y' dont les angles en A sont
égaux, et de cette similitude il résulte immédiatement

que l'angle [3 Ay = ?aY^ c e 411^ démontre la propo-

sition. Le théorème énoncé au début du paragraphe



est donc démontré; on en déduit immédiatement que :

O étant un point quelconque de la droite joignant
le centre de gravité d'un triangle ABC au centre du
cercle inscrit, les droites AO, BO, CO coupent BC,
CA, AB en L, M, N; L', M', N' étant les symétriques
de ces points par rapport aux milieux des côtés, les
droites M'N', N'L', L'M' coupent BC, CA, AB en U,
V, W, si D', E', F/ sont les conjugués harmoniques
des points de contact D, E, F du cercle inscrit avec
les côtés BC, CA, AB, par rapport aux points UL/,
VM', WN' :

i° La conique inscrite dans le triangle ABC aux
points D', E', Y' passe par le point de Feuerbach;

2° Les droites M'N', N'L', IVM' rencontrent les
droites EF, FD, DE en U,, V,, W l ? /es droites E 'F ,
F'D', D'E' e/i U2, V2, W2, /es s«> droites DU,, EV<,
FW,, D'Uo, E'Vo, F'W, passent par le point de
Feuerbach.

De cette propriété générale découle un grand nombre
de propriétés particulières, analogues à la suivante :

Si a, b, c sont les milieux des côtés dhin triangle
ABC, P, Q, R /es JOOW^ de contacts de BC, CA, AB
avec les cercles exinscrits dans les angles A, B, C :

i° La conique tangente à BC, CA, AB en P, Q, R
passe par le point de Feuerbach;

'2° Les droites QR, RP, PQ coupant bc, ca, ab en
a, [3, y, les droites Pa, Qj3, Rr passent par le point
de Feuerbach.


