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Projections de meilleure approximation continues dans 

certains espaces de Banach . 

par Hicham FAKHOURY• 

ùoit V un espace de Banach réel ou complexe , on note 

B(V) sa "boule unité fermée . Si M est un sous-espace fermé 

de v , on note M 0 le polaire de M dans V 1 , et R la 

surjection canonique de V sur v/M . L'espace V est un 

L-espace s'il est isométrioue à l'espace L 1 (t*0 , relatif à 

une mesure V* ; on dira aue v est un espace de Lindenstrauss 

si l'espace V est un L-espace .Soit A un convexe compact 

(resp. symétrique ) f on note A ( A ) (resp. A 0(X)) l'espace 

des fonctions affines continues sur A (resp. nulles en 0 ) . 

Un convexe compact x est dit standard si l'ensemble ^ ( X ) 

des points extrémaux de X est universellement mesurable et 

porte toute mesure maximale • Si E est un espace topologioue, 

C(E) désigne l'espace des fonctions définies et continues sur 

E et à valeurs complexes • Rappelons qu'une application 9 de 

E dans l'ensemble des parties non vides d'un espace topologi

que F est dite semi-continue-inférieurement (s .ci.) si pour 

tout ouvert U de F , l'ensemble { x é E ; 8(x)fl U ^ 0 ^ 

est un ouvert de E 

Le but du présent travail est de montrer l'existence d'une 

projection continue homogène de V sur M (non nécessaire

ment linéaire ) qui réalise la meilleure approximation dans 

les deux situations suivantes : 

1°) S'il existe une projection linéaire P du dual V de 

V sur l'annulateur M 0 de M qui vérifie 

llxll = ilP(x)H + ||x - P(x)|| pour tout point x de V f 
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il existe une projection continue homogène de V sur M 

(non nécessairement linéaire) oui réalise la meilleure 

approximation ; ceci est le cas , entre autre , si V est 

une algèbre uniforme de fonctions et M un idéal formé 

de fonctions nulles sur une intersection d'ensembles pics, 

ou bien , si Y est une <£-algèbre et M un idéal bila-

tère . 

2°) Si M est un espace de Lindenstrauss , nous donnons une 

condition simple pour qu'il existe une projection continue 

homogène de V sur M (non nécessairement linéaire) qui 

réalise la meilleure approximation • Dans le cas où V 

est un espace de banach ordonné 1-normal , et M un sous-

espace simplicial , la projection précédente peut être 

choisie positive . 

Les résultats annoncés ici font l'objet d'un article qui pa

raîtra dans le Journal de Mathématiques Pures et Appliquées . 

L . Projections sur un M-idéal, 

Définition 1.- Soit I. un sous-espace d'un espace de Banach 

réel ou complexe Y • Le sous-espace M est dit M-idéal s 1 il 

existe une projection linéaire P de V' sur M 0 qui véri

fie | x | = |P(x)|| + (x - P(x)l) , pour tout x dans V* . 

En utilisant le théorème bA de ( 1 ) et le théorème de Michael 

il est possible de démontrer le résultat suivant , améliorant 

le théorème 5A à e (*) e t l e théorème 4 de (*) . 

Théorème 2.- Soient M un M-idéal d'un espace de Banach réel 

(resp. complexe) V, et R la surjection canonique de V sur 
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.</:! . Il existe un relèvement continu T de l'application R 

oui vérifie l lT ( f ) | | = H f|\ et T ( > f ) = X T ( f ) , pour tout 

f dans v/H et ^ réel (resp. complexe) • 

Pour établir le théorème 2 on utilise les résultats de (5) • 

Ceci permet de montrer le résultat suivant : 

Corollaire 3 S o i t M un M-idéal d'un espace de Banach Y ; 

il existe une projection continue homogène de V sur nui 

réalise la meilleure approximation . 

La projection définie plus haut n'est pas linéaire en général ; 

en effet , c Q ( W ) est un M-idéal dans 1 (W ) , mais non un 

facteur direct . On ignore si cette projection peut être choisie 

lipschitzienne . 

Exemples de M-idéaux : 

(a) Soit ; une ^ -algèbre , les !--idéaux 3e v coincident 

avec les idéaux bilatères de V • 

(b) Soit v une algèbre uniforme de fonctions continues sur 

un compact 7 , les ;v-idéaux de v coincident avec les idé

aux des fonctions qui sont nulles sur les fermés "pics centra

lisés" (i.e. les intersections d'ensemble pics) (7) • 

(c) Soit v l'algèbre du disque , les idéaux coincident 

avec les sous-espaces formés ^e fonctions nulles sur les ensem

bles fermés du cercle unité dont la mesure est nulle . 
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II. Projections sur un espace de Lindenstrauss • 

:Our commencer , notons que toute partie bornée £1 plan com-

Dieye est incluse dans un cercle unique de rayon minimum , ap

pelé cercle circonscrit . 

Soient X et Y deux compacts et 4> une surjection de X 

sur Y ; on note M le sous-espace de C(X) formé des fonc

tions gc<j> où g parcourt C(Y) . L e lemme suivant est mon

tré dans ( 6 ,P. 50) . 

Lemme 4»- Pour toute fonction f de C(X) , la distance de f 

à M est donnée par la formule suivante : 

d(f ,îï) = Sup ( r(y) ; y é M ] 

où r(y) désigne le rayon du cercle circonscrit à f ( ^ ~ 1 ( y ) ) 

Ce lemme permet d 1établir le résultat suivant-: 

Théorème 5«- Soient V un espace de Banach et M un sous-es

pace fermé qui est un espace de Lindenstrauss ; si la surjection 

canonique de B(V f) sur 3(M f) vérifie : 

(I) $~\lr^ + 0-*)x 2) = + 0 - » 4>~ 1(x ?) 

Dour tout ^ dans Po,l] et x^ dans B(M f) . 

Alors , il existe une projection de meilleure approximation 

continue homogène de V sur M . 

La démonstration de ce théorème repose sur une adaptation 

naturelle du théorème d'existence de sélections linéaires asso

ciées aux fonctions multivoques s.c.i. définies sur la boule 

unité d fun L-espace dual démontré dans (4). 
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Lemme 7 Soient K et X deux convexes compacts et une 

suriection affine continue de K sur X . Considérons les as

sertions suivantes : 

(a) L'application est directe (i.e. < / > ( E ( K ) ) = E ( X ) ). 

(b) (resp. (b 1 ) ) . Pour tout point k de K et toute mesure j"1 

(resp. mesure maximale |* ) de (X) de barycentre <f> (k) , 

il e: iste une mesure ^ de M (K) de barycentre k et 

telle $ ) = |* , où désigne l fextension de p à 

(c) L'application j> vérifie la condition (I) . 

Alors les assertions (b) , ( V ) et (c) sont équivalentes et im

pliquent (a) . Si X est un simplexe les quatre assertions sont 

équivalentes . 

théorème 8 Soient V un espace de Banac" et M un sous-

espace fermé qui est un espace de Lindenstrauss . Supposons 

B(V f) standard (en particulier si V est séparable) et que 

l'application $ est directe . Il existe une projection conti

nue homogène de V sur M qui réalise la meilleure approxima

tion • 

Un espace de Banac v réel ordonné par un cône convexe fermé V + 

est dit 1-normal si les inégalités y s x ^ z impliquent 

Théorème 9.- Soient V un espace de Banach ordonné 1-normal et 

M un sous-espace fermé vérifiant la propriété de décomposition 

de Riesz . On suppose que la boule unité ouverte de M est 

filtrante croissante , et que pour tous k dans B(V») fi V , + , 

iy 0 et f dans M avec f(k) = 0 , il existe un élément g 
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dans M"1" oui vérifie g >y f et g(k)< £ . Il existe une pro-

r'^c^ion continue -omogène P de V sur M qui réalise la 

meilleure approximation et vérifie P(V +) = M + . 

Ler? résultats précédents généralisent le résultat de Holmes 

et Xripke • Cependant , on imore toujours si les projections 

définies plus haut sont lipschitziennes . Signalons enfin qu fil 

est probable que le théorème 8 reste vrai pour un espace de 

Banac^ quelconque V ; cependant , nous ne pouvons l'établir 

que si B ( V ) est standard . 
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