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INTRODUCTION

A Oscar ^ariski et André Weil.

Ce mémoire, et les nombreux autres qui doivent lui faire suite, sont destinés à
former un traité sur les fondements de la Géométrie algébrique. Ils ne présupposent
en principe aucune connaissance particulière de cette discipline, et il s'est même avéré
qu'une telle connaissance, malgré ses avantages évidents, pouvait parfois (par l'habitude
trop exclusive du point de vue birationnel qu'elle implique) être nuisible à celui qui
désire se familiariser avec le point de vue et les techniques exposés ici. Par contre, nous
supposerons que le lecteur a une bonne connaissance des sujets suivants :

a) Y! Algèbre commutative, telle qu'elle est exposée par exemple dans les volumes
en cours de préparation des Éléments de N. Bourbaki (et, en attendant la parution de
ces volumes, dans Samuel-Zariski [13] et Samuel [n], [12]).

b) \} Algèbre homologique, pour laquelle nous renvoyons à Cartan-Eilenberg [2]
(cité (M)) et Godement [4] (cité (G)), ainsi qu'à l'article récent de A. Grothendieck [6]
(cité(T)).

c ) La Théorie des faisceaux, où nos principales références seront (G) et (T) ; cette
dernière théorie fournit le langage indispensable pour interpréter en termes « géomé-
triques » les notions essentielles de l'Algèbre commutative, et pour les « globaliser ».

d ) Enfin, il sera utile au lecteur d'avoir une certaine familiarité avec le langage
fonctoriel, qui sera constamment employé dans ce Traité, et pour lequel le lecteur pourra
consulter (M), (G) et surtout (T) ; les principes de ce langage et les principaux résultats
de la théorie générale des foncteurs seront exposés plus en détail dans un ouvrage en
cours de préparation par les auteurs de ce Traité.

** *

Ce n'est pas le lieu, dans cette Introduction, de donner une description plus ou
moins sommaire du point de vue des « schémas » en Géométrie algébrique, ni la longue
liste des raisons qui ont rendu nécessaire son adoption, et en particulier l'acceptation
systématique d'éléments niipotents dans les anneaux locaux des « variétés » que nous
considérons (ce qui, nécessairement, relègue au second plan la notion d'application
rationnelle, au profit de celle d'application régulière ou « morphisme »). Le présent
Traité vise précisément à développer de façon systématique le langage des « schémas »
et démontrera, nous l'espérons, sa nécessité. Encore qu'il serait facile de le faire, nous
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n'essayerons pas non plus de donner ici une introduction « intuitive » aux notions
développées dans le chapitre premier. Le lecteur qui désirerait avoir un aperçu
préliminaire des matières de ce Traité pourra se reporter à la conférence faite par
A. Grothendieck au Congrès international des Mathématiciens à Edinburgh en 1958 [y],
et à l'exposé [8] du même auteur. Le travail [14] (cité (FAG)) de J.-P. Serre peut aussi
être considéré comme un exposé intermédiaire entre le point de vue classique et le point
de vue des schémas en Géométrie algébrique, et à ce titre, sa lecture peut constituer
une excellente préparation à celle de nos Éléments,

***

A titre informatif, nous donnons ci-dessous le plan général prévu pour ce Traité,
d'ailleurs sujet à modifications ultérieures, surtout en ce qui concerne les derniers
chapitres :
Chapitre Premier. — Le langage des schémas.

— II. — Étude globale élémentaire de quelques classes de morphismes.
— III. — Gohomologie des faisceaux algébriques cohérents. Applications.
— IV. — Étude locale des morphismes.
— V. — Procédés élémentaires de construction de schémas.
— VI. — Technique de descente. Méthode générale de construction des

schémas.
— VII. — Schémas de groupes, espaces fibres principaux.
— VIII. — Étude différentielle des espaces fibres.
— IX. — Le groupe fondamental.
— X. — Résidus et dualité.
— XI. — Théories d'intersection, classes de Chern, théorème de Riemann-

Roch.
— XII. — Schémas abéliens et schémas de Picard.
— XIII. — Cohomologie de Weil.

En principe, tous les chapitres sont considérés comme ouverts, et des paragraphes
supplémentaires pourront toujours leur être ajoutés ultérieurement ; de tels paragraphes
paraîtront en fascicules séparés, pour diminuer les inconvénients du mode de publication
adopté. Lorsqu'un tel paragraphe est prévu ou en préparation au moment de la
publication d'un chapitre, il sera mentionné dans le sommaire dudit chapitre, même
si en raison de certains ordres d'urgence sa publication effective devait être nettement
postérieure. Pour la commodité du lecteur, nous donnons dans un « Chapitre 0 » des
compléments divers d'Algèbre commutative, d'Algèbre homologique, de Théorie des
faisceaux, utilisés au cours des chapitres de ce Traité, qui sont plus ou moins bien connus,
mais pour lesquels il n'a pas été possible de donner des références commodes. Il est
recommandé au lecteur de ne se reporter au chapitre 0 qu'en cours de lecture du Traité
proprement dit, et dans la mesure où les résultats auxquels nous référons ne lui sont pas
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suffisamment familiers. Nous pensons d'ailleurs que de cette façon, la lecture de ce Traité
pourra être pour le débutant une bonne méthode lui permettant de se familiariser
avec l'Algèbre commutative et l'Algèbre homologique, dont l'étude, lorsqu'elle ne
s'accompagne pas d'applications tangibles, est jugée fastidieuse, voire déprimante, par
un assez grand nombre.

** *

II est hors de notre compétence de donner dans cette Introduction un aperçu
historique, même sommaire, des notions et résultats exposés. Le texte ne contiendra
que des références jugées particulièrement utiles pour sa compréhension, et nous n'indi-
querons l'origine que des résultats les plus importants. Formellement du moins, les
sujets traités dans notre ouvrage sont assez neufs, ce qui expliquera la rareté des références
faites aux Pères de la Géométrie algébrique du XIXe siècle et du début du XXe siècle,
dont nous ne connaissons les travaux que par ouï-dire. Il convient cependant de dire
quelques mots ici sur les ouvrages qui ont le plus directement influencé les auteurs et
contribué au développement du point de vue des schémas. Il faut en tout premier lieu
citer le travail fondamental (FAC) de J.-P. Serre, qui a servi d'introduction à la Géométrie
algébrique pour plus d'un jeune adepte (dont l'un des auteurs du présent Traité), rebuté
par l'aridité des classiques Foundations de A. Weil [18]. C'est là qu'il est démontré pour
la première fois que la « topologie de Zariski » d'une variété algébrique « abstraite » est
parfaitement appropriée pour lui appliquer certaines techniques de la Topologie algé-
brique et donner lieu notamment à une théorie cohomologique. De plus, la définition
d'une variété algébrique qui y est donnée est celle qui se prête le plus naturellement à
l'extension de cette notion que nous développons ici (1). Serre avait d'ailleurs remarqué
lui-même que la théorie cohomologique des variétés algébriques affines pouvait se
transcrire sans difficulté en remplaçant les algèbres affines sur un corps par des anneaux
commutatifs quelconques. Les chapitres 1 et II de ce Traité et les deux premiers para-
graphes du chapitre III peuvent donc être considérés, pour l'essentiel, comme des
transpositions faciles, dans ce cadre élargi, des résultats principaux de (FAC) et d'un
article ultérieur du même auteur [15]. Nous avons aussi retiré grand profit du Séminaire
de Géométrie algébrique de C. Chevalley [i] ; en particulier, l'usage systématique des
« ensembles constructibles » introduits par lui, s'est révélé fort utile en théorie des
schémas (cf. chap. IV). Nous lui avons aussi emprunté l'étude des morphismes du point

(1) Ainsi que J.-P. Serre nous l'a signalé, il convient de noter que l'idée de définir la structure de variété
par la donnée d'un faisceau d'anneaux est due à H. Cartan, qui a pris cette idée comme point de départ de sa
théorie des espaces analytiques. Bien entendu, tout comme en Géométrie algébrique, il importerait, en « Géométrie
analytique », de donner droit de cité aux éléments niipotents dans les anneaux locaux des espaces analytiques.
Cette extension de la définition de H. Cartan et J.-P. Serre a été récemment abordée par H. Grauert [5], et il y a
lieu d'espérer qu'un exposé systématique de Géométrie analytique dans ce cadre général verra bientôt le jour. Il
est d'ailleurs évident que les notions et techniques développées dans ce Traité gardent un sens en Géométrie analy-
tique, bien qu'il faille s'attendre à des difficultés techniques plus considérables dans cette dernière théorie. On peut
prévoir que la Géométrie algébrique, par la simplicité de ses méthodes, pourra servir comme une sorte de modèle
formel pour de futurs développements dans la théorie des espaces analytiques.
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de vue de la dimension (chap. IV), qui se transcrit sans changement notable dans le
cadre des schémas. Il convient de noter par ailleurs que la notion de « schémas d'anneaux
locaux », introduite par Chevalley, se prête naturellement à une extension de la Géométrie
algébrique (n'ayant pas cependant toute la souplesse et la généralité que nous entendons
lui donner ici) ; pour les rapports entre cette notion et notre théorie, voir chapitre
premier, § 8. Une telle extension a été développée par M. Nagata dans une série de
mémoires [9] contenant de nombreux résultats spéciaux concernant la Géométrie
algébrique sur les anneaux de Dedekind (1).

*%
Enfin, il va sans dire qu'un livre sur la Géométrie algébrique, et surtout un livre

portant sur les fondements, est nécessairement influencé, ne serait-ce que par personnes
interposées, par des mathématiciens tels que 0. Zariski et A. Weil. En particulier, la
Théorie des fonctions holomorphes de Zariski [20], convenablement assouplie grâce aux
méthodes cohomologiques et complétée par un théorème d'existence (chap. III, §§ 4
et 5) est (avec la technique de descente exposée au chap. VI) un des principaux outils
employés dans ce Traité, et nous semble un des plus puissants dont on dispose en Géométrie
algébrique.

La technique générale dans laquelle elle s'insère peut être esquissée de la façon
suivante (un exemple typique en sera fourni au chap. IX, dans l'étude du groupe
fondamental). On a un morphisme propre (chap. II) f : X.->Y d'une variété algébrique
dans une autre (plus généralement, d'un schéma dans un autre) qu'on veut étudier au
voisinage d'un point J^Y, en vue de résoudre un problème P relatif à un voisinage
de y. On opère par étapes successives :

i° On peut supposer Y affine, de sorte que X devient un schéma défini sur l'anneau
affine A de Y, et on peut même remplacer A par l'anneau local dej^. Cette réduction
est toujours facile en pratique (chap. V) et nous ramène au cas où A est un anneau
local.

2° On étudie le problème envisagé lorsque A est un anneau local artinien. Pour
qu'il garde effectivement un sens lorsque A n'est pas supposé intègre, il y a lieu parfois
de reformuler le problème P, et il apparaît que l'on obtient souvent ainsi une meilleure
compréhension du problème, de nature « infinitésimale » à ce stade.

3° La théorie des schémas formels (chap. III, §§ 3, 4 et 5) permet de passer du
cas d'un anneau artinien au cas d'un anneau local complet.

4° Enfin, si A est un anneau local quelconque, la considération de « sections
multiformes » sur des schémas convenables sur X, approchant une section « formelle »
donnée (chap. IV) permettra souvent de passer d'un résultat connu pour le schéma

(1) Parmi les travaux qui se rapprochent de notre point de vue en Géométrie algébrique, signalons l'im-
portant travail de E. Kàhler [22], et une Note récente de Chow et Igusa [3], qui reprennent dans le cadre de la
théorie de Nagata-Chevalley certains résultats de (FAC) et donnent aussi une formule de Kùnneth.
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déduit de X par extension des scalaires au complété de A, à un résultat analogue pour
une extension finie assez simple (par exemple non ramifiée) de A.

Cette esquisse montre l'importance de l'étude systématique des schémas définis
sur un anneau artinien A. Le point de vue de Serre dans sa formulation de la théorie
du corps de classes local, et des travaux récents de Greenberg, semblent suggérer qu'une
telle étude pourrait être entreprise en attachant fonctoriellement à un tel schéma X un
schéma X' sur le corps résiduel k de A (supposé parfait) de dimension égale (dans les cas
favorables) à n dim X, où n est la longueur de A.

Quant à l'influence de A. Weil, qu'il nous suffise de dire que c'est la nécessité de
développer l'outillage nécessaire pour formuler avec toute la généralité voulue la
définition de la « cohomologie de Weil » et pour aborder la démonstration (1) de toutes
les propriétés formelles nécessaires pour établir ses célèbres conjectures en Géométrie
diophantienne [19], qui a été une des principales motivations de la rédaction du présent
Traité, au même titre que le désir de trouver le cadre naturel des notions et méthodes
usuelles en Géométrie algébrique, et de donner aux auteurs l'occasion de comprendre
lesdites notions et techniques.

** *

Pour terminer, nous croyons utile de prévenir les lecteurs que, tout comme les
auteurs eux-mêmes, ils auront sans doute quelque difficulté avant de s'accoutumer au
langage des schémas, et de se convaincre que les constructions habituelles que suggère
l'intuition géométrique peuvent se transcrire, essentiellement d'une seule façon raison-
nable, dans ce langage. Comme dans beaucoup de parties de la Mathématique moderne,
l'intuition première s'éloigne de plus en plus, en apparence, du langage propre à l'exprimer
avec toute la précision et la généralité voulues. En l'occurrence, la difficulté psychologique
tient à la nécessité de transporter aux objets d'une catégorie déjà assez différente de la
catégorie des ensembles (à savoir la catégorie des préschémas, ou la catégorie des
préschémas sur un préschéma donné) des notions familières pour les ensembles : produits
cartésiens, lois de groupe, d'anneau, de module, fibres, fibres principaux homogènes, etc.
Il sera sans doute difficile au mathématicien, dans l'avenir, de se dérober à ce nouvel
effort d'abstraction, peut-être assez minime, somme toute, en comparaison de celui
fourni par nos pères, se familiarisant avec la Théorie des Ensembles.

** *

Les références seront données suivant le système décimal ; par exemple, dans
III, 4.9.3, le chiffre III indique le chapitre, le chiffre 4 le paragraphe, le chiffre 9 la
section du paragraphe. A l'intérieur du même chapitre, on supprimera la mention du
chapitre.

(1) Pour éviter tout malentendu, précisons que cette tâche vient à peine d'être entreprise au moment où
cette Introduction est écrite, et n'a donc pas encore abouti à la démonstration des conjectures de Weil.
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CHAPITRE 0

PRÉLIMINAIRES

§ i. ANNEAUX DE FRACTIONS

1.0. Anneaux et algèbres.

(1.0.1) Tous les anneaux considérés dans ce Traité posséderont un élément unité ;
tous les modules sur un tel anneau seront supposés unitaires ; les homomorphismes
d'anneaux seront toujours supposés transformer l'élément unité en élément unité ; sauf mention
expresse du contraire, un sous-anneau d'un anneau A sera supposé contenir Vêlement
unité de A. Nous considérerons surtout des anneaux commutatifs^ et lorsque nous parlerons
d'anneau sans préciser, il sera sous-entendu qu'il s'agit d'un anneau commutatif. Si A
est un anneau non nécessairement commutatif, par A-module nous entendrons toujours
un module à gauche, sauf mention expresse du contraire.

(1.0.2) Soient A, B deux anneaux non nécessairement commutatifs, 9 : A->B
un homomorphisme. Tout B-module à gauche (resp. à droite) M peut être muni
d'une structure de A-module à gauche (resp. à droite) en posant a.m= <p(û) .m (resp.
m. a = m. ç (a) ) ; lorsqu'il sera nécessaire de distinguer sur M les structures de A-module
et de B-module, nous désignerons par M^ le A-module à gauche (resp. à droite) ainsi
défini. Si L est un A-module, un homomorphisme u : L->M^j est donc un homo-
morphisme de groupes commutatifs tel que u{a.x)==^{a) .u{x) pour aeA, xeï^ ; on
dira aussi que c'est un ^-homomorphisme L->M, et que le couple (cp,^) (ou, par abus
de langage, u) est un di-homomorphisme de (A, L) dans (B, M). Les couples (A, L) formés
d'un anneau A et d'un A-module L forment donc une catégorie pour laquelle les morphismes
sont les di-homomorphismes.

(1.0.3) Sous les hypothèses de (i .0.2), si 3 est un idéal à gauche (resp. à droite)
de A, nous noterons B^ (resp. ^B) l'idéal à gauche (resp. à droite) B(p(3) (resp. <p(3)B)
de B engendré par <p(3) 5 C5est aussi l'image de l'homomorphisme canonique B®^3->B
(resp. 3®^B—^B) de B-modules à gauche (resp. à droite).

(1.0.4) Si A est un anneau (commutatif), B un anneau non nécessairement
commutatif, la donnée d'une structure de A-algèbre sur B équivaut à la donnée d'un
homomorphisme d'anneaux y : A-^-B tel que 9 (A) soit contenu dans le centre de B.
Pour tout idéal 3 de A, 3B=B3 est alors un idéal bilatère de B, et pour tout B-module
M, 3M est alors un B-module égal à (B3)M.

(1.0.5) Nous ne reviendrons pas sur les notions de module de type fini et d''algèbre
(commutative) de type fini ; dire qu'un A-module M est de type fini signifie qu'il existe

1 1
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une suite exacte A^-^M-K). On dit qu'un A-module M admet une présentation finie
s'il est isomorphe au conoyau d'un homomorphisme A^—^A9, autrement dit s'il existe
une suite exacte A^—^V-^M-^o. On notera que sur un anneau noethérien A, tout A-module
de type fini admet une présentation finie.

Rappelons qu'une A-algèbre B est dite entière sur A si tout élément de B est racine
dans B d'un polynôme unitaire à coefficients dans A $ il revient au même de dire que
tout élément de B est contenu dans une sous-algèbre de B qui est un A-module de type fini.
Lorsqu'il en est ainsi, et que B est commutative, la sous-algèbre de B engendrée par
une partie finie de B est un A-module de type fini ; pour que l'algèbre commutative B
soit entière et de type fini sur A, il faut et il suffit donc que B soit un A-module de type
fini ; on dit alors aussi que B est une A-algèbre entière finie (ou simplement finie si aucune
confusion n'en résulte). On observera que dans ces définitions, on ne suppose pas que
l'homomorphisme A->-B définissant la structure de A-algèbre soit injectif.

(1.0.6) Un anneau intègre est un anneau dans lequel le produit d'une famille
finie d'éléments 4=0 est 4=0 ; il revient au même de dire que dans un tel anneau on
a o =4= i et le produit de deux éléments 4= o est non nul. Un idéal premier d'un anneau A
est un idéal p tel que A/p soit intègre ; cela entraîne donc p =t= A. Pour qu'un anneau A
ait au moins un idéal premier, il faut et il suffit que A4={o}.

(1.0.7) Un anneau local est un anneau A dans lequel il existe un seul idéal
maximal, qui est alors le complémentaire des éléments inversibles et contient tous les
idéaux 4= A. Si A et B sont deux anneaux locaux, m et n leurs idéaux maximaux respectifs,
on dit qu'un homomorphisme <p : A—^B est local si y (m) en (ou, ce qui revient au même,
si (p^î^^m). Par passage aux quotients, un tel homomorphisme définit alors un
monomorphisme du corps résiduel A/m dans le corps résiduel B/n. Le composé de
deux homomorphismes locaux est un homomorphisme local.

1.1. Racine d'un idéal. Nilradical et radical d'un anneau»

(1.1.1) Soit a un idéal d'un anneau A $ la racine de û, notée r(a), est l'ensemble
des xeA tels que ^ea pour un entier n>o au moins; c'est un idéal contenant a.
On a r(r(a))=r(a) ; la relation acb entraîne r(a)cr(b) ; la racine d'une inter-
section finie d'idéaux est l'intersection de leurs racines. Si 9 est un homomorphisme d'un
anneau A' dans A, on a r(<p—l(a))==9—l(r(a)) pour tout idéal acA. Pour qu'un idéal
soit racine d'un idéal, il faut et il suffit qu'il soit intersection d'idéaux premiers. La racine
d'un idéal a est l'intersection des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a ;
si A est noethérien, ces idéaux premiers minimaux sont en nombre fini.

La racine de l'idéal (o) est encore appelée le nilradical de A $ c'est l'ensemble 91
des éléments niipotents de A. On dit que l'anneau A est réduit si 91 = (o) ; pour tout
anneau A, le quotient A/9Î de A par son nilradical est un anneau réduit.

(1.1.2) Rappelons que le radical 9î(A) d'un anneau A (non nécessairement
commutatif) est l'intersection des idéaux à gauche maximaux de A (et aussi l'inter-
section des idéaux à droite maximaux). Le radical de A/9Î(A) est (o).

12
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1.2. Modules et anneaux de fractions.

(1.2.1) On dit qu'une partie S d'un anneau A est multiplicative si ieS et si le
produit de deux éléments de S est dans S. Les exemples qui seront les plus importants
pour la suite sont : i° l'ensemble S^ des puissances /n (n^-o) d'un élément feA ; 2° le
complémentaire A—p d'un idéal premier p de A.

(1.2.2) Soient S une partie multiplicative d'un anneau A, M un A-module ;
dans l'ensemble MX S, la relation entre couples {m^ .$1)3 (m^ s^) :

« il existe seS tel que s[s^m^—s^m^)===o »

est une relation d'équivalence. On désigne par S^M l'ensemble quotient de MX S
par cette relation, par m\s l'image canonique dans S^M du couple {m, s) ; on appelle
application canonique de M dans S^M l'application i^ : m->m\\ (aussi notée î8). Cette
application n'est en général ni injective ni surjective ; son noyau est l'ensemble des
meM. tels qu'il existe un se S pour lequel sm== o.

Dans S^M on définit une loi de groupe additif en prenant

(wi/^i) + (^2/^2) = Cy^i +^iO/Cv2)
(on vérifie que c'est bien indépendant des expressions des éléments de S^M considérés).
Sur S^A on définit en outre une loi multiplicative en prenant {^ls^){a^s^)==(a^a^)IÇs^),
et enfin une loi externe sur S^M, ayant S~^A comme ensemble d'opérateurs, en posant
(als)(mls')=={am)l(ss'). On vérifie ainsi que S^A est muni d'une structure d'anneau
(dit anneau de fractions de A. à dénominateurs dans S) et S^M d'une structure de S~1 A-module
(dit module des fractions de M. à dénominateurs dans S) ; pour tout je S, j/i est inversible
dans S^A, son inverse étant i/j. L'application canonique zj| (resp. i^) est un homo-
morphisme d'anneaux (resp. un homomorphisme de A-modules, S^M étant considéré
comme A-module au moyen de l'homomorphisme ^ : A-^S^A).

(1.2.3) Si ^/^{f^n^o pour un ye A, on écrit A^ et M^ au lieu de S^A et S^M ;
quand Ay est considéré comme algèbre sur A, on peut écrire A^=A[i//]. A^ est isomorphe
à l'algèbre quotient A[T]/(/T—i)A[T]. Lorsque f==i, A^ et My s'identifient canoni-
quement à A et M ; si f est niipotent, A^ et M^ sont réduits à o.

Lorsque S==A—p, où p est un idéal premier de A, on écrit Ap et Mp au lieu
de S^A et S""3 M ; Ap est un anneau local dont l'idéal maximal q est engendré par zj|(p),
et on a (^î)"1^) ===p ; par passage aux quotients, î| donne un monomorphisme de
l'anneau intègre A/p dans le corps Ap/q, qui s'identifie au corps des fractions de A/p.

(1.2.4) L'anneau de fractions S^A et l'homomorphisme canonique ^ sont
solution d'un problème d^ application universelle : tout homomorphisme u de A dans un
anneau B tel que u{S) se compose d'éléments inversibles dans B se factorise d'une seule
manière

u : A -^ S-^A -^ B

13
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où u* est un homomorphisme d'anneaux. Sous les mêmes hypothèses, soient M un
A-module, N un B-module, v : M->N un homomorphisme de A-modules (pour la
structure de B-module sur N définie par u : A-»B) ; alors v se factorise d'une seule
manière

v : M-^S-^M-^N
& v*

où v* est un homomorphisme de S~1 A-modules (pour la structure de S~ ̂ A-module
sur N définie par M*).

(1.2.5) On définit un isomorphisme canonique S^A®^! ̂  S^M de S^A-
modules, en faisant correspondre à l'élément (als)®m l'élément (am')ls, l'isomorphisme
réciproque appliquant mfs sur (i/j')(x)m.

(1.2.6) Pour tout idéal ù' de S^A, a= (^^(d7) est un idéal de A, et ù' est l'idéal
de S^A engendré par îj|(a), qui s'identifie à S^a (1.3.2). L'application P'-^l)"^?7)
est un isomorphisme, pour la structure d'ordre, de l'ensemble des idéaux premiers de
S~1A sur l'ensemble des idéaux premiers p de A tels que pnS=0. En outre, les anneaux
locaux Ap et (S~lA)g-lp sont alors canoniquement (1.5.1) isomorphes.

(1.2.7) Lorsque A est un anneau intègre, dont on désigne par K le corps des
fractions, l'application canonique z| : A-^S^A est injective pour toute partie multi-
plicative S ne contenant pas o, et S^A s'identifie alors canoniquement à un sous-anneau
de K contenant A. En particulier, pour tout idéal premier p de A, A? est un anneau local
contenant A, d'idéal maximal pAp, et on a pApnA==p.

(1.2.8) Si A est un anneau réduit ( i . i. i), il en est de même de S^A : en effet,
si {xfs^^o pour xeAySeS, cela signifie qu'il existe s ' e S tel que ^^=0, d'où {s'x)n==o,
ce qui, par hypothèse, entraîne s ' x = o, donc xfs = o.

1.3. Propriétés fbnctorielles.

(1.3.1) Soient M, N deux A-modules, u un A-homomorphisme M->N. Si S
est une partie multiplicative de A, on définit un S~ ̂ -homomorphisme S^M —> S^N,
noté S""̂ , en posant {S~lu)Çm|s)==u(Tn)|s ; si S'̂ M et S^N sont canoniquement iden-
tifiés à S^A®^ et S^A®^ (1.2.5), S""̂  est identifié à i®u. Si P est un troisième
A-module, v un A-homomorphisme N->P, on a S—l(yo^/) = (S~ly)o(S—l^/) ; autrement
dit S^M est un fondeur covariant en M, de la catégorie des A-modules dans celle des
S~^-modules (A et S étant fixés).

(1.3.2) Le foncteur S^M est exact ; autrement dit, si la suite

M ̂  N ̂  P

est exacte, il en est de même de la suite
S-^M S-^

S-^M-^S-^N-^S--1?.

En particulier, si u : M-^N est injectif (resp. surjectif), il en est de même de S^u ;

14
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si N et P sont deux sous-modules de M, S^N et S^P s'identifient canoniquement à des
sous-modules de S^M, et l'on a

S-^N+^-S^N+S-1? et S-1(N^P)=(S-1N)^{S-1P).

(1.3.3) Soit (M^, <ppJ un système inductif de A-modules ; alors (S^M^, S"^^)
est un système inductif de S^A-modules. Exprimant les S^M^ et S"1^ comme des
produits tensoriels (1.2.5 et 1.3.1)3 il résulte de la permutabilité des opérations de
produit tensoriel et de limite inductive, que l'on a un isomorphisme canonique

S-^imM^limS-1]^

ce qu'on exprime encore en disant que le foncteur S^M (en M) commute avec les limites
inductives.

(1.3.4) Soient M, N deux A-modules ; il existe un isomorphisme canonique
fonctoriel (en M et N)

(S-^M)®^^-1]^) :̂  S-^M^N)

qui transforme (mls)®{nlt) en (m®n)^st.
(1.3.5) On a de même un homomorphisme fonctoriel (en M et N)

S-^Hom^M, N) -> Homg-^S-^M, S^N)

qui, à ii/s, fait correspondre l'homomorphisme m\t->u{m}\st. Lorsque M a une présentation
finie, l'homomorphisme précédent est un isomorphisme : c'est immédiat lorsque M est de
la forme A7', et on passe de là au cas général en partant de la suite exacte A^A^M—^o,
et en utilisant l'exactitude du foncteur S^M et l'exactitude à gauche du foncteur
Hom^(M, N) en M. On notera que ce cas se présente toujours lorsque A est noethérien
et le A-module M de type fini.

1.4. Changement de partie multiplicative.

(1.4.1) Soient S, T deux parties multiplicatives d'un anneau A telles que ScT;
il existe un homomorphisme canonique p^'8 (ou simplement p^8) de S^A dans T^A,
faisant correspondre à l'élément noté a\s de S^A l'élément noté ajs dans T^A; on a
^l=9l'so^lf Pour tout A-module M, il existe de même une application S~^-linéaire
de S^M dans T^M (ce dernier étant considéré comme S~1 A-module grâce à l'homo-
morphisme pj's), qui fait correspondre à l'élément mfs de S^M l'élément mfs de T^M ;
on note cette application p^'8, ou simplement p^8, et on a encore ^A^p^'80^ dans
l'identification canonique (1 .2 .5)5 p^'8 s'identifie à pj'8®!. L'homomorphisme p^'8

est un morphisme fonctoriel (ou transformation naturelle) du foncteur S^M dans le
foncteur T^M, autrement dit, le diagramme

S^M^S-^N
. T, S . T, S
PM PN

y _ y
T^M^T^N

15
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est commutatif, pour tout homomorphisme u : M->N; on notera en outre que T^u
est entièrement déterminé par S"1 ,̂ car pour me M. et teT, on a

(T-l^(^)=WI)-lpT's((S-l^(m/I)).

(1.4.2) Avec les mêmes notations, pour deux A-modules M, N, les diagrammes
(cf. (1.3.4) et (1.3.5))
(S-^M)®^^-1:^ ̂  S-^M®^) S^Hom^M, N) -^ Homs-^S-^M, S-^N)

^ ^ ^ ^
(T^M) ©^(T-'N) ̂  T-^M®^) T^Hom^M, N) -> tlom^T-^ T^N)

sont commutatifs.
(1.4.3) II y a un cas important dans lequel l'homomorphisme p^ est bijectif,

savoir lorsque tout élément de T est diviseur d'un élément de S ; on identifie alors
par p^ s les modules S^M et T^M. On dit que S est saturé si tout diviseur dans A d'un
élément de S est dans S ; en remplaçant S par l'ensemble T de tous les diviseurs des
éléments de S (ensemble qui est multiplicatif et saturé), on voit qu'on peut toujours,
si l'on veut, se limiter à la considération de modules de fractions S^M, où S est saturé.

(1.4.4) Si S, T, U sont trois parties multiplicatives de A telles que ScTcU,

0X1 a p^^p^op^.

(1.4.5) Considérons une famille filtrante croissante (SJ de parties multiplicatives
de A (on écrira a^(B pour S^cSp), et soit S la partie multiplicative US^ ; posons

a

Pûa^l3'80" P0111* ^P 5 en vertu de (1.4.4)3 les homomorphismes pp^ définissent un
anneau A7 limite inductive du système inductif d'anneaux (Sg^A, ppj. Soit p^ l'appli-
cation canonique S^A-^A', et posons (pa^pî'80 '? comme <poc=93°P3a P01111 ^P
d'après (1.4.4), on peut définir de façon unique un homomorphisme 9 : A'-^S^A
tel que le diagramme

S^A
Pa / ^ "̂  ^a (^P)
/ Q— l A \// "\

A^" "^S-'A
<?

soit commutatif. En fait, 9 est un isomorphisme : il est en effet immédiat par construction
que y est surjectif. D'autre part, si pa(a/^) eA' est tel que y(p^(û/^)) ==o, cela signifie
que a/^=o dans S^A, c'est-à-dire qu'il existe se S tel que sa=o ; mais il y a un
(B^a tel que seS^, et par suite, comme pa(^a) ^P 3(^/^0) =05 on volt ^c ^ est

injectif. On traite de même le cas d'un A-module M, et on a ainsi défini des
isomorphismes canoniques

Um S^A ̂  (iïm SJ- ,̂ Hm S^M 2^ (iïm SJ-^,

le second étant fonctoriel en M.

16
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(1.4.6) Soient S^, 83 deux parties multiplicatives de A $ alors S^Sg est aussi une
partie multiplicative de A. Désignons par 83 l'image canonique de 83 dans l'anneau
Si ̂  qui est une partie multiplicative de cet anneau. Pour tout A-module M il
existe alors un isomorphisme fonctoriel

sr^s^M) ̂  (SA)-^
qui fait correspondre à (^i)/(^/i) l'élément w/^).

1.5. Changement cTanneau.

(1.5.1) Soient A, A' deux anneaux, 9 un homomorphisme A'-^A, S (resp.
S ) une partie multiplicative de A (resp. A ' ) , telle que ^(S^cS ; l'homomorphisme

composé A7 -^ A -> S^A se factorise en A' -> S'^A ̂  S^A en vertu de (1.2.4) ;
on a ç^V^ç^)/^). Si A=^A) et S^S7),^ est surjective. Si A^A
et si y est l'identité, (p8' n'est autre que l'homomorphisme p^8' défini en (1.4.1).

(1.5.2) Sous les hypothèses de (1.5.1), soit M un A-module. Il existe un homo-
morphisme canonique fonctoriel

a : S'-^M^ -> (S-^^

de S'-^'-modules, faisant correspondre à tout élément mfs' de S'-^MrJ l'élément
m^[s') de (S^M^s'j ; on vérifie en effet immédiatement que cette définition ne
dépend pas de l'expression mis' de l'élément considéré. Lorsque S==(p(S'), l'homomor-
phisme a est bijectif. Lorsque A' =A et que 9 est l'identité, (T n'est autre que l'homo-
morphisme p^8' défini en (1.4.1).

Lorsqu'on prend en particulier M==A, l'homomorphisme 9 définit sur A une
structure de A'-algèbre ; S'-^A^) est alors muni d'une structure d'anneau, pour
laquelle il s'identifie à (y(S/))-lA, et l'homomorphisme a : S'-^A^) -> S-^A est un
homomorphisme de S'^A'-algèbres.

(^S-S) Soient M et N deux A-modules ; en composant les homomorphismes
définis dans (i .3.4) et (i .5.2)3 on obtient un homomorphisme

(S^M®^-^)^ <- S'-^M®^)

qui est un isomorphisme lorsque 9(S')=S. De même, en composant les homomor-
phismes (1.3.5) et (1.5.2), on obtient un homomorphisme

S-^Hom^M, N))^) -^ (Hom^S^M, S-^N))^^

qui est un isomorphisme lorsque ^(S') ==S et que M admet une présentation finie.
(1.5.4) Considérons maintenant un A'-module N', et formons le produit tensoriel

^^A7^]? V11 P^ être considéré comme un A-module en posant a,{n'®b)=n'®[ab).
Il existe un isomorphisme fonctoriel de S^A-modules

T : (S'^N^^^S^^^^S-^N'®^^)

17
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qui, à l'élément (n'^')®[ajs), fait correspondre l'élément ( n ' ® a ) l ( ^ ( s ' ) s ) ; on vérifie
en effet séparément que lorsqu'on remplace n ' f s ' (resp. aïs) par une autre expression du
même élément, { n ' ( S ) a ) l { ^ { s ' ) s ) ne change pas ; d'autre part, on peut définir un homo-
morphisme réciproque de T en faisant correspondre à (n'0a)ls l'élément (^7i)(x)(û/.î) :
on utilise le fait que S'^N^^A^) est canoniquement isomorphe à (N^^Ar^'S^S^A
(1.2.5), donc aussi à N^^S^A)^, en désignant par ^ l'homomorphisme composé
a'->^{a')li de A' dans S-^A.

(1.5.5) Si M' et N' sont deux A'-modules, en composant les isomorphismes (1.3.4)
et (1.5.4)3 on obtient un isomorphisme

S /- lM /®s/-^S /- lN /®s^S- lA^S- l(M /®^N /®^A).

De même, si M' admet une présentation finie, on a en vertu de (1.3.5) et (1.5.4),
un isomorphisme

Hom^S'-1]^, S^N^^S^A^S^Hom^M', N^A).

(1.5.6) Sous les hypothèses de (1.5.1), soit T (resp. T ' ) une seconde partie
multiplicative de A (resp. A7) telle que ScT (resp. S'cT) et (p(T)cT. Alors le
diagramme

S'^A' ̂  S-^A

P^S' pT,S

^ ^

T'^A' -> T^A
^'

est commutatif. Si M est un A-module, le diagramme

S'-^M^) ^ (S^M}^

T'-1^) -^ (T-1-!^)^

est commutatif. Enfin, si N' est un A'-module, le diagramme

(S'^N')®^, (S^A)^ i S-^N'®^)

! 1-
(T'-^') ®T'-.A-(^^-1A)^] ̂  T-^N' ® ,̂])

T

est commutatif, la flèche verticale de gauche étant obtenue en appliquant p^'8' à S'^N'
et pi18 à S^A.

2^



§ l ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 19

(1.5.7) Soient A" un troisième anneau, y' : A"-^A un homomorphisme d'an-
neaux, S" une partie multiplicative de A" telle que (p^S'^cS7. Posons îp^^yoç ' ;
alors on a

9"8 r^^OÇ^8 .

Soit M un A-module; on a évidemment M^j == (M^)^j ; si CT' et a" sont les
homomorphismes définis à partir de 9' et 9'/ comme a est défini dans (1.5.2) à partir
de 9, on a la formule de transitivité

<j" = croor.

Enfin, soit N" un A''-module ; le A-module N'^^'A^ s'identifie canoniquement
à {N"®^A\^)®^A^ et de même, le S-^A-module (S'-W^s.-^S-'A)^ s'iden-
tifie canoniquement à ((S//~lN//)®s.-^"(S/-lA/)^s^®s/-lA'(S-lA)^SF Avec ces identi-
fications, si T' et T" sont les isomorphismes définis à partir de 9' et 9" comme T est défini
dans (1.5.4) à partir de 9, on a la formule de transitivité

T'^TO^®!).

(1.5.8) Soit A un sous-anneau d'un anneau B ; pour tout idéal premier minimal p
de A, il existe un idéal premier minimal q de B tel que p==Anq. En effet, A? est un sous-
anneau de Bp (1.3.2) et possède un seul idéal premier p ' (1.2.6) ; comme Bp n'est pas
réduit à o, il possède au moins un idéal premier q' et on a nécessairement q 'nAp^p' ;
l'idéal premier q^ de B, image réciproque de q' est donc tel que q^ nA == p, et a fortiori on a
qnA==p pour tout idéal premier minimal q de B contenu dans q^.

i . 6. Identification du module M^ à une limite inductive.

(1.6.1) Soient M un A-module, y un élément de A. Considérons une suite (M J
de A-modules, tous identiques à M, et pour tout couple d'entiers m^n, soit 9^ l'homo-
morphisme ^—^"^ de M^ dans M^ ; il est immédiat que ((MJ, (9^)) est un système
inductif de A-modules ; soit N == lim M^ la limite inductive de ce système. Nous allons
définir un A-isomorphisme canonique fonctoriel de N sur M^. Pour cela, remarquons
que, pour tout n, 6^ : ̂ -^//^ est un A-homomorphisme de M = = M ^ dans My, et il
résulte des définitions que l'on a 6^09^=6^ pour m^n. Il existe donc un A-homo-
morphisme 6 : N~>M^ tel que, si 9^ désigne l'homomorphisme canonique M^—^N,
on ait 6^=609^ pour tout n. Gomme par hypothèse tout élément de M^ est de la forme
^/^ pour un n au moins, il est clair que 6 est surjectif. D'autre part, si 9(9^(^)) ==o,
autrement dit ^//^^o, il existe un entier k>o tel que fk^==o, donc 9^+^n(^) ==o,
ce qui entraîne 9^) ==o. On peut donc identifier M^ et lim M^ au moyen de 6.

(1.6.2) Écrivons maintenant M^, 9^ et 9^ au lieu de M^, 9^ et 9^. Soit g
un second élément de A. Comme /n divise fngn^ on a un homomorphisme fonctoriel

p^ : Mf->M^ (1.4.1 et 1.4.3) ;

19
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si on identifie M^ et M/^ à lim My^ et lim M^ respectivement, p^j s'identifie à la
limite inductive des applications p^j : M^ -> M^ définies par p^(^)==^:. En effet, cela
résulte immédiatement de la commutativité du diagramme

^n-^M^

^ ^^n 'n

„.. ^J „..M, ->M^

1.7. Support d'un module.

(i .7. i) Étant donné un A-module M, on appelle support de M et on note Supp(M)
l'ensemble des idéaux premiers p de A tels que Mp =f= o. Pour que M = o, il faut et
il suffit que Supp(M) == 0, car si Mp= o pour tout p, l'annulateur d'un élément xeM
ne peut être contenu dans aucun idéal premier de A, donc est A tout entier.

(1.7.2) Si o->N->M—^P->o est une suite exacte de A-modules, on a

Supp(M) = Supp(N) uSupp(P)

car pour tout idéal premier p de A, la suite o->Np-^Mp-^Pp->o est exacte (1.3.2) et
pour que Mp = o, il faut et il suffit que Ny == Pp = o.

(1.7.3) Si M est somme d'une famille (M^) de sous-modules, Mp est somme des
(M^)p pour tout idéal premier p de A (i .3.3 et i .3.2)3 donc Supp(M) =|jSupp(M^).

À
(1.7.4) Si M est un A-module de type fini, Supp(M) est l'ensemble des idéaux

premiers contenant l'annulateur de M. En effet, si M est monogène et engendré par x, dire
que Mp==o signifie qu'il existe j ^p tel que s.x=o, donc que p ne contient pas
l'annulateur de x. Si maintenant M admet un système fini (^)i^^n ^e générateurs
et si ùi est l'annulateur de x^ il résulte de (1.7.3) que Supp(M) est l'ensemble des p
contenant l'un des a,, ou, ce qui revient au même, l'ensemble des p contenant a== Dî,,
qui est l'annulateur de M.

(1.7.5) Si M et N sont deux A-modules de type fini, on a

Supp(M®^N) -Supp(M)nSupp(N).

Il s'agit de voir que si p est un idéal premier de A, la condition Mp®^ Np+ o est équi-
valente à « Mp=t=o et Np=t=o » (compte tenu de (1.3.4)). Autrement dit, il s'agit de
voir que si P, Q^ sont deux modules de type fini sur un anneau local B, non réduits à o,
alors P®gQ^4=o. Soit m l'idéal maximal de B. En vertu du lemme de Nakayama, les
espaces vectoriels P/mP et Q./mQ, ne sont pas réduits à o, donc il en est de même de
leur produit tensoriel (P/mP)®B/m(Q./înQ.) == (^BQJ^K/în)? dîoù la conclusion.

En particulier, si M est un A-module de type fini, a un idéal de A, Supp(M/ûM)
est l'ensemble des idéaux premiers contenant à la fois a et l'annulateur n de M (1.7.4),
autrement dit l'ensemble des idéaux premiers contenant a +îî.

20
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§ a. ESPACES IRRÉDUCTIBLES. ESPACES NOETHÉRIENS

2.1. Espaces irréductibles»

(2.1.1) On dit qu'un espace topologique X est irréductible s'il est non vide et s'il
n'est pas réunion de deux sous-espaces fermés distincts de X. Il revient au même de
dire que X =j= 0 et que l'intersection de deux ouverts (et par suite d'un nombre fini
d'ouverts) non vides de X est non vide, ou que tout ouvert non vide est partout dense,
ou que toute partie fermée =f=X est rare, ou enfin que tout ouvert de X est connexe.

(2.1.2) Pour qu'un sous-espace Y d'un espace topologique X soit irréductible,
il faut et il suffit que son adhérence Y soit irréductible. En particulier, tout sous-espace
qui est l'adhérence [x} d'un sous-espace réduit à un point est irréductible ; nous expri-
merons la relation jy^{x} (équivalente à {j^C-j^}) en disant que y est spécialisation
de x ou que x est une générisation de y. Lorsqu'il existe dans un espace irréductible X un
point x tel que X=={A:}, nous dirons que x est point générique de X. Tout ouvert non vide
de X contient alors x et tout sous-espace contenant x admet x pour point générique.

(2.1.3) Rappelons qu'on appelle espace de Kolmogoroff un espace topologique X
vérifiant l'axiome de séparation :

(Tç) Si x-^y sont deux points quelconques de X, il existe un ensemble ouvert
contenant l'un des points x, y et non l'autre.

Si un espace de Kolmogoroff irréductible admet un point générique, il n'en admet
qu'un seul puisqu'un ouvert non vide contient tout point générique.

Rappelons qu'un espace topologique X est dit quasi-compact si, de tout recou-
vrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement fini de X (ou, ce qui
revient au même, si toute famille filtrante décroissante d'ensembles fermés non vides a
une inter-section non vide). Si X est un espace quasi-compact, toute partie fermée non
vide A de X contient un ensemble fermé non vide minimal M, car l'ensemble des parties
fermées non vides de A est inductif pour la relation D ; si en outre X est un espace de
Kolmogoroff, M est nécessairement réduite à un seul point (ou, comme on dit par abus
de langage, est un point fermé).

(2.1.4) Dans un espace irréductible X, tout sous-espace ouvert non vide U est
irréductible, et si X admet un point générique x, x est aussi point générique de U.

Soit (UJ un recouvrement (dont l'ensemble d'indices est non vide) d'un espace
topologique X, formé d'ouverts non vides; pour que X soit irréductible, il faut et il
suffit que U^ soit irréductible pour tout a, et que U^nU^+0 quels que soient a, (3.
La condition est évidemment nécessaire ; pour voir qu'elle est suffisante, il suffit de
prouver que si V est un ouvert non vide de X, VnU^ est non vide pour tout a, car
alors VnU^ est dense dans U^ pour tout a, et par suite V est dense dans X. Or, il y a
au moins un indice y tel que VnUy=)=03 donc VnU^ est dense dans U^, et comme,
pour tout a, U^nUy+0, on a aussi VnU^nU.y+0.
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(2.1.5) Soient X un espace irréductible, / une application continue de X dans
un espace topologique Y. Alors/(X) est irréductible, et si x est point générique de X,
f[x) est point générique de/(X) et par suite aussi de/(X). En particulier, si de plus
Y est irréductible et a un seul point générique y, pour que /(X) soit partout dense, il
faut et il suffit que f(x) ==y,

(2.1.6) Tout sous-espace irréductible d'un espace topologique X est contenu
dans un sous-espace irréductible maximal, qui est nécessairement fermé. Les sous-espaces
irréductibles maximaux de X sont appelés les composantes irréductibles de X. Si Z^, Zg sont
deux composantes irréductibles distinctes de l'espace X, Z^nZg est un ensemble fermé
rare dans chacun des sous-espaces Zi, Zg ; en particulier, si une composante irréductible
de X admet un point générique (2 .1 .2) un tel point ne peut appartenir à aucune autre
composante irréductible. Si X n'a qu'un nombre fini de composantes irréductibles Z.
(i^z'^Tz), et si, pour chaque i, on pose U,=Z,nQ( U Z \ les U, sont ouverts, irré-

\j^-i ' , 1

ductibles, deux à deux sans point commun et leur réunion est dense dans X.
Soit U une partie ouverte d'un espace topologique X. Si Z est une partie irré-

ductible de X rencontrant U, ZnU est ouvert et dense dans Z, donc irréductible;
inversement, pour toute partie fermée irréductible Y de U, l'adhérence Y de Y dans X
est irréductible et Y n U = Y . On en conclut qu'il y a correspondance biunivoque
entre les composantes irréductibles de U et les composantes irréductibles de X qui
rencontrent U.

(2.1.7) Si un espace topologique X est réunion d'un nombre fini de sous-espaces
irréductibles fermés Y,, les composantes irréductibles de X sont les éléments maximaux
de l'ensemble des Y,, car si Z est une partie fermée irréductible de X, Z est réunion des
ZnY^, d'où on tire aussitôt que Z doit être contenu dans un des Y^. Soit Y un sous-
espace d'un espace topologique X, et supposons que Y n'ait qu'un nombre fini de
composantes irréductibles Y, (i ^ i<^n) ; alors les adhérences Y^ dans X sont les compo-
santes irréductibles de Y.

(2.1.8) Soit Y un espace irréductible admettant un seul point générique y.
Soient X un espace topologique, / une application continue de X dans Y. Alors, pour
toute composante irréductible Z de X rencontrant f~^{y\ /(Z) est dense dans Y. La
réciproque n'est pas nécessairement vraie ; toutefois, si Z admet un point générique ^,
et si/(Z) est dense dans Y, on a nécessairement f(^)==y (2 .1 .5) ; en outre, Zn/'^j/)
est alors l'adhérence de {^} dans/"^) et est donc irréductible, et comme toute partie
irréductible de f^Çjy) contenant ^ est nécessairement contenue dans Z (2.1.6), ^ est
point générique de Zn/"1^). Gomme toute composante irréductible de /^{y) est
contenue dans une composante irréductible de X, on voit que si toute composante
irréductible Z de X rencontrant/"1 ( y ) admet un point générique, alors il y a correspondance
biunivoque entre l'ensemble de ces composantes et l'ensemble des composantes irréduc-
tibles Zn/'^Y) de/"^), les points génériques de Z étant identiques à ceux de
Zn/-1^).
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2.2. Espaces noethériens.

(2.2.1) On dit qu'un espace topologique X est noethérien si l'ensemble des ouverts
de X vérifie la condition maximale^ ou, ce qui revient au même, si l'ensemble des fermés
de X vérifie la condition minimale. On dit que X est localement noethérien si tout A:eX
admet un voisinage qui est un sous-espace noethérien.

(2.2.2) Soit E un ensemble ordonné vérifiant la condition minimale^ et soit P une
propriété des éléments de E soumise à la condition suivante : si a e E est tel que pour tout
x<a, P(x) soit vraie, alors P(a) est vraie. Dans ces conditions, P{x) est vraie pour tout xeE
(« principe de récurrence noethérienne »). En effet, soit F l'ensemble des xeE pour
lesquels P(x) est fausse ; si F était non vide, il aurait un élément minimal a, et comme alors
P{x) est vraie pour tout x<a, P(a) serait aussi vraie, ce qui est contradictoire.

Nous appliquerons en particulier ce principe lorsque E est un ensemble de parties
fermées d^un espace noethérien.

(2.2.3) Tout sous-espace d'un espace noethérien est noethérien. Inversement,
tout espace topologique réunion finie de sous-espaces noethériens est noethérien.

(2.2.4) Tout espace noethérien est quasi-compact ; inversement, tout espace
topologique dans lequel tout ouvert est quasi-compact est noethérien.

(2.2.5) Un espace noethérien n'a qu'un nombre fini de composantes irréductibles,
comme on le voit par récurrence noethérienne.

§ 3. COMPLÉMENTS SUR LES FAISCEAUX

3.1. Faisceaux à valeurs dans une catégorie»

(3.1.1) Soient K une catégorie, (AJ^çj, (A^)^, 3)^1x1 deux familles d'objets
de K telles que A^==A^, (pap)(a ,p)eixi une famille de morphismes p^ : A^->A^. Nous
dirons qu'un couple formé d'un objet A de K et d'une famille de morphismes p^ : A—>A^
est solution du problème universel défini par la donnée des familles (AJ, (A^p) et (p^p) si,
pour tout objet B de K, l'application qui, à tout yëHom(B, A) fait correspondre la
famille (p^o/')eIIHom(B, AJ est une bijection de Hom(B, A) sur l'ensemble des f/J

a

telles que papo/a==Ppao/p po1111 tout couple d'indices (a, (B). On voit aussitôt que s'il
existe une telle solution, elle est unique à un isomorphisme près.

(3.1.2) Nous ne rappellerons pas la définition d'un préfaisceau U-^^'(U) sur
un espace topologique X, à valeurs dans une catégorie K (G, I, 1.9) ; nous dirons qu'un
tel préfaisceau est un faisceau à valeurs dans K s'il satisfait à l'axiome suivant :

(F) Pour tout recouvrement (UJ d^un ouvert U de X par des ouverts U^ contenus dans U, si on
désigne par p^ (resp. p^p) le morphisme de restriction

^•(U) -> ̂ (UJ (resp. ^-(UJ -^ ^(U.nU^)),
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le couple formé de e^'(U) et de la famille (pj est solution du problème universel pour (^(UJ),
(^(U.nUp)) ^ (pj (3.1.1) (i).

Il revient au même de dire que, pour tout objet T de K, la famille
U->Hom(T, ^(U)) est un faisceau d'ensembles,

(3.1.3) Supposons que K soit la catégorie définie par une « espèce de structure
avec morphismes » 2, les objets de K étant donc les ensembles munis de structures
d'espèce S et les morphismes ceux de S. Supposons que la catégorie K vérifie en outre
la condition suivante :

(E) Si (A, (pj) est solution d'un problème d'application universelle dans la catégorie K
pour des familles (AJ, (A^), (pap), alors c'est aussi une solution du problème d'application
universelle pour les mêmes familles dans la catégorie des ensembles (c'est-à-dire quand on
considère A, les A^ et A^ comme des ensembles, les p^ et p^p comme des applications) (2).

Dans ces conditions, la condition (F) entraîne que, considéré comme préfaisceau
d'ensembles, U-^(U) est un faisceau. En outre, pour qu'une application u : T->^(U)
soit un morphisme de K, il faut et il suffit, en vertu de (F), que chaque application ^you
soit un morphisme T-^^UJ, ce qui signifie que la structure d'espèce 2 sur ^(U)
est structure initiale pour les morphismes p^. Réciproquement, supposons qu'un préfaisceau
U->^'(U) sur X, à valeurs dans K, soit un faisceau d'ensembles^ et vérifie la condition
précédente; il est clair alors qu'il satisfait à (F), donc est un faisceau à valeurs dans K.

(3.1.4) Lorsque 2 est l'espèce de structure de groupe ou d'anneau, le fait que
le préfaisceau U->^'(U) à valeurs dans K est un faisceau d'ensembles entraîne ipso facto
que c'est un faisceau à valeurs dans K (autrement dit, un faisceau de groupes ou d'anneaux
au sens de (G)) (3). Mais il n'en est plus de même lorsque par exemple K est la catégorie
des anneaux topologiques (avec pour morphismes les représentations continues) : un faisceau
à valeurs dans K est un faisceau d'anneaux U->^(U) tel que, pour tout ouvert U
et tout recouvrement de U par des ouverts U^cU, la topologie de l'anneau ^(U)
soit la moins fine rendant continues les représentations ^ (V)-> ̂  ÇU ̂ ). On dira dans
ce cas que U->^(U) considéré comme faisceau d'anneaux (sans topologie) est sous-
jacent au faisceau d'anneaux topologiques U—^^U). Les morphismes Uy : ̂ (V)-^(V)
(V ouvert arbitraire de X) de faisceaux d'anneaux topologiques sont donc des homo-
morphismes des faisceaux d'anneaux sous-jacents, tels que Uy soit continu pour tout
ouvert VcX ; pour les distinguer des homomorphismes quelconques des faisceaux
d'anneaux sous-jacents, on les appellera homomorphismes continus de faisceaux d'anneaux
topologiques. On a des définitions et conventions analogues pour les faisceaux d'espaces
topologiques ou de groupes topologiques.

(1) C'est un cas particulier de la notion générale de limite projective (non filtrante) (voir (T, I, 1.8) et le
livre en préparation annoncé dans l'Introduction).

(2) On peut prouver que cela signifie aussi que le foncteur canonique JK->(Ens) permute aux limites projectives
(non nécessairement filtrantes).

(3) Cela tient à ce que dans la catégorie K, tout morphisme qui est une bijection (en tant qu'application
d'ensembles) est un isomorphisme. Cela n'est plus vrai lorsque K. est la catégorie des espaces topologiques, par exemple.
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(3.1.5) II est clair que pour toute catégorie K, si y est un préfaisceau (resp. un
faisceau) sur X à valeurs dans K et U un ouvert de X, les ^(V) pour les ouverts VcU
constituent un préfaisceau (resp. un faisceau) à valeurs dans K, que l'on appelle pré-
faisceau (resp. faisceau) induit par ̂  sur U et que l'on note ̂  \ U.

Pour tout morphisme u : y—^^S de préfaisceaux sur X à valeurs dans K, on
désignera par u\U le morphisme ^'[U->^ U formé des u^ pour VcU.

(3.1.6) Supposons maintenant que la catégorie K admette des limites induc-
tives (T, 1 .8 ) ; alors, pour tout préfaisceau (et en particulier tout faisceau) ^ sur X à
valeurs dans K et tout ,yeX, on peut définir la fibre ̂  comme l'objet de K limite
inductive des J^(U) selon l'ensemble filtrant (pour D) des voisinages ouverts U de x
dans X, et pour les morphismes p^ : ̂ (V)->^(U). Si u : y-^^S est un morphisme
de préfaisceaux à valeurs dans K, on définit pour tout xeX le morphisme u^ : ̂ -^^
comme la limite inductive des u^ : ̂ (U) ->^(U) selon l'ensemble des voisinages ouverts
de x ', on définit ainsi ̂  comme foncteur covariant en ^r, à valeurs dans K, pour
tout A:eX.

Lorsque K est en outre définie par une espèce de structure avec morphismes 2,
on appelle encore sections au-dessus de U d'un faisceau y à valeurs dans K les éléments
de ^(U), et on écrit alors F(U, ̂ ) au lieu de ^(U) ; pour ^er(U, ^r), V ouvert
contenu dans U, on écrit s\V au lieu de p^(^) ; pour tout xe\J, l'image canonique
de s dans J^ est le germe de s au point x, noté ^ {nous remploierons jamais la notation s{x)
dans ce sens, cette notation étant réservée pour une autre notion relative aux faisceaux
particuliers qui seront considérés dans ce Traité (5 - 5 • i ) ).

Si alors u : y—^^S est un morphisme de faisceaux à valeurs dans K, on écrira u(s)
au lieu de u^(s) pour tout seFÇU, e^).

Si ̂  est un faisceau de groupes commutatifs, ou d'anneaux, ou de modules, on dit
que l'ensemble des xeVL tels que ^4={o} est le support de ^', noté Supp(^) ; cet
ensemble n'est pas nécessairement fermé dans X.

Lorsque K est définie par une espèce de structure avec morphismes, nous nous
abstiendrons systématiquement de faire intervenir le point de vue des « espaces étalés » en ce qui
concerne les faisceaux à valeurs dans K ; autrement dit, nous ne considérerons jamais
un faisceau comme un espace topologique (ni même comme l'ensemble réunion de ses
fibres), et nous ne considérerons pas davantage un morphisme u : ̂ ->S^ de tels faisceaux
sur X comme une application continue d'espaces topologiques.

3.2. Préfaisceaux sur une base d'ouverts.

(3.2.1) Nous nous restreindrons dans ce qui suit à des catégories K admettant
des limites projectives (généralisées, c'est-à-dire correspondant à des ensembles préordonnés
non nécessairement filtrants, cf. (T, i . 8) ). Soient X un espace topologique, S une base
d'ouverts pour la topologie de X. Nous appellerons préfaisceau sur SB, à valeurs dans Ky
une famille d'objets e^'(U) eK, attachés à chaque UeS, et une famille de morphismes
P^ ; ^'(V)->^''(U) définis pour tout couple (U, V) d'éléments de » tels que UcV,
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avec les conditions p^= identité et p^=p^op^ si U, V, W dans 23 sont tels que
UcVcW. On peut lui associer un préfaisceau à valeurs dans K : U—^^U) au sens
ordinaire, en prenant pour tout ouvert U, ^(U) =lim ^'(V), où V parcourt l'en-
semble ordonné (pour c, ^O^/^TZ^ en général) des ensembles Ve33 tels que VcU, car
les ^(V) forment un système projectif pour les p^ (VcWcU, Ve33, We33). En effet,
si U, U' sont deux ouverts de X tels que UcU', on définit p^ comme la limite
projective (pour VcU) des morphismes canoniques y (U^-^^V), autrement dit
Punique morphisme y {V)->y (U), qui, composé avec les morphismes canoniques
^(U^^V), donne les morphismes canoniques ^(U^-^^V) ; la vérification de
la transitivité des p7^ est alors immédiate. De plus, si Ue33, le morphisme canonique
^(U)—^^) est un isomorphisme, permettant d'identifier ces deux objets (1).

(3.2.2) Pour que le préfaisceau y ainsi défini soit un faisceau, il faut et il suffit
que le préfaisceau y sur SB vérifie la condition :

(Fo) Pour tout recouvrement (UJ de Ue35 par des ensembles U^e33 contenus dans U, et
pour tout objet TeK, Inapplication qui, à tout yeHom(T, ^'(U)) fait correspondre la
famille (p^ o/) e n Hom(T, ^'(UJ) est une bijection de Hom(T, ^(U)) sur l'ensemble des (/J

tels que p^/o^P^00^ P0^ tout couple d'indices (a, (B) et tout Ve33 tel que VcU^nUp (2).
La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu'elle est suffisante,

considérons d'abord une seconde base S' de la topologie de X, contenue dans 93, et
montrons que si y désigne le préfaisceau déduit de la sous-famille (^(V))^^, y est
canoniquement isomorphe à y. En effet, tout d'abord la limite projective (pour Ve®',
VcU) des morphismes canoniques ^(U^^V) est un morphisme Y'(V)-^y'(U)
pour tout ouvert U. Si Ue33, ce morphisme est un isomorphisme, car par hypothèse
les morphismes canoniques ^'"(L^—^e^V) pour Ve®', VcU, se factorisent en
^'(^—^'(U)—^^), et il est immédiat de voir que les composés des morphismes
y(U)-^y'(\J) et ^(U)-^^) ainsi définis sont les identités. Ceci étant, pour
tout ouvert U, les morphismes ^'//(U)-^'//(W)=^r(W) pour We® et WcU vérifient
les conditions caractérisant la limite projective des ^(W) (We33, WcU), ce qui démontre
notre assertion compte tenu de l'unicité d'une limite projective à un isomorphisme près.

Cela posé, soit U un ouvert quelconque de X, (UJ un recouvrement de U par
des ouverts contenus dans U, et soit 33/ la sous-famille de 33 constituée par les ensembles

(1) Si X est un espace noethérien, on peut encore définir ^"'(U) et montrer que c'est un préfaisceau (au sens
ordinaire) lorsqu'on suppose seulement que K admet des limites projectives pour les systèmes projectifs finis. En
effet, si U est un ouvert quelconque de X, il y a un recouvrement fini (V^) de U formé d'ensembles de S ; pour tout
couple (î, j) d'indices, soit (V^) un recouvrement fini de V^HVy formé d'ensembles de S. Soit 1 l'ensemble
formé des i et des triplets (î, j, k), ordonné par les seules relations i > (z, j, k), j> (î, j, k) ; on prend alors pour^^U)
la limite projective du système des ^'(V^) et ^'(V^) ; on vérifie aisément que cela ne dépend pas des recouvrements
(V^-) et (V^) et que U-^^U) est un préfaisceau.

(2) Cela signifie encore que le couple formé par ^(U) et les pa = p^} est solution du problème universel
défini (3.1.1) par la donnée de Aa==^(Ua), Aap=n^"(V) (pour les Ve33 tels que VCUaHUp) et pap==(py) :
•^(Ua)-^n^-(V) défini par la condition que pour VG», V £ S, We®, VUV'CUanUp, WCVnV,

P^°PV==P^°PV
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de 33 contenus dans un U^ au moins ; il est clair que SB' est encore une base de la topologie
de X, donc ^(U) (resp. ^"(UJ) est limite projective des ^"(V) pour Ve23' et VcU
(resp. VcUJ ; l'axiome (F) se vérifie alors aussitôt en vertu de la définition de la
limite projective.

Lorsque (Fp) est vérifié, nous dirons par abus de langage que le préfaisceau y
sur la base 23 est un faisceau.

(3.2.3) Soient "̂, ^ deux préfaisceaux sur la base S, à valeurs dans K ; on définit
un morphisme u : y-^^ê comme une famille (^v)ves de morphismes Uy : j^'(V)—^(V)
satisfaisant aux conditions de compatibilité usuelles avec les morphismes de restriction p^.
Avec les notations de (3.2. i), on en déduit un morphisme u' : y — ^ ( S ' des préfaisceaux
(ordinaires) correspondants en prenant pour u^ la limite projective des Uy pour Ve23
et VcU; la vérification des conditions de compatibilité avec les p^ découle du
caractère fonctoriel de la limite projective.

(3.2.4) Si la catégorie K admet des limites inductives, et si y est un préfaisceau
sur la base SB, à valeurs dans K, pour tout xe^K les voisinages de x appartenant à 93
forment un ensemble cofinal (pour D) dans l'ensemble des voisinages de x, donc, si S ^ '
est le préfaisceau (ordinaire) correspondant à ^r, la fibre ̂  est égale à lim J^(V) selon

""sT
l'ensemble des Ve23 contenant x. Si u : ^-^^ est un morphisme de préfaisceaux
sur 93 à valeurs dans Jî, u' : y-^^' le morphisme correspondant de préfaisceaux
ordinaires, u^ est de même la limite inductive des morphismes Uy : e^'(V)->^(V)
pour Ve23, xeV.

(3.2.5) Revenons aux conditions générales de (3.2.1). Si S^ est un faisceau
ordinaire à valeurs dans K, J^ le faisceau sur SB obtenu par restriction de ^ à 93, le
faisceau ordinaire ̂  obtenu à partir de ̂  par le procédé de (3.2.1) est canoniquement
isomorphe à ^5 en vertu de la condition (F) et des propriétés d'unicité de la limite
projective. On identifiera d'ordinaire ^ et e^i.

Si ^ est un second faisceau (ordinaire) sur X à valeurs dans K, et u : ^-^^S un
morphisme, la remarque précédente montre que la donnée des Uy : ^(V)->^(V) pour
les Ve23 seulement détermine complètement u ; inversement, il suffit, les Uy étant donnés
pour Ve23, de vérifier le diagramme de commutativité avec les morphismes de restric-
tion p^ pour Ve23, We23 et VcW, pour qu'il existe un morphisme u' et un seul de y
dans ^ tel que Uy==u^ pour tout Ve23 (3.2.3).

(3.2.6) Supposons toujours que K admette des limites projectives. Alors la
catégorie des faisceaux sur X à valeurs dans K admet aussi des limites projectives ; si (e^\)
est un système projectif de faisceaux sur X à valeurs dans Jî, les ^(U) ==lim<^\(U)

^ À
définissent en effet un préfaisceau à valeurs dans K, et la vérification de l'axiome (F)
résulte de la transitivité des limites projectives ; le fait que y est alors limite projective
des <^\ est immédiat.

Lorsque K est la catégorie des ensembles, pour tout système projectif ( §^) tel
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que ^ soit un sous-faisceau de ̂  pour tout X, lim ̂  s'identifie canoniquement à un
sous-faisceau de lim <^\. Si K est la catégorie des groupes commutatifs, le foncteur covariant
lim y^ est additif et exact à gauche.

3.3. Recollement de faisceaux»

(3.3.1) Supposons encore que la catégorie K admette des limites projectives
(généralisées). Soient X un espace topologique, U== (U^) ̂ ç^ un recouvrement ouvert de X,
et pour chaque À e L, soit <^\ un faisceau sur U\, à valeurs dans K ; pour tout couple
d'indices (X, pi), supposons donné un isomorphisme 6^ : ̂  | (U^nUJ 2^ e^\ | (U^nU ) ;
en outre, supposons que pour tout triplet (X, [L, v), en désignant par 6^, 6^, 6^ les
restrictions de 65^,6^,6^ à U^nU^nU^, on ait 6^ ==6^06^ [condition de recollement
pour les 6^). Alors, il existe un faisceau ^ sur X, à valeurs dans K, et pour chaque À un
isomorphisme T]^ : ̂ |U^ ̂  ̂ \ tels que, pour tout couple (X, pi), en désignant par T]{
et YÎ^ les restrictions de T^ et ^ à U^nU^, on ait Q^=^o^~1 ; en outre, ^ et
les T]^ sont déterminés à un isomorphisme unique près par ces conditions. L'unicité
résulte en effet aussitôt de (3.2.5). Pour établir l'existence de ^r, désignons par 33 la
base d'ouverts formée des ouverts contenus dans un U^ au moins, et pour tout Ue®,
choisissons (par la fonction T de Hilbert) un des ^\(U) pour un des À tels que UcU\ ;
si on désigne cet objet par ^"(U), les p^ pour UcV, Ue23, Ve® se définissent de
façon évidente (au moyen des 6^), et la condition de transitivité est conséquence de
la condition de recollement ; en outre, la vérification de (FJ est immédiate, donc le
préfaisceau sur SB ainsi défini est bien un faisceau, et on en déduit par le procédé
général (3.2.1) un faisceau (ordinaire) encore noté y et qui répond à la question. On
dit que y est obtenu par recollement des e^\ au moyen des 6^ et on identifiera d'ordinaire
^\ et <^|U\ au moyen de T]^.

Il est clair que tout faisceau 3^ sur X à valeurs dans K peut être considéré comme
obtenu par recollement des faisceaux ^\ == y \ U^ (où (U^) est un recouvrement ouvert
arbitraire de X), au moyen des isomorphismes 6^ réduits à l'identité.

(3.3.2) Avec les mêmes notations, soit ^ un second faisceau sur U^ (pour
tout ÀeL) à valeurs dans K, et soit donné pour tout couple (À, (JL) un isomorphisme
co^ : ^J(U^nUJ 2^ ^^\(U^nV^, ces isomorphismes vérifiant la condition de recol-
lement. Supposons enfin donné pour tout À un morphisme u^ : ^\->^, et que les
diagrammes

^l(U,nUJ^^|(U,nUJ
( 3 - 3 - 2 - ï ) ^ '1-

^l(UxnUJ^^|(U,nUJ
À

soient commutatifs. Alors, si ^ est obtenu par recollement des ^ au moyen des œ^ ,
il existe un morphisme u : y-^^S et un seul tel que les diagrammes
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u\V^
^[U,--^|U,^ ^
^\ —> ^\
À ^ x

soient commutatifs ; cela résulte aussitôt de (3.2.3). La correspondance entre la
famille (u^) et u est une bijection fonctorielle de la partie de IIHom(^\, ^) vérifiant
les conditions (3.3.2.1) sur Hom (^r, ^). À

(3-3-3) Avec les notations de (3.3.1)3 soit V un ouvert de X ; il est immédiat
que les restrictions à VnU^nU^ des 6^ satisfont à la condition de recollement pour les
faisceaux induits J^\[(VnU\) et que le faisceau sur V obtenu par recollement de ces
derniers s'identifie canoniquement à ^JV.

3.4. Images directes de préfaisceaux»

(3.4.1) Soient X, Y deux espaces topologiques, ^ : X->Y une application
continue. Soit 3^ un préfaisceau sur X à valeurs dans une catégorie K ; pour tout
ouvert UcY, soit ^(U)^^^"1^)), et si U, V sont deux parties ouvertes de Y
telles que UcV, soit p^ le morphisme ^(^(V)) ->• ̂ (^(U)) ; il est immédiat que
les S^(U) et les p^ définissent un préfaisceau sur Y à valeurs dans Jï, que l'on appelle
V image directe de y par ^ et que l'on note ^ (e^). Si y est un faisceau, on vérifie aussitôt
l'axiome (F) pour le préfaisceau ^(U), donc ^ {^) est un faisceau.

(3.4.2) Soient ^, y^ deux préfaisceaux sur X à valeurs dans K, et soit
u : y^ -> y^ un morphisme. Lorsque U parcourt l'ensemble des parties ouvertes de Y,
la famille de morphismes u^-i^ : ^(^"^U)) -> <^2(4'—10^)) satisfait aux conditions
de compatibilité avec les morphismes de restriction, et définit par suite un morphisme
^ {u) : ^ (e^) -> ^ (^2)- Si v : y^->y^ est un morphisme de ^g dans un troisième
préfaisceau sur X à valeurs dans K, on a ^ (vou)==^ (^)°^ {u) $ autrement dit, ^ (^)
est un fondeur covariant en J^, de la catégorie des préfaisceaux (resp. faisceaux) sur X
à valeurs dans K, dans celle des préfaisceaux (resp. faisceaux) sur Y à valeurs dans K.

(3.4.3) Soient Z un troisième espace topologique, ^ ' : Y->Z une application
continue, et soit tj/'^tj/o^. Il est clair que l'on a ^"{^')==^'(^ (^)) pour tout pré-
faisceau y sur X à valeurs dans K ; en outre, pour tout morphisme u : J^-> ̂  de tels
préfaisceaux, on a ^j/ /(M)=^ /(^ (^)). En d'autres termes, ^" est le composé des foncteurs ^ /

et ^ , ce qu'on peut écrire
(^/o^^^o^.

En outre, pour tout ouvert U de Y, l'image par la restriction ^[^^(U) du pré-
faisceau induit ^[^"^(U) n'est autre que le préfaisceau induit ^(^[U.

(3.4.4) Supposons que la catégorie K admette des limites inductives, et soit y un
préfaisceau sur X à valeurs dans K ; pour tout xe X, les morphismes r^^^U), e '̂) ->^
(U voisinage ouvert de ^Çx) dans Y) forment un système inductif, qui donne par passage
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à la limite un morphisme ^ : (^(^"))^-^ des fibres; en général, ce morphisme
n'est ni injectif ni surjectif. Il est fonctoriel ; en effet, si u : ̂ ->^ est un morphisme de
préfaisceaux sur X à valeurs dans K, le diagramme

(W))^OT.
{W)^ ^

^W)w ̂  W.

est commutatif. Si Z est un troisième espace topologique, ^/ : Y—^Z une application
continue, et ^"==^'0^, on a ^/=^o^) pour xeX.

3.4.5) Sous les hypothèses de (3.4.4), supposons en outre que ^ soit un homéo-
morphisme de X sur le sous-espace ^(X) de Y. Alors, pour tout xeX, ^ est un isomorphisme.
Ceci s'applique en particulier à l'injection canonique j d'une partie X de Y dans Y.

(3.4.6) Supposons que K soit la catégorie des groupes, ou des anneaux, etc.
Si y est un faisceau sur X à valeurs dans K, de support S, et si J^(S), il résulte de la
définition de ^(^) que (^(^"))^={o}, autrement dit le support de ^(e^) est contenu
dans ^ (S) $ mais il n'est pas nécessairement contenu dans ^ (S). Sous les mêmes hypothèses,
sij est l'injection canonique d'une partie X de Y dans Y, le faisceau j (^) induit ^surX ;
si de plus X est fermée dans Y, j\{^) est le faisceau sur Y qui induit y sur X et o sur
Y—X (G, II, 2.9.2), mais il est en général distinct de ce dernier lorsqu'on suppose X
localement fermé mais non fermé.

3.5. Images réciproques de préfaisceaux.

(3.5.1) Sous les hypothèses de (3.4.1), si y (resp. ^) est un préfaisceau sur X
(resp. Y) à valeurs dans K, tout morphisme u : ^->^(^') de préfaisceaux sur Y
s'appelle encore un ^-morphisme de ^ dans e ,̂ et se note aussi ^-^. On désigne
aussi par Hom^, ^r) l'ensemble Homy(^, ^(^)) des ^-morphismes de ^ dans .̂ r.
Pour tout couple (U, V), où U est un ouvert de X, V un ouvert de Y tel que ^(U) cV,
on a un morphisme z/y y '' ^(V)—^(U) en composant le morphisme de restriction
^(^(V)) -^(U) et le morphisme Uy : ^(V) ->• ^(^)(V) =j^-l(V)) ; il est
immédiat que ces morphismes rendent commutatifs les diagrammes

(3-5-i.ï)
^(V) —l-̂ (U)

^ ^
^(V7) —> ^-(U')

^u'v '

pour ITcU, V'cV, ^ ( V ' ) c V ' . Inversement, la donnée d'une famille (^y) de mor-
phismes rendant commutatifs les diagrammes (3.5.1.1) définit un (p-morphisme u,
car il suffit de prendre Uy == u^-i^ y.
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Si la catégorie K admet des limites projectives (généralisées), et si 33, 33' sont des
bases des topologies de X et Y respectivement, pour définir un ^-morphisme u de faisceaux,
on peut se borner à se donner les My y pour Ue33, VeS' et ^(U)cV, vérifiant les
conditions de compatibilité (3.5.1.1) pour U, U' dans 23 et V, V7 dans SB7 ; il suffit
en effet de définir u^ pour tout ouvert WcY, comme limite projective des Uy y pour
Ve93' et VcW, Ue33 et ^(U)cV.

Lorsque la catégorie K admet des limites inductives, on a, pour tout ^eX, un
morphisme ^(V)-^^"1^))-»^ pour tout voisinage ouvert V de ^{x) dans Y,
et ces morphismes forment un système inductif qui donne par passage à la limite un
morphisme ^^->^.

(3 •5- 2 - ) Sous les hypothèses de (3.4.3), soient ,̂ ^, Jf des préfaisceaux à
valeurs dans K sur X, Y, Z respectivement, et soient u : ^->^ (e^), v : ̂ ->^'{<S) un
^-morphisme et un ^j/-morphisme respectivement. On en déduit un ij/'-morphisme

V ^>)

w : jr-^(^) —^ ^(^(^)) -=^{y^ que l'on appelle, par définition, le composé de u
et de v. On peut donc considérer les couples (X, ^) formés d'un espace topologique X
et d'un préfaisceau y sur X (à valeurs dans K) comme formant une catégorie, les mor-
phismes étant les couples (^, 6) : (X, ^')->(Y, ^) formés d'une application continue
^ : X->Y et d'un ^-morphisme 6 : ̂ ->^.

(3-5-3) Soient ^ : X—^Y une application continue, ^ un préfaisceau sur Y à
valeurs dans K. Nous appellerons image réciproque de ^ par ^ un couple (^/, p), où ^/

est un faisceau sur X à valeurs dans K, et p : <^-><^{ un ^-morphisme (autrement dit un
homomorphisme ^-^(^/)) tels que, pour tout faisceau y sur X à valeurs dans K,
l'application

(3.5.3-ï) Homx(^, ̂ ) -> Hom^, e^) =HomY(^, ^(^))

transformant v en ^(y)op, soit une bijection ; cette application, étant fonctorielle en ^r,
définira alors un isomorphisme de foncteurs en ^r. Le couple (^/, p) étant solution d'un
problème universel, on sait qu'il est déterminé à un isomorphisme unique près lorsqu'il existe.
On écrira alors ^'^==^*(^), p=p^, et par abus de langage, on dira que ^*(^) est le
faisceau image réciproque de ^ par ^, étant entendu que ^*(^) est considéré comme muni du
^-morphisme canonique p^ : ̂  -> (p*(^), c'est-à-dire de l'homomorphisme canonique de préfais-
ceaux sur Y :

(3.5.3.2) p^->^(W)).

Pour tout homomorphisme v : ^(^-^e^' (où ^ est un faisceau sur X à valeurs
dans K), on posera z^^^*^)0?^ : ̂ "-^./^O- P3-1' définition, ^?^ morphisme de préfais-
ceaux u : ̂ ->^(^) est de la forme v^ pour un u et un seul, que l'on notera ̂ . En d'autres
termes, tout morphisme u : ^—^(e^) de préfaisceaux se factorise de façon unique en

Pu. ^*(^)

(3.5.3.3) u : ̂  -5 ̂ W —^ ̂ W.
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(3-5-4) Supposons maintenant que la catégorie K soit telle (1) que tout pré-
faisceau ^ sur Y à valeurs dans K admette une image réciproque par ^, que nous note-
rons 4'*(^)-

Nous allons voir qu'on peut définir ^(^) comme fondeur covariant en ^, de la
catégorie des préfaisceaux sur Y à valeurs dans K, dans celle des faisceaux sur X à valeurs
dans K, de telle façon que l'isomorphisme v->v7 soit un isomorphisme de bifoncteurs

(3.5.4.1) Homx(^), ^-) ̂  Hom^, ̂ (^))

en ^ et ^r.
En effet, pour tout morphisme w : ^1—^2 de préfaisceaux sur Y à valeurs dans K,

considérons le morphisme composé ^ -^ ̂  ->2 ^(4* (^)) ; il lui correspond un mor-
phisme (p^ow)ft : ^(^i)-^(^2)3 q^ nous noterons ^(w). On a donc, en vertu
de (3.5.3.3)

(3.5.4. a) ^(4*(W))OP^:=P^O^•

Pour tout morphisme u : ^"-^(^Qî °ù ^ est un faisceau sur X à valeurs dans K,
on a, d'après (3.5.3.3)3 (3.5.4.2) et la définition de îP

(tfto^(w)^ == ̂ (^^(^(^op^ = ̂ (^O0?^0!^^ UOW

ou encore

(3-5.4-3) (Mo^)ft=^o^(^).

Si on prend en particulier pour u un morphisme ^2 •M> ^3 ->a ^ (^(^3)) 5 il vient
^(zf/o^^p^oz^o^)^ (p^o^^o^Ç^) ^^(wOo^^), d'où notre assertion.

Enfin, pour tout faisceau y sur X à valeurs dans K, soit iy le morphisme identique
de ^(<^) et notons

^^UW)-^
le morphisme (iy}^ ; la formule (3.5.4.3) donne en particulier la factorisation

(3.5.4.4) ^ : W) ̂  W^)) 0^ ̂

pour tout morphisme u : ^-^(^r). Nous dirons que le morphisme o^r est canonique.
(3.5.5) Soit ^ ' : Y->Z une application continue, et supposons que tout pré-

faisceau ̂  sur Z à valeurs dans K admette une image réciproque ^(Jf) par (}/. Alors
(avec les hypothèses de (3.5.4)) tout préfaisceau jf sur Z à valeurs dans K admet une
image réciproque par ^j/^^'o^ et l'on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(3.5.5.1) ^(^)^*(rW)

(l) Dans le livre cité dans l'Introduction, nous donnerons des conditions très générales sur la catégorie K
assurant l'existence des images réciproques de préfaisceaux à valeurs dans K.
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Cela résulte en effet aussitôt des définitions, tenant compte de ce que ^ " = = ^ ' 0 ^ .
En outre, si u : ^S -> ̂ (^) est un ^-morphisme, v : ̂  ->^'[<S) un ^-morphisme,
et w=^(u)ov leur composé (3.5.2), on constate aussitôt que uft est le morphisme
composé

^ : ̂ (^*(^))^^(^^^.

(3-5-S) Prenons en particulier pour ^ l'application identique ix : X->X. Alors
si l'image réciproque par ^ d'un préfaisceau ^ sur X à valeurs dans K existe, on dit
que cette image réciproque est le faisceau associé au préfaisceau y'. Tout morphisme
u : y—^y de SF dans un faisceau y à valeurs dans K se factorise donc de façon unique

en ^ÏiW^^'.

3.6. Faisceaux simples et faisceaux localement simples.

(3.6.1) Nous dirons qu'un préfaisceau y sur X, à valeurs dans K, est constant si les
morphismes canoniques ^(X)->^'(U) sont des isomorphismes pour tout ouvert non
vide UcX ; on notera que y n'est pas nécessairement un faisceau. On dit qu'un faisceau
est simple s'il est associé (3.5.6) à un préfaisceau constant. On dit qu'un faisceau y
est localement simple si tout A:eX admet un voisinage ouvert U tel que ^'|U soit
simple.

(3.6.2) Supposons que X soit irréductible (2.1.1) ; alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) y est un préfaisceau constant sur X ;
b) y est un faisceau simple sur X ;
c) y est un faisceau localement simple sur X.

En effet, soit ̂  un préfaisceau constant sur X , si U, V sont deux ouverts non vides
dansX, UnV est non vide, donc ^(X)-^(U)->^-(UnV) et ^(X)-^(U) étant
des isomorphismes, il en est de même de ^'(^-^'(UnV) et de même ^'^-^'(UnV)
est un isomorphisme. On en conclut aussitôt que l'axiome (F) de (3.1.2) est bien vérifié,
y est isomorphe à son faisceau associé, et par suite a) entraîne b).

Soit maintenant (U^) un recouvrement ouvert de X par des ouverts non vides
et un faisceau 3^ sur X tel que ^[U^ soit simple pour tout a ; comme U^ est irré-
ductible, y\^y, est un préfaisceau constant en vertu de ce qui précède. Comme U^nUp
n'est pas vide, ^"(UJ -> ^"(U^nUp) et e^'(Up) -> ^(U^nUp) sont des isomorphismes,
d'où on déduit un isomorphisme canonique 6^p : ^(U^) -> ^(Up) pour tout couple
d'indices. Mais alors, si on applique la condition (F) pour U==X, on voit que pour tout
indice ocç, ^"(U^ ) et les 6^ ^ sont solutions du problème universel, ce qui (en vertu de
l'unicité) implique que ^(X) -> ̂ (U^) est un isomorphisme, et démontre donc que c)
entraîne a).
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3.7. Images réciproques de préfaisceaux de groupes ou d'anneaux.

(3.7.1) Nous allons montrer que lorsqu'on prend pour K la catégorie des ensembles,
l'image réciproque par ^ de tout préfaisceau ^ à valeurs dans K existe toujours (les notations
et hypothèses sur X, Y, ^ étant celles de (3.5.3)). En effet, pour tout ouvert UcX,
définissons ^'(U) comme suit : un élément s ' de ^'(U) est une famille (^)a;çuî °ù ^x^w
pour tout xeV, et où, pour tout xe\], la condition suivante est remplie : il existe un
voisinage ouvert V de ^(^) dans Y, un voisinage Wc^—l(V)nU de x et un élément
je^(V) tels que s'^=s^ pour tout ^;eW. On vérifie immédiatement que U-^^'ÇU)
satisfait bien aux axiomes des faisceaux.

Soit maintenant ^ un faisceau d'ensembles sur X, et soient u : ̂ —^(^r), v : ̂ /—^
des morphismes. On définit ift et v7 de la façon suivante : si s ' est une section de <&1

au-dessus d'un voisinage U de ^eX et si V est un voisinage ouvert de ^[x) et ^e^(V)
tel que l'on ait s'^=s^ pour ^ dans un voisinage de x contenu dans ^"^(V^nU, on
prend ^j(^) =u^{s^). De même, si JE^(V) (V ouvert dans Y), v^{s) est la section
de y au-dessus de ^^(V), image par v de la section s ' de ^ S ' telle que s^==s^ pour
tout xe^^^Y). En outre, l'homomorphisme canonique (3.5.3) p : ^ -> ^(4*(^))
se définit de la façon suivante : pour tout ouvert VcY et toute section jer(V, ^), p(^)
est la section (s^xe^-1^) ^e ^*(^) au-dessus de ^^(V). La vérification des relations
{u^==u, (y^==y et v^==^^{v)oç) est immédiate, et démontre notre assertion.

On vérifie que, si w : â^—^S^ est un homomorphisme de préfaisceaux d'ensembles
sur Y, ^{w) s'explicite de la façon suivante : si s'={s1^^^ est une section de ^*(^i)
au-dessus d'un ouvert U de X, (^(w)){s') est la famille (^(a;)(^))a;eu- Enfin, il est immé-
diat que pour tout ouvert V de Y, l'image réciproque de ^|V par la restriction de ^ à
^^(V) est identique au faisceau induit ^* {^) \^~1 (Y) '

Lorsque ^ est l'identité ix, on retrouve la définition d'un faisceau d'ensembles
associé à un préfaisceau (G, II, 1.2). Les considérations précédentes s'appliquent sans
changement lorsque K est la catégorie des groupes ou des anneaux (non nécessairement
commutatifs).

Lorsque X est une partie quelconque d'un espace topologique Y, et j l'injection
canonique X->Y, pour tout faisceau ^ sur Y à valeurs dans une catégorie Ky on appelle
faisceau induit sur X par ^ l'image réciproque j *(^) (lorsqu'elle existe) $ pour les faisceaux
d'ensembles (ou de groupes, ou d'anneaux) on retrouve la définition usuelle (G, II, 1.5).

(3.7.2) Conservant les notations et hypothèses de (3.5.3)5 supposons que ^
soit un faisceau de groupes (resp. d'anneaux) sur Y. La définition des sections de 4'*(^)
(3.7.1) montre (compte tenu de (3.4.4)) que l'homomorphisme de fibres ^x°9^{x) :

^(a;)~>(4'*(^?))a; est un isomorphisme fonctoriel en ^, qui permet d'identifier ces deux
fibres ; avec cette identification, MJ est identique à l'homomorphisme défini dans (3.5.1)5
et en particulier, on a Supp(^*(^)) =^~l(Supp(^)).

Une conséquence immédiate de ce résultat est que le fondeur ^*(^) est émet en ^
dans la catégorie abélienne des faisceaux de groupes commutatifs.
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3.8. Faisceaux d'espaces pseudo-discrets»

(3.8.1) Soit X un espace topologique dont la topologie admet une base 2$ formée
d'ensembles ouverts quasi-compacts. Soit y un faisceau d'ensembles sur X ; si on munit
chacun des J^'(U) de la topologie discrète^ U-^^'(U) est un préfaisceau d'espaces topologiques.
Nous allons voir qu'il existe un faisceau d'espaces topologiques y associé à y (3.5.6) tel
que r(U, ^r/) soit l'espace discret J^(U) pour tout ouvert quasi-compact U. Il suffira pour
cela de montrer que le préfaisceau U->^'(U) d'espaces topologiques discrets sur 93
vérifie la condition (Fo) de (3.2.2) , et plus généralement que si U est un ouvert quasi-
compact et si (UJ est un recouvrement de U par des ensembles de S, la topologie la
moins fine y sur r(U, J^") rendant continues les applications F(U, ̂ ) -> F(U^, ̂ )
est la topologie discrète. Or, il existe un nombre fini d'indices a, tels que U==UUa^.

Soit jer(U, J^) et soit ^ son image dans r(Uap ^r) ; l'intersection des images réci-
proques des ensembles [s^ est par définition un voisinage de s pour ^~ y mais puisque ^
est un faisceau d'ensembles et que les Uo^ recouvrent U, cette intersection se réduit à J,
d'où notre assertion.

On notera que si U est un ouvert non quasi-compact de X, l'espace topo-
logique r(U, y} a encore F(U, ^") comme ensemble sous-jacent, mais sa topologie
n'est pas discrète en général : c'est la moins fine rendant continues les applications
F(U, ^)->r(V, ^), pour Ve93 et VcU (les F (V, ̂ ) étant discrets).

Les considérations précédentes s'appliquent sans modification aux faisceaux de
groupes ou d'anneaux (non nécessairement commutatifs), et leur associent respectivement
des faisceaux de groupes topologiques ou d ) anneaux topologiques. Pour abréger, nous dirons
que le faisceau y est le faisceau ^espaces (resp. groupes^ anneaux") pseudo-discrets associé
au faisceau d'ensembles (resp. groupes, anneaux) ^ ' .

(3.8.2) Soient J^, ^ deux faisceaux d'ensembles (resp. groupes, anneaux) sur X,
u : y-^^ un homomorphisme. Alors u est aussi un homomorphisme continu y-^y y
en désignant par Y et ^ les faisceaux pseudo-discrets associés à ^ et ^ ; cela résulte
en effet de (3.2.5).

(3.8.3) Soient ^ un faisceau d'ensembles, ^ un sous-faisceau de ^r, y et ^ '
les faisceaux pseudo-discrets associés à Y et ^ respectivement. Alors, pour tout
ouvert UcX, r(U,J^) est fermé dans r(U, Y) : en effet, c'est l'intersection des
images réciproques des r(V,J^) (pour VeSî, VcU) par les applications continues
r(U,^')->r(V,^'), et r(V,^) est fermé dans l'espace discret F(V, ^r).

§ 4. ESPACES ANNELÉS

4.1. Espaces annelés, ^-Modules, ^"Algèbres.

(4.1.1) Un espace annelé (resp. topologiquement annele) est un couple (X, ^/) formé
d'un espace topologique X et d'un faisceau d'anneaux (non nécessairement commutatifs)
(resp. d'un faisceau d'anneaux topologiques) ^ sur X ; on dit que X est l'espace topo-
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logique sous-jacent à l'espace annelé (X, ja^), et ^ le faisceau structural. Ce dernier se
note ^x? et sa fibre en un point ^eX se note ^x a; ou simplement 0 ̂  lorsqu'il n'en
résulte pas de confusion.

On désignera par i ou e la section unité de (9^ au-dessus de X (élément unité de
F(X, ̂ )).

Comme dans ce Traité nous aurons surtout à considérer des faisceaux d'anneaux
commutatifs, il sera sous-entendu, lorsque nous parlerons d'un espace annelé (X, ̂ )
sans préciser, que ^/ est un faisceau d'anneaux commutatifs.

Les espaces annelés à faisceau structural non nécessairement commutatif (resp.
les espaces topologiquement annelés) forment une catégorie, lorsqu'on définit un
morphisme (X, ^/) ->• (Y, SS') comme un couple (^ ,6 )== T* formé d'une application
continue ^ : X->Y et d'un ^-morphisme 6 : ^—^y ( 3 - 5 - 1 ) de faisceaux d'anneaux
(resp. de faisceaux d'anneaux topologiques) ; le composé d'un second morphisme
Y'^^O') : (Y.^-^Z,^) et de y, noté Y^Y'oY, est le morphisme W\Q")
où ^'^^o^, et G" est le composé de 9 et 6' (égal à ^(6)06', cf. 3.5.2). Pour les
espaces annelés, rappelons que l'on a alors Q"^==Q^oy(Q'^ (3.5.5) ; donc si 6^ et 6^
sont des homomorphismes injectifs (resp. surjectifs), il en est de même de Q"^, compte
tenu du fait que ^op^) est un isomorphisme pour tout ^eX (3.7.2). On vérifie
aussitôt, grâce à ce qui précède, que lorsque ^ est une application continue injective et 6^
un homomorphisme surjectif de faisceaux d'anneaux, le morphisme (^i, 6) est un mono-
morphisme (T, 1.1) dans la catégorie des espaces annelés.

Par abus de langage, on remplacera souvent ^ par Y dans les notations, par
exemple en écrivant ^F—1(U) au lieu de ^^(U) pour une partie U de Y, lorsque cela
ne risquera pas d'entraîner confusion.

(4.1.2) Pour toute partie M de X, le couple (M, J^|M) est évidemment un
espace annelé, dit induit sur M par l'espace annelé (X, s/) (et appelé encore la restriction
de (X, ^/) à M). Si j est l'injection canonique M->X et co l'application identique
de J^|M, (7, (o^) est un monomorphisme (M, J3^[M)->(X, ^/) d'espaces annelés,
appelé l'injection canonique. Le composé d'un morphisme Y : (X, ^)-^(Y, Se} et de cette
injection est appelé la restriction de Y à M.

(4.1.3) Nous ne reviendrons pas sur la définition des ^'Modules ou faisceaux
algébriques sur un espace annelé (X, e^) (G, II, 2 . 2 ) ; lorsque ^ est un faisceau d'anneaux
non nécessairement commutatifs, par ^-Module, il faudra toujours sous-entendre
« ^-Module à gauche » sauf mention expresse du contraire. Les sous-j^-Modules de ^é
seront qualifiés de faisceaux rideaux (à gauche, à droite ou bilatères) dans ^ ou de
^-Idéaux.

Lorsque ^ est un faisceau d'anneaux commutatifs, et que, dans la définition
des ja^-Modules, on remplace partout la structure de module par celle d'algèbre, on obtient
la définition d'une ^/-Algèbre sur X. Il revient au même de dire qu'une j^-Algèbre (non
nécessairement commutative) est un j^-Module ^, muni d'un homomorphisme de
ja^-Modules 9 : ̂ ê®^—^ et d'une section e au-dessus de X, tels que : i° Le diagramme
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V®^®^ ̂  ̂ ®^f

1®<? <p
^ ^

^(g)^--^ ^
ÎÇ

soit commutatif; 2° pour tout ouvert UcX et toute section jeF(U, ^), on ait
9 ((^|U)®J) =îp(^®(^|U)) ==.?. Dire que ^ est une e^-Algèbre commutative revient
en outre à dire que le diagramme

^®^4^®^
<p \ ^/v

est commutatif, a désignant la symétrie canonique du produit tensoriel cê®^(ê.
Les homomorphismes de j^-Algèbres se définissent aussi comme les homomor-

phismes de se- Modules dans (G, II, 2.2), mais naturellement ne forment plus un groupe
abélien.

Si ̂  est un sous-e^- Module d'une ̂ -Algèbre ̂ , la sous-^-Algèbre de V engendrée par ̂
n

est la somme des images des homomorphismes ®^->(ê (pour les 72^0). C'est aussi
le faisceau associé au préfaisceau U->^(U) d'algèbres, ^?(U) étant la sous-algèbre
de r(U, %") engendrée par le sous-module r(U.e^).

(4.1.4) On dit qu'un faisceau d'anneaux ^ sur un espace topologique X est
réduit en un point A: de X si la fibre ja^. est un anneau réduit ( i . i . i ) ; on dit que se est
réduit s'il est réduit en tout point de X. Rappelons qu'un anneau A est dit régulier si chacun
des anneaux locaux A? (où p parcourt l'ensemble des idéaux premiers de A) est un anneau
local régulier ; nous dirons qu'un faisceau d'anneaux ^ sur X est régulier en un point x
(resp. régulier) si la fibre sé.^ est un anneau régulier (resp. si se est régulier en tout point).
Enfin, nous dirons qu'un faisceau d'anneaux ^ sur X est normal en un point x (resp.
normal) si sa fibre ̂  est un anneau intègre et intégralement clos (resp. si ^ est normal en tout
point). Nous dirons qu'un espace annelé (X, ^/) a l'une des propriétés précédentes si
le faisceau d'anneaux s/ a cette propriété.

Un faisceau Panneaux gradués ^ est par définition un faisceau d'anneaux qui est
somme directe (G, II, 2.7) d'une famille (^)^çz ^e faisceaux de groupes abéliens avec
les conditions ja^j^cj^^.^; un s^-Module gradué est un j^-Module ^ somme directe
d'une famille {^n)nçz ^e faisceaux de groupes abéliens, satisfaisant aux conditions
^w^^^w+n- ^ revient d'ailleurs au même de dire que l'on a (^m^x^n^x^-i^m+^x
(resp. (<LW,C(^,JJ en tout point x.

(4.1.5) Étant donné un espace annelé (X, ^) (non nécessairement commutatif),
nous ne rappellerons pas ici les définitions des bifoncteurs ^r®^^, ̂ om^^y ^) et
Hom^^, ^) (G, II, 2.8 et 2.2) dans les catégories des ^-Modules à gauche ou à
droite (selon les cas), à valeurs dans la catégorie des faisceaux de groupes abéliens (ou plus
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généralement des ^-Modules, si ^ est le centre de j^). La fibre (^®^^ en tout
point xeX. s'identifie canoniquement à e^®^^ et on définit un homomorphisme
canonique fonctoriel (^w^^, ^))^ -> Hom^(^, ^) qui, en général, n'est ni
injectif ni surjectif. Les bifoncteurs considérés ci-dessus sont additifs et, en particulier,
commutent aux sommes directes finies ; J^®^ est exact à droite en ̂  et en ^, commute
aux limites inductives, et j^®^ (resp. y®^^) s'identifie canoniquement à ^
(resp. ^r). Les foncteurs jfow^(^', ^) et Hom^^, ^) sont exacts à gauche en ^ et ^ ; de
façon précise, si on a une suite exacte de la forme o-^'-^-^7', la suite

o->^om^, gT) ^^w^(^-, ^) ^j^m^(^, <S")

est exacte, et si on a une suite exacte de la forme y->y->y'->o^ la suite

o->^om^", ^) ->j^^(^, ^) ->^om^', ̂ )

est exacte, avec des propriétés analogues pour le foncteur Hom. En outre, jfom^(j^, ^)
s'identifie canoniquement à ^ ; enfin, pour tout ouvert UcX, on a

r(U,^m^, ^))=Hom^u(^'|U, ^|U).

Pour tout j^-Module à gauche y (resp. à droite), on appelle dual de y et on
note 3^ le j^-Module à droite (resp. à gauche) J^w^(^, j^).

Enfin, si j^ est un faisceau d'anneaux commutatifs, S^ un ^-Module, U->Ar(U, e '̂)
P

est un préfaisceau dont le faisceau associé est un j^-Module qui se note f\y et s'appelle
la puissance extérieure p-ème de y ; on vérifie aisément que l'application canonique du

p p
préfaisceau U->Ar(U, ^) dans le faisceau associé f\y est injectiue, et que pour tout

p p p
xeX, on a (A^)^=A(^). Il est clair que A^ est un foncteur covariant en e^.

(4.1.6) Supposons que ^ soit un faisceau d'anneaux non nécessairement commu-
tatifs, / un faisceau d'idéaux à gauche de ^ / , 3^ un ^-Module à gauche ; on note
alors / y le sous-ja^-Module de ̂ , image de /®^ (où Z est le faisceau associé au
préfaisceau constant U->Z) par l'application canonique /®^ e^—^; il est clair que
pour tout xeX, on a {/^\^/^^ Lorsque ^ est commutatif, / y est aussi
l'image canonique de /®^y-^y. Il est immédiat que / ^ est aussi le ^-Module
associé au préfaisceau U->r(U, ̂ )r(U,^). Si /^ /^ sont deux faisceaux d'idéaux
à gauche de j^, on a / ^ / ^ } = (<^iA)^-

(4.1.7) Soit (X^, ^^)^çL une famille d'espaces annelés ; pour tout couple (X, pi),
supposons donnée une partie ouverte V^ de X^, et un isomorphisme d'espaces annelés
^PÀE. ^ (V^ ^|V^) ̂  (V^, j^JV^), avec V^==X^,<p^ étant l'identité. Supposons
de plus que, pour tout triplet (X, (JL, v), si on désigne par 9^ la restriction de 9^ à V^nV^,
cp^ soit un isomorphisme de (V^nV^, ^l(V^nVJ) sur (V^nV^, ^J(V^nVJ)
et que l'on ait (p^==(p^ocp^ {condition de recollement pour les 9^). On peut tout d'abord
considérer alors l'espace topologique obtenu par recollement (au moyen des <p^) des X^
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le long des V^ ; si on identifie X^ à la partie ouverte X^ correspondante dans X, les
hypothèses entraînent que les trois ensembles V^nV^, V^nV^, V^nV^ s'identifient
à X^nX^nX^. On peut alors transporter à X^ la structure d'espace annelé de X^, et
si sé'-^ est le faisceau d'anneaux transporté de ^/^ les ^\ vérifient la condition de recol-
lement (3.3.1) et définissent donc un faisceau d'anneaux ^ sur X ; on dit que (X, j^)
est l'espace annelé obtenu par recollement des (X^, j^\) le long des V^, au moyen
des ç^.

4.2. Image directe d'un j^-Module.

(4.2.1) Soient (X, js/), (Y, SI} deux espaces annelés, Y ==(^ ,6) un morphisme
(X, J^)->(Y, âS) ; ̂ (A) est donc un faisceau d'anneaux sur Y, et 6 un homomorphisme
S§->^ (J3^) de faisceaux d'anneaux. Soit alors y un j^-Module ; son image directe
^ (e^) est un faisceau de groupes abéliens sur Y. En outre, pour tout ouvert UcY,

w^^^rm^)
est muni d'une structure de module par rapport à l'anneau r(U, ^(^)) = F^""1 (U), .̂ ) ;
les applications bilinéaires qui définissent ces structures étant compatibles avec les
opérations de restriction, définissent sur ^ (^) une structure de ^ (e^) -Module. L'homo-
morphisme 6 : SS—^^ (^/) permet alors de définir aussi sur ^ (^") une structure de
SS-Module ; nous dirons que ce ^-Module est Vimage directe de y par le morphisme V, et
nous le noterons T (^). Si ̂ i, 3^^ sont deux ̂ -Modules sur X et u un e^-homomorphisme
y^—^y^ il est immédiat (en considérant les sections au-dessus des ouverts de Y) que
^(^) est un ^(^) -homomorphisme ^(^"i)-^^^)? et a fortiori un ^-homomorphisme
T ( '̂i)-^1? (^2)? en tant <lue ^-homomorphisme, nous le noterons Y/^). On voit
donc que ^F est un foncteur covariant de la catégorie des e^-Modules dans celle des
^-Modules. En outre, il est immédiat que ce foncteur est exact à gauche (G, II, 2.12).

Sur ^ (^5 la structure de ^-Module et la structure de faisceaux d'anneaux
définissent une structure de «^-Algèbre ; on notera T {^/) cette ^-Algèbre.

(4.2.2) Soient ej^, ^r deux e^-Modules. Pour tout ouvert U de Y, on a une appli-
cation canonique

^^l(V)^)x^^--\u)^)^^^-'l(U)^®^)
qui est bilinéaire sur l'anneau r^^U), ̂ ) = F(U, ^(^)), et a fortiori sur F(U, S8} ;
elle définit donc un homomorphisme

F(U, Y(^))®r(u^r(u, Y^(^)) -> r(u, YJ^®^^))
et comme on vérifie aussitôt que ces homomorphismes sont compatibles avec les opérations
de restriction, ils donnent un homomorphisme canonique fonctoriel de ^-Modules

(4.2.2.1) ^(^)®^(^) -> Y^®^r)
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qui ne sera en général ni injectif ni surjectif. Si ^ est un troisième j^-Module, on
vérifie aussitôt que le diagramme

^J^)®^(^)®^(^) -> V^®^)®^(^)
(4-2.2.2) ^ ^

y^)®^(^®^) ———>^^®^®^
est commutatif.

(4.2.3) Soient ^f, ,.yT deux ^-Modules. Pour tout ouvert UcY, on a par
définition F^-^U), J^(^, ̂ )) = Hom^ (^ | V,^r | V), où on a posé pour
alléger V^-^U) ; l'application ^->y^) est un homomorphisme

Hom^(^|V,^|V)->Hom^u(Y^) |U, T^) |U)

pour les structures de F(U, ^-modules ; ces homomorphismes étant compatibles aux
opérations de restriction définissent donc un homomorphisme canonique fonctoriel
de ^-Modules

(4.2.3.1) ^(^^(^,^)) ̂ J^(YJ^), V^)).

(4.2.4) Si V est une ^-Algèbre, l'homomorphisme composé

^ W ®^W -> YJ^®^) -> ̂ (^)
définit sur ^(^) une structure de ^-Algèbre, comme il résulte de (4.2.2.2) . On voit
de même que si Ji est un ^-Module, T^(^f) est muni canoniquement d'une structure
de YJ^)-Module.

(4.2.5) Considérons en particulier le cas où X est un sous-espace fermé de Y et
où ^ est l'injection canonique j : X->Y. Si S S ' ==^[X=/(^) est la restriction du
faisceau d'anneaux S8 à X, un ^/-Module Ji peut être considéré comme ^'-Module au
moyen de l'homomorphisme 6^ : S S ' ->sé \ T/^) est alors le ^-Module qui induit Ji
sur X et o ailleurs. Si ̂  est un second ^-Module, "F/^)®^ (^) s'identifie donc
à T^®^) et ^m^(YJ^), ^(^T)) à Y^m^(^, J^))!

(4.2.6) Soient (Z, %7) un troisième espace annelé, Y7^^', 6') un morphisme
(Y, ^)-^(Z,^) ; si V est le morphisme composé f"^¥, il est clair que l'on a
Y'^Y'oY.* * *

4.3. Image réciproque d'un ^-Module.

(4.3.1) Les hypothèses et notations étant celles de (4.2. i), soient ^ un ^-Module
et ^(^?) son image réciproque (3.7.1) qui est donc un faisceau de groupes abéliens
sur X. La définition des sections de ^*(^) et de ^\SS} (3.7.1) montre que ^*(^)
est canoniquement muni d'une structure de ^*(^)-Module. D'autre part, l'homo-
morphisme 6# : ^(^)->.^ munit ^ d'une structure de ^(^)-Module, que nous
noterons ^\^ lorsqu'il y a lieu d'éviter des confusions; le produit tensoriel ̂ \^}®^^^
est alors muni d'une structure de ^-Module. Nous dirons que ce j^-Module est l'image réci-
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proque de ̂  par le morphisme ̂  et nous le noterons Y*(^). Si î, ̂  sont deux ^-Modules
sur Y, v un -̂homomorphisme â^ ,̂ ̂ (v), comme on le vérifie aussitôt, est un
^(^-homomorphisme de <n )̂ dans 4-'(^); par suite ^(o)®i est un ^-homo-
morphisme T*(^i)->Y*(^), que nous noterons V^). On a donc défini Y* comme
un fondeur covariant de la catégorie des "̂-Modules dans celle des -̂Modules. Ici, ce
foncteur (contrairement à ^) n'est plus exact en général, mais seulement exact à droite,
la tensorisation par jaf étant un foncteur exact à droite dans la catégorie des d/Ï^-
•a j- 1 1 0 T \t'v jModules.

Pour tout xeX, on a (Y*^))^ ̂ )®^<, en vertu de (3.7.2). Le
support de Y*(^) est donc contenu dans ^-1 (Supp ^).

(4-3.2) Soit (^) un système inductif de ^-Modules, et soit ^=lim^ sa limite
inductive. Les homomorphismes canoniques ^-^^ définissent des ^{sS} -homomor-
phismes ^ ( ̂ ) -><j/ ( ̂ ), qui donnent un homomorphisme canonique lim ̂  ( ̂ ) -> ̂ * ( ̂ ).
Comme la fibre en un point d'une limite inductive de faisceaux est "la" limite inductive
des fibres au même point (G, II, 1.11), F homomorphisme canonique précédent est
bijectif (3.7.2). En outre, le produit tensoriel commute aux limites inductives de faisceaux,
et on a donc un isomorphisme canonique fonctoriel lim Y* (^) 2^ Y* (lim ^) de ^-Modules.

D'autre part, pour une somme directe finie ©^, de ^-Modules, il est clair que

^(©^) =®+*(^), donc, par produit tensoriel avec c ,̂
i ii l- J

(4-3-2.I) Y*(®^.)=©Y*(^).
i i

Par passage à la limite inductive, on en déduit, en vertu de ce qui précède, que l'égalité
précédente est encore vraie pour une somme directe quelconque.

(4 •3-3) Soient S ,̂ ^ deux ^-Modules ; de la définition des images réciproques
de faisceaux de groupes abéliens (3.7.1), on déduit aussitôt un homomorphisme
canonique <p'(^)®,.^4'*(^) -> f(^i®^) de ^\SS) -Modules, et la fibre en un point
d'un produit tensoriel de faisceaux étant le produit tensoriel des fibres en ce point (G, II,
2.8), on déduit de (3.7.2) que l'homomorphisme précédent est en fait un isomorphisme.
Par produit tensoriel avec s/, on en déduit un isomorphisme canonique fonctoriel

(4.3.3.I) Y*(^i)®^Y*(^) ̂ Y*(^®^).

(4.3.4) Soit V une ^-Algèbre ; la donnée de la structure d'Algèbre sur <ë revient
à la donnée d'un -̂homomorphisme 'ê®^^ satisfaisant aux conditions d'asso-
ciatiyité et de commutativité (conditions qui se vérifient sur chaque fibre) ; l'isomorphisme
précédent permet de transporter cet homomorphisme en un homomorphisme de
-̂Modules y*(^)®^Y*(<g')-^Y*(<r) satisfaisant aux mêmes conditions, donc Y*(^f)

est ainsi muni d'une structure de -̂Algèbre. En particulier, il résulte aussitôt des
définitions que la ^/-Algèbre Y*(^) est égale à ̂  (à un isomorphisme canonique près).

De même, si Jï est un -̂Module, la donnée de cette structure de Module revient
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à celle d'un ^-homomorphisme V®^-^^ vérifiant la condition d'associativité ;
d'où par transport une structure de T*(^)-Module sur Y*(^).

(4 •3-5) Soit / un faisceau d'idéaux de S8 ; comme le foncteur ^ est exact,
le ^{SS} -Module ^ { / ) s'identifie canoniquement à un faisceau d'idéaux de ^{âS) ;
l'injection canonique ^{/)-^^{âS) donne alors un homomorphisme de ^- Modules
^^/}^^{/}®^W^\^-\-^^\ "^us noterons Y*^)^, ou /se si aucune confusion
n'est à craindre, l'image de T*(^) par cet homomorphisme. On a donc par définition
/^=^(^{/))^ et en particulier, pour tout xeX., (/^\=^{/^^^ en tenant
compte de l'identification canonique des fibres de 4*(^) et de celles de / (3.7.2).
Si / ^ / z sont deux idéaux de ^, on a (AA)^= / i [ / ^ } = (A^KA^O-

Si y est un j^-Module, on posera /^= {/^y.
(4.3.6) Soient (Z, %7) un troisième espace annelé, Y^^^G 7 ) un morphisme

(Y, ^)->(Z, ^) ; si T" est le morphisme composé Y'oY, il résulte de la définition (4.3.1)
et de (4.3.3.1) que l'on a y^^Y'-oY7*.

4.4. Relations entre images directes et images réciproques.

(4.4.1) Les hypothèses et notations étant celles de (4.2.1), soit ^ un ^-Module.
Par définition, un homomorphisme u : ^S-^V (^) de ^-Modules s'appelle encore
un ^V-morphisme de ^ dans "̂, ou simplement un homomorphisme de ^ dans y et on l'écrit
u : ^—^y quand aucune confusion n'en résulte. Se donner un tel homomorphisme
revient à se donner, pour tout couple (U, V) où U est un ouvert de X, V un ouvert de Y
tels que ^(U)cV, un homomorphisme z/u,v : F(V, ^)->r(U, ̂ ) de F(V, ^-modules,
r(U, ^} étant considéré comme r(V, ^-module au moyen de l'homomorphisme
d'anneaux 6^v : r(V, ^)-»r(U, j^) ; les u^ y doivent en outre rendre commutatifs
les diagrammes (3.5. i. i). Il suffit d'ailleurs pour définir u de se donner les u^ y lorsque U
(resp. V) parcourt une base $8 (resp. $8') de la topologie de X (resp. Y) et de vérifier la
commutativité de (3.5.1.1) pour ces restrictions.

(4.4.2) Sous les hypothèses de (4.2.1) et (4.2.6), soient J^ un ^-Module,
v : Jf-^Y^^) un ^T-morphisme ; alors w : J^Y^) ̂ ^(Y^)) est un
y-morphisme que l'on appelle le composé de u et y.

(4.4.3) Nous allons maintenant voir que l'on peut définir un isomorphisme canonique
de bifoncteurs en ê^ et ^

(4.4.3.1) Hom^Y^), ^-) ̂  Hom^ Y^))

que nous désignerons par v->v\ (ou simplement v->v^ si aucune confusion n'est
possible) ; nous noterons u->u^ ou u->u^ l'isomorphisme réciproque. Cette définition
est la suivante : en composant v : T"^)-^ avec l'application canonique ^*(^)-^Y*(^),
on obtient un homomorphisme de faisceaux de groupes v ' : ^"(^-^e^ qui est aussi
un homomorphisme de ^ (S8} -modules. On en déduit (3.7.1) un homomorphisme
y/b ; ^_^(^=vp^^r^ qm çg^ aussi un homomorphisme de ^-Modules comme on
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le vérifie sans peine ; on prend ^=z^. De même, de u : â^FJ^), qui est un homo-
morphisme de ^-Modules, on déduit (3.7.1) un homomorphisme ^ : ^j/lt(^)-^ de
^{S8} -Modules, d'où par tensorisation avec ^ un homomorphisme de ^-Modules
Y*(^)->^', que nous désignerons par ^. II est immédiat de vérifier que (u^==u
et 0^)1 = ̂  ainsi que le caractère fbnctoriel en y de l'isomorphisme v->v^ Le caractère
fonctoriel en ^ de u-^u\ s'en déduit alors formellement comme dans (3.5.4) (rai-
sonnement qui démontrerait aussi le caractère fonctoriel de Y* établi dans (4.3.1)
directement).

Si on prend pour v l'homomorphisme identique de Y'^), ̂  est un homomorphisme

(4.4.3.2) p^ : S^Y^r(^));

si on prend pour u l'homomorphisme identique de YJ^), u\ est un homomorphisme

(4.4.3.3) ^:Y*(Y^-))->^;

ces homomorphismes seront dits canoniques. Ils ne sont en général ni injectifs ni surjectifs.
On a des factorisations canoniques analogues à (3.5.3.3) et (3.5.4.4).

On notera que si s est une section de ^ au-dessus d'un ouvert V de Y, p^(j-) est
la section s^i de Y*(^) au-dessus de ^(V), s ' étant telle que s^==s^ pour tout
^-^V). Notons aussi que si u : ^->^(^) est un homomorphisme, il définit pour
tout xeX un homomorphisme ^ : g^->^ sur les fibres, obtenu en composant
(^)x : ^W^x-^^x et l'homomorphisme canonique ^-^®i de ^^ dans
(Y*(^)^== ̂ )®^^<. L'homomorphisme ^ s'obtient aussi par passage à la

limite inductive à partir des homomorphismes F(V, ^)-^^(^~1(V)3 ^')-><^, où V
parcourt les voisinages de ^(^).

(4.4.4) Soient ̂ , ̂  des ^-Modules, ^, ^ des ^-Modules, u, ( î=i , 2) un
homomorphisme de ^ dans ^. Nous désignerons par z/i®^ l'homomorphisme
u : ^i®^2-^^i®^2 tel que ^==(^®(^)# (compte tenu de (4.3.3.1)) ; on
vérifie que u est aussi le composé ^1®^ -> ̂ (^"i)®^^) -^ ̂ (-^i®^^), où la
première flèche est le produit tensoriel ordinaire u^ ®^g et la seconde l'homomor-
phisme canonique (4.2.2.1) .

(4.4.5) Soient (^)^L un système inductif de ^-Modules, et, pour tout ÀeL,
soit u^ un homomorphisme ^-^Y^), formant un système inductif; posons
^=lim^ et z /==l im^; alors les {u^ forment un système inductif d'homomor-
phismes V^^) ->^:'3 et la limite inductive de ce système n'est autre que zA

(4.4.6) Soient J(, ̂  deux ^-Modules, V un ouvert de Y, U^-^V) ; l'appli-
cation y-^y^) est un homomorphisme

Hom^(^ | V, ̂  \ V) -> Hom^iu(T'(^) [ U, Y'G/T) | U)

pour les structures de F (V, ^-module (Hom^|u(Y*(^) |U, Y*(^) |U) est norma-
lement muni d'une structure de F(U, ^(^))-module, et grâce à l'homomorphisme
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canonique (3.7.2) r(V, ^)->r(U, ^*(^)), c'est donc aussi un F (V, ^-module).
On voit aussitôt que ces homomorphismes sont compatibles avec les restrictions, et par
suite définissent un homomorphisme canonique fonctoriel

y : ̂ om^^) -^ ̂ ^om^\J(\ Y^)) ;

il correspond par suite aussi à cet homomorphisme l'homomorphisme

^ : Y*(^^(^^)) ̂  ̂ m^(Y*(^), Y*(^))

et ces homomorphismes canoniques sont fonctoriels en Jl et e^T.
(4.4.7) Supposons que y (resp. ^) soit une ^-Algèbre (resp. une ^-Algèbre).

Si u : ̂ -^^y} est un homomorphisme de ^-Algèbres, ifi est un homomorphisme
y^)-^ de e^-Algèbres ; cela résulte de la commutativité du diagramme

^®^————>^
^ ^

^J^®^)-^^)

et de (4.4.4). De même, si v : Y*^)-^ est un homomorphisme de j^-Algèbres,
yb : ^_^vp^^-) est un homomorphisme de ^-Algèbres.

(4.4.8) Soient (Z, ^) un troisième espace annelé, ^F'== {^\ 6') un morphisme
(Y, ^)->(Z, ^), et V" : (X, ^)->(Z, ^) le morphisme composé Y'oY. Soit ̂  un
^-Module, u1 un homomorphisme de ̂  dans ^ ; le composé v" == vov' est par définition

Phomomorphisme de Jf dans ^ défini par e^-^Y^^) T^ Y^T (^)) ; on vérifie
que y7^ est l'homomorphisme

^(Y7*^)) ̂ Y^^)^^-.

§ 5. FAISCEAUX QUASI-COHÉRENTS ET FAISCEAUX COHÉRENTS

5.1. Faisceaux quasi-cohérents»

(5.1.1) Soient (X, ^x) un espace annelé, y un (P^-Module. La donnée d'un
homomorphisme u : O^y de ̂ x-^dules équivaut à celle de la section s=u{i)eF(X, ̂ ).
En effet, lorsque s est donnée, pour toute section ^er(U, (0^), on a nécessairement
î/(^)==L(j- |U) ; on dit que u est défini par la section s. Si maintenant 1 est un ensemble
d'indices quelconque, considérons le faisceau somme directe fi^R, et pour tout î'el, soit h,
l'injection canonique du î-ème facteur dans Q^ ; on sait que u->(uoh,) est un isomor-
phisme de Hom^^ ^r) sur le produit (Hom^(^x, ^r))1. Il y a donc correspondance
biunivoque canonique entre les homomorphismes u : (9^-^ y et les familles de sections
(^)zei de y au-dessus de X. L'homomorphisme u correspondant à (j,) applique un élément
(^e^U,^))^ surS^.(.,|U).

ici
On dit que y est engendré par la famille (j,) si l'homomorphisme 0^->•^ défini

44



§ 5 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 45

par cette famille est surjectif (autrement dit, si, pour tout xeX, ^ est un ^-module
engendré par les (j,)J. On dit que ^ est engendré par ses sections au-dessus de X s'il est
engendré par la famille de toutes ces sections (ou par une sous-famille), autrement dit,
s'il existe un homomorphisme surjectif (9^->y pour un 1 convenable.

On notera qu'un (P^-Module y peut être tel qu'il existe un point A^eX pour
lequel ^[U n'est pas engendré par ses sections au-dessus de U, quel que soit le voisinage
ouvert U de XQ : il suffit de prendre X == R, pour 0^ le faisceau simple Z, pour y le sous-
faisceau algébrique de (9^ tel que ^=={0}, ^==Z pour x 4=0, et enfin XQ=O : la
seule section de ̂ [U au-dessus de U est o pour un voisinage U de o.

(5.1.2) Soit f : X->Y un morphisme d'espaces annelés. Si 3^ est un
fi^-Module engendré par ses sections au-dessus de X, alors l'homomorphisme canonique
/* (/J^) ) -^y (4.4.3.3) est surjectif : en effet, avec les notations de (5. i . i ), .̂OO i est une
section de /*C/,,(^)) au-dessus de X, et son image dans y est s^ L'exemple de (5.1.1)
où y est l'identité, montre que la réciproque de cette proposition est inexacte en général.

( 5 • ï ' 3 ) O11 dit qu'un ^"Module y est quasi-cohérent si, pour tout A:eX, il y a
un voisinage ouvert U de x tel que e^'|V soit isomorphe au conoyau d'un homomorphisme
de la forme ^IV-^fl^jV, où 1 et J sont des ensembles d'indices arbitraires. Il est
clair que 0^ lui-même est un Û}yM.od\i].e quasi-cohérent, et que toute somme directe
de ^"Modules quasi-cohérents est un ^"Module quasi-cohérent. On dit qu'une
(9^-Algebre se est quasi-cohérente si elle l'est en tant que (P^-M.odule.

(5.1.4) Soit f : X-^Y un morphisme d'espaces annelés. Si ^ est un ^y-Module
quasi-cohérent, alors f*{^) est un ^"Module quasi-cohérent. En effet, pour tout .yeX,
il y a un voisinage ouvert V def{x) dans Y tel que ^|V soit le conoyau d'un homo-
morphisme (P^IV-^^IV. Si U^/"1^), et si/u est la restriction de/à U, on a
/*(^) |U==/^j(^|V) ; comme y^ est exact à droite et commute aux sommes directes,
/^(^|V) est conoyau d'un homomorphisme ^|U -> ̂ |U.

5.2. Faisceaux de type fini»

(5.2.1) On dit qu'un ^"Module y est de type fini si, pour tout ,yeX, il existe un
voisinage ouvert U de x tel que ^[U soit engendré par une famille finie de sections
au-dessus de U, ou encore soit isomorphe à un faisceau quotient d'un faisceau de la
forme (^xlU)^ où p est fini. Tout faisceau quotient d'un faisceau de type fini est de
type fini, ainsi que toute somme directe finie et tout produit tensoriel fini de faisceaux
de type fini. Un ^"Module de type fini n'est pas nécessairement quasi-cohérent, comme
on peut le voir pour le ^"Module ^x/^5 °ù ^ est l'exemple de (5. i . i). Si y est de type
fini, y^ est un ^-module de type fini pour tout A:eX, mais l'exemple (5.1.1) montre
que cette condition nécessaire n'est pas en général suffisante.

(5.2.2) Soit y un ^"Module de type fini. Si ^ (i ̂ i^n) sont des sections de y
au-dessus d'un voisinage ouvert U d'un point xeX et si les (s^ engendrent ̂ , il existe
un voisinage ouvert VcU de x tel que les (s^)y engendrent y y pour tout jyeV (FAC,
I, 2, i2, prop. i). On en conclut en particulier que le support de y est fermé.
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De même, si u : y-^^ est un homomorphisme tel que ^==0, alors il existe un
voisinage U de x tel que u —o pour tout j^eU.

(5.2.3) Supposons X quasi-compact, et soient ,̂ ^ deux ^x-^dules tels que ^
soit de type fini, u : ^-^^ë un homomorphisme surjectif, Supposons de plus que 3^ soit
limite inductive d'un système inductif (^\) de éx-^dules. Alors il existe un indice [L
tel que F homomorphisme ^->^ soit surjectif. En effet, pour tout xeX, il existe un
système fini de sections s, de ^ au-dessus d'un voisinage ouvert U{x) de x tel que les (.s,)
engendrent ^y pour tout ,yeV{x) ; il y a donc un voisinage ouvert V(;v)cU(;c) de x
et ^ sections ^ de ^ au-dessus de V{x) telles que s,\V{x) =u{t,) pour tout i ; on peut
en outre supposer que les ^ sont les images canoniques de sections d'un même faisceau ^\^
au-dessus de V{x). Couvrons alors X avec un nombre fini de voisinages V(^.), et
soit [L un indice supérieur à tous les X(^) ; il est clair que cet indice répond à la
question.

Supposant toujours X quasi-compact, soit ^ un ^x-Module de type fini engendré
par ses sections au-dessus de X (5.1.1) ; alors êF est engendré par une sous-famille
finie de ces sections : il suffit en effet de couvrir X par un nombre fini de voisinages
ouverts U^ tels que, pour chaque k, il y ait un nombre fini de sections s^ de y au-
dessus de X dont les restrictions à U^ engendrent ^\Ujc $ il est clair que les s^ engen-
drent alors y.

(5.2.4) Soit / : X-^Y un morphisme d'espaces annelés. Si ^ est un ffly- Module
de type fini, alors f*{^) est un 0^-modvile de type fini. En effet, pour tout xeX, il y a
un voisinage ouvert V de f{x) dans Y et un homomorphisme surjectif v : 6^|V->^|V.
Si U^T-^V) et si/y est la restriction de/à U, on a /*(^) |U=/^|V) ; comme /u
est exact à droite (4.3.1) et commute aux sommes directes (4.3.2), f^{v) est un homo-
morphisme surjectif ^ê|U->/*(^) |U.

(5.2.5) On dit qu'un (P^-Mod\ile y admet une présentation finie si, pour tout A:eX,
il existe un voisinage ouvert U de A; tel que ^|U soit isomorphe à un conoyau d'un
{(P^\U)-homomorphisme ^|U -> ̂ i|U, p et q étant deux entiers >o. Un tel ^x-Module
est donc de type fini et quasi-cohérent. Si / : X->Y est un morphisme d'espaces annelés,
et si ̂  est un (Py- Module admettant une présentation finie, y*^) admet une présentation
finie, comme le montre le raisonnement de (5.1.4).

(5.2.6) Soit 3^ un ^"Module admettant une présentation finie (5.2.5) ; alors,
pour tout ^x- Module J^, l'homomorphisme canonique fonctoriel

(^m^( ,̂ J^)), -> Hom (̂̂ , ̂ )

est bijectif (T, 4.1.1).
(5.2.7) Soient e ,̂ ^ deux ^"Modules ayant une présentation finie. Si, pour

un ^eX, ̂  et ̂  sont deux ^-modules isomorphes, alors il existe un voisinage ouvert U
de x tel que J^jU et ^|U soient isomorphes. En effet, si 9 : ̂ ->^ et ^ : ̂ ->^ sont
deux isomorphismes réciproques, il existe, d'après (5.2.6), un voisinage ouvert V de x et
une section u (resp. v) de ^m^(^, ^) (resp. ^m^(^, ^)) au-dessus de V telle
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que ^==(p (resp. ^==4). Comme (z/oz/)^ et (^o^ sont les automorphismes identiques,
il existe un voisinage ouvert UcV de x tel que (uov)\V et {vou)\U soient les automor-
phismes identiques, d'où la proposition.

5.3. Faisceaux cohérents.

(5-3-1) On dit qu'un ^"Module ^ est cohérent s'il vérifie les deux conditions
suivantes :

a) ê^ est de type fini.
b) Pour tout ouvert UcX, tout entier n>o, et tout homomorphisme u :

^x| U->^ [ U, le noyau de u est de type fini.
On notera que ces deux conditions sont de caractère local.
Pour la plupart des démonstrations des propriétés des faisceaux cohérents rappelées

dans ce qui suit, cf. (FAG), I, 2.
(5 •3-2) Tout fi^-Module cohérent admet une présentation finie (5.2.5) ; la

réciproque n'est pas nécessairement exacte, car 6^ lui-même n'est pas nécessairement
un ^x-Module cohérent.

Tout sous-^x-Module de type fini d'un ^x-Module cohérent est cohérent ; toute
somme directe finie de (?x-Modules cohérents est un fi^-Module cohérent.

(5-3-3) si o->^-^^->J^->o est une suite exacte de fi^-Modules et si deux de
ces ^x-Modules sont cohérents, il en est de même du troisième.

(5 •3-4) Si S^ et ^ sont deux 6x-Modules cohérents, u : y-^^ un homomor-
phisme, Im(^), Ker(^) et Coker(^) sont des éx-Modules cohérents. En particulier, si y
et ^ sont des sous-^x- Modules cohérents d'un ex-Module cohérent, ^+^ et e^n^
sont cohérents.

(5 •3-5) Si 3^ et ^ sont deux ^x-Modules cohérents, il en est de même de y®^ ^
et de ^om^y, ^).

(5.3.6) Soient 3^ un ^x-Module cohérent, / un faisceau cohérent d'idéaux
de (PX- Alors le ^-Module / y est cohérent, en tant qu'image de /®e ^ par l'homo-
morphisme canonique /®Q y->y (5.3.4 et 5.3.5).

(5 •3-7) O11 dit qu'une ^x-Algèbre ^ est cohérente si ^ est un ^-Module cohérent.
En particulier, 0^ est un faisceau cohérent d'anneaux si, et seulement si, pour tout ouvert
UcX et tout homomorphisme de la forme u : ^S|U--^x|U, le noyau de u est un
(^x|U)-Module de type fini.

Si ^x est un faisceau cohérent d'anneaux, tout ^x-Module y admettant une
présentation finie (5.2.5) est cohérent, en vertu de (5.3.4).

Uannulateur d'un C^x-Module 3F est le noyau / de l'homomorphisme canonique
Q^^orriQ^y, y} qui, à toute section ^er(U, Q^ fait correspondre la multipli-
cation par s dans Hom^U, ^[U) ; si (9^ est cohérent et si y est un ex-Module
cohérent, / est cohérent (5.3.4 et 5.3.5) et pour tout xeX, /^ est l'annulateur de
^ (5.2.6).
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(5-3-®) Supposons ex cohérent ; soient y un ffl^-M.odxûe cohérent, x un point de X,
M un sous-modiale de type fini de ̂  ; il existe alors un voisinage ouvert U de x et un
sous-(^x|U)-Mo/dule cohérent ^ de ^\U tel que ^=M (T, 4. i, lemme i).

Ce résultat, joint aux propriétés des sous-^x-Modules d'un (P^-Module cohérent,
impose des conditions nécessaires aux anneaux (9^ pour que Q^ soit cohérent. Par
exemple (5.3-4), l'intersection de deux idéaux de type fini de (9^ doit encore être un idéal
de type fini.

(5.3.9) Supposons (?x cohérent, et soit M un ^-module admettant une présen-
tation finie, donc isomorphe à un conoyau d'un homomorphisme <p : Q^->0^\ alors
il existe un voisinage ouvert U de X et un (^x|U) -Module cohérent y tel que ̂  soit
isomorphe à M. En effet, en vertu de (5.2.6), il existe une section u de ^om^ (6^ Q^j\.
telle que ^==9; le conoyau ^ de l'homomorphisme u : ^|U-^^[U répond à la
question (5.3.4).

(5-3-10) Supposons 0^ cohérent, et soit / un faisceau cohérent d'idéaux dans (D^.
Pour qu'un (^x/^)-Module ^ soit cohérent, il faut et il suffit qu'il soit cohérent en tant
que ^x'Module. En particulier Q^\/ est un faisceau cohérent d'anneaux.

(5.3.11) Soit f: X->Y un morphisme d'espaces annelés, et supposons ^x cohérent;
alors, pour tout 0^-îAodnïe cohérent ^,y*(^) est un (PyM.odule cohérent. En effet, avec
les notations de (5.2.4)3 on peut supposer que ^|V est conoyau d'un homomorphisme
v : ^|V-^|V; commet est exact à droite, /*(^)jU==/îj(^|V) est conoyau de
l'homomorphisme f^j{v) : ^J[[U->-6^|U, d'où notre assertion.

(5.3.12) Soient Y une partie fermée de X, j : Y->X l'injection canonique, ffly un
faisceau d'anneaux sur Y, et posons 0^=j (^y)* F0111* qu'un (Py-Module ^S soit de type
fini (resp. quasi-cohérent, cohérent), il faut et il suffit quej^(^) soit un ^"Module de
type fini (resp. quasi-cohérent, cohérent).

5.4. Faisceaux localement libres»

(5.4.1) Soit X un espace annelé. On dit qu'un ^x-Module ^ est localement libre
si, pour tout ^eX, il existe un voisinage ouvert U de A: tel que e^'|U soit isomorphe à
un (^x|U)-Module de la forme fl^lU, où 1 peut dépendre de U. Si pour tout U,
1 est fini, on dit que y est de rang fini ; si pour tout U, 1 a le même nombre fini d'élé-
ments 72, on dit que y est de rang n. Un ^"Module localement libre de rang i est encore
appelé inversible (cf. (5.4.3)). Si 3^ est un ^"Module localement libre de rang fini,
pour tout xeX, e^ est un ^-module libre de rang fini n{x), et il existe un voisinage U
de x tel que j^|U soit de rang n (x) ; si X est connexe, n{x) est donc constant.

Il est clair que tout faisceau localement libre est quasi-cohérent, et si (9^ est un
faisceau cohérent d'anneaux, tout ^"Module localement libre de rang fini est cohérent.

Si oSf est localement libre, <Sf®^ y est un foncteur exact en y dans la catégorie
des 0^-M.odnïes.

Nous aurons surtout à considérer des ^"Modules localement libres de rang fini,
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et lorsque nous parlerons de faisceaux localement libres sans préciser, il sera sous-entendu
qu'ils sont de rang fini.

(5.4.2) Si oSf, y sont deux (P^-M.odules, on a un homomorphisme canonique
fonctoriel

(5.4.2.1) ^®^==^om^{jy, (9^®^ -^^om^, ̂ )

défini de la façon suivante : pour tout ouvert U, à tout couple (u, t), où
ueV{V^om^^,Q^}^ïïom{^\V,G^\V) et ^er(U,^'), on fait correspondre
l'élément de Hom(oSf|U, ^"|U) qui, pour tout xeU, fait correspondre à ^£°S^
l'élément u^s^)t^ de .̂ Si JSf est localement libre de rang fini, cet homomorphisme est
bijectif'y la propriété étant locale, on peut en effet se borner au cas où oS^==^; comme
pour tout ^"Module ^, J^om^ (^, ^) est canoniquement isomorphe à ^n, on est
ramené au cas ^ = (9^ qui est immédiat.

(5.4.3) Si oS? est inversible, il en est de même de son dual oSf==J^om^ (oSf, 0^),
car on se ramène aussitôt (la question étant locale) au cas oS^=^x* En outre, on a un
isomorphisme canonique

(5.4.3.1) ^m (̂JS?, Cy ®^ ̂  ̂

en effet, d'après (5.4.2), il suffit de définir un isomorphisme canonique J^om^ (oSf, o^f) 2^ 0^
Or, pour tout ^"Module ̂ , on a un homomorphisme canonique 6^ ̂  ^om^ (^, ^r)
(5.3.7). Il reste à prouver que si y = jSf est inversible, cet homomorphisme est bijectif,
et comme la question est locale, on est ramené au cas J? == 6^ qui est immédiat.

En raison de ce qui précède, on pose ^^^^om^ (^^ ^x)? et on dit que oêf"1

est Y inverse de JSf. La terminologie de « faisceau inversible » peut se justifier de la façon
suivante lorsque X est réduit à un point et 6^ est un anneau local A d'idéal maximal m ;
si M et M' sont deux A-modules (M étant de type fini) tels que M®^M/ soit isomorphe
à A, comme (A/m)®^®^) s'identifie à (M/mI^^MVnîIVr), ce dernier produit
tensoriel d'espaces vectoriels sur le corps A/m est isomorphe à A/m, ce qui exige que
M/mM et M'/mM7 soient de dimension i. Pour tout élément ^eM n'appartenant
pas à mM, on a donc M=A^+înM, ce qui entraîne M=A^ d'après le lemme de
Nakayama, M étant de type fini. D'ailleurs, comme l'annulateur de ^ annule M®^M7,
isomorphe à A, cet annulateur est {o}, et M est par suite isomorphe à A. Dans le cas général,
cela montre que si JS^ est un (P^-Module de type fini, tel qu'il existe un ^"Module 3F
pour lequel JSf®^^' soit isomorphe à (9^ et si en outre les anneaux (9^ sont des anneaux
locaux, alors JS^ est un 6^-module isomorphe à (9^ pour tout ^eX. Si (9^ et oSf sont
supposés cohérents^ on en conclut donc que c5f est inversible en vertu de (5.2.7).

(5.4.4) Si o^ et S?' sont deux ^"Modules inversibles, il en est de même de
jy®0 S", car la question étant locale, on peut supposer que o§f= (9^ et le résultat est
alors trivial. Pour tout entier n ̂  i, on désigne par .S?̂  le produit tensoriel de n faisceaux
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identiques à JSf ; on pose par convention oSf00^^ et P0111' n^ I? ^f0^^^ (JS?-1)^.
Avec ces notations, il existe alors un isomorphisme canonique fonctoriel
(5.4.4.1) jSf0^®^ j^®n^^®(n+m)

quels que soient les entiers rationnels niy n : en effet, en vertu des définitions, on se ramène
aussitôt au cas où m== —1,72=1, et l'isomorphisme en question a alors été défini en (5.4.3).

(5.4.5) Soit f : Y->X un morphisme d'espaces annelés. Si S est un ^"Module
localement libre (resp. inversible), /*(oS^) est un ^y" Module localement libre (resp.
inversible) : cela résulte aussitôt de ce que les images réciproques de deux ^"Modules
localement isomorphes sont localement isomorphes, de ce que/* commute aux sommes
directes finies et de ce que f^^xï^^v (4 •3*4) - ^n ûutre, on sait qu'on a un homo-
morphisme canonique fonctoriel f*(^) -> (f*Ç^))^ (4.4.6), et lorsque L est localement
libre, cet homomorphisme est bijectif : on est en effet encore ramené au cas où oS^ == 0^
qui est trivial. On en conclut que si oSf est inversible, /"(JSf0^ s'identifie canoniquement
à (/"(JSf))^ pour tout entier rationnel n.

(5.4.6) Soit JSf un ^"Module inversible ; on désigne par F (X, oSf) ou sim-
plement F (JSf) le groupe abélien somme directe ® F(X, J?0^ ; on le munit d'une

îîÇZ

structure Panneau graduée en faisant correspondre au couple (^, ̂ ), où ^er(X, oSf®^,
s^eFÇK, JSf®^, la section de .Sf®^^ au-dessus de X qui correspond canonique-
ment (5.4.4. i) à la section s^0s^ de JS^®^ jgf®^ l'associativité de cette multiplication
se vérifie de façon immédiate. Il est clair que I\(X, oSf) est un foncteur covariant
en JSf, à valeurs dans la catégorie des anneaux gradués.

Si maintenant 3^ est un ^"Module quelconque, on pose

r/js^, y} = © F(X, e^®^^®^.
On munit ce groupe abélien d'une structure de module gradué sur l'anneau gradué I\(oSf)
de la façon suivante : au couple (^, 0, où ^eF(X, JSf^) et ^eF(X, e^"®^^), on
fait correspondre la section de ^r®^®^^) qui correspond canoniquement (5.4.4.1)
à ^®^ ; la vérification des axiomes des modules est immédiate. Pour X et «JSf fixés,
r^(oSf, y} est un foncteur covariant en 3^ à valeurs dans la catégorie des FJoS^) -modules
gradués ; pour X et y fixés, c'est un foncteur covariant en JS^ à valeurs dans la catégorie
des groupes abéliens.

Si f : Y-^X est un morphisme d'espaces annelés, l'homomorphisme cano-
nique (4.4.3.2) p : .^^-^/'(/'''(Jâ^0^) définit un homomorphisme de groupes abéliens
F(X, ̂ ^^(Y./^JS^^/et comme /^J^)^/*^))^, il résulte des définitions des
homomorphismes canoniques (4.4.3.2) et (5.4.4.1) que les homomorphismes précédents
définissent un homomorphisme fonctoriel d'anneaux gradués F (JSf)-»r^(/*(oSf)). Le même
homomorphisme canonique (4.4.3) définit de même un homomorphisme de groupes
abéliens F(X, ^®^®n) -^ ^Y,/^®^^)), et comme

f^®^^^)®^^}}^ (4 .3 -3 .1) ,
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ces homomorphismes (pour n variable) définissent un di-homomorphisme de modules gradués
r^^)-.r^(^),/*(^)).

(5.4.7) On peut montrer qu'il existe un ensemble SU (noté aussi 9ÏÎ(X)) de
^x-Modules inversibles tel que tout 0^-Module inversible soit isomorphe à un élément
de 9ÎÎ et un seul (1) ; on définit dans SR une loi de composition en faisant correspondre à
deux éléments JSf, ^ de SR l'unique élément de 9ÎI isomorphe à JSf®JSf\ Avec cette loi
de composition, 9Jt est un groupe isomorphe au groupe de cohomologie H^X, ^x)? où 6^
est le sous-faisceau de 0^ tel que F(U, 6?x) soit le groupe des éléments inversibles de
l'anneau F(U, Gy) P0111' tout ouvert UcX ((?x est donc un faisceau de groupes abéliens
multiplicatifs).

On notera pour cela que pour tout ouvert UcX, le groupe des sections F(U, 6?x)
s'identifie canoniquement au groupe des automorphismes du (^x|U)-Module 0^ U,
l'identification faisant correspondre à une section s de 0^ au-dessus de U l'automor-
phisme^de 0^\V tel que u^)=e^ pour tout xeX ettout ^e^. Soit alors U==(U^)
un recouvrement ouvert de X ; la donnée, pour tout couple d'indices (À, [L) d'un auto-
morphisme 6^ de ^xK^x0^) revient à se donner une i-cochaîne du recouvrement U,
à valeurs dans Q^ et dire que les 6^ vérifient la condition de recollement (3.3.1) signifie
que la cochaîne correspondante est un cocycle. De même, la donnée, pour tout À, d'un
automorphisme co^ de ff^\V^ revient à la donnée d'une o-cochaîne du recouvrement ÎI,
à valeurs dans 0^ et son cobord correspond à la famille des automorphismes
(^À ^nUJo((oJU^nUJ~1. On peut faire correspondre à tout i-cocycle de U à valeurs
dans (9^ l'élément de 9Jt isomorphe au ^"Module inversible obtenu par recollement à
partir de la famille d'automorphismes (6^) correspondant à ce cocycle, et à deux cocycles
cohomologues correspondent deux éléments égaux de 9K (3.3.2) ; autrement dit, on a
ainsi défini une application cpy : ?(11, (P^)->yjl. En outre, si 33 est un second recouvre-
ment ouvert de X, plus fin que U, le diagramme

?(11, 6?x) ̂

1 ^m

H^a^x)^
où la flèche verticale est l'homomorphisme canonique (G, II, 5.7), est commutatif,
comme il résulte de (3.3.3). Par passage à la limite inductive, on obtient donc bien
une application H^X, ̂ x)-^ 1(" groupe de cohomologie de Cech H^X, 6?x) s'identifiant
comme on sait au premier groupe de cohomologie H^X, fl^x) (G, II, 5.9, cor. du
th. 5.9.1). Cette application est surjective : en effet, par définition, pour tout (P^-Mod\ile
inversible JS?, il y a un recouvrement ouvert (U\) de X tel que S s'obtienne par recolle-
ment des faisceaux (P^\U^ (3.3. i). Elle est aussi injective, car il suffit de le prouver pour
les applications H^U, 0^->ySl, et cela résulte alors de (3.3.2). Il reste à montrer que

(1) Voir le livre en préparation cité dans l'Introduction.

51



52 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

la bijection ainsi définie est un homomorphisme de groupe. Or, étant donnés deux
^x-Modules inversibles JSf, JSf7, il y a un recouvrement ouvert (U^) tel que °S^|U\ et
oy[U\ soient isomorphes à ^\U-^ pour tout À ; il y a donc pour chaque indice À un
élément ^ (resp. ^) de F(U^^) (resp. Y{V^£")} tel que les éléments de F(U^JSf)
(resp. rCU^oSf7)) soient les s^.a^ (resp. ^.a^), où j\ parcourt r(U\, (P^). Les cocycles
correspondants (s^), (s^) sont tels que s-^.a^s^.a^ (resp. -s\ • ̂  == ̂ . <^) au-dessus de
U\nU^ soit équivalent à ^==£^^ (resp. s^==e'^s^) au-dessus de U^nU^. Comme les
sections de JS^®^ S ' au-dessus de U^ sont les sommes finies des s^s{. (a-^®a^) où j\ et s{
parcourent r(U\, 0^), il est clair que le cocycle (s^s^) correspond à oSf®^ oSf7, ce
qui achève la démonstration (1).

(5.4.8) Soit f== (4', œ) unmorphisme Y->X d'espaces annelés. Le foncteury*(oS^)
dans la catégorie des 0^-^Aoà.uî.es libres définit une application (encore notée/* par abus
de langage) de l'ensemble SOÎ(X) dans l'ensemble SO^Y). D'autre part, on a un homo-
morphisme canonique (T,3.2.2)

(5.4.8.1) HI(X,^)->IP(Y,^).

Lorsqu'on identifie canoniquement (5.4.7) 9K(X) et H^X, ^x) (^sp. 9JÎ(Y) et H^Y, ̂ )),
l'homomorphisme (5.4.8.1) s'identifie à ^application/*. En effet, si JSf provient d'un
cocycle (s^) correspondant à un recouvrement ouvert (U^) de X, il suffit de montrer
quey*(oSf) provient d'un cocycle dont la classe de cohomologie est image par (5.4.8.1)
de celle de (s^). Or, si 6^ est l'automorphisme de ^xK^x0^) qui correspond à s^, il est
clair que /*(°S^) s'obtient par recollement des ^YI^"^^) au moyen des automor-
phismes ^*(9^)î et il suffit donc de vérifier que ces derniers correspondent au
cocycle (œ^(s^)), ce qui résulte aussitôt des définitions (on a identifié s^ à son image
canonique par p (3.7.2), section de +*(^x) au-dessus de ^'"^(U^nU^)).

(5.4.9) Soient ^, y deux (P^-Modules, 3^ étant supposé localement libre, et
soit ^ un (P^-îAodïde extension de 3^ par <?, autrement dit tel qu'il existe une suite exacte
o-^<?->^->j^'->o. Alors, pour tout A:eX, il existe un voisinage ouvert U de x
tel que ^|U soit isomorphe à la somme directe <?|U®J^'|U. On peut en effet se
borner au cas où e^==6^; soient e ^ Ç i ^ i ^ n ) les sections canoniques (5.5.5) de 0^\
il existe alors un voisinage ouvert U de x et n sections ^ de ^ au-dessus de U
telles que p[^\\3) ==^|U pour i^i^n. Cela étant, soit f l'homomorphisme
^[LJ-^IU défini par les sections s,\V (5.1.1). Il est immédiat que pour tout
ouvert VcU, et toute section ^er(V, ^) on a s—/(^(J))eF(V, <^), d'où notre assertion.

(5.4.10) Soient f : X-^Y un morphisme d'espaces annelés, ^ un (P^-Mod\ile,
^ un ^y-Module localement libre de rang fini. Il existe alors un isomorphisme canonique

(5.4.10.1) JW®^^f^®^fW}

(1) Pour une forme générale de ce résultat, voir le livre cité dans la note de la p. 51.
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En effet, pour tout ^y-Module oS?, on a un homomorphisme canonique

Y.(^) ®^ .̂/.(ĵ ) ®^xcr(^)) ̂ /.(^-®^*^))
p étant r homomorphisme (4.4.3.2) et a l'homomorphisme (4.2.2.1) . Pour montrer
que lorsque oS^ est localement libre, cet homomorphisme est bijectif, il suffit, la question
étant locale sur Y, de considérer le cas où Jâ^ == ̂  ; en outre, f^ et f* commutant aux
sommes directes finies, on peut supposer n = i, et dans ce cas la proposition résulte
aussitôt des définitions et de la relation /"(^y) ==^x*

5.5. Faisceaux sur un espace annelé en anneaux locaux»

(5.5.1) Nous dirons qu'un espace annelé (X, ^x) est un ^P^6 a'nnelé en anneaux
locaux si, pour tout ^eX, (9^ est un anneau local ; ces espaces annelés seront de loin les
plus fréquents de ceux qui seront considérés dans ce travail. Nous désignerons alors
par TUç Vidéal maximal de (9^ par k[x) le corps résiduel ^/îîta. ; pour tout ^"Module ^~,
tout ouvert U de X, tout point xeV et toute section yer(U, y\ nous désignerons
par/(^) la classe du germe f^^y^ mod. m^^ et nous dirons que c'est la valeur de f
au point x. La relation f(x)=^o signifie donc que f^^x^x\ lorsqu'elle est remplie,
on dira (par abus de langage) que f s'annule en x. On aura soin de ne pas confondre cette
relation avec fy^ = o.

(5.5.2) Soient X un espace annelé en anneaux locaux, JS^ un (PyîAoduïe inversible,
f une section de oS? au-dessus de X. Il y a alors équivalence entre les trois propriétés
suivantes en un point A:eX :

a) f^ est un générateur de JSf^ ;
b) fx^x^x (autrement dit, f{x) =|=o) ;
c) II existe une section g de oS^~~1 au-dessus d^un voisinage ouvert V de x telle que l'image

canonique de f®g dans F(V, 0^) (5.4.3) soif la section unité.

En effet, la question étant locale, on peut se borner au cas où oSf==6x5 l'équi-
valence de a) et b) est alors évidente, et il est clair que c ) entraîne b ) . D'autre part,
si y^TUc, fy^ est inversible dans (9^ soit f^g^= î^ Par définition des germes de sections,
cela veut dire qu'il existe un voisinage V de A: et une section g de ^x au-dessus de V
telle qwfg == i dans V, d'où c ) .

Il résulte aussitôt de la condition c) que l'ensemble X^ des x vérifiant les conditions
équivalentes a), b), c ) est ouvert dans X ; suivant la terminologie introduite dans (5.5.1)5
c'est l'ensemble des x où f ne s^ annule pas.

(5.5.3) Sous les hypothèses de (5.5.2), soit JSf' un second ^'Module inversible;
alors, si /eF(X, JS?), ^eF(X, JSf'), on a

^f^^^^f^g

On se ramène en effet aussitôt au cas où oSf^jy^fi^ (là question étant locale) ;
comme f@g s'identifie alors canoniquement au produite, la proposition est évidente.
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(5.5.4) Soit y un (P^-M.odule localement libre de rang n ; il est immédiat que
f\y est un ^"Module localement libre de rang (^) si p^n, réduit à o si p>n, car
la question est locale et on est ramené au cas où y = (9^ ; en outre, pour tout x e X,

p P
(A^'^/m^Ae^')^ est un espace vectoriel de dimension Q sur kÇx), qui s'identifie cano-

p
niquement à ^{^J^^x)' Soient s^ . . ., Sp des sections de F au-dessus d'un ouvert U

P
de X, et soit ^=5"^ • • - Ajy, qui est une section de /\y au-dessus de U (4.1.5) ; on a
s^x) ==s^(x)/\ .. . /\sp(x), et par suite, dire que s^{x), .. ., Sp{x) sont linéairement dépendants
signifie que s{x)=o. On en conclut que l'ensemble des xeX. tels que s^{x), . . . , S y Ç x )
soient linéairement indépendants est ouvert dans X : il suffit en effet, en se ramenant au cas
où y'==% d'appliquer (5.5.2) à la section image de s par une des projections de
p fn\/\y=0^\p) sur les (^) facteurs.

En particulier, si s^ . . ., ̂  sont n sections de y au-dessus de U telles que
s^{x), .. ., s^{x) soient linéairement indépendantes en tout point xeV, l'homomor-
phisme u : 6^|U—^[U défini par les ^ (5.1.1) est un isomorphisme : on peut en effet

n

se restreindre au cas où ^==^ et où on identifie canoniquement A^ et 0^ ; s==s^/\ . . . A^
est alors une section de (î'x inversible au-dessus de U, et on définit un homomorphisme
réciproque de u au moyen des formules de Cramer.

(5.5.5) Soient S, ^ deux ^"Modules localement libres (de rang fini), et soit
u : ê-^y un homomorphisme. Pour qu'il existe un voisinage u de A:eX tel que u\V
soit injectif et que y U soit somme directe de ^(<?)|U et d'un sous-((P^\V)-Module locale-
ment libre ^, il faut et il suffit que u^ : êy-^^y, donne, par passage aux quotients, un
homomorphisme injectif d'espaces vectoriels ^J^n^^^xl^x^x' La condition est en
effet nécessaire, car ̂  est alors somme directe des ^-modules libres ^(<?J et ^, donc
^xl^x^x est somme directe de ^(^)/înA(^) et de ^/m^. La condition est suffisante,
car on peut se borner au cas où ê == ̂  ; soient ^, . . ., s^ les images par u des sections ^
de ^ telles que (e^)y soit égal au i-ème élément de la base canonique de 6^ pour tout
j^eX [sections canoniques de 6?x) î P^ hypothèse s^{x), .... s^{x) sont linéairement indé-
pendants, donc, si y est de rang n, il existe n—m sections ^+1, .. ., ̂  de ̂  au-dessus d'un
voisinage V de x telles que les s^x) { ï ^ i ^ n ) forment une base de ^Jv^^x9 II existe
alors (5.5.4) un voisinage UcV de x tel que les s^y) [ ï ^ i ^ n ) forment une base de
e^/m^y pour tout j/eV, et on en conclut (5.5.4) qu'il y a un isomorphisme de ^|U
sur fi^|U, appliquant les jjU (i ^i^m) sur les ^|U, ce qui achève la démonstration.

§ 6. PLATITUDE

(6.0) La notion de platitude est due àJ.-P. Serre [16] ; dans ce qui suit, on omet les
démonstrations des résultats qui sont exposés dans Y Algèbre commutative de N. Bourbaki,
à laquelle nous renvoyons le lecteur. Nous supposons tous les anneaux commutatifs (1).

(1) Voir l'exposé cité de N. Bourbaki pour la généralisation de la plupart des résultats au cas non commutatif.
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Si M, N sont deux A-modules, M' (resp. N') un sous-module de M (resp. N),
nous noterons In^M7®^!^) le sous-module de M®^N, image de l'application cano-
nique M'®^'->M®^.

6.1. Modules plats.

(6.1.1) Soit M un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Le foncteur M®^N en N est exact dans la catégorie des A-modules ;
b) Torf(M, N)==o pour tout ï>o et tout A-module N;
c ) Tor^(M, N) = o pour tout A-module N.

Lorsque M vérifie ces conditions, on dit que M est un A-module plat. Il est clair que
tout A-module libre est plat.

Pour que M soit un A-module plat, il suffit que pour tout idéal 3 de A, de type fini,
l'application canonique M®^3-^M®^A== M soit injective.

(6.1.2) Toute limite inductive de A-modules plats est un A-module plat. Pour
qu'une somme directe © M^ de A-modules soit un A-module plat, il faut et il suffit

Àç L

que chacun des A-modules M^ soit plat. En particulier, tout A-module projectifest plat.
Soit o-^M'-^M-^M^-^o une suite exacte de A-modules, telle que M" soit

plat. Alors, pour tout A-module N, la suite

o-^M^N-^M®!^!^®^^-^

est exacte. En outre, pour que M soit plat, il faut et il suffit alors que M7 le soit (mais
il peut se faire que M et M.' soient plats sans que M" = M/M' le soit).

(6.1.3) Soient M un A-module plat, N un A-module quelconque ; pour deux
sous-modules N', N" de N, on a alors

Im(M®(N / +N / / ) )=Im(M®N / )+Im(M®N / / )
Im(M® (N' n N")) == Im(M®N') n Im(M®N")

(images prises dans M®N).
(6.1.4) Soient M, N deux A-modules, M' (resp. N') un sous-module de M

(resp. N), et supposons que l'un des modules M/M', N/IST soit plat. Alors on a
In^M'®]^') ^ImÇM^N) nImÇM®]^) (images dans M®N). En particulier, si 3 est
un idéal de A et si M/M' est plat, on a ^M^M'n^M.

6.2. Changement d'anneaux»

Lorsqu'un groupe additif M est muni de plusieurs structures de module par rapport
à des anneaux A, B, .... au lieu de dire que M est plat en tant que A-module, B-module,
..., nous dirons parfois aussi que M est A-plat, î-plat, . ..

(6.2.1) Soient A et B deux anneaux, M un A-module, N un (A, B)-bimodule.
Si M est plat et si N est B-plat, alors M®^N est B-plat. En particulier, si M et N sont
deux A-modules plats, M®^N est un A-module plat. Si B est une A-algèbre et si M est
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un A-module plat, le B-module M^ == M®^B est plat. Enfin, si B est une A-algèbre qui
est plate en tant que A-module, et si N est un B-module plat, alors N est aussi A-plat.

(6.2.2) Soient A un anneau, B une A-algèbre plate en tant que A-module. Soient M,
N deux A-modules, tels que M admette une présentation finie ; alors l'homomorphisme
canonique

(6.2.2.1) Hom^M, N)®^B->HomB(M®^B, N®^B)

(transformant u®b en l'homomorphisme m®b'^u(m)®b'b') est un isomorphisme.
(6.2.3) Soit (A^, <p^) un système inductif filtrant d'anneaux ; soit A=limA^. Soit

d'autre part, pour chaque À, M^ un A^-module et pour À ^ p i soit 6^ : M^->M^ un
(p^-homomorphisme, tel que (M^, 6^) soit un système inductif; M==limM^ est alors un
A-module. Cela étant, si pour tout À, M^ est un A^-module plat, alors M est un A-module
plat. En effet, soit 3 un idéal de type fini de A ; par définition de la limite inductive, il
existe un indice À et un idéal 3^ de A^ tels que 3 == 3 -̂ si on po^ 3^ = 3\\ P0111*
{ J I ^À , on a aussi 3==lim3d (où [L parcourt les indices ^X), d'où (le fondeur lim
étant exact et commutant au produit tensoriel)

M®^3=lim(M,®^3,) =lim3^M,=3M.

6.3. Localisation de la platitude»

(6.3.1) Si A est un anneau, S une partie multiplicative de A, S^A est un A-module
plat. En effet, pour tout A-module N, N®^"^ s'identifie à S^N ( i . 2.5) et on sait (1.3.2)
que S^N est un foncteur exact en N.

Si maintenant M est un A-module plat, S-1M=M®^S-1A est un S~ ̂ -module
plat (6.2.1), donc est aussi A-plat en vertu de ce qui précède et de (6.2.1). En parti-
culier, si P est un S~ ̂ -module, on peut le considérer comme un A-module isomorphe
à S^P ; pour que P soit A-plat, il faut et il suffit qu'il soit S^A-plat.

(6.3.2) Soient A un anneau, B une A-algèbre, T une partie multiplicative de B.
Si P est un B-module qui est A-plat, T^P est A-plat. En effet, pour tout A-module N,
on a (T-1P)®^N=(T-1B®BP)®AN=T-1B®B(P®AN)=T-1(P®^N); or, T-^P®^) est
un foncteur exact en N, étant composé des deux foncteurs exacts P®^N (en N) et T"^
(en Qj. Si S est une partie multiplicative de A dont l'image dans B est contenue dans T,
T^P est égal à S-^T-1?), donc est aussi S-^A-plat en vertu de (6.3. i).

(6.3.3) Soient 9 : A->B un homomorphisme d'anneaux, M un B-module.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat.
b) Pour tout idéal maximal n de B, M^ est un A-module plat.
c ) Pour tout idéal maximal n de B, en posant m = ç^ît), M^ est un A^-module

plat.

En effet, comme M^==(MJ^, l'équivalence de b) et c ) résulte de (6.3.1), et
le fait que a) entraîne b) est un cas particulier de (6.3.2). Reste à voir que b) entraîne a),
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c'est-à-dire que, pour tout homomorphisme injectif u : N'-->N de A-modules, l'homo-
morphisme v==î®u : M®^N/-->M®^N est injectif. Or, v est aussi un homomorphisme de
B-modules, et on sait que pour qu'il soit injectif, il suffit que pour tout idéal maximal n de B,
^ : (M®^)^--^]^®^)^ soit injectif. Mais comme

(M®^N), = B,®s (M®^N) = M,®^N,

v^ n'est autre que l'homomorphisme I ® M : M^®^N'->M^®^N, qui est injectif
puisque M^ est A-plat.

En particulier (en faisant B=A), pour qu'un A-module M soit plat, il faut et il
suffit que M^ soit A^-plat pour tout idéal maximal m de A.

(6.3.4) Soit M un A-module ; si M est plat, et si /eA n'est pas diviseur de o
dans A, y n'annule aucun élément =)=o de M, car l'homomorphisme m->f.m s'écrit
i ®u, où u est la multiplication a->f. a dans A et M est identifié à M®^A; si u est inj écrive,
il en est donc de même de î®u puisque M est plat. En particulier, si A est intègre, M est
sans torsion,

Inversement, supposons A intègre, M sans torsion, et supposons que pour tout
idéal maximal m de A, A^ soit un anneau de valuation discrète•; alors M est A-plat. Il suffit
en effet (6.3.3) de prouver que M^ est A^-plat, et on peut donc supposer que A est déjà
un anneau de valuation discrète. Mais comme M est limite inductive de ses sous-modules
de type fini, et que ces derniers sont sans torsion, on peut en outre se borner au cas où M
est de type fini (6.1.2). La proposition résulte dans ce cas de ce que M est un A-module
libre.

En particulier, si A est un anneau intègre, 9 : A->B un homomorphisme d'anneaux
faisant de B un A-module plat et =t={o}, 9 est nécessairement injectif. Inversement, si B
est intègre, A un sous-anneau de B et si pour tout idéal maximal m de A, A^ est un
anneau de valuation discrète, B est A-plat.

6.4. Modules fidèlement plats»

(6.4.1) Pour un A-module M, les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Pour qu'une suite N^N-^N77 de A-modules soit exacte, il faut et il suffit que
la suite M®]^-^®]^-^®!^7 soit exacte;

b) M est plat et pour tout A-module N, la relation M®N==o entraîne N==o;
c ) M est plat et pour tout homomorphisme v : N—^N7 de A-modules, la relation

i^(g)y==o entraîne v==o, ij^ étant l'automorphisme identique de M;
d ) M est plat et pour tout idéal maximal m de A, mM =f= M.

Lorsque M vérifie ces conditions, on dit que M est un A-module fidèlement plat ;
M est alors nécessairement un module fidèle. En outre, si u : N->N7 est un homomor-
phisme de A-modules, pour que u soit injectif (resp. surjectif, bijectif), il faut et il suffit
que i®u : M®N-^M®N7 le soit.
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(6.4.2) Un module libre =t={o} est fidèlement plat; il en est de même de la
somme directe d'un module plat et d'un module fidèlement plat. Si S est une partie
multiplicative de A, S^A n'est un A-module fidèlement plat que si S est formé d'éléments
inversibles (donc S^A^A).

(6.4.3) Soit o-^M'-.M-^M'^o une suite exacte de A-modules; si M' et M7 '
sont plats, et si l'un d'eux est fidèlement plat, alors M est fidèlement plat.

(6.4.4) Soient A et B deux anneaux, M un A-module, N un (A, B)-bimodule.
Si M est fidèlement plat et si N est un B-module fidèlement plat, alors M®^N est un
B-module fidèlement plat. En particulier, si M et N sont deux A-modules fidèlement
plats, il en est de même de M®^N. Si B est une A-algèbre et si M est un A-module
fidèlement plat, le B-module M^ est fidèlement plat.

(6.4.5) Si M est un A-module fidèlement plat et si S est une partie multiplicative
de A, S^M est un S^A-module fidèlement plat, puisque S~1M=M®^S~1A) (6.4.4).
Inversement, si pour tout idéal maximal m de A, M^ est un A^-module fidèlement plat,
M est un A-module fidèlement plat, car M est A-plat (6.3.3), et on a

MJmM^= (M®^AJ®^(AJmAJ =M®^(A/m) =M/mM

donc l'hypothèse entraîne que M/mM=f=o pour tout idéal maximal m de A, ce qui
prouve notre assertion (6.4.1).

6.5. Restriction des scalaires»

(6.5.1) Soient A un anneau, 9 : A—"B un homomorphisme d'anneaux faisant
de B une A-algèbre. Supposons qu'il existe un B-module N qui soit un A-module fidèlement
plat. Alors, pour tout A-module M, l'homomorphisme x—i®x de M dans B®^M=M/B)
est injectif. En particulier, 9 est injectif ; pour tout idéal a de A, on a (p'^dB) = û ; pour
tout idéal maximal (resp. premier) m de A, il existe un idéal maximal (resp. premier) n
de B tel que ^~l(n)=^

(6.5.2) Lorsque la condition de (6.5.1) est remplie, on identifie A à un sous-
anneau de B par <p et plus généralement, pour tout A-module M, on identifie M à un
sous-A-module de M^y On notera que si B est alors noethérien, il en est de même de A,
car l'application a—^aB est une injection croissante de l'ensemble des idéaux de A dans
l'ensemble des idéaux de B ; l'existence d'une suite infinie strictement croissante d'idéaux
de A entraînerait donc l'existence d'une suite analogue d'idéaux de B.

6.6. Anneaux fidèlement plats.

(6.6.1) Soit 9 : A->B un homomorphisme d'anneaux faisant de B une A-algèbre.
Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B est un A-module fidèlement plat (autrement dit, M,^ est un foncteur exact et
fidèle en M).

b) L'homomorphisme <p est injectif et le A-module B/y(A) est plat.

58



§ 6 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 59

c ) Le A-module B est plat (autrement dit, le foncteur M(^) est exact), et pour tout
A-module M, Phomomorphisme x-^i®x de M dans M/^ est injectif.

d ) Le A-module B est plat et pour tout idéal a de A, on a (p^aB) = a.
e ) Le A-module B est plat et pour tout idéal maximal m de A, il existe un idéal

maximal n de B tel que (p^n) = m.

Lorsque ces conditions ont lieu, on identifie A à un sous-anneau de B.
(6.6.2) Soient A un anneau local, m son idéal maximal, B une A-algèbre telle

que mB=t=B (ce qui a lieu par exemple lorsque B est un anneau local et A->B un
homomorphisme local). Si B est un A-module plat, B est un A-module fidèlement plat. En
effet, comme mB=t=B, il y a un idéal maximal n de B contenant UtB ; comme ^~l(^) nA
contient m et ne contient pas i, on a ç^ît) ==m et le critère e ) de (6.6. i) s'applique.
Sous les conditions indiquées, on voit donc que si B est noethérien, il en est de même
de A (6.5.2).

(6.6.3) Soit B une A-algèbre qui est un A-module fidèlement plat. Pour tout
A-module M et tout sous-A-module M.' de M, on a (en identifiant M à un sous-A-module
de M(^) M'^MnM^. Pour que M soit un A-module plat (resp. fidèlement plat), il
faut et il suffit que M^ soit un B-module plat (resp. fidèlement plat).

(6.6.4) Soient B une A-algèbre, N un B-module fidèlement plat. Pour que B soit
un A-module plat (resp. fidèlement plat), il faut et il suffit que N le soit.

En particulier, soit C une B-algèbre ; si Panneau G est fidèlement plat sur B et B
fidèlement plat sur A, alors C est fidèlement plat sur A ; si C est fidèlement plat sur B
et sur A, alors B est fidèlement plat sur A.

6.7. Morphismes plats d'espaces annelés.

(6.7.1) Soit f : X->Y un morphisme d'espaces annelés, et soit ̂  un 0^-Module.
On dit que y estf-plat (ou "Y-plat lorsque aucune confusion n'est à craindre surf) en un
point xeVi si J^ est un 6^-module plat ; on dit que y estf-plat au-dessus de jyeY si y
est/-plat en tous les points xef~^[y) ; on dit que y estf-plat si y est y-plat en tous les
points de X. On dit que le morphisme y est plat en ^eX (resp. plat au-dessus de jyeY,
resp. plat) si (9^ est y-plat en x (resp. y-plat au-dessus dey, resp. y-plat).

(6.7.2) Avec les notations de (6.7.1), si y est y-plat en x, pour tout voisinage
ouvert U de y==f{x), le foncteur {f*(^)®^^)x en ^ est exact dans la catégorie des
(^y|U) -Modules ; en effet, cette fibre s'identifie canoniquement à ^y®^ ^, et notre
assertion résulte de la définition. En particulier, si y est un morphisme plat, le foncteur y*
est exact dans la catégorie des fi^y'Modules.

(6.7.3) Inversement, supposons le faisceau d'anneaux ffly cohérent, et supposons
que pour tout voisinage ouvert U àe y, le foncteur (f*{^)®o^^)x solt exact en ^ dans
la catégorie des (^y|U)-Modules cohérents. Alors y est f-plat en x. En effet, il suffit
de prouver que pour tout idéal de type fini 3 de Gy, l'homomorphisme canonique
3®<9 y^y^ est injectif (6.1.1). Or, on sait (5.3.8) qu'il existe alors un voisinagey
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ouvert U de jy et un faisceau cohérent d'idéaux / de ^y|U tel que / =^ d'où la
conclusion.

(6.7.4) Les résultats de (6.1) sur les modules plats se transcrivent aussitôt en
propositions sur les faisceaux /-plats en un point :

Si Q->y->y->y"-^Q est une suite exacte de 0^-Modules et si y est/-plat au
point xeX, alors, pour tout voisinage ouvert U de J>=f{x) et tout (^y|U)-Module ^,
la suite

o^cr^)®^),^ {fw®^y\-^ (rw®^").->o
est exacte. Pour que ^"soit/plat en x, il faut et il suffit alors que ^ ' le soit. On a des
énoncés analogues pour les notions correspondantes de ^"Module /-plat au-dessus de
j^eY, ou de 6^- Module /-plat.

(6.7.5) Soient / : X-^Y, g : Y->Z deux morphismes d'espaces annelés; soient
xeX,jy==f(x), y un ^x-Module. Si ^ est/plat au point x et si le morphisme g est plat
au point j, alors ̂  est (^o/)-plat en x (6.2. i). En particulier, si/ et g sont des morphismes
plats, gof est plat.

(6.7.6) Soient X, Y deux espaces annelés, / : X->Y un morphisme plat. Alors
l'homomorphisme canonique de bifoncteurs (4.4.6)

(6.7.6.1) f\^om^, ̂ )) ̂ ^m^(/W,/^))

est un isomorphisme lorsque y admet une présentation finie (5.2.5).
En effet, la question étant locale, on peut supposer qu'il existe une suite exacte

0^->Q^-^y-^o. Or, les deux membres de (6.7.6.1) sont des foncteurs exacts à gauche
en y en vertu de l'hypothèse sur/; on est alors ramené à démontrer la proposition
lorsque ^==^y, cas où elle est triviale.

(6.7.8) On dit qu'un morphisme / : X—Y d'espaces annelés ^fidèlement plat
si/est surjectif et si, pour tout xeX, 0^ est un 6^-module fidèlement plat. Lorsque X
et Y sont des espaces annelés en anneaux locaux (5.5.1), il revient au même de dire
que le morphisme / est surjectif et plat (6.6.2). Lorsque/est fidèlement plat,/* est un
foncteur exact et fidèle dans la catégorie des ^y" Modules (6.6.1, a)) et pour qu'un
^Y-Module ^ soit Y-plat, il faut et il suffit que /*(^) le soit (6.6.3).

§ 7. ANNEAUX ADIQUES

7.1. Anneaux admissibles.

(7.1.1) Rappelons que dans un anneau topologique A (non nécessairement
séparé), on dit qu'un élément x est topologiquement niipotent si o est une limite de la suite
Wn^o- O11 dit qu'un anneau topologique A est linéairement topologisé s'il existe un système
fondamental de voisinages de o dans A formé à'idéaux (nécessairement ouverts).

Définition (7.1.2). — Dans un anneau linéairement topologisé A, on dit qu'un idéal 3 est
un idéal de définition si 3 est ouvert et si, pour tout voisinage V de o, il existe un entier n>o tel
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que ycV (ce qu'on exprime, par abus de langage, en disant que la suite (y) tend vers o).
On dit qu'un anneau linéairement topologisé A est préadmissible s'il existe dans A un idéal de
définition ; on dit que A est admissible s'il est préadmissible et si en outre il est séparé et complet.

Il est clair que si 3 est un idéal de définition, fi un idéal ouvert de A, 3nfi est
encore un idéal de définition ; les idéaux de définition d'un anneau préadmissible A
forment donc un système fondamental de voisinages de o.

Lemme (7.1.3). — Soit A un anneau linéairement topologisé.
(i) Pour que xeA soit topologiquement niipotent, il faut et il suffit que pour tout idéal ouvert 3

de A, l'image canonique de x dans A/3 soit niipotente. L'ensemble % des éléments topologiquement
niipotents de A est un idéal.

(ii) Supposons en outre que A soit préadmissible, et soit 3 un idéal de définition de A. Pour
que xeA soit topologiquement niipotent, il faut et il suffit que son image canonique dans A/3 soit
niipotente ; l'idéal Z est l } image réciproque du nilradical de A/3 et est donc ouvert.

(i) découle immédiatement des définitions. Pour prouver (ii), il suffit de remarquer
que pour tout voisinage V de o dans A, il existe n^>o tel que ycV; si xeA est
tel que ^e^, on a x^eV pour q^n, donc x est topologiquement niipotent.

Proposition (7.1.4). — Soient A un anneau préadmissible, 3 un idéal de définition de A.
(i) Pour qu'un idéal 37 de A soit contenu dans un idéal de définition, il faut et il suffit qu'il

existe un entier n>o tel que 3^3-
(ii) Pour qu'un xeA soit contenu dans un idéal de définition, il faut et il suffit qu'il soit

topologiquement niipotent.
(i) Si 3/nc35 pour tout voisinage ouvert V de o dans A, il existe m tel que ^cV,

donc 3/wncV.
(ii) La condition est évidemment nécessaire ; elle est suffisante, car si elle est

remplie, il existe n tel que x^'e^, donc 3'^3+A^ est un idéal de définition, puisqu'il
est ouvert, et que 3^3-

Corollaire (7.1.5). — Dans un anneau préadmissible A, un idéal premier ouvert contient
tous les idéaux de définition.

Corollaire (7.1.6). — Les notations et hypothèses étant celles de (7.1.4), les propriétés
suivantes d'un idéal 3o de A sont équivalentes :

a) 3o es^ ^ P^ Srand idéal de définition de A ;
b) 3o es^ un idéal de définition maximal ;
c) 3o es^ un idéal de définition tel que l'anneau A/3o soit réduit.

Pour qu'il existe un idéal 3o ayant ces propriétés, il faut et il suffit que le nilradical de A/3 soit
niipotent ; 3o es^ ^^ e^ à l9 idéal Ï des éléments topologiquement niipotents de A.

Il est clair que a) implique b), et b) implique c ) en vertu de (7.1.4, (ii)) et
(7.1.3, (ii)) ; pour la même raison, c ) entraîne a). La dernière assertion résulte de
(7.1.4, (i)) et (7.1.3, (ii)).

Lorsque 2/3? nilradical de A/3? est niipotent, on note A^ l'anneau quotient
(réduit) A/2.
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Corollaire (7.1.7). — Un anneau préadmissible noethérien admet un plus grand idéal de
définition.

Corollaire (7.1.8). — Si un anneau préadmissible A est tel que, pour un idéal de définition 3,
les puissances y (n> o) forment un système fondamental de voisinages de o, il en est de même des
puissances 3^ de tout idéal de définition y de A.

Définition (7.1.9). — On dit qu'un anneau préadmissible A est préadique s'il existe un
idéal de définition 3 de A tel que les 3T forment un système fondamental de voisinages de o dans A
(ou, ce qui revient au même, tel que les y soient ouverts). On appelle anneau adique un
anneau préadique séparé et complet.

Si 3 est un idéal de définition d'un anneau préadique (resp. adique) A, on dit
encore que A est un anneau ^-préadique (resp. ^-adique), et que sa topologie est la
topologie ^-préadique (resp. ^-adique). Plus généralement, si M est un A-module, la
topologie sur M ayant pour système fondamental de voisinages de o les sous-modules y M
est dite topologie ^-préadique (resp. ^-adique). En vertu de (7.1.8), ces topologies sont
indépendantes du choix de l'idéal de définition 3.

Proposition (7.1.10). — Soient A un anneau admissible, 3 un idéal de définition de A.
Alors 3 ̂ t contenu dans le radical de A.

Cet énoncé est équivalent à l'un quelconque des corollaires suivants :
Corollaire (7.1.11). — Pour tout xe^, i -\-x est inversible dans A.
Corollaire (7.1.12). — Pour que feA soit inversible dans A, il faut et il suffit que son

image canonique dans A/3 soit inversible dans A/3.
Corollaire (7.1.13). — Pour tout A-module M de type fini, la relation M=3M {équi-

valente à M®^ (A/3) = o) entraîne M = o.
Corollaire (7.1.14). — Soit u : M->N un homomorphisme de A-modules, N étant de type

fini ; pour que u soit surjectif, il faut et il suffit que u®ï : M®^(A/3) -> N®^(A/3) le soit.
En effet, l'équivalence de (7. i . 10) et (7. i . 11) résulte de Bourbaki, Alg., chap. VIII,

§ 6, n° 3, th. i, et celle de (7.1.10) et (7.1.13) de loc. cit., th. 2 ; le fait que (7.1. lo)
entraîne (7.1.14) résulte de loc. cit., cor. 4 de la prop. 6 ; d'autre part, (7.1.14) entraîne
(7.1.13) en l'appliquant à l'homomorphisme nul. Enfin, (7.1.10) entraîne que si y est
inversible dans Af^.f n'est contenu dans aucun idéal maximal de A, donc f est inversible
dans A, autrement dit (7.1.10) entraîne (7.1.12) $ et inversement, (7 .1 .12) entraîne
(7.1.n).

Tout revient donc à démontrer (7.1.11). Or, comme A est séparé et complet
00

et que la suite (3^ tend vers o, il est immédiat que la série S (—i)V est convergente
dans A et que, sij/ est sa somme, on a jy{î -}-x) = i. n=o

7.2. Anneaux adiques et limites projectives.

(7.2.1) Toute limite projective d'anneaux discrets est évidemment un anneau
linéairement topologisé, séparé et complet. Inversement, soit A un anneau linéairement
topologisé, et soit (3x) un système fondamental de voisinages ouverts de o dans A formé
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d'idéaux. Les applications canoniques <p^ : A->A/y forment un système projectif de
représentations continues et définissent donc une représentation continue y : A->limA/y;
si A est séparé, cp est un isomorphisme topologique de A sur un sous-anneau partout
dense de limA/3^; si, en outre, A est complet, y est un isomorphisme topologique de A
sur limA/y.

Lemme (7.2.2). — Pour qu'un anneau linéairement topologisé soit admissible, il faut et il
suffit qu'il soit isomorphe à une limite projective A==limA^, où (A^, u^) est un système projectif

d'anneaux discrets ayant pour ensemble d'indices un ensemble ordonné filtrant L {pour ^) qui admet
un plus petit élément noté o et satisfait aux conditions suivantes : i° les u-^ : A—>A-^ sont surjectifs ;
2° le noyau 3x ae ^ox : ̂ À'^^O est ^iipotent. Lorsqu'il en est ainsi, le noyau 3 de UQ : A->A()
est égal à limy.

La nécessité de la condition résulte de (7.2. i), en prenant pour (3^) un système
fondamental de voisinages de o formé d'idéaux de définition contenus dans l'un d'eux 3o
et appliquant (7.1.4, (i)). La réciproque résulte de la définition d'une limite projective
et de (7.1.2) , et la dernière assertion est immédiate.

(7.2.3) Soient A un anneau topologique admissible, 3 un idéal de A contenu
dans un idéal de définition (autrement dit (7.1.4) tel que (V) tende vers o) ; on peut
considérer sur A la topologie d'anneau ayant pour système fondamental de voisinages
de o les puissances y (n> o) ; nous l'appellerons encore la topologie ^-préadique.
L'hypothèse que A est admissible entraîne que nV^0? donc la topologie 3-préadique

^ n

sur A est séparée ; soit A=limA/y le complété de A pour cette topologie (où les A/y
sont munis de la topologie discrète), et désignons par u l'homomorphisme d'anneaux^\
A->A (non nécessairement continu), limite projective de la suite d'homomorphismes
u^ : A->A/y. D'autre part, la topologie 3-préadique sur A est plus fine que la topologie
donnée ST sur A ; comme A est séparé et complet pour c^", on peut prolonger par
continuité l'application identique de A (muni de la topologie 3-préadique) dans A
muni de y ; cela donne une représentation continue v : A->A.

Proposition (7.2.4). — Si A est un anneau admissible et 3 ^t contenu dans un idéal de
définition de A, A est séparé et complet pour la topologie ^-préadique.

En effet, avec les notations de (7.2.3) , il est immédiat que vou est l'application
identique de A. D'autre part, u^ov : A-^A/y est le prolongement par continuité (pour
la topologie 3-préadique sur A et la topologie discrète sur A/y) de l'application cano-

^
nique u^ ; autrement dit, c'est l'application canonique de A== limA/y sur A/y ; uov est

^
donc limite projective de cette suite d'applications, c'est-à-dire par définition l'application

^.
identique de A ; ceci démontre la proposition.

Corollaire (7.2.5). — Sous les hypothèses de (7.2.3)3 les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) L'homomorphisme u est continu ;
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b) U homomorphisme v est bicontinu ;
c) A est un anneau ^-adique.

Corollaire (7.2.6). — Soient A un anneau admissible, 3 un idéal de définition de A. Pour
que A soit noethérien^ il faut et il suffit que A/3 soit noethérien et que 3/32 soit un (A/^3) -module
de type fini.

Ces conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, supposons-les vérifiées ;
comme en vertu de (7.2.4) A est complet pour la topologie 3-préadique, pour qu'il
soit noethérien, il faut et il suffit que l'anneau gradué associé grad(A) (pour la filtration
des y) le soit ([i], p. 18-07, th. 4). Or, soient a^, . . ., a^ des éléments de 3 dont les classes
mod. 32 sont des générateurs de 3/32 en tant q^ A/3-module. Il est immédiat par
récurrence que les classes mod. y+1 des monômes de degré total m en les ^ (i < î^ n)
forment un système de générateurs du (A/3)-module 3^/3^1. On en conclut que grad(A)
est un anneau isomorphe à un quotient de (A/3)[Ti, ..., TJ (T^ indéterminées), ce
qui achève la démonstration.

Proposition (7.2.7). — Soit (A^, u^ un système projectif (î'eN) d'anneaux discrets, et
pour tout entier i, soit 3» le noyau dans A^ de l'homomorphisme u^ : A^-^AQ. On suppose que :

a) Pour i^ j , u^ est surjectif et son noyau est S^1 (donc A^ est isomorphe à A^/3^1)-
b) 3i/3î ( == 3i) €st un module de type fini sur \ == Ai/3i.

Soit A==limA^, et pour tout entier TZ^O, soient u^ r homomorphisme canonique A->A,^,
i

^(^+i)^^ ^Q^ noyau. Dans ces conditions :

(i) A est un anneau adique, ayant pour idéal de définition 3 = ̂ ^
(ii) On a ^^y pour tout T Z > I .
(iii) 3/32 es^ isomorphe à 3l=:=3l/3Î5 e^ ^st par suite un module de type fini sur Ao==A/3.

L'hypothèse de surjectivité des u^ entraîne que u^ est surjectif ; en outre, l'hypo-
thèse a) implique que 35+1==05 donc A est un anneau admissible (7.2.2) ; par définition,
les ^{n} forment un système fondamental de voisinages de o dans A, donc (ii) entraîne (i).
En outre, on a 3 == lim^, et les applications 3-^3» sont surj écrives, donc (ii) entraîne (iii),

i

et on est ramené à prouver (ii). Par définition, ^{n} est formé des éléments (^)^>o de A
tels que ^==0 pour k<n, donc ̂ ^ c^^ autrement dit les ̂  constituent une
filtration de A. D'autre part, ^Y^"4'^ est isomorphe à la projection de 3^ sur A^ ;
comme ^^lim^, cette projection n'est autre que 3^, qui est un module sur

?^n

^^n/^n- Soient alors a^=(a^^o r éléments de 3==3(l) tds que u n , . . . , a^
forment un système de générateurs de 3i sur AQ ; nous allons voir que l'ensemble S^
des monômes de degré total n en les a^ engendre l'idéal ^S^ de A. Comme c^+l=o,
il est clair tout d'abord que S^c^ 5 puisque A est complet pour la filtration O^)?
il suffit de prouver que l'ensemble S^ des classes mod. ^"^ des éléments de S^ engendre
le module gradué gradO^) sur l'anneau gradué grad(A) pour la filtration précédente
([i], p. 18-06, lemme) ; en vertu de la définition de la multiplication dans grad(A),
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il suffira de prouver que pour tout m, S^ est un système de générateurs du Aç-module
^(m)y^(w+i)^ ou encore que 3^ est engendré par les monômes de degré m en les û^ ( i< j^ r ) .
Pour cela, il reste à montrer que 3m est (en tant que A^-module) engendré par les monômes
de degré ^m par rapport aux a^ ; la proposition étant évidente par définition pour m== 15
raisonnons par récurrence sur m, et soit 3m le sous-A^-module de 3m engendré par
ces monômes. La relation 3m-l:=3w/-3m et l'hypothèse de récurrence prouvent
que 3m-X+3m d'où, puisque 3;+l=o, l'on tire 3;=X^ et finalement 3m-X-

Corollaire (7.2.8). — Sous les conditions de (7.2.7), pour que A soit noethérien, il faut et
il suffit que AQ le soit,

Cela résulte aussitôt de (7.2.6).
Proposition (7.2.9). — Supposons vérifiées les hypothèses de (7.2.7) : pour tout entier i,

soit M^ un A^module, et, pour i ^ j , soit v^ : My->M^ un u^-homomorphisme, tels que (M ,̂ v^
soit un système projectif. Supposons en outre que Mç soit un A^-module de type fini, que v^. soit
surjectif et que son noyau soit 3î•+lM^ Alors M = limM^ est un A-module de type fini, et le noyau

du u^-homomorphisme surjectif v^ : M—>-M^ est 3n+lM (de sorte que My^ s'identifie à
MI y + ̂  = M ®^ (AI y +1) ).

Soient ^== (^;)^>o im système de s éléments de M tels que les ^0(1 ̂ h^s) forment
un système de générateurs de Mo ; on va montrer que les ̂  engendrent le A-module M,
Le A-module M est séparé et complet pour la filtration formée par les M^, où M^ est
l'ensemble des y== (j^;)fc>o de M tels que j^;==o pour k<n ; il est clair que Pon
a ^McM^ et que M(n}|M{n+l) =^M^ On est donc ramené à montrer que les
classes des ^ mod. M^ engendrent le module gradué grad(M) (pour la filtration
précédente) sur Panneau gradué grad(A) ([i], p. 18-06, lemme) ; pour cela, on constate
aisément qu'il suffit encore de prouver que les ̂  (i^h^s) engendrent le A^-module M^.
On raisonne de nouveau par récurrence sur n, la proposition étant évidente par définition
pour n = o ; la relation M^__^ = M^/3^M^ et l'hypothèse de récurrence montrent que
si M^ est le sous-module de M^ engendré par les ̂ , on a M^==M^+3î^, et comme 3n
est niipotent, cela entraîne M^=M^. Le même raisonnement de passage aux modules
gradués associés montre que l'application canonique de 3(n)M dans M^ est surjective
(donc bijective), autrement dit que 3(n)M==3nM est le noyau de M-^M^.

Corollaire (7.2.10). — Soit (N ,̂ w^) un second système projectif de A^-modules vérifiant
les conditions de (7.2.9)3 et soit N==limN^ II y a correspondance biunivoque entre les systèmes

projectifs (h^) de A^-homomorphismes h^ : M^N^ et les homomorphismes de A-modules h : M->N
(qui sont nécessairement continus pour les topologies ^-adiques).

Il est clair que si h : M->N est un A-homomorphisme, on a Â(3nM) 03^,
d'où la continuité de h ; par passage aux quotients, il correspond donc à h un système
projectif de A^-homomorphismes h^ : M^->N^, dont h est la limite projective, d'où le
corollaire.

Remarque (7.2.11). — Soit A un anneau adique ayant un idéal de définition 3
tel que 3/32 solt un (A/3)-module de type fini ; il est clair que les A^A/3^1 vérifient

65
9



66 A . G R O T H E N D I E G K Chap. o

les conditions de (7.2.7) ; comme A est la limite projective des A,, on voit que la
prop. (7.2.7) donne la description de tous les anneaux adiques du type considéré (et en
particulier de tous les anneaux adiques noethériens).

Exemple (7.2.12). — Soient B un anneau, 3 un idéal de B tel que 3/32 soit un
module de type fini sur B/3 (ou sur B, ce qui revient au même) ; posons A^imB/y4"1 ;

n

A est le séparé complété de B muni de la topologie 3-préadique. Si A^B^^S il est
immédiat que les \ vérifient les conditions de (7.2.7) ; donc A est un anneau adique
et si 3 est l'adhérence dans A de l'image canonique de 3? 3 est un idéal de définition de A,
^ est l'adhérence de l'image canonique de y, A/3" s'identifie à B/y et 3/32 est isomorphe
à 3/32 en tant q^ (A/3)-module. De même, si N est tel que N/3N soit un B-module
de type fini, et si on pose M^N/^^N, M==limM^ est un A-module de type fini,
isomorphe au séparé complété de N pour la topologie 3-Préadi(lueî 3"M s'identifie à
l'adhérence de l'image canonique de 3 ,̂ et M/^M à N^N.

7.3. Anneaux préadiques noethériens.

(7.3.1) Soient A un anneau, 3 un idéal de A, M un A-module ; nous désignerons
par A==limAiy1 (resp. M^imM^M) le séparé complété de A (resp. M) pour la

n u

topologie 3"Préaclique. Soit M' ->- M -> M." -> o une suite exacte de A-modules ;
comme M|^nM=M®^A|CSn), la suite

M'I^M' ^ MiyM ̂  M^M'^o

est exacte pour tout n. En outre, comme z/O^^M) == 3ny(M) =3nM//, î == lim^ est surjective
(Bourbaki, Top. gén., chap. IX, 2e éd., p. 60, cor. 2). D'autre part, si ^==(^) est un
élément du noyau de î, pour tout entier k, il existe un ^eM71^'M.' tel que z^(^) ==^;
on en conclut qu'il existe ^ ' = (^) eM/ tel que les k premières composantes de u { ^ ' )
coïncident avec celles de ^ ; autrement dit, l'image par u de M' est dense dans le noyau de v.

Si on suppose A noethérien, il en est de même de A, en vertu de (7.2.12), 3/32

étant alors un A-module de type fini. En outre :

Théorème de Krull (7.3.2). — Soient A un anneau noethérien, 3 un ^a-ea^ de A, M un
A-module de type fini, M' un sous-module de M ; alors la topologie induite sur M.' par la topologie
^-préadique de M est identique à la topologie ^-préadique de M'.

Cela résulte aussitôt du
Lemme d'Artin-Rees (7.3.2.1). — Sous les hypothèses de (7.3.2)3 il existe un entier p

tel que; pour n^p, on ait
M'r^M^^M'r^M)

Pour la démonstration, voir ([i], p. 2-04).
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Corollaire (7.3.3). — Sous les hypothèses de (7.3.2), l'application canonique M®^Â-^M
est bijective, et le fondeur M®^Â est exact en M dans la catégorie des A-modules de type fini;
par suite, le séparé complété ^-adique A est un A-module plat (6. i. i ).

Notons d'abord que dans la catégorie des A-modules de type fini, M est un foncteur
exact en M. Soit en effet o->M.'->M.->'M"->o une suite exacte ; on sait déjà que î : M^M"
est surjectif (7.3.1) ; d'autre part, si i est l'homomorphisme canonique M—AÏ, il
résulte du th. de Krull que l'adhérence dans M de i{u(M.')) s'identifie au séparé complété
de M7 pour la topologie 3-préadique ; donc û est injectif, et en vertu de (7.3.1) l'image
de û est égale au noyau de v .

Cela étant, l'application canonique M®AA->M s'obtient en passant à la limite
projective sur les applications M®^A—^M®^(A/y) =M/yM. Il est clair que cette appli-
cation est bijective lorsque M est de la forme A33. Si M est un A-module de type fini,
on a une suite exacte A^-^A^M-^o, d'où, en vertu de l'exactitude à droite des foncteurs
M®^A et M (en M) dans la catégorie des A-modules de type fini, le diagramme
commutatif

A^®Â -> A^Â -> M®Â -> o
^ ^ ^
Â^ ———> A1 ——> M —> o

où les deux lignes sont exactes et les deux premières flèches verticales des isomorphismes ;
on en tire aussitôt la conclusion.

Corollaire (7.3.4). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A, M, N deux A-modules
de type fini; on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(M®^N)" :$M®^N, (Hom^M, N))" ̂  Hom^(M, Nj

Cela résulte de (7.3.3)3 (6.2.1) et (6.2.2).
Corollaire (7.3.5). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
a) 3 ^t contenu dans le radical de A.
b) A est un A-module fidèlement plat (6.4.1).
c) Tout A-module de type fini est séparé pour la topologie ^-préadique.
d) Tout sous-module d'un A-module de type fini est fermé pour la topologie ^-préadique.

Comme À est un A-module plat, les conditions b) et c ) sont équivalentes, car
b) équivaut à dire que si M est un A-module de type fini, l'application canonique
M->M=M®^Â est injective (6.6. i, c)). Il est immédiat que c ) entraîne d ) , car si N
est un sous-module d'un A-module M de type fini, M/N est séparé pour la topologie
3-préadique, donc N est fermé dans M. Montrons que d) implique a) : si m est un idéal
maximal de A, m est fermé dans A pour la topologie 3-préadique, donc m = fl {m+y)yp>o
et comme m+3^ est nécessairement égal à A ou à m, on a în+3^?==m P0111' P assez
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grand, d'où y cm et 3cm puisque m est premier. Enfin, a) entraîne b) : soit en effet P
l'adhérence de {0} dans un A-module M de type fini, pour la topologie 3-préadique ;
en vertu du th. de Krull (7 .3 .2)3 la topologie induite sur P par la topologie 3-préadique
de M est la topologie 3-préadique de P, donc 3P==P ; comme P est de type fini, il
résulte du lemme de Nakayama que P == o (3 étant contenu dans le radical de A).

On notera que les conditions de (7.3.5) sont remplies lorsque A est un anneau local
noethérien et 3 4= A un idéal quelconque de A.

Corollaire (7.3.6). — Si A est un anneau ^-adique noethérien, tout A-module de type fini
est séparé et complet pour la topologie ^-préadique.

Comme on a alors A=A, cela résulte aussitôt de (7.3.3).
On en conclut que la prop. (7.2.9) donne la description de tous les modules de

type fini sur un anneau adique noethérien.
Corollaire (7.3.7). — Sous les hypothèses de (7.3.2), le noyau de l'application canonique

M->-M== M®^Â est l^ ensemble des xeîA annulés par un élément de i+3.
En effet, pour que xeM. appartienne à ce noyau, il faut et il suffit que le séparé

complété du sous-module Ax se réduise à o (par (7.3.2)) , autrement dit que xe^x.

7.4. Modules quasi-finis sur les anneaux locaux»

Définition (7.4.1). — Étant donné un anneau local A, dî} idéal maximal m, on dit qu'un
A-module M est quasi-fini {sur A) si M/mM est de rang fini sur le corps résiduel A:=A/m.

Lorsque A est noethérien, le séparé complété M de M pour la topologie m-préadique
est alors un A-module de type fini ; en effet, comme m/m2 est alors un A-module de type
fini, cela résulte de (7.2.12) et de l'hypothèse sur M/mM.

En particulier, si on suppose de plus que A est complet et M séparé pour la topologie
m-préadique (autrement dit, ^mnM==o), M lui-même est un A-module de type fini :

n

en effet, M est alors un A-module de type fini, et comme M s'identifie à un sous-module
de M, M est lui aussi de type fini (et d'ailleurs identique à son complété en vertu
de (7.3.6))^

Proposition (7.4.2). — Soient A, B deux anneaux locaux, m, n leurs idéaux maximaux,
et supposons B noethérien. Soient y : A->-B un homomorphisme local, M un ^-module de type fini.
Si M est un A-module quasi-fini, les topologies v^-préadique et u-préadique sur M sont identiques,
donc séparées.

Remarquons que par hypothèse M/mM est de longueur finie en tant que A-module,
donc aussi a fortiori en tant que B-module. On en conclut que n est le seul idéal premier
de B contenant l'annulateur de M/mM : en effet, on se ramène aussitôt, en vertu de
(1.7.4) et (1.7.2) , au cas où M/mM est simple, donc nécessairement isomorphe à B/n,
et notre assertion est évidente dans ce dernier cas. D'autre part, comme M est un
B-module de type fini, les idéaux premiers qui contiennent l'annulateur de M/mM
sont ceux qui contiennent mB+b, en désignant par 6 Pannulateur du B-module M ( i . 7.5).
Gomme B est noethérien, on en conclut ([n], p. 127, cor. 4) que mB+6 est un idéal
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de définition de B, autrement dit qu'il existe k>o tel que n^cmB+bcn; par suite,
pour tout A>o

n^M c (mB + b^M = m^M cn^M

ce qui prouve que les topologies m-préadique et n-préadique sur M sont les mêmes ;
la seconde est d'ailleurs séparée en vertu de (7.3.5).

Corollaire (7.4.3). — Sous les hypothèses de (7.4.2), si en outre A est noethérien et complet
pour la topologie m-préadique, M est un A-module de type fini.

En effet, M est alors séparé pour la topologie m-préadique, et notre assertion résulte
de la remarque faite dans (7.4.1).

(7.4.4) Le cas d'application de (7.4.2), qui est le plus important, est celui où B
lui-même est un A-module quasi-fini, ce qui revient à dire que B/mB est une algèbre de rang
fini sur Â;==A/m; cette condition peut d'ailleurs se décomposer en la conjonction des deux
suivantes, en vertu de ce qui précède :

(i) mB est un idéal de définition de B ;
(ii) B/n est une extension de rang fini du corps A/m.

Lorsqu'il en est ainsi, tout B-module de type fini est évidemment un A-module
quasi-fini.

Corollaire (7.4.5). — Sous les hypothèses de (7.4.2), si 6 est l'annulateur du ^-module M,
B/b est un A-module quasi-fini.

Supposons M=(=o (sinon le corollaire est évident). On peut considérer M comme
un module sur l'anneau local noethérien B/b ; son annulateur étant alors réduit à o,
la démonstration de (7.4.2) montre que m(B/b) est un idéal de définition de B/b. Par
ailleurs, M/nM est un espace vectoriel de rang fini sur A/m, étant un quotient de M/mM,
qui est par hypothèse de rang fini sur A/m ; comme M 4= o, on a M =f= nM en vertu
du lemme de Nakayama ; comme M/nM est un espace vectoriel =|=o sur B/n, le fait
qu'il est de rang fini sur A/m implique que B/n est aussi de rang fini sur A/m ; la conclusion
résulte donc de (7.4.4) appliqué à l'anneau B/b.

7.5. Anneaux de séries formelles restreintes.

(7.5.1) Soient A un anneau topologique, linéairement topologisé, séparé et
complet ; soit (3^) un système fondamental de voisinages de o dans A formé d'idéaux
(ouverts), de sorte que A s'identifie canoniquement à limA/3^ (7 .2 .1) . Pour tout X,
soit B^== (A/3^)[Ti, .... Ty], où les T .̂ sont des indéterminées ; il est clair que les B^
forment un système projectif d'anneaux discrets. Nous poserons limB^==A{Ti, . . ., T^},
et nous allons voir que cet anneau topologique est indépendant du système fondamental
d'idéaux (3^) considéré. De façon précise, soit A7 le sous-anneau de l'anneau de séries
formelles A[[Ti, . . ., TJ] formé des séries formelles ^c^T^ (avec oc== (o^, . .., oLy) eN^

a
telles que lim^==o (suivant le filtre des complémentaires des parties finies de N7') ; nous
dirons que ces séries sont les séries formelles restreintes en les T^, à coefficients dans A.
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Pour tout voisinage V de o dans A, soit V l'ensemble des ^=S^TaeA / telles que c^eV
a

pour tout a. On vérifie aussitôt que les V forment un système fondamental de voisinages
de o définissant sur A' une topologie d'anneau séparée ; nous allons définir canoniquement
un isomorphisme topologique de l'anneau A{Ti, . . ., Tj sur A\ Pour tout oceN7' et tout X,
soit cp^ ^l'application de (A/3^)[Ti, ..., Ty] dans A/3x q111? à tout polynôme du premier
anneau, fait correspondre le coefficient de T" dans ce polynôme. Il est clair que les cp^ ^
forment un système projectifd'homomorphismes de (A/3^)-modules, dontjla limite projec-
tive est un homomorphisme continu q^ : A{Ti, ..., Tj-^A ; nous allons voir que, pour
tout j^(=A{Ti, ...,Tj, la série formelle Sy^^T" est restreinte. En effet, si j^ est la
composante dejy dans B^, et si on désigne par H^ l'ensemble fini des oceN^" pour lesquels
les coefficients du polynôme j^ ne sont pas nuls, on a y^aC^.) ^Sx P0111' S^Sx et ^H^
et par passage à la limite, (pJjQ^x P0111* O^HX- O11 définit donc un homomorphisme
d'anneaux 9 : A{Ti, ....Tj-^A' en posant (p(j^) =Z;ç^(^)Ta, et il est immédiat
que 9 est continu. Inversement, si 6^ est l'homomorphisme canonique A->A/3^, pour
tout élément ^^S^T^A' et tout X, il n'y,a qu'un nombre fini d'indices a tels que

a

6^(rJ =(=o, et par suite ^^)=Ï^Q^{c^T(i appartient à B^; les ̂  sont continus et forment
un système projectif d'homomorphismes dont la limite proj écrive est un homomorphisme
continu ^ : A'-^^Ti, . .., Tj; il reste enfin à vérifier que 90^ et 4'°? sont les auto-
morphismes identiques, ce qui est immédiat.

(7.5.2) Nous identifierons A{Ti, ...,Tj à l'anneau A7 des séries formelles
restreintes au moyen des isomorphismes définis dans (7.5.1). Les isomorphismes
canoniques

((A/3x)[Ti, ..., TJ)[T^, ..., TJ ̂  (A/3x)[Ti, ..., TJ

définissent, par passage à la limite proj écrive, un isomorphisme canonique

|(A{T\, ..., TJ) {T^,, ..., TJ ̂  A{Ti, . . . , TJ

(7.5.3) Pour tout homomorphisme continu u : A-^B de A dans un anneau
linéairement topologisé B, séparé et complet, et tout système (^3 ..., by) de r éléments
de B, il existe un homomorphisme continu et un seul u : A{Ti, ..., Tj->-B, tel que u{a) == u{a)
pour tout aeA et u(T-) =by pour i ̂ j^r. Il suffit en effet de prendre

u{^cj^^u{c^ ... ^r;
a a

les vérifications du fait que la famille (u(c^)b^ ... b^) est sommable dans B et de la
continuité de u sont immédiates et laissées au lecteur. On notera que cette propriété
(pour B et les by arbitraires) caractérise l'anneau topologique A{Ti, ...,Tj à un
isomorphisme unique près.

Proposition (7.5.4). — (i) Si A est un anneau admissible, il en est de même de
A /=A{T„...,TJ.

(ii) Soient A un anneau adique, 3 un idéal de définition de A tel que 3/32 soit de type fini
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•wrA/3. Si on pose g'^A', A' est alors un anneau y-adique, et 373'2 est de type fini sur A / y .
5ï, ^72 oz/^3 A ̂  noethérien, il en est de même de A7.

(i) Si 3 est un idéal de A, 37 l'idéal de A7 formé des S^T01 tels que ^e3 pour

tout a, alors OTcO^7 ; si 3 est un idéal de définition de A, 37 est donc un idéal de
définition de A'.

(ii) Posons A^A/314-1, et pour i^j, soit u^ Phomomorphisme canonique
A^^A^1; posons A^=A,[Ti, ...,TJ, et soit .̂ l'homomorphisme A;-^A; {i^j)
obtenu en appliquant u,y aux coefficients des polynômes de A^. Montrons que le système
projectif (A;, u'^ vérifie les conditions de (7.2.7) ; comme 37 est le noyau de A'-^Aç,
cela démontrera la première assertion de (ii). Or, il est clair que les u[' sont surjectifs ;
le noyau ^ de u^ est l'ensemble des polynômes de A,[Ti, .. ., T,] dont les coefficients
sont dans 3/3'+1; en particulier, 3^ est l'ensemble des polynômes de A^T^ . . ., T,]
dont les coefficients sont dans 3/32. Comme 3/32 est de type fini sur Ai = A/32, on voit
déjà que 3i/3i2 est un module de type fini sur A{ (ou, ce qui revient au même, sur
AQ==Ai/3i). Montrons que le noyau de u^ est 3,/^+l• II est évident que 3^+l est contenu
dans ce noyau. D'autre part, soient a^ ..., a.^ des éléments de 3 dont les classes mod. 32
engendrent 3/32 ; on vérifie immédiatement que les classes mod. 3?+l des monômes de
degré ^j en les ^ (i ^ k<: m) engendrent 3/3?+^ et les classes des monômes de degré >i
et ^j engendrent donc y'4-1^1 ; un monôme en les T^ ayant un tel élément comme
coefficient est donc produit de i+ i éléments de 3^ ce qui établit notre assertion. Enfin,
si A est noethérien, il en est de même de A737 = (A/3)[Ti, ...,T,], donc A7 est
noethérien (7.2.8).

Proposition (7-5-5)* — Soient A un anneau noethérien ^-adique, B un anneau topologique
admissible, y : A-^B un homomorphisme continu, faisant de B une A-algèbre. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) B est noethérien et y&-adique, et B/3B est une algèbre de type fini sur A/3.
b) B est topologiquement A-isomorphe à limB^, où B^B^^^B^ pour m^n, et

BI est une algèbre de type fini sur A^ = A/32.
c ) B est topologiquement A-isomorphe à un quotient d'une algèbre de la forme A {T^, ..., Tj

par un idéal (nécessairement fermé en vertu de (7.3.6) et (7.5.4 (ii))).

Gomme A est noethérien, il en est de même de A'^A^i, ...,Tj (7.5.4),
donc c ) implique que B est noethérien ; comme 37 ==3A' est un voisinage ouvert de o
dans A' tel que les 3^ forment un système fondamental de voisinages de o, les images yî
des 3^ forment un système fondamental de voisinages de o dans B, et comme on sait
que B est séparé et complet, B est un anneau 3B-adique. Enfin, B/3B est une algèbre
(sur A/3) quotient de A73A' = (A/3)[Ti, ..., T,], donc est de type fini, ce qui achève
de prouver que c ) entraîne a).

SiB est 3B-adique et noethérien, B est isomorphe à limB^, où B^B^^B (7.2.11),
et 32/3^ est un module de type fini sur B/3B. Soit (â^,^ un système de générateurs
du (B/3B)-module 3B/32B, et (^)i,<^, un système d'éléments de B^B dont les classes

/
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mod. SB/^B forment un système de générateurs de la (A/3)-algèbre B/^B $ on voit
aussitôt que les c^ forment un système de générateurs de la (A/32)-algèbre B/^B,
donc a) implique b ) .

Reste à prouver que b) entraîne c ) . L'hypothèse entraîne que B^ est un anneau
noethérien, et comme B^B^Bg, on a 3̂ 1 ==o, donc ^ == SB^Bi est un
B^-module de type fini. Les conditions de (7 .2 .7) sont donc vérifiées par le système
projectif (BJ et B est un anneau gB-adique. Soit (^)i^^, un système fini d'éléments
de B dont les classes mod. 3B engendrent la (A/3)-algèbre B/^B, et dont les combinaisons
linéaires à coefficients dans 3 sont telles que leurs classes mod. ̂ B engendrent le B^-module
^B/yB. Il existe un A-homomorphisme continu u de A' = A{Ti, . . ., T,} dans B qui se
réduit à 9 dans A et est tel que u(T^) == c, pour i < i ̂  r (7.5.3) ; si nous prouvons que u
est surjectif, c ) sera établi, car de u{A) =B on déduira u(yA) =yB, autrement dit u
sera un morphisme strict d'anneaux topologiques et B sera donc isomorphe à un quotient
de A7 par un idéal fermé. Or, comme B est complet pour la topologie gB-adique, il suffit
([i], p. 18-07) de montrer que l'homomorphisme grad(A/)->grad(B) déduit canonique-
ment de u pour les filtrations 3-adiques sur A' et B, est surjectif. Mais par définition,
les homomorphismes A73A7 -> B/gB et ^A I^A' -> ̂ B/^B déduits de u sont surjectifs ;
par récurrence sur n, on en déduit aussitôt qu'il en est de même de ^A / y A' -^ ^B/yB,
et a fortiori de ^A^ + ̂  -> ̂ B^ + ̂  ce qui achève la démonstration.

7.6. Anneaux complets de fractions.

(7.6.1) Soient A un anneau linéairement topologisé, (3^) un système fondamental
de voisinages de o dans A formé d'idéaux, S une partie multiplicative de A. Soit u^
l'homomorphisme canonique A->A^==A/3^, et pour 3^c3^, soit u^ l'homomorphisme
canonique A^-^A^. Posons S^==^(S), de sorte que ^(SJ=S^. Les u^ donnent
canoniquement des homomorphismes surjectifs S^A^ -> S^A^, pour lesquels ces anneaux
forment un système projectif ; désignons par A{S-1} la limite projective de ce système.
Cette définition ne dépend pas du système fondamental de voisinages (3^) choisi ; en effet :

Proposition (7.6.2). — U anneau A{S'~1} est topologiquement isomorphe au séparé complété
de Panneau S^A pour la topologie dont un système fondamental de voisinages de o est formé des
S-^x.

En effet, si v^ est l'homomorphisme canonique S^A -> S^A^ déduit de u^ le noyau
de v-^ est S"^^ et v^ est surjectif, d'où la proposition (7 .2 .1) .

Corollaire (7.6.3). — Si S ' est l'image canonique de S dans le séparé complété À de A,
A{S—1} s'identifie canoniquement à A^S'""1}.

On notera que même si A est séparé et complet, il n'en est pas de même de S^A
pour la topologie définie par les S""1 ,̂ comme on le voit par exemple en prenant pour S
l'ensemble des /n (n^o), où/est topologiquement niipotent et non niipotent : en effet,
S^A n'est pas réduit à o et d'autre part, pour tout À il existe n tel que /^J^, donc
i^/feS-^ et S-^S^A.
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Corollaire (7.6.4). — Si, dans A, o n'est pas adhérent à S, F'anneau A{S--1} n'est pas
réduit à o.

En effet, o n'est pas adhérent à {1} dans l'anneau S^A ; sinon, on aurait i eS"^
pour tout idéal ouvert 3^ de A, et il en résulterait que 3^n S 4= 0 pour tout À, contrairement
à l'hypothèse.

(7.6.5) Nous dirons que A{S~1} est Vanneau complet des fractions de A ayant leurs
dénominateurs dans S. Avec les notations précédentes, il est clair que l'image réciproque
de S"'1^ dans A contient 3^, donc l'application canonique A-^S^A est continue, et si
on la compose avec l'application canonique S~1A-^A{S—1}5 on obtient un homomor-
phisme canonique continu A->A{S~1}, limite proj écrive des homomorphismes A-^S^A^.

(7.6.6) Le couple formé de A{S~1} et de l'application canonique A-^A{S~1}
est caractérisé par la propriété universelle suivante : tout homomorphisme continu u de A
dans un anneau linéairement topologisé B, séparé et complet, tel que u (S) soit formé
d'éléments inversibles dans B, se factorise d'une seule manière en A-^A{S~l}M>B,
où u' est continu. En effet, u se factorise d'une seule manière en A-^S^A-^B ; comme
pour tout idéal ouvert ^ de B, u^ÇSi) contient un 3^, v'^ÇSï) contient nécessairement
S"^ ,̂ donc v ' est continu ; puisque B est séparé et complet, v ' se factorise d'une seule
manière en S—1A-^A{S'"~1}->B, où u1 est continu ; d'où notre assertion.

(7.6.7) Soient B un second anneau linéairement topologisé, T une partie multi-
plicative de B, 9 : A->-B un homomorphisme continu tel que <p(S)cT. D'après ce qui
précède, l'homomorphisme continu A-^B->B{T~1} se factorise de façon unique en
A->A{S—1}^B{T~1}, où 9' est continu. En particulier, si B==A et si <p est l'identité,
on voit que pour ScT on a un homomorphisme continu p^8 : A{S~1} -> A{T~1}
obtenu par passage au séparé complété à partir de S^A-^T^A ; si U est une troisième
partie multiplicative de A telle que ScTcU, on a p^^ p^op^8.

(7.6.8) Soient Si, Sg deux parties multiplicatives de A, et soit Sg l'image
canonique de Sg dans A{Si~1}; on a alors un isomorphisme topologique canonique
^^^^""^^^{Si'̂ Sg'""1}, comme on le voit en partant de l'isomorphisme cano-
nique (S^^A ̂  S^^S^A) (où Sg7 est l'image canonique de Sg dans S^A), qui est
bicontinu.

(7.6.9) Soit a un idéal ouvert de A ; on peut supposer que 3^ca pour tout À, et par
suite S~13^cS—lû dans l'anneau S^A, autrement dit, S^a est un idéal ouvert de S^A;
nous désignerons par û{S~1} son séparé complété, égal à lin^S'̂ a/S"1^), qui est un
idéal ouvert de A{S—1}, isomorphe à l'adhérence de l'image canonique de S^û. En outre,
l^ anneau discret A{S—l}/a{S—l} est canoniquement isomorphe à S'^A/S'^a^S'^A/a).
Inversement, si a' est un idéal ouvert de A{S—1}3 û' contient un idéal de la forme 3^{S~1},
donc est l'image réciproque d'un idéal de S^A/S"^, qui est nécessairement (1.2.6)
de la forme S^a, où dDj^. On en conclut que l'on a û'^C^S""1}. En particulier ( i. 2.6) :

Proposition (7.6.10). — L'application p->p{S~1} est une bijection croissante de l'ensemble
des idéaux premiers ouverts p de A tels que p n S == 0 sur l'ensemble des idéaux premiers ouverts
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de A{S--1} ; en outre, le corps des fractions de A{S-l}/p{S~l} est canoniquement isomorphe
à celui de A/p.

Proposition (7.6.11). — (i) Si A est un anneau admissible, il en est de même de
A/==A{S-1} et pour tout idéal de définition 3 de A, ^^{S-1} est un idéal de définition
de A7.

(iï) Soient A un anneau adique, 3 un idéal de définition de A tel que 3/32 soit de type fini
sur A/3 ; alors A' est un anneau ^'-adique et 37372 est de type fini sur A f^'. Si en outre A est
noethérien, il en est de même de A ' .

(i) Si 3 est un idéal de définition dans A, il est clair que S~~1^ est un idéal de
définition dans Panneau topologique S^A, car on a (S"^)^ S^y. Soit A" l'anneau
séparé associé à S^A, ^ / / l'image de S-^ dans A77 ; l'image de S-^ est 3 ,̂ donc 3'^
tend vers o dans A" ; comme 3' est l'adhérence de 3" dans A, ^ ' n est contenu dans
l'adhérence de 3//^ donc tend vers o dans A'.

(ii) Posons A^A^"1'1, et pour i^j, soit u^ l'homomorphisme canonique
A/3?+1--^A/3^+1; soit S, l'image canonique de S dans A,, et posons A^S^A,; soit
enfin u'^ : Ay'-^A^ l'homomorphisme déduit canoniquement de ^.. Montrons que le
système projectif (A,', u'^ vérifie les conditions de la prop. (7 .2 .7 ) : il est clair que les u^
sont surjectifs ; d'autre part, le noyau de ̂  est S^O^1^1) (1.3.2) , égal à ̂ i+l, où
S—S^O^) ; enfin, TO^S^O/S2), et comme 3/32 est de type fini sur A/32,
3i/3i2 est de type fini sur Ap Enfin, si A est noethérien, il en est de même de A^S^A^),
ce qui achève de démontrer la proposition (7.2.8).

Corollaire (7.6.12). — Sous les hypothèses de (7.6.11, (ii)), on a (3{S~l})n=3n{S-l}.
Gela résulte en effet de (7.2.7) et de la démonstration de (7.6.11).
Proposition (7.6.13). — Soient A un anneau adique noethérien, S une partie multiplicative

de A ; alors A{S~1} est un A-module plat.
En effet, si 3 est un idéal de définition de A, A{S-1} est le séparé complété de

l'anneau noethérien S^A muni de la topologie S'^-préadique ; par suite (7.3.3) A{S~1}
est un S^A-module plat ; comme S^A est un A-module plat (6.3.1), la proposition
résulte de la transitivité de la platitude (6.2.1).

Corollaire (7.6.14). — Sous les hypothèses de (7.6.13), soit S'cS une seconde partie
multiplicative de A ; alors A{S--1} est un A{S/—1} -module plat.

En effet (7.6.8), A{S-1} s'identifie canoniquement à A{S/-l}{So-l}, où S,
est l'image canonique de S dans A{S/-1}, et A{S/-1} est noethérien (7.6.11).

(7.6.15) Pour tout élément y d'un anneau linéairement topologisé A, nous dési-
gnerons par A^ l'anneau complet de fractions A{S^~1}, où S^ est l'ensemble multiplicatif
des/" (n^-6) ; pour tout idéal ouvert a de A, nous écrirons dm au lieu de a{S:~1}. Si g est
un second élément de A, on a un homomorphisme canonique continu Arn—^Ar . . (7.6.7).
Lorsque / parcourt une partie multiplicative S de A, les A^ forment donc un système
inductif filtrant d'anneaux pour les homomorphismes précédents ; nous poserons
A^==limA^. Pour tout /eS, on a un homomorphisme A^->A{S"~1} (7.6.7), et

7^
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ces homomorphismes forment un système inductif ; par passage à la limite inductive,
ils définissent donc un homomorphisme canonique A.s}->A{S~1}.

Proposition (7.6.16). — Si A est un anneau noethérien, A{S-1} est un module plat sur A^.
En effet (7.6.14), A{S-1} est plat sur chacun des anneaux A^ pour /eS, et

la conclusion résulte de (6.2.3).
Proposition (7.6.17). — Soit p un idéal premier ouvert dans un anneau admissible A, et

soit S=A—p. Alors les anneaux A{S-1} et A^ sont des anneaux locaux, F homomorphisme
canonique A^->A{S-1} est local et les corps résiduels de A^ et A{S-1} sont canoniquement
isomorphes au corps des fractions de A/p.

En effet, soit 3cp un idéal de définition de A ; on a S-^cS-1? =pAp, donc
^/^S ^t un anneau local; on conclut de (7.1.12) , (7.6.9) et (7.6.11, (i)) que
A{S~1} est un anneau local. Posons m = limp^, qui est un idéal de A^ ; nous allons voir

Tit

que tout élément de A^ n'appartenant pas à m est inversible. En effet, un tel élément est
l'image dans A^ d'un élément ^A^ n'appartenant pas à p^, pour un /eS ; son
image canonique ̂  dans A^/3^ = S^(A/3) n'appartient donc pas à S^p/^) (7.6.9),
ce qui signifie que ^==^7^ où x(f:p et ï,/sont les classes de A:,/mod. 3. Comme xeS,
on a g==xfeS, et dans S^A, j^==^+1/^ image canonique de x/f^S^A, admet un
inverse ̂ -y2^. Cela entraîne a fortiori que l'image de ̂  dans S^A/S^g est inversible,
donc (7.6.9 et 7.1.12) l'image canonique^ de ^ dans A^ est inversible; l'image de ^
dans A^ (égale à celle dej^) est par suite inversible. On voit donc que A^ est un anneau
local d'idéal maximal m; en outre, l'image de p^ dans A{S-1} est contenue dans
l'idéal maximal p{S-1} de cet anneau ; a fortiori, l'image de m dans A{S-1} est contenue
dans p{S-1}, donc l'homomorphisme canonique A^}-^A{S~1} est local. Enfin, comme
tout élément de A{S-l}/p{S-l} est image d'un élément d'un anneau S^A pour un
/eS convenable, Phomomorphisme A^-^^S^^S"^} est surjectif, et donne
donc par passage aux quotients un isomorphisme des corps résiduels.

Corollaire (7.6.18). — Sous les hypothèses de (7.6.17), si on suppose de plus que A est
un anneau adique noethérien, les anneaux locaux A{S-1} et A^ sont noethériens, et A{S-1} est
un A^-module fidèlement plat.

On sait déjà (7.6.11, (ii)) que A{S-1} est noethérien et A^-plat (7.6.16);
comme l'homomorphisme A^->A{S-1} est local, on en conclut que A{S-1} est un
A^-module fidèlement plat (6.6.2), et par suite que A^ est noethérien (6.5.2).

7.7. Produits tensoriels complétés.

(7.7.1) Soient A un anneau linéairement topologisé, M, N, deux A-modules
linéairement topologisés. Soient 3, V, W des voisinages ouverts de o dans A, M, N
respectivement, qui soient des A-modules, et tels que 3.McV, 3.NcW, de sorte que
M/V et N/W peuvent être considérés comme des (A/3)-modules. Lorsque 3, V, W
parcourent les systèmes de voisinages ouverts vérifiant les conditions précédentes, il est
immédiat que les modules (M/V)®^(N/W) forment un système projectif de modules
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sur le système projectif d'anneaux A/3 ; par passage à la limite projective, on en déduit
donc un module sur le séparé complété A de A, que l'on appelle le produit tensoriel complété
de M et de N et que l'on note (M®^N)". Si l'on remarque que M/V est canoniquement
isomorphe à M/V, où M est le séparé complété de M et V l'adhérence dans M de
l'image de V, on voit que le produit tensoriel complété (M®^N)^ s'identifie canonique-
ment à (M®^N)", que l'on note aussi M®^N.

(7.7.2) Avec les notations précédentes, les produits tensoriels (M/V)®^(N/W)
et (M/V) ®A/^(N/W) s'identifient canoniquement ; ils s'identifient donc aussi à
(M®AN)/(Im(V®AN)+Im(M®^W)). On en conclut que (M®^N)" est le séparé complété
du K-module M®^N, muni de la topologie pour laquelle les sous-modules

Im(V®^N) +Im(M®^W)

forment un système fondamental de voisinages de o (V et W parcourant l'ensemble des sous-
modules ouverts de M et N respectivement) ; nous dirons pour abréger que cette topologie
est le produit tensoriel des topologies données sur M et N.

(7.7.3) Soient M', N7 deux A-modules linéairement topologisés, u : M->M',
v : N—^N7 deux homomorphismes continus ; il est immédiat que u®u est continu pour
les topologies produits tensoriels sur M®N et M^N7 respectivement; par passage
au séparé complété, on en déduit un homomorphisme continu (M®N)^-»(M /®N /)^5
que nous désignerons par z/®y; (M®^N)^ est donc un bifoncteur en M et N dans la
catégorie des A-modules linéairement topologisés.

(7.7.4) On définit de même le produit tensoriel complété d'un nombre fini quel-
conque de A-modules linéairement topologisés ; il est immédiat que ce produit possède
les propriétés usuelles d'associât! vite et de commutativité.

(7.7.5) Si B, G sont deux A-algèbres topologiques linéairement topologisées, la
topologie produit tensoriel sur B®^C a pour système fondamental de voisinages de o les
idéaux Im(^®^G) +Im(B®AÛ) de l'algèbre B®^G, K (resp. fi) parcourant l'ensemble
des idéaux ouverts de B (resp. G). Par suite, (B®^G) ̂  est muni d'une structure de A-algèbre
topologique, limite projective du système projectif de (A/3)-algèbres (B/^)®^^(C/fl)
(3 idéal ouvert de A tel que 3.Bc^, 3. Ce fi ; il en existe toujours). On dit que cette
algèbre est le produit tensoriel complété des algèbres B et G.

(7.7.6) Les homomorphismes de A-algèbres b->b®i, c->i®c de B et G dans
B®^G sont continus quand on munit cette dernière algèbre de la topologie produit
tensoriel ; par composition avec l'homomorphisme canonique de B®^C dans son séparé
complété, ils donnent donc des homomorphismes canoniques p : B—>-(B®^C)^, o- : C->(B®^C)^.
L'algèbre (B®^G)^ et les homomorphismes p et G possèdent en outre la propriété univer-
selle suivante $ pour toute A-algèbre linéairement topologisée, séparée et complète D,
et tout couple de A-homomorphismes continus u : B->D, v : C->D, il existe un A-homo-
morphisme continu et un seul w : (B®^C)^-^D et un seul tel que u=wo^ et v=woa.
En effet, il existe déjà un A-homomorphisme unique WQ : B®^G->D tel que u{b) =^(6® i )
et v{c) ==î^(i(x)<:), et tout revient à prouver que WQ est continu, car il donnera alors un
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homomorphisme continu w par passage au séparé complété. Or, si SOÎ est un idéal ouvert
de D, il existe par hypothèse des idéaux ouverts ^cB, ficC tels que u(S{) cSR, v{&) c90î ;
l'image par WQ de Im(^®G)+Im(B®fi) est encore contenue dans SOÎ, d'où notre
assertion.

Proposition (7.7.7). — Si B ^ G sont deux A-algèbres préadmissibles, (B®^C)^ est
admissible, et si S{ (resp. fi) ̂  MTZ îWÀz/ de définition de B (resp. G), V adhérence dans (B®^G)^
ûfe F image canonique de ^=Im(^®C) +Im(B®fi) est un idéal de définition.

Il suffit de montrer que ^n tend vers o pour la topologie produit tensoriel, ce qui
résulte immédiatement de l'inclusion

Ô^cIm^^C^+ImÇB®^)

Proposition (7.7.8). — Soient A un anneau préadique, 3 un idéal de définition de A, M un
A-module de type fini, muni de la topologie ^-préadique. Pour toute A-algèbre topologique adique
et noethérienne B, B®^M s'identifie au produit tensoriel complété (B®^M)"\

Si S{ est un idéal de définition de B, il existe par hypothèse un entier m tel que
yBcS{, donc Im(B®^3nwM)===Im(3nwB®AM)cIm(^nB®^M)==^n(B®AM) ; on en
conclut que sur B®^M, le produit tensoriel des topologies de B et de M est la topologie
jî-préadique. Comme B®^M est un B-module de type fini, la proposition résulte
aussitôt de (7.3.6).

7.8. Topologies sur les modules cPhomomorphismes.

(7.8.1) Soient A un anneau ^-adique noethérien, M et N deux A-modules de type
fini, munis de la topologie 3-préadique ; on sait (7.3.6) qu'ils sont séparés et complets ;
en outre, tout A-homomorphisme M-^-N est automatiquement continu, et le A-module
Hom^(M, N) est de type fini. Pour tout entier i^ o, posons A^A/^T'1"1, M^M/y^M,
N^N/y^N; pour i^j\ tout homomorphisme Uy : My->Ny applique y^My dans
y'^N-, donc donne par passage aux quotients un homomorphisme ^ : M^->N^, ce qui
définit un homomorphisme canonique Hom^.(M-, N.) -> Hom^.(M,, NJ ; en outre,
les Hom^.(M^, N^) constituent un système projectif pour ces homomorphismes, et il résulte
de (7.2.10) qu'il y a un isomorphisme canonique ç : Hom^(M, N) -> limHom^.(M^, N^).
En outre : i

Proposition (7.8.2). — Si M et N sont des modules de type fini sur un anneau ^-adique
noethérien A, les sous-modules Hom (̂M, y^N) forment un système fondamental de voisinages
de o dans Hom (̂M, N) pour la topologie ^-adique, et Ï9 homomorphisme canonique 9 :
Hom (̂M, N) -> limHom .̂(M ,̂ N )̂ est un isomorphisme topologique.

i

On peut en effet considérer M comme quotient d'un A-module libre L de type fini,
et par suite identifier Hom^(M, N) à un sous-module de Hom^(L, N) ; dans cette
identification, Hom^(M, y^N) est l'intersection de Hom^(M, N) et de Hom^(L, y^N) ;
comme la topologie induite sur Hom^(M, N) par la topologie ^r^içi1-^ de Hom^(L, N)
est la topologie 3-adique (7.3.2)5 on est ramené à démontrer la première assertion
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pour M=L=Am', mais alors Hom^(L, N) =N^ Hom^(L,3t+lN) == (y+iN)^^1]^
et le résultat est évident. Pour établir la seconde assertion, notons que l'image de
Hom^(M, S'^N) dans Hom^.(M,, N,) est nulle pour j^i, donc 9 est continu ; inver-
sement, Pimage réciproque dans Hom^( M, N) duOde Hom^.(M,,NJ est Hom^M.y-^N),
donc y est bicontinu.

Si on suppose seulement que A est un anneau ^-préadique noethérien, M et N deux
A-modules de type fini, séparés pour la topologie 3-préadique, la démonstration précé-
dente montre que la première assertion de (7.8.2) reste valable, et que cp est un isomor-
phisme topologique de Hom^(M, N) sur un sous-module de limHom^(M,, N,).

i

Proposition (7.8.3). — Sous les hypothèses de (7 .8.2)3 l'ensemble des homomorphismes
injectifs (resp. surjectifs, bijectifs) de M dans N est une partie ouverte de Hom^(M, N).

En effet, en vertu de (7.3.5) et (7.1.14), pour que u soit surjectif, il faut et il
suffit que l'homomorphisme correspondant UQ : M/3M->N/3N le soit, et l'ensemble des
homomorphismes surjectifs de M dans N est donc image réciproque par l'application
continue Hom^(M, N) -> Hom^(Mo, No) d'une partie d'un espace discret. Montrons
maintenant que l'ensemble des homomorphismes injectifs est ouvert ; soit v un tel homo-
morphisme et posons M'=v(M) $ par le lemme d'Artin-Rees (7.3.2.1), il existe un
entier k^o tel que M'ny^NcyM7 pour tout m>o; nous allons voir que pour
we^^Hom^M, N), u==v+w est injectif, ce qui achèvera la démonstration. En effet,
soit xeM tel que u{x) ==o ; prouvons que pour tout i^-o la relation xe^M implique
^ç^+1]^ ii ç^ résultera bien xe n3'M=(o). En effet, on a alors w{x) e^4-^1^

i^O

et par ailleurs w(x) =—v{x) eM', donc yM EM'nS^^^cS^^7, et comme y est un
isomorphisme de M sur M', ^Gy^M ; c.q.f.d.

(A suivre.)
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CHAPITRE PREMIER

LE LANGAGE DES SCHÉMAS

Sommaire

§ i. Schémas affines.
§ 2. Préschémas et morphismes de préschémas.
§ 3. Produits de préschémas.
§ 4. Sous-préschémas et morphismes d'immersion.
§ 5. Préschémas réduits ; condition de séparation.
§ 6. Conditions de finitude.
§ 7. Applications rationnelles.
§ 8. Les schémas de Chevalley.
§ 9. Compléments sur les faisceaux quasi-cohérents.
§ 10. Schémas formels.

Les §§ i à 8 ne font guère que développer un langage, celui qui sera utilisé dans
toute la suite. Notons cependant que, conformément à l'esprit général de ce Traité,
les §§ 7 et 8 seront moins utilisés que les autres, et de façon moins essentielle; on n'a
d'ailleurs parlé des schémas de Chevalley que pour faire le lien avec le langage de
Chevalley [i] et Nagata [9]. Le § 9 donne des définitions et résultats sur les faisceaux
quasi-cohérents, dont certains ne se bornent plus à une traduction en langage « géomé-
trique » de notions connues d'Algèbre commutative, mais sont déjà de nature globale ;
ils seront indispensables, dès les chapitres suivants, dans l'étude globale des morphismes.
Enfin, le § 10 introduit une généralisation de la notion de schéma, qui nous servira
d'intermédiaire au chapitre III pour formuler et démontrer de façon commode les
résultats fondamentaux de l'étude cohomologique des morphismes propres ; par ailleurs,
signalons que la notion de schéma formel semble indispensable pour exprimer certains
faits de la « théorie des modules » (problèmes de classification des variétés algébriques).
Les résultats du § 10 ne seront pas utilisés avant le § 3 du chapitre III et il est recommandé
d'en omettre la lecture jusque-là.
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§ i. SCHÉMAS AFFINES

1.1. Le spectre premier d'un anneau»

(1.1.1) Motations : Soient A un anneau (commutatif), M un A-module. Dans
ce chapitre et les suivants, nous utiliserons constamment les notations suivantes :

Spec(A) = ensemble des idéaux premiers de A, appelé aussi spectre premier de A ; pour
un A:eX=Spec(A), il sera souvent commode d'écrire ^ au lieu de x. Pour que Spec(A)
soit vide, il faut et il suffit que l'anneau A soit réduit à o.

A^==Aj = anneau (local) des fractions S^A, où S=A—j^.
ma;===Ja;Aj = idéal maximal de A^.
k(x) ==AJm^ == corps résiduel de A^, isomorphe canoniquement au corps des fractions

de l'anneau intègre A/j^, auquel on l'identifie.
f[x) = classe de f mod. \^ dans A/^cfe(^), pour /eA et xeX. On dit encore

que f(x) est la valeur de/au point A:eSpec(A); les relations f(x)=o et fe^ sont
équivalentes.

M^=M®^Aç = module des fractions à dénominateurs dans A—J^.
r(E) == racine de Vidéal de A engendré par une partie E de A.
V(E) = ensemble des xeX tels que Ecja; (ou encore ensemble des xeX. tels que

f(x)=o pour tout y^E), pour EcA. On a donc

(i.i.i.i) r(E)= ni.
a;GV(E)

V(/)=V({/}) pour /eA.
D(/)==X—V(/) ^ensemble des xeX où f{x) + o.

Proposition (1.1.2). — On a les propriétés suivantes :

(i) V(o)==X, V(i)=0.
(ii) La relation EcE' entraîne V(E)DV(E/).
(iii) Pour toute famille (E^) de parties de A, V(UE^) =V(2E^ == nV(E^).
(iv) V(EE/)=V(E)uV(E/). À À x

(v) V(E)=V(r(E)).

Les propriétés (i), (ii), (iii) sont triviales, et (v) résulte de (ii) et de la
formule (1.1.1.1). Il est évident que V(EE /)^V(E)uV(E /) ; inversement, si ^V(E)
et ^^(E7), il existe /eE et feV.' tels que f{x)^o et f ' { x ) ^ o dans k{x),
d'où /M/'W+o, autrement dit ^VÇEE7), ce qui prouve (iv).

La prop. (1.1.2) montre entre autres que les ensembles de la forme V(E) (où E
parcourt l'ensemble des parties de A) sont les ensembles fermés d'une topologie sur X,
que nous appellerons la topologie spectrale (1) ; sauf mention expresse du contraire, on
supposera toujours X=Spec(A) muni de la topologie spectrale.

(1) L'introduction de cette topologie en géométrie algébrique est due à Zariski. Aussi est-elle souvent
appelée la « topologie de Zariski » de X.
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(1.1.3) Pour toute partie Y de X, nous désignerons par j(Y) l'ensemble des
/eA tels que /(^)=o pour tout j^eY; il revient au même de dire que j(Y) est l'inter-
section des idéaux premiers jy pour jeY. Il est clair que la relation YcY' entraîne
i(Y)3i{T) et que l'on a
( i .1.3.1) i(UY,)==ni(Y,)

À A

pour toute famille (Y^) de parties de X. Enfin on a

(1.1.3.^) i({^)=L-
Proposition (i. 1.4). — (i) Pour toute partie E de A, on a i(V(E)) = r(E).
(ii) Pour toute partie Y de X, V(j(Y))==Y, adhérence de Y dam X.
(i) est conséquence immédiate des définitions et de (1 .1 .1 .1 ) ; d'autre part,

V(j(Y)) est fermé et contient Y; inversement, si YcV(E), on a /(^)=o pour tout
/eE ettoutjeY, donc Ecj(Y), V(E)3V(j(Y)), ce qui prouve (ii).

Corollaire (1.1.5). — Les parties fermées de X=Spec(A) et les idéaux de A égaux à
leurs racines (autrement dît les intersections d'idéaux premiers) se correspondent biunivoquement
par les applications décroissantes Y->{(Y), a->V(a) ; à la réunion Y^uYg de deux parties fermées
correspond {(YiJnKYg), et à l'intersection d'une famille quelconque (Y\) de parties fermées correspond
la racine de la somme des }(Y^).

Corollaire (i. ï .6), — Si A est un anneau noethérien, X==Spec(A) est un espace noethérien.
On notera que la réciproque de ce corollaire est inexacte, comme le montre

l'exemple d'un anneau intègre non noethérien ayant un seul idéal premier =)={o}, par
exemple un anneau de valuation non discrète de rang i.

Comme exemple d'anneau A dont le spectre n'est pas un espace noethérien, on
peut signaler l'anneau ^(Y) des fonctions continues numériques sur un espace compact
infini Y ; on sait qu'en tant qu'ensemble, Y s'identifie à l'ensemble des idéaux maximaux
de A, et il est facile de voir que la topologie induite sur Y par celle de X==Spec(A)
est la topologie initiale de Y. Comme Y n'est pas un espace noethérien, il en est donc de
même de X.

Corollaire (1.1.7). — Pour tout xe"K, ^adhérence de {x} est {^ensemble des j^eX tels
que j;yC^. Pour que {x} soit fermé, il faut et il suffit que \^ soit maximal.

Corollaire (1.1.8). — L'espace X===Spec(A) est un espace de Kolmogoroff.
En effet, si x, y sont deux points distincts de X, on a, soit J^c:^, soit jyC|:ja;, donc

l'un des points x ^ y n'appartient pas à l'adhérence de l'autre.
(1.1.9) D'après la prop. (1.1.2, (iv)), pour deux éléments/, ,g' de A, on a

(i.1.9.1) D(^)==D(/)nD(^

Notons aussi que la relation î){f)==D{g) signifie, d'après la prop. (1.1.4, (i))
et la prop. (1.1.2, (v)) que fOO^xC?)? ou encore que les idéaux premiers minimaux
contenant (/) et (g] sont les mêmes; en particulier, il en est ainsi lorsque f==ugy où u
est inversible.
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Proposition (1.1.10). — (i) Lorsque fparcourt A, les ensembles D(/) forment une base de
la topologie de X.

(ii) Pour tout /eA, D(/) est quasi-compact. En particulier X==D( i ) est quasi-compact.
(i) Soit U un ensemble ouvert dans X ; par définition, on a U==X—V(E) où E

est une partie de A, et V(E)= H V(/), d'où U= U^D(/).
/ £E / £E

(ii) D'après (i), il suffit de prouver que si (/^gL est une fa™^ d'éléments de A
telle que D(/)c U D(/^), il existe une partie finie J de L telle que D(/)c U D(/;J. Soit aÀ ç L À e j
Fidéal de A engendré par les j^ ; on a par hypothèse V(/)3V(a), donc r(/)cr(a) $
comme feï{f), il existe un entier n > o tel que /"ea. Mais alors/" appartient à l'idéal b
engendré par une sous-famille finie CÂ^ej, et on a V(/) ^VQ^DV^) == H V(/J,
c'est-à-dire D ( / ) c U D ( ^ J . ? > E J

Proposition (s.i.iî). — Pour tout idéal û de A, Spec(A/a) s'identifie canoniquement au
sous-espace fermé V(a) de Spec(A).

On sait en effet qu'il y a correspondance biunivoque canonique, respectant la
structure d'ordre de l'inclusion, entre idéaux (resp. idéaux premiers) de A/a et idéaux
(resp. idéaux premiers) de A contenant a.

Rappelons que l'ensemble 91 des éléments niipotents de A (ou nilradical de A) est
un idéal égal à r(o), intersection de tous les idéaux premiers de A (0, i . i . i).

Corollaire (i. 1.12). — Les espaces topologiques Spec(A) et Spec(A/?t) sont canoniquement
isomorphes.

Proposition (1.1.13). — Pour que X=Spec(A) soit irréductible (0, 2.1.1) , il faut et
il suffit que l'anneau A/91 soit intègre (ou, ce qui revient au même, que l'idéal SR soit
premier),

En vertu du cor. (1.1.12), on peut se borner au cas où 9Ï == o. Si X est réductible,
il existe deux parties fermées Y^, Yg distinctes de X et telles que X^Y^uY^, d'où
i (X)=i(Yi)nj(Y2)==o, les idéaux {(Y^) et j(Y^ étant distincts de (o) ( i . i .5) ; donc A
n'est pas intègre. Inversement, si dans A il y a deux éléments /+ o, g ̂  o tels que fg == o,
on a V(/) 4= X, V(g-) + X (puisque l'intersection des idéaux premiers de A est (o)), et
X==V(/^)==V(/)uVQO.

Corollaire (i.i.î4). — (i) Dans la correspondance biunivoque entre parties fermées de
X==Spec(A) et idéaux de A égaux à leurs racines, les parties fermées irréductibles de X correspondent
aux idéaux premiers de A. En particulier, les composantes irréductibles de X correspondent aux
idéaux premiers minimaux de A.

(n) L'application x-^-{x} établit une correspondance biunivoque entre X et l'ensemble des
parties fermées irréductibles de X (autrement dit toute partie fermée irréductible de X admet un
point générique et un seul}.

(i) résulte aussitôt de (1.1.13) et (1.1.11) ; et pour démontrer (ii), on peut, en
vertu de (i. i. 11), se borner au cas où X est irréductible ; alors, d'après la prop. (1.1.13),
il existe dans A un plus petit idéal premier ?t, qui correspond donc à un point générique
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de X ; en outre, X n'admet qu'un seul point générique puisque c'est un espace de
Kolmogoroff ( (1 .1.8) et (0, 2 .1 .3) ) .

Proposition (i. i. 15). — Si 3 est un idéal de A contenu dans le radical 9î(A), le seul voisinage
de V(3) dans X==Spec(A) est l'espace X tout entier.

En effet, tout idéal maximal de A appartient par définition à V(3). Comme tout
idéal a de A est contenu dans un idéal maximal, on a V(a) nV(3) =(= 0, d'où la proposition.

i. 2. Propriétés fonctorîelles des spectres premiers d'anneaux.
( i .2 . ï ) Soient A, A' deux anneaux,

9 :A'-^A

un homomorphisme d'anneaux. Pour tout idéal premier ^=j^eSpec(A) ==X, l'anneau
AV?""1^) est canoniquement isomorphe à un sous-anneau de A/j^ donc est intègre,
autrement dit ^~l{\^ est un idéal premier de A' ; nous le noterons a 9(^)3 et nous avons
ainsi défini une application

'9 : X==Spec(A)-^X /==Spec(A /)

(aussi notée Spec(ç»)) que nous appellerons l'application associée à l'homomorphisme y. Nous
désignerons par <f l'homomorphisme injectif de A'/cp-1^.) dansA/j^, déduit de <p par passage
aux quotients, ainsi que son prolongement canonique en un monomorphisme de corps

^:K(W)->K(x);

pour tout f ' e A ' y on a donc par définition

( I "^ 1 - 1 ) 9 : c(/ /C9W))=(y(/ /))W (^eX).

Proposition (1.2.2). — (i) Pour toute partie E7 de A, on a
(1 .^ .2.1) V-WE^V^E'))
et en particulier, pour tout f'eA'

(1.2.2.2) v-w^^Dopcn).
(ii) Pour tout idéal a de A, on a

(1.2.2.3) aç(V(a))=V(ç-l(û)).
En effet, la relation ^cp^) ̂ (E7) est par définition équivalente à E'cy"'1^),

donc à ^(E^CL;, et finalement à xeV^ÇE')), d'où (i). Pour démontrer (ii), on peut
supposer a égal à sa racine, puisque V(r(a)) ==V(a) (1.1.2 (v)) et çr-^a)) =:=r(9~l(a)) ;
si on pose Y====V(a), et a^jC^Y)), on a ^(Y)'=V(a /) (prop. (1.1.4 (ii))) ; la rela-
tion f ' e a ' est par définition équivalente à f ' ( x ' ) = = o pour tout ^e^Y), donc, en
vertu de la formule (i .2. i . i), elle est aussi équivalente à ^{f'}[x) ==o pour tout ^eY,
ou encore à ç^^e^Y) ===a, puisque a est égal à sa racine ; d'où (ii).

Corollaire (1.2.3). — Inapplication (l<p est continue.
Remarquons que si A" est un troisième anneau, y' un homomorphisme A"—>A'j

on a ^(y'oç) ^çK/'q/ ; ce résultat et le cor. (i .2.3) signifient que Spec(A) est unfoncteur
contî-avariant en A, de la catégorie des anneaux dans celle des espaces topologiques.
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Corollaire (1.2.4). — Supposons que cp soit tel que tout feA décrive /==/^(//), où h est
inversible dans A (ce qui est en particulier le cas lorsque cp est surjectif). Alors ^ est un
homéomorphisme de X sur ^(X).

Montrons que pour toute partie EcA, il existe une partie E' de A' telle que
V(E)=V(9(E')) ; en vertu de l'axiome (To) (1.1.8) et de la formule ( 1 . 2 . 2 . 1 ) , cela
entraînera d'abord que "9 est injective, puis, toujours en vertu de (i . 2 . 2 . i), que "y est
un homéomorphisme. Or, il suffit pour chaque/eE de prendre un/ ' e A ' tel que h^[f'}-=f
avec h inversible dans A ; l'ensemble E' de ces éléments/7 répond à la question.

(1.2.5) En particulier, lorsque y est Phomomorphisme canonique de A sur un
anneau quotient A/a, on retrouve (i. i. 12), et ̂  est Yinjection canonique de V(û), identifié
à Spec(A/û), dans X=Spec(A).

Un autre cas particulier de (i .2.4) donne :
Corollaire (1.2.6). — Si S est une partie multiplicative de A, le spectre Spec(S~lA)

s'identifie canoniquement (avec sa topologie) au sons-espace de X=Spec(A) formé des x tels
que {,.^nS=0.

On sait en effet (0, i. 2.6) que les idéaux premiers de S~" ̂ A sont les idéaux S"~\
tels que ^nS==0, et que l'on a L= (^"^(S""1^). Il suffit donc d'appliquer à iJ,
le cor. (1.2.4).

Corollaire (1.2.7). — Pour que ^(X) soit partout dense dans X', il faut et il suffit que
tout élément du noyau Ker 9 soit niipotent,

En effet, appliquant la formule (i .2 .2.3) àl'idéal a==(o), il vient ^(X^VÇKer <p),
et pour que V(Ker 9) ==X, il faut et il suffit que Ker ç soit contenu dans tous les idéaux
premiers de A, c5 est-à-dire dans le nilradical 7t de A.

1.3. Faisceau associé à un module.

(i.3.î) Soient A un anneau commutatif, M un A-module, y un élément de A,
S< l'ensemble multiplicatif des/n, où n^o. Rappelons que nous posons A/=="'S/ ^A,
M—S^M. Si S'f est la partie multiplicative saturée de A formée des g e A qui divisent
un élément de S^ on sait que A^ et M^ s'identifient canoniquement à S f i " i " " ' i A et
S^M (0, 1.4.3).

Lemme (1.3.2). — Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ^eS;; b) S;cS;; c ) fe^g) ; d) x{f)cx(g); e) V(^)cV(/); f) D{f)cD{g).

Gela résulte immédiatement des définitions et de ( i . i. 5).
(1.3.3) Si D(/)==D(^), le lemme (1.3.2, b ) ) montre que M/==M^ Plus géné-

ralement, si D(/)DD(^), donc S/cS^ on sait (0, x . 4 . i) qu'il existe un homomorphisme
canonique fonctoriel

P.,/ : M^M,,
et si D(/)DD(^)DD(A), on a (0, 1.4.4)

(^S-S- î ) P^P^^P^-
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Lorsque/parcourt A—{, (pour un x donné dans X=Spec(A)), les ensembles S,
constituent un ensemble filtrant croissant de parties de A—j,, car pour deux éléments/, g
^ A—ic» S/ et S; sont contenus dans S;y; comme la réunion des S; pour /eA—i, est
A—},, on en conclut (0, 1.4.5) que le A,-module M, s'identifie canoniquement̂  la
limite inductive limM/, relativement à la famille d'homomorphismes (p,J. Nous dési-
gnerons par

^ : M^M,

Fhomomorphisme canonique pour feA—i, (ou, ce qui revient au même, xeD(f)).
Définition (1.3.4). — On appelle faisceau structural du spectre premier X=Spec(A)

(resp. faisceau associé au A-module M) et on note "A ou 0^ (resp. M) le faisceau d'anneaux (resp.

le A-Module) associé au préfaisceau D(/)~>A^ (resp. D(/)->M^) sur la base 23 de X
formée des D'y') oùfeA ( ( 1 . 1 . 1 0 ) , (0, 3 . 2 . 1 et 3.5.6)).

On a vu (0, 3.2.4) que la fibre A^ (resp. MJ s'identifie à F anneau A, (resp. au
Ay-module MJ ; nous désignerons par

6/:A^->r(D(/),A:)

(resp.6/:M^r(D(/),M)),

l'application canonique, de sorte que pour tout xeDÇf) et tout Ce M., on a
(i-3.4.i) (6^)),=p^).

Proposition (1.3.5). — M est un fondeur covariant exact en M, de la catégorie des A-modules
r^»/

dans la catégorie des A-Modules,
En effet, soient M, N deux A-modules, u un homomorphisme M~>N; pour

tout /eA, il correspond canoniquement à u un homomorphisme ^ du A,-module M/
dans le A^-module Ny, et le diagramme (pour D Çg) cD (/))

M/ v! N^
pf/,/ ^f[ ^

M^N,{!

est commutatif (0, 1.4.1) ; ces homomorphismes définissent donc un homomorphisme
i~^ r^j r^J

de A-Modules Tt : M-->N (0, 3.2.3). En outre, pour tout x e X, ̂  est la limite inductive
des Uf pour xeDÇf) (/eA), et par suite (0, 1.4.5) si on identifie canoniquement M^

/-s*y "''

et N^ à My et N^ respectivement, ÎÇ. s'identifie à l'homomorphisme u^ déduit canonique-
ment de u. Si P est un troisième A-module, v un homomorphisme N~^P et w==^voUy il
est immédiat que w.^==v^u^ donc %'===ToX On a donc bien défini un fondeur covariantM
en M, de la catégorie des A-modules dans celle des A-Modules. Ce fondeur est exact, car
pour tout xe'X, M^ est un foncteur exact en M (0, 1.3.2) ; en outre, on a
Supp(M)==;Supp(M) en vertu des définitions des deux membres (0, 1.7.1 et 3.1.6).
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Proposition (1.3.6). — Pour toutfeA, l'ensemble ouvert D(/)cX s'identifie canonique-

ment au spectre premier Spec(A.), et le faisceau M. associé au h.çmodule M^ s''identifie canonique-
r^'

ment à la restriction M\D{f).
La première assertion est un cas particulier de (1.2.6) . En outre, si geA est

tel que D{g) cD(J), M^ s'identifie canoniquement au module des fractions de M^ dont
les dénominateurs sont les puissances de l'image canonique de g dans A^ (0, 1.4.6).
L'identification canonique de M^ à M|D(/) résulte alors des définitions.

Théorème (1.3.7). — Pour tout A-module M. et tout feA, F homomorphisme

6/:M^r(DC/),M)

est biJectif (autrement dit, le préfaisceau D(f)->M.f est un faisceau). En particulier^ M
s'identifie par 61 à F(X, M).

On notera que, si M=A, 6^ est un homomorphisme de structure d'anneau ;
le th. (1.3.7) entraînera donc que, si on identifie les anneaux A. et r(D(/), A) au moyen
de 9^ rhomomorphisme 6^ : My->r(D(/), M) sera un isomorphisme de modules.

Montrons d'abord que 6^ est injectif. En effet, si Ce M. est tel que 0/(^) ==o, cela
signifie que pour tout idéal premier p de Ap il existe h ̂  p tel que AÇ == o ; comme
Pannulateur de Ç n'est contenu dans aucun idéal premier de A/, c'est A. tout entier,
donc Ç == o.

Reste à montrer que 6^ est surjectif ; on peut se ramener au cas où f== i, le cas
général s'en déduisant en« localisant» à l'aide de (1.3.6). Soit donc s une section de M
au-dessus de X ; en vertu de (i .3.4) et de (i .1.10, (ii)), il existe un recouvrement ,/m
^(fi^ieî de x (^£A) tel q^, pour tout iel, la restriction ^.=j[D(^) soit de la
forme 6^(y, où ^<=M^. Si i, j sont deux indices de ï, en écrivant que les restrictions
de s, et de .̂ à Df^.)nD(^.) =D(/^.) sont égales, il vient par définition de M

t1-^-1) W^W^'
Par définition, on peut écrire, pour chaque zel, ^==^.//^ où ^6 M, et comme 1 est
fini, en multipliant chaque ^ par une puissance de^-, on peut supposer tous les .̂ égaux
à un même n. Alors, par définition, (1.3.7.1) signifie qu'il existe un entier m^o tel
q^ {îifjT'^f^i—f^j) == o, et on peut encore supposer tous les m^ égaux à un même
entier m ; remplaçant alors ^ par /m^, on est ramené au cas où m == o, autrement dit
au cas où l'on a

(^S.?^) f^—j^

quels que soient ij. Or, on a D(j^) ===D(^.), et comme les D(/,) forment un recouvrement
de X, l'idéal engendré par lesj^ est A; en d'autres termes, il existe des éléments ^.eA
tels que 2^==i. Considérons alors l'élément ^=2&^ de M; d'après (1 .3 .7 .2) ,

on a j^=S^j^. ==(2^)^==^,, d'où par définition Ç,=^/i dans M/. On en conclut
î ] 'i
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que s, est la restriction à D(J,) de 6^), ce qui prouve que s=Q,{z) et achève la
démonstration.

Corollaire (1.3.8). — Soient M, N deux A-modules ; F homomorphisme canonique u-^

de HomA(M, N) dans Hom^M.N) est bijectif. En particulier, les relations M--=o et M=o
sont équivalentes.

Considèrent en effet l'homomorphisme canonique v->T{y) de Homï(M,N)
dans Homr(A)(r(M), F(N)) ; ce dernier module s'identifie canoniquement à Hom^M, N)
en vertu du th. (i .3.7). Il reste à vérifier que u-^ît et ^r(o) sont réciproques l'un de
l'autre ; or, il est évident que r(^) =y par définition de ̂ ; et d'autre part, si on pose
u=F(v) pour yeHom^M.N), l'application w : r(Df/),M)->r(D(/), N) déduite
canoniquement de v est telle que le diagramme

M-^N

P/,1 P/,1
V Y

M,-^N,
' W '

soit commutatif; on a donc nécessairement Ky==^ pour tout feA (0, 1.2.4), ce qui
montre que (r(^))^===y.

Corollaire (1.3.9). — (i) Soit u un homomorphisme d'un A-module M dans un A-module N ;
alors les faisceaux associés à Keru, 1m u, Cokeru, sont respectivement Kerî, ImV, Coker^.
En particulier pour que V soit injectif (resp. surjectif, bijectif), il faut et il suffit que u le soif,
^ (li) Si M est une limite inductive (resp. somme directe) d'une famille de A-modules (M;,),

M est limite inductive (resp. somme directe) de la famille (M^), à un isomorphisme canonique près.

(i) II suffit d'appliquer le fait que M est un foncteur exact en M (i .3.5) aux deux
suites exactes de A-modules

o->Ker u->M->Im u->o
o->Im ^->N-^Coker u->o

La seconde assertion résulte alors du th. (1.3.7).
(ii) Soit (M^, g^) un système inductif de A-modules, de limite inductive M, et

soit,^ rhomomorphisme canonique M^-^M. Comme on a ^0^==^ et ^==y oT,
pour À < [i ̂  v, (M^, ̂ ) est un système inductif de faisceaux sur X, et si on désigne
par h^ l'homomorphisme canonique M^limM^ il y a un homomorphisme unique

r^j r^i ——>

v : ̂ '^^^ te^ <:lue ^^^T}.' ^our voir que v est bijectif, il suffit de vérifier que,
pour tout xeX, ^ est une bijection de (limM^)^ sur M^ ; mais M^==M^ et

^^^^(^

D'autre part, il résulte des définitions que (^L et (A^ sont tous deux égaux à l'application
canonique de (M;^ dans M^; comme (^)^===^o(A^, v, est Pidentité.
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Enfin, si M est somme directe de deux A-modules N, P, il est immédiat que
M=N®1P; toute somme directe étant limite inducdve de sommes directes finies, les
assertions de (ii) sont démontrées.

On notera que (i .3.8) prouve que les faisceaux isomorphes aux faisceaux associés
aux A-modules forment une catégorie abélienne (T, I, 1.4).

On notera aussi qu'il résulte de (1.3.9) que si M est un A-module de type fini,
c'est-à-dire s'il existe un homomorphisme surjectif A1—M, alors il existe un homo-
morphisme surjectif ^-->M, autrement dit le ^-Module M est engendré far une famille
finie de sections au-dessus de X (0, 5. i . i), et réciproquement.

(1.3.10) Si N est un sous-module d'un A-module M, l'injection canonique
; : N-->M donne par (i .3.9) un homomorphisme injectif N-^M, qui permet d'identifier
canoniquement N à un sous-A-Module de M ; nous supposerons toujours faite cette
identification. Si N et P sont deux sous-modules de M, on a alors

(1.3.10.1) (N+PF==N+^

(1.3.10.2) (NnPy^-Nn?

car N+P et NnP sont respectivement Fimage de F homomorphisme canonique N©P->M,
et le noyau de l'homomorphisme canonique M-^(M/N)©(M/P) et il suffit d'appli-
quer (1.3.9)- ^ ^

On conclut de (i . 3 . 1 0 . 1 ) et ( 1 .3 .10 .2 ) que si N=P, on a N===P.
Corollaire (s. 3.11). — Dans la catégorie des faisceaux isomorphes aux faisceaux associés

aux A-modules, le fondeur T est exact,
r^i ^ r^/ "y r^-J

En effet, soit M -^ N -> P une suite exacte correspondant à deux homomorphismes
u : M->N, v : N~>P de A-modules. Si Q/=Im u et R=Ker v, on a ̂ ^ImV^KerV^R
(cor. (1.3.9)), donc Q==R.

Corollaire (1.3.12). — Soient M, N deux A-modules.

(i) Le faisceau associé à M®^N s9 identifie canoniquement à M®^N.
(ii) Si de plus M admet une présentation finie', le faisceau associé à Hom^(M, N) s!'identifie

canoniquement à ^fom^ÇM, N).
r>»f r̂ -'

(i) Le faisceau ^=M®^N est associé au préfaisceau

u->^(U) = F(U, M)®^.i)r(u, N)
U parcourant la base ( i . i. 10, (i)) de X formée des D(/), où feA. Or, ̂ (D(/)) s'iden-
tifie canoniquement à M^®^ en vertu de (1.3.7) et (1.3.6). On sait par ailleurs
que le A^module M^®^ N^ est canoniquement isomorphe à (M®^). (0, 1.3.4), qui
Im-même est canoniquement isomorphe à r(D(/), (M®^)^) (1.3.7 et 1.3.6). En
outre, on vérifie aussitôt que les isomorphismes canoniques

nW)} ̂  r(Df/), (M®^N)-)
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ainsi obtenus vérifient les conditions de compatibilité avec les opérateurs de restric-
tion (0, 1.4.2), donc définissent un isomorphisme canonique fonctoriel

M®^N ̂  (M®AN)~

(ii) Le faisceau ^=^CT^(M,N) est associé au préfaisceau

U^(U) =Hom^(M|U,ÎÏjU)

U parcourant la base de X formée des D(/). Or, ^(D(/)) s'identifie canoniquement à
Hom^(M/, N/) (1.3.6 et 1.3.8), qui lui-même, en vertu de l'hypothèse sur M, s'iden-
tifie canoniquement à (Hom^M, N))/ (0, 1.3.5). Finalement, (Hom^M, N))/ s'iden-
tifie canoniquement à r(D(/), (Hom^M, N))~) (i. 3.6 et i. 3.7), et les isomorphismes
canoniques ^(D(/))-^r(D(/), (Hom^M, N))~) ainsi obtenus sont compatibles avec
les opérateurs de restriction (0, 1.4.2) ; ils définissent donc un isomorphisme canonique
Jforn^M, N^Hom^M, N))~.

(i.S^S) Soit maintenant B une A-algèbre (commutative) ; cela peut s'interpréter
en disant que B est un A-module et qu'on s'est donné un élément ceB et un A-homo-
morphisme 9 : B®^B->B, de sorte que : i° Les diagrammes

B®AB®AB^B®^B B®^B^B®^B
, -, <P\. /' vi®? h>^ ^ B

B®^B———>B
cp

(or symétrie canonique) soient commutatifs ; 2° <p Çe®x) == y (x®e] === x. En vertu de ( i. 3.12 ),
rhomomorphisme ^ : B®J[B->B de A-Modules vérifie les conditions analogues, donc

r^ r^

définit sur B une structure de A-Algèbre. De la même manière, la donnée d'un B-module N
revient à la donnée d'un A-module N et d'un A-homomorphisme ^ : B®^N->N tel que
le diagramme

B®AB®AN^B®^N

I®(P <p

B®^N———>N

soit commutatif et ^{e®n) ==.n; Fhomomorphisme ^ : B®^N-^N vérifiera la condition
analogue, et définit donc sur N une structure de là-Module.

De la même façon, on voit que si u : B-^B' (resp. v : N-^N') est un homomor-
phisme de A-algèbres (resp. de B-modules), V (resp. V) est un homomorphisme de
A-Algèbres (resp. de B-Modules), Ker^un B-Idéal (resp. Ker^, CokerT et ImV des
^^ r^/ r*^
B-Modules). Si N est un B-module, N est un B "Module de type fini si et seulement si N
est un B-module de type fini (0, 5.2.3).
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Si M, N sont deux B-modules, le î-Module M®gN s'identifie canoniquement à
(M®BN)^; de même ^^(M/N) s'identifie canoniquement à (Hom^M, N))""
lorsque M admet une présentation finie ; les démonstrations sont les mêmes que dans
(1.3.12).\ *-' / r^ r*^

Si 3 est un idéal de B, N un B-module, on a (3N)^= 3.N.
Enfin, si B est une A-algèbre graduée par des sous-A-modules ^ {neï), la

î-Algèbre Ï, somme directe des X-Modules X, (1.3.9) est graduée par ces sous-A-
Modules, l'axiome de la graduation exprimant que l'image de Fhomomorphisme
B^®^->B est contenu dans B ,̂,. De même, si M est un B-module gradué par des sous-

r^j f^*J- r̂ «^

modules M^ M est un B-Module gradué par les M^. ^
(1.3.14) Si B est une A-algèbre, M un sous-module de B, la sous-A-Algèbre

de Ï engendrée par M (0, 4. i .3) est la sous-X-Algèbre G, en désignant par G la sous-
algèbre de B engendrée par M. En effet, G est la somme des sous-modules de B images

n
des homomorphismes ®M->B (?z^o), et il suffit d'appliquer (1.3.9) et (1.3.12).

1.4. Faisceaïax quasi-cohérents sur un spectre premier.

Théorème (1.4.1). — Soient X le spectre premier d'un anneau A, V une partie ouverte quasi-
compacte de X, y un (O^N)-Module. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

/-o^

a) II existe un A-module M tel que S^ soit isomorphe à M[V.
b) II existe un recouvrement ouvert fini (V',) de V par des ensembles de la forme D(j^) (^eA)

r*-^

contenus dans V, tels que^ pour tout i, y\Vi soit isomorphe à un faisceau de la forme M .̂, où M..,
est un Af-module.

H
c) Le faisceau y est quasi-cohérent (0, 5 . 1 . 3 ) .
d) Les deux propriétés suivantes ont lieu :
d i) Pour tout fe A tel que DQ/) cV et toute section ser(D{f), ̂ ), il existe un entier

n ̂  o tel que f ̂ s se prolonge en une section de 3^ sur V.
d 2) Pour tout feA tel que D(y)cV et toute section teFÇ'V, ̂ ) telle que la restriction

de t à D(/) soit o, il existe un entier n^o tel que /^=o.

(Dans l'écriture des conditions d i) et û?2) , on a tacitement identifié A et F(A)
en vertu de 1.3.7.)

Le fait que a) entraîne b) est conséquence immédiate de (1.3.6) et du fait que
les D(jf,) forment une base de la topologie de X (1.1.10). Comme tout A-module est
isomorphe au conoyau d'un homomorphisme A^-^A^, (1.3.9) prouve que tout
faisceau associé à un A-module est quasi-cohérent $ donc b) entraîne c ) . Réciproquement,
si y est quasi-cohérent, tout xeV possède un voisinage de la forme D(/)cV tel que
.^ID^) soit isomorphe au conoyau d'un homomorphisme A^-^A^5, donc au faisceau
associé au module N, conoyau de l'homomorphisme A^-^A^ correspondant (1.3.8
et 1.3.9) ; comme V est quasi-compact, il est clair que c ) entraîne b ) .
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Pour prouver que b) entraîne d i) et ^2) , supposons d'abord que V=D(^) pour
un geA, et que ^ soit isomorphe à un faisceau N associé à un A^-module N ; en
remplaçant X par V et A par Ag (1.3.6), on peut se ramener au cas1 où g= i. Alors
^(T)(f)^) et N^ s'identifient canoniquement (1.3.6 et 1.3.7), donc une section
s e r ( D ( f ) , ' N ) s'identifie à un élément de la forme <://", où <;eN; la section/^s'identifie
à l'élément ^/i de N^ et est par suite restriction à D(/) de la section de N sur X identifiée
à l'élément ^eN; d'où d i) dans ce cas. De même, ^r(X,N) est identifié à un
élément ^eN, la restriction de ta D(/) est identifiée à l'image ^ 71 de ^ dans N^, et dire
que cette image est nulle signifie qu'il existe n^ o tel que W==o dans N, ou, ce qui
revient au même, fnt == o.

Pour achever de prouver que b) entraîne d i) et d 2)3 il suffira d'établir le lemme
suivant :

Lemme (1 .4 .1 .1) . — Supposons que V soit réunion finie d'ensembles de la forme D(^),
et que chacun des faisceaux ^|D(^), ̂ |(D(^.)nD(^)) =^(D(^.) vérifie d i) et d 2) ;
alors y possède les deux propriétés suivantes :

à' ï ) Pour tout feA et toute section jeF(D(/)nV, <^"), il existe un entier n^o tel
que /"s se prolonge en une section de SF sur V.

d' 2) Pour tout feA et toute section teFÇV, ^} telle que la restriction de t à D(/)nV
soit o, il existe un entier n ̂  o tel que f^ === o.

Prouvons d'abord d ' 2) : comme D(/)nD(^) ===D(j^), il existe pour chaque i
un entier ^ tel que la restriction de {fg^t à D(^) soit nulle : comme l'image de g^
dans A^ est inversible, la restriction de f^t à D(^) est aussi nulle ; prenant pour n le plus
grand des n^ on a d ' 2).

Pour démontrer d ' i}, appliquons û f i ) au faisceau ^'jD(^) : il existe un
entier n^o et une section ^ de ̂  sur D(^) prolongeant la restriction de {fg^^s à
D(j^) ; comme l'image de ̂  dans A^. est inversible, il y a une section ^ de ^ sur D(&)
telle que si==g^s^ et j, prolonge la restriction de f^s à D(j^) ; on peut en outre supposer
tous les ^ égaux à un même entier n. Par construction, la restriction de ^—s- à
D(/)nD(^)nD(^) =D(/g^.) est nulle; d'après û? 2) appliqué au faisceau ^IDQ^),
il existe un entier m^>o tel que la restriction à DQ^.) de ÇfgigjY^Çs^—Sy) soit nulle ;
comme l'image de g^ dans A^. est inversible, la restriction de /^'(^—s-) à D{g.ig-)
est nulle. On peut alors supposer tous les m^ égaux à un même entier m, et il existe donc
une section .^eI^V,^") prolongeant les/^; cette section prolonge par suite/"+w^
d'où d ' i).

Reste à prouver que û? i) et d 2 ) entraînent a). Montrons d'abord que d i) et d 2)
entraînent que ces conditions sont vérifiées pour tout faisceau ^"[D(^), où ge A est
tel que D(^)cV. C'est évident pour û f i ) ; d'autre part, si teT(D(g), 3^} est telle que
sa restriction à D(/)cD(^) soit nulle, il existe par d i) un entier m^o tel que g^ se
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prolonge en une section s de ^ sur V ; appliquant d2}, on voit qu'il existe un entier
n^ o tel que /y'^o, et comme l'image de ^ dans A^ est inversible, /^==o.

Cela étant, comme V est quasi-compact, le lemme (1.4.1.1) prouve que les
conditions d ' i) et d ' 2) sont vérifiées. Considérons alors le A-module M===r(V,^),

r^-J '''"--'

et définissons un homomorphisme de A-Modules u : M—^^), où j est l'injection
canonique V~>X. Comme les D(f) forment une base de la topologie de X, il suffit, pour
chaque /eA, de définir un homomorphisme ^ : M^r(D(/)JJ^')) == r(D(/) nV, ^"),
avec les conditions de compatibilité usuelles (0, 3.2.5). Comme l'image canonique de /
dans A^ est inversible, rhomomorphisme de restriction M==r(V, ^—^(DO^nV, ^r)

Uf

se factorise en M-> M^-> r(D(jf)nV, ^r) (0, 1.2.4), et la vérification des conditions
de compatibilité pour DÇg)cD{f) est immédiate. Gela étant, montrons que la condi-
tion d ' i) (resp. d ' 2)) entraîne que chacun des u. est surjectif (resp. injectif), ce qui
prouvera que u est bijecttf, et par suite que 3^ est la restriction à V d'un A-Module

/-^
isomorphe à M. Or, si jer(D(/)nV, ^r), il existe d'après d' i) un entier n^o tel quej^y
se prolonge en une section -çeM; on a alors u^lf^^Sy donc ̂  est surjectif. De même,
si ^eM. est tel que z^(^/i)==o, cela signifie que la restriction à D(y')nV de la section ^
est nulle; d'après d ' 2), il existe un entier nï- o tel que ^^==0, d^où ^/i ==o dans M,
et Uf est donc injectif.

C.Q.F.D.
Corollaire (1.4.2). — Tout faisceau quasi-cohérent sur un ouvert quasi-compact de X est

induit par un faisceau quasi-cohérent sur X.
Corollaire (1.4.3). — Toute Qy Algèbre quasi-cohérente sur X==Spec(A) est isomorphe

r^j /-s^/

à une 0^-Algèbre de la forme B, où B est une algèbre sur A; tout ^'Module quasi-cohérent est
r-s-/ r^i

isomorphe à un B -Module de la forme N, où N est un là-module.
En effet, une (Px-Algèbre quasi-cohérente est un ^"Module quasi-cohérent, donc

r-^/

de la forme B, où B est un A-module; le fait que B soit une A-algèbre résulte de la
caractérisation de la structure de (P^-Algèbre à l'aide de rhomomorphisme 1^®^l3-^B'
de A-Modules, ainsi que de (ï .3.12). Si ^ est un B-Module quasi-cohérent, il suffit de
montrer que ^ est aussi un A-Module quasi-cohérent pour conclure ensuite de la même
façon ; comme la question est locale, on peut, en se restreignant à un ouvert de X de la
forme D(/), supposer que ̂  est leconoyau d'un homomorphisme t^^B^ deÎB-Modules
(et a fortiori de A-Modules) ; la proposition résulte alors de ( i . 3.8) et ( i . 3.9).

1.5. Faisceaux cohérents sur un spectre premier.

Théorème (1.5.1). — Soient A un anneau noethérien, X==Spec(A) son spectre premier,
V une partie ouverte de X, ^ un (^V^Module. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) 3^ est cohérent
b) y est de type fini et quasi-cohérent.
c) II existe un A-module M de type fini tel que ^ soit isomorphe au faisceau M(V.
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a) implique trivialement b). Pour voir que b) implique c ) , remarquons déjà,
puisque V est quasi-compact (0, 2.2.3), que y est isomorphe à un faisceau N|V,
où N est un A-module (1.4.1). Or, on a N-iïmM,, où M, parcourt Pensemble des
sous-A-modules de type fini de N, d'où (1.3.9) ^==N[V=limMJV ; mais comme SF
est de type fini, et V quasi-compact, il existe un indice À tel que ^"==M^[V (0, 5.2.3).

Montrons enfin que c ) entraîne a). Il est clair que ^ est alors de type fini (ï .3.6
et i. 3. g) ; en outre, la question étant locale, on peut se borner au cas où V == D(/),/eA.
Gomme A/ est noethérien, on voit finalement que tout revient à prouver que le noyau
d'un homomorphisme A^M, où M est un A-module, est de type fini. Or, un tel
homomorphisme est de la forme î, où u est un homomorphisme A^M (1.3.8), et
si P=Kerz/, on a P===Ker^ (1.3.9). Comme A est noethérien, P est de type fini,
ce qui achève la démonstration.

Corollaire (1.5.3). — Sous les hypothèses de (1 .5 .1 ) , le faisceau 0^ est un faisceau
cohérent Panneaux.

Corollaire (1.5.3). — Sous les hypothèses de (1.5.1), tout faisceau cohérent sur un ouvert
de X est induit par un faisceau cohérent sur X.

Corollaire (1.5.4). — Sous les hypothèses de (1.5.1), tout Q^Module quasi-cohérent ^
est limite inductive des sous'O ̂ Modules cohérents de SF.

En effet, y^ M où M est un A-module, et M est limite inductive de ses sous-
modules de type fini ; on conclut par (1.3.9) et (1.5.1).

1.6. Propriétés fonctorielles des faisceaux quasi-cohérents sur un. spectre
premier,

( i .6 . ï ) Soient A, A' deux anneaux,

y r A ^ A

un homomorphisme,

^ : X=Spec(A)->X/==Spec(A/)

l'application continue associée à y (1.2.1). Nous allons définir un homomorphisme canonique

^^x^Wx)

de faisceaux d'anneaux. Pour tout f e A ' , posons /==(?(/') ; on a acp~""l(D(//)) ===:D(f)
(1 .2 .2 .2) . Les anneaux I^DC/7),^) et r(D(/),A^) s'identifient respectivement à A;.
et Af (1.3.6 et 1.3.7). Or, rhomomorphisme 9 définit canoniquement un homomor-
phisme Çy. :A^Af (0, ï .5 . i ) , autrement dit on a un homomorphisme d'anneaux

I^DC/'), A:') -^ rc^Dcn), A:) == i^Dcn, ̂ (A:))
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En outre, ces homomorphismes satisfont aux conditions de compatibilité usuelles :
pour D ( f ' ) ^ D ( g f ) , le diagramme

^(D(/^A: /)^^(D(/ /),a9JA:))
^ ^

^(D^ /),A /)->^(D(^), f l9JÏ))
est commutatif (0, ï .5. i) ; on a donc bien défini un homomorphisme de ^-Algèbres,
les DQ^) formant une base de la topologie de X7 (0, 3.2.3). Le couple <I> = ("cp, ̂ ) est
donc un morphÏsme d'espaces annelés

<S>:{X,(P^^(X',^)

( 0 , 4 . 1 . 1 ) .
Notons en outre que, si on pose x^^Çx), Phomomorphisme ̂ j (0, 3 .7 .1) n'est

autre que Phomomorphisme
^:A^A,

déduit canoniquement de ^ : A ' - ^ A ( 0 , 1.5.1). En effet, tout ^eA^ s'écrit g ' I f , où
//, g ' sont dans A7 et/^j^; D(f') est donc un voisinage de x ' dans X', et Phomo-
morphisme r(D{f'),/Af}-^^(a^~~l{D(f')),rA) déduit de ^ n'est autre que ç^ ; en
considérant la section s ' e F Ç D Ç f ' ) , A') correspondant à g ' f f ' e A ' ^ on obtient bien
Pi^^ÙT)/^) dans A,.

(1.6.2) Exemple. — Soient S une partie multiplicative de A, y Phomomor-
phisme canonique A-^S"^; on a déjà vu (1.2.6) que a^ est un homéomorphisme de
Y==Spec(S"~'lA) sur le sous-espace de X=Spec(A) formé des x tels que j^nS=0. En
outre, pour tout x appartenant à ce sous-espace, donc de la forme ^(j^) avec j/eY,
F homomorphisme ^ : (!)^->0y est bij'ectif (0, ï . 2 .6 ) ; autrement dit, 6'y s'identifie au
faisceau induit sur Y par 0^.

Proposition (1.6.3). — Pour tout A-module M, il existe un isomorphisme canonique
r^f

fonctoriel du (P^-Module (M^pj)^ sur l'image directe <I>^(M).
Posons pour abréger M^M^, et pour tout f ' e A', posons encore J^çC/^)-

/~^ /^^j
Les modules de sections r(D(/7), M') et r(D(/), M) s'identifient respectivement aux
modules M^ et M^ (sur A^ et A^ respectivement); en outre, le A^-module (M.)^
est canoniquement isomorphe à M^ (0, 1.5.2). On a donc un isomorphisme fonctoriel

r-s./ f^u

de ^(D(//), A^-modules : r(DCn, M7) ̂  rÇ^-^D^)),]^)^^ et ces isomorphismes
satisfont aux conditions de compatibilité usuelles avec les restrictions (0, 1.5.6), donc
définissent l'isomorphisme fonctoriel annoncé. On notera que, de façon précise, si
u : M^Mg est un homomorphisme de A-modules, il peut être considéré comme un
homomorphisme (M^^j-^ÇMg)^ de A'-modules, si on note u^ cet homomorphisme,
<&^) s'identifie à (^)-.

Cette démonstration prouve aussi que pour toute A-algèbre B, Pisomorphisme
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canonique fonctoriel (B^)- -> <^(î) est un isomorphisme de Q^Algèbres ; si M est
un B-module,Jl'isomorphisme canonique fonctoriel (M^)^ ̂  ^(M) est un isomor-
phisme de <D*(B) -Modules.

Corollaire (1.6.4).— Le fondeur image directe <^ est exact sur la catégorie des Q^Modules
quasi-cohérents.

En effet, il est clair que M^ est un fbncteur exact en M et M' un foncteur exact
en M' (1.3.5)-

Proposition (1.6.5). — Soient N ' un A-module, N le A-module N^A^; il existe
un isomorphisme canonique fonctoriel du Oy Module ^(N') sur N.

Remarquons d'abord que j : ^'->^®ï est un A'-homomorphisme de N' dans Nr^ :
en effet, par définition, pour/'eA', on a {f^®! ==^®^(f) ==^f']^'®î). On ^n

déduit (1.3.8) un homomorphisme 7; N^NrJ^ de ^'-Modules, et en vertu de
r*^j ^^i ^^

(i .6.3), on peut considérer quej" applique N' dans ^(N). Il correspond canoniquement
à cet homomorphisme j un homomorphisme A==^ de ^'(N7) dans N (0, 4.4.3); on
va voir que pour chaque fibre, hy est bijectif. Posons x ' =a'<p(^) et soit f ' e A' tel
que x ' e D ^ f ) ; soit /-çCf). L'anneau r(D(/), ï) s'identifie à Ap les modules
r(D(/),N) et IW/^N7) à N/ et N; respectivement; soient s ' e ^(D(//), N / /),
identifiée à ^//^(^eN'), s son image par 7 dans F(D(/), N) ; s est identifiée à
(^©i)//^. Soit d'autre part teFÇDÇf), ^A), identifiée à g/f^geA); alors, par
définition, on a h^®Q==t^s^ (0,4.4.3). Mais on peut identifier canoniquement
N/ à N^®^(A/)^ (0, 1.5.4); s correspond alors à l'élément (^//^(gn, et la
section j->-^ à (n'If^^ (^//î). Les diagrammes de compatibilité de (0, ï .5.6)
montrent que Âp n'est autre que Fisomorphisme canonique

(^^S^) ^^A^AJ^ ̂  N,= (N^A^),.

En outre, soit v : Ni-^Ng un homomorphisme de A'-modules; comme ^.,===^/
pour tout ^eX', il résulte aussitôt de ce qui précède que O^T) s'identifie canoniquement
à (y@)i)^, ce qui achève la démonstration de (1.6.5).

Si W est une A'-algèbre, l'isomorphisme canonique de ^ ( l î ' ) sur (B^^Ar^)^
est un isomorphisme de 6^-Algèbres ; si en outre N7 est un B'-module, l'isomorphisme
canonique de CD^N') sur (N^'A^)^ est un isomorphisme de O^B'7)-Modules.

Corollaire (i. 6.6). — Les sections de ^(N') images canoniques des sections s ' y où s ' parcourt
le A-module I^), engendrent le ^module F^N7)).

En effet, ces images s^identifîent aux éléments ^®i de N, lorsqu'on identifie N' et
r^j r**->

N à I^N7) et F(N) respectivement (x .3 .7) et que ^ parcourt IsT.
(1.6.7) Dans la démonstration de (1.6.5), on a prouvé en passant que l'appli-

cation canonique (0, 4.4.3.2) p : N^^^N')) n'est autre que Fhomomorphisme 7,
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où j : N'-^N^^Arç, est Phomomorphisme ^-^(as)!. De même, l'application cano-
nique (0, 4.4.3.3) G- : <3>*(<Ï^(M))^M n'est autre que p, où ? : M^j®^A^j->M est
Fhomomorphisme canonique qui, à tout produit tensoriel ^®a (^eM, ûeA) fait corres-
pondre a. ̂  ; cela résulte aussitôt des définitions (0, 3.7.1, O, 4.4.3, et I, 1.3.7).

On en conclut (0, 4.4.3 et 3.5.4.4) que si v : N'-^M^j est un A'-homomor-
phisme, on a y^== (y®i)^'.

(1.6.8) Soient N^ N3 deux A'-modules, Ni étant supposé avoir une présentation
finie; il résulte alors de (1.6.7) et (1.3.12, (ii)) que l'homomorphisme canonique
(0,4.4.6)

^^(N,, N,)) ^^^(<D*(N,), <T(N,))

n'est autre que ^ en désignant par y l'homomorphisme canonique de A-modules
Hom^(N^ Nâ)®A'A->HomA(Ni®^A, N^/A).

(2.6.9) Soient 3' un idéal de A7, M un A-module ; comme par définition ^M
est l'image de l'homomorphisme canonique <Î>*(3^®^M^M, il résulte de (1.6.5)
et (i .3.12, (i)) que ^M s'identifie canoniquement à (S'M)^ ; en particulier, ^O7)^
s'identifie à (.g'A)^, et en tenant compte de l'exactitude à droite du foncteur <I>*, la
A-Algèbre ^((AV^)-) s'identifie à (A/JA)-.

(s.6.10) Soient A" un troisième anneau, cp' un homomorphisme A^^A'y
et posons ç^r^yoç7. Il résulte aussitôt des définitions que V == (VM^)? et
y7 =='̂ oy (0, i. 5.7). On en conclut que l'on a ^" ===î»'o<I) ; en d'autres termes, (SpecA, A")
est un fondeur en A de la catégorie des anneaux dans celle des espaces annelés.

ï.7. Caractérisation des morphismes de schémas afifines.

Définition (1.7.1).— On dit qu'un espace annelé (X, (By^ est un schéma affine s'il est isomorphe
à un espace annelé de la forme (Spec(A), ï), où A est un anneau; on dit alors que F(X, (5^), qui
s'identifie canoniquement à F anneau A (1.3.7) est l'anneau du schéma affine (X, (0^, et on le
note A(X) quand aucune confusion n'en résulte.

Par abus de langage, quand nous parlerons du schéma affine Spec(A), il s'agira
toujours de l'espace annelé (Spec(A), A).

(s. 7. s) Soient A, B deux anneaux, (X, 0^), (Y, 6?y) les schémas affines corres-
pondants sur les spectres premiers X=Spec(A), Y=Spec(B). On a vu (1.6.1)
qu'à to^t homomorphisme d'anneaux y : B-^A correspond un morphisme
(D==(^^)=Spec(ç) : (X, ^)^(Y, (PY). On notera que 9 est entièrement déterminé
par <Iï, car on a par définition cp^F^) : nB^IYy ÇA)) == F (A).

Théorème (ï.7.3). — Soient (X, ̂ ), (Y, ̂ ) deux schémas affines. Pour qu'un morphisme
d'espaces annelés (^ 6) : (X, 0x)^(Y, Q^ soit de la forme C )̂, où y est un homomorphisme
d'anneaux : A(Y)->A(X), il faut et il suffit que, pour tout ^eX, Of soit un homomorphisme
local : O^^Q^
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Posons A==A(X),B=A(Y). La condition est nécessaire, car on a vu (i 6 i)
que^j est rhomomorphisme de B ,̂, dans A, déduit canoniquement de y. et par défi-
nition de "y(A:)=y ^jj, cet homomorphisme est local.

Prouvons que la condition est suffisante. Par définition, 6 est un homomorphisme
^Y-^.(^x)» et on en déduit canoniquement un homomorphisme d'anneaux

y=r(6) : B-r(Y,^)^r(Y,^))=r(x,(îy=A.
L'hypothèse sur QJ permet de déduire de cet homomorphisme, par passage aux

quotients, un monomorphisme 6" du corps des restes fe(^)) dans le corps des restes k(x)
tel que, pour toute section feF (Y, ̂ )=B, on ait ÔVOFM)) ==co(/)W. La relation
/(^))-o est donc équivalente à y(/)M=o, ce qui signifie que i^=j^, et s'écrit
encore 4^) =ay(^ pour tout xeX, ou ^"y. On sait aussi que le diagramme

B=r(Y,^r(x,^)==A
^ ^

B^—eT-"^
est commutatif (0, 3.7. z), ce qui signifie que 6j est égal à l'homomorphisme ̂  : B^)-»A,
déduit canoniquement de y (0, i .5. i). Comme la donnée des 6| caractérise complète^
ment 0^, et par suite aussi 0 (0, 3.7. i), on en conclut que l'on a 6 =^, par définition
de ^p (1.6.1) .

Nous dirons qu'un morphisme (^, 6) d'espaces annelés satisfaisant à la condition
de (1.7.3) est un morphisme de schémas affines.

Corollaire (1.7.4). — Si (X, 0^), (Y, 0y) sont deux schémas affines, il existe un isomor-
phisme canonique de l'ensemble de morphismes de schémas affines Hom((X, Oy^}, (Y, (Py)) sur
l'ensemble d'homomorphùmes d'anneaux de B dans A, où A==r((?x) et B==r(^y).

On peut encore dire que les foncteurs (Spec(A), A') en A et r(X, Qy^ en (X, (Px)
définissent une équivalence de la catégorie des anneaux commutatifs et de la catégorie
duale de la catégorie des schémas affines (T, I, 1.2).

Corollaire (1.7.5). — Si <p : B->A est surjectif, le morphisme correspondant ("9,'y') est
un monomorphisme d'espaces annelés (cf. (4.1.7)) .

On sait en effet que "y est injective (1.2.5), et comme y est surjectif, pour tout
xeX, <pj : B^^-^A^, qui se déduit de y par passage aux anneaux de fractions, est aussi
surjectif (0, i . 5. i ) ; d'où la conclusion (0, 4. i. i ).

§ 2. PRÉSCHÉMAS ET MORPHISMES DE PRÉSCHÉMAS

a.i. Définition des préschémas.

(2.1.1) Étant donné un espace annelé (X, 0^}, on dit qu'une partie ouverte V
de X est un ouvert affine si l'espace annelé (V, ^x|V) est un schéma affine (1.7.1).

Définition (2.1.2). — On appelle préschéma un espace annelé (X, 0^) tel que fout point de X
admette un voisinage ouvert affine.
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Proposition (2.1.3). — Si (X, ^x) est un préschéma, les ensembles ouverts affines forment
une base de la topologie de X.

En effet, si V est un voisinage ouvert quelconque de xeX, il existe par hypothèse
un voisinage ouvert W de x tel que (W, 0^[W) soit un schéma affine ; désignons par A
son anneau. Dans l'espace W, VnW est un voisinage ouvert de x; donc il existe feA
tel que D(/) soit un voisinage ouvert de x contenu dans VnW ( i . i. 10 (i)). L'espace
annelé (D(/), ^xP(/)) est alors un schéma affine d'anneau isomorphe à A^ (1.3.6)3
d'où la proposition.

Proposition (2.1.4). — L9 espace sous-jacent d^ un préschéma est un espace de Kolmogoroff.
En effet, si x, y sont deux points distincts d'un préschéma X, il est évident qu'il

existe un voisinage ouvert de l'un de ces points ne contenant pas l'autre si x, y ne sont
pas dans un même ouvert affine ; et s'ils sont dans un même ouvert affine, cela résulte
de (1.1.8).

Proposition (2.1.5). — Si (X, Qy^ est un préschéma, toute partie fermée irréductible de X
admet un point générique et un seul, et l'application x->[x^ est donc une bijection de X sur F'ensemble
de ses parties fermées irréductibles.

En effet, si Y est une partie fermée irréductible de X et jeY, et si U est un voisinage
ouvert affine dej dans X, Un Y est partout dense dans Y et est irréductible (0, 2. i . i
et 2. i .4) ; donc (i . i. 14), UnY est l'adhérence dans U d'un point x, et par suite YcU
est l'adhérence de x dans X. L'unicité du point générique de X résulte de (2.1.4) et
de (0, 2.1.3).

(2.1.6) Si Y est une partie fermée irréductible de X, y son point générique,
l'anneau local Qy se note aussi <?x/Y et s'appelle Vanneau local de X le long de Y, ou Vanneau
local de Y dans X.

Si X lui-même est irréductible et si x est son point générique, on dit encore que Q^
est Vanneau des fonctions rationnelles sur X (cf. § 7).

Proposition (2.1.7). — Si (X, (P^) est un préschéma, pour toute partie ouverte U de X,
l'espace annelé (U, ^xjU) est un préschéma.

Cela résulte aussitôt de la déf. (2 .1 .2) et de la prop. (2.1.3).
On dit que (U, ^xfU) est le préschéma induit sur U par (X, <î\), ou la restriction

de (X, ffy à U.
(2.1.8) On dit qu'un préschéma (X, fiy est irréductible (resp. connexe) si l'espace

sous-jacent X est irréductible (resp. connexe). On dit qu'un préschéma est intègre s'il est
irréductible et réduit (cf. (5.1.4)). On dit qu'un préschéma (X, fi?x) est localement intègre
si tout xeX admet un voisinage ouvert U tel que le préschéma induit sur U par (X, 0^)
soit intègre.

2.2. Morphismes de préschéœas.

Définition (2.2.1).— Étant donnés deux préschémas (X, C>^), (Y, ^y), on appelle morphisme
(de préschémas} de (X, ̂ ) dans (Y, 6?y) tout morphisme d'espaces annelés (^, 6) tel que, pour fout
xeX, 9J soif un homomorphisme local : 0^\-~>(0^
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Par passage aux quotients, l'application Qj : 0^->0^ donne donc un monomor-
phisme 633 : k(^[x}}->k[x), qui permet de considérer k{x) comme une extension du
corps fe(^M).

(2.3.2) Le composé (^ / / , Q " ) de deux morphismes de préschémas (^, 6) et (^/, Q ' ]
est encore un morphisme de préschémas, comme il résulte de la formule Q'^== 6^0^(6^)
(0, 3.5.5). On en conclut que les préschémas forment une catégorie ; suivant la notation
générale, on écrira Hom(X, Y) l'ensemble des morphismes d'un préschéma X dans un
préschéma Y.

Exemple (2.2.3). — Si U est une partie ouverte de X, l'injection canonique (0,
4 .1 .2) du préschéma induit (U, ^x|U) dans (X, ^x) est un morphisme de préschémas ;
c'est d'ailleurs un monomorphisme d'espaces annelés (et a fortiori un monomorphisme de
préschémas), comme il résulte aussitôt de (0, 4.1.1).

Proposition (2.2.4). — Soient (X, <?x) un préschéma, (S, (Pg) un schéma affine d'anneau A.
Il existe une correspondance biunivoque canonique entre les morphismes du préschéma (X, ^x) ^ans

le préschéma (S, 0^) et les homomorphismes de A dans V'anneau r(X, 6x)'
Notons d'abord que, si (X, 0^) et (Y, éy) sont deux espaces annelés quelconques,

un morphisme (^, 6) de (X, 6x) dans (Y, (îy) définit canoniquement un homomorphisme
d'anneaux r(6) : r(Y, ^y)-^r(Y, ^(^x))==r(X, Oy^). Dans le cas considéré, toutrevientà
voir qu'un homomorphisme quelconque cp : A->r(X, ^x) est de la forme r(9) pour un 6 et
un seul. Or, il y a par hypothèse un recouvrement (VJ de X par des ouverts affines;
par composition de <p avec l'homomorphisme de restriction r(X, ^x)~^C^ra3 ^xlVJ?
on obtient un homomorphisme y^ : A->-r(V^, ^xl^a); ci111 correspond à un morphisme
unique (^, 6J du préschéma (V^, ^x[VJ dans (S, 0^), en vertu de (1.7.3). En outre,
pour tout couple d'indices (a, (3), tout point de V^nV^ admet un voisinage ouvert affine W
contenu dans V^nV^ (2 .1 .3) ; il est clair qu'en composant 9^ et cpp avec les homomor-
phismes de restriction à W, on obtient le même homomorphisme F(S, ^g)->r(W, ^xl^O?
donc, en vertu des relations (6l)^= (9^)3; pour tout xeV^ et tout oc (i .6. i), les restrictions
à W des morphismes (^, 6J et (^, 63) coïncident. On en conclut qu'il y a un morphisme
d'espaces annelés (^, 6) : (X, (Px)-^(S, (^g) et un seul dont la restriction à chaque V^ est
(4aî ^a) et ^ est d^1" q110 ce morphisme est un morphisme de préschémas et est tel que
r(6)-y.

Soit u : A-»T(X, <?x) un homomorphisme d'anneaux, et soit y==(^ , 9) le mor-
phisme (X, 0^)->{S, ^g) correspondant. Pour tout /eA, on a

(^.4.1) r\W))=^
avec les notations de (0, 5.5.2) relatives au faisceau localement libre ^x- II suffit en
effet de vérifier cette formule lorsque X lui-même est affine, et alors elle n'est autre
que (1 .2 .2 .2 ) .

Proposition (2.2.5). — Sous les hypothèses ^(2.2.4), soient 9 : A->r(X, ^x) un homo"
morphisme d'anneaU) f: (X, (P^)~->-(S, (Pg) le morphisme de préschémas correspondant, ̂  (resp. S^)
un G^-Module (resp. un (!) y Module) quasi-cohérent et soit M===r(S,^). Il existe alors une

99



ioo A. G R O T H E N D I E C K Chap. 1

correspondance biunivoque canonique entre les f'morphismes ïF-^^ (0, 4.4. i) et les A-homomor-
phismes M->(F(X, ^))^.

En effet, en raisonnant comme dans (2.2.4), on est aussitôt ramené au cas où X
est affine et la proposition résulte alors de (1.6.3) et (1.3.8).

(2.2.6) On dit qu'un morphisme de préschémas (^, 6) : (X, (S^)-^(Y, 0^) est
ouvert {resp. fermé), si pour toute partie ouverte U de X (resp. toute partie fermée F de X),
^(U) est ouvert dans Y (resp. ^(F) fermé dans Y). On dit que (^, 6) est dominant si ^(X)
est dense dans Y, surjectif si ^ est surjectif. On notera que ces conditions ne font intervenir
que l'application continue ^.

Proposition (2.2.7). — Soient

f=^Q) : (X,^)--.(Y,^ g==W^'} : (Y,^)-^(Z, ^)

deux morphismes de préschémas.
(i) Si f et g sont tous deux ouverts (resp. fermés, dominants, surjectif s} y il en est de même

de gof.
(ii) Si f est surjectif y et si gof est fermé, g est fermé.
(iii) Si gof est surjectif, g est surjectif.
Les assertions (i) et (iii) sont évidentes. Posons gof=(^", Q"). Si F est fermé dans Y,

^""^(F) est fermé dans X, donc ^j//((j/~"l(F)) est fermé dans Z; mais comme ^ est surjectif;,
^(^(F^F, donc ^(^(F))^^), ce qui démontre (ii).

Proposition (2.2.8). — Soient f= (^, 6) un morphisme (X, ̂ --^tX ^y), (UJ un
recouvrement ouvert de Y. Pour que f soit ouvert (resp. fermé, surjectif, dominant), il faut et il suffit
que sa restriction à chacun des préschémas induits (^""^(UJ, ^xl^CUa)), considérée comme
un morphisme de ce préschéma induit dans le préschéma induit (U^ ^yl^a), soit ouvert (resp, fermé,
surjectif, dominant).

La proposition résulte aussitôt des définitions, tenant compte du fait qu'une
partie F de Y est fermée (resp. ouverte, dense) dans Y si et seulement si chacun des
ensembles FnLJ^ est fermé (resp. ouvert, dense) dans U^.

(2.2.9) Soient (X, (P^), (Y, (Py) deux préschémas ; on suppose que X et Y ont un
même nombre fini de composantes irréductibles X, (resp. Y^) (i < z< 72) ; soit Ç, (resp. ^)
le point générique de X, (resp. Y,) (2.1.5). On dit qu'un morphisme

/=(M):(X,^)^(Y^Y)

est birationnel si, pour tout i, ^(^^{Çj et 6| : 6? ^Q. est un isomorphisme. Il
^ -' S^ /^ ^ A

est clair qu'un morphisme birationnel est dominant (0, 2.1.8)3 donc surjectif s'il est aussi
fermé.

Convention de notations (2.2.10). — Dans toute la suite de cet ouvrage et lorsque cela
ne risquera pas de créer des confusions, nous supprimerons dans la notation d'un préschéma
(resp. d'un morphisme) le faisceau structural (resp. le morphisme de faisceaux struc-
turaux). Si U est une partie ouverte de l'espace sous-jacent d'un préschéma X, lorsqu'on
pariera de U comme d'un préschéma, il s'agira toujours du préschéma induit sur U.
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2.3. Recollement de préschémas.

(2.3.1) II résulte de la définition (2 .1 .2) que tout espace annelé obtenu par recol-
lement de préschémas (0, 4.1.6) est encore un préschéma. En particulier, puisque tout
préschéma admet par définition un recouvrement formé d'ensembles ouverts affines,
on voit que tout préschéma peut s'obtenir par recollement de schémas affines,

Exemple (2.3.2). — Soient K un corps, B=K[>], C==Kp] deux anneaux de
polynômes à une indéterminée sur K, et soient Xi==Spec(B), X,==Spec{C), qui sont
deux schémas affines isomorphes. Dans X^ (resp. X^), soit Up, (resp. U^) l'ouvert
affine D(J) (resp. D(^) dont l'anneau B, (resp. G,) est formé des fractions rationnelles
de la forme /(^/^ (resp. ^)/f1) avec /€=B (resp. geC). Soit ^ Pisomorphisme de
préschémas U^U^ correspondant (2.2.4) à Fisomorphisme de B sur G qui, à/^)/^
fait correspondre la fraction rationnelle /(i/^)/(i/f1). On peut recoller X^ et X^ le long
de U^ et U^ au moyen de u^, car il n'y a évidemment pas de condition de recollement.
Nous retrouverons plus tard le préschéma X ainsi obtenu comme cas particulier d'une
méthode de construction générale (H, 2.4.3). Montrons seulement ici que X n'est pas
un schéma affine', cela résultera de ce que l'anneau F(X, G^) est isomorphe à K, donc a un
spectre réduit à un point. En effet, une section de 0^ au-dessus de X a une restriction
au-dessus de X^ (resp. Xg), identifié à un ouvert affine de X, qui est un polynôme f{s)
(resp. g{t)), et il résulte des définitions que l'on doit avoir g(t]===.f{îjt}, ce qui n'est
possible que si f==geïi.

2.4. Schémas localâx.

(2.4.1) On appelle schéma local un schéma affine dont l'anneau A est local ; il
existe alors dans X==Spec(A) un seul point fermé a, et pour tout autre point beX, on a
aE{b} (1.1.7).

Pour tout préschéma Y et tout point y e Y, le schéma local Spec(^) est appelé
le schéma local de Y au pointa. Soient V un ouvert affine de Y contenante B l'anneau du
schéma affine V ; Oy s'identifie canoniquement à By (1.3.4)3 et l'homomorphisme
canonique B-^B^ correspond par suite (1.6.1) à un morphisme de préschémas
Spec(fiy~->V. Si on compose ce morphisme avec l'injection canonique V->Y, on
obtient donc un morphisme Spec(^)-^Y, qui est indépendant de l'ouvert affine V
(contenant y ) choisi : en effet, si V est un second ouvert affine contenante, il existe
un troisième ouvert affine W contenante et tel que WcVnV (2. i .3) ; on peut donc se
limiter au cas où VcV, et si B' est l'anneau de V, tout revient à remarquer que le diagramme

B'-^B
\/
^

est commutatif (0, 1.5.1). Le morphisme
Spec(^Y

ainsi défini est dit canonique.
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Proposition (2.4.2). — Soit (Y, 0y) un préschéma; pour tout jyeY, soit (^,6) le
morphisme canonique (Spec(^), ^)->(Y, ^y). Alors ^ est un homéomorphisme de Spec(^)
sur le sous-espace S^ de ^ formé des z tels que je{<;} (autrement dit, des générisa fions dey
(0, 2 .1 .2 ) ) ; en outre, si ^=^(p), 6J : ^->(^)p est un isomorphisme ; (^ 6) est donc un
monomorphisme d'espaces annelés.

Comme l'unique point fermé a de Spec(^) est adhérent à tout point de cet espace,
et que A(û) =j, l'image de Spec(^y) par l'application continue ^ est contenue dans Sy.
Comme Sy est contenu dans tout ouvert affine contenante on peut se ramener au cas
où Y est un schéma affine ; mais dans ce cas la proposition résulte de (1.6.2).

On voit donc (2 .1 .5 ) qu'il y a correspondance biunivoque entre Spec(^) et l'ensemble des
parties fermées irréductibles de Y contenante.

Corollaire (2.4.3). — Pour que j^eY soit le point générique d'une composante irréductible
de Y, il faut et il suffit que le seul idéal premier de Vanneau local G y soit son idéal maximal (autrement
dit, que (Oy soit de dimension ^éro).

Proposition (2.4.4). — Soient (X, (9^) un schéma local d'anneau A, a son unique point
fermé, (Y, <î?y) un préschéma. Tout morphisme u=(^,Q) : (X, 0^) ->• (Y, ̂ y) se factorise de façon
unique en X->Spec(^^))->Y, où la seconde flèche désigne le morphisme canonique, et la première
correspond à un homomorphisme local <î^->A. Cela établit une correspondance biunivoque canonique
entre l'ensemble des morphismes (X, 0^)->ÇÎ, (Py) et l'ensemble des homomorphismes locaux
^->A (^eY). _ ___

En effet, pour tout xeXy on a ae{x), donc ^(a) e{^(^)}, ce qui prouve
que ^(X) est contenu dans tout ouvert affine contenant ^(û). On peut donc se ramener
au cas où (Y, 0y) est un schéma affine d'anneau B, et on a alors u== (^p,^), où
yeHom(B,A) (1.7.3). En outre, on a ç""1 )̂ ^i^a)? et P211" smte l'image par ç de
tout élément de B—j,^ est inversible dans l'anneau local A $ la factorisation de
l'énoncé résulte donc de la propriété universelle des anneaux de fractions (0, 1.2.4).
Inversement, à tout homomorphisme local (By~>A. correspond un morphisme unique
(4/3 6) : X->Spec(fiy) tel que ^(a)==j (1.7.3), et en le composant avec le morphisme
canonique Spec(^) ->Y, on obtient un morphisme X-^Y, ce qui achève de démontrer
la proposition.

(2.4.5) Les schémas affines dont l'anneau est un corps K ont un espace sous-jacent
réduit à un point. Si A est un anneau local d'idéal maximal m, tout homomorphisme
local A-»K a un noyau égal à m, donc se factorise en A->A/m-^K, où la seconde
flèche est un monomorphisme. Les morphismes Spec(K)-»Spec(A) correspondent
donc biunivoquement aux monomorphismes de corps A/m-^K.

Soit (Y, fly un préschéma ; pour tout je Y et tout idéal ciy de Gy, rhomomorphisme
canonique Qy-^Qy^y définit un morphisme Spec(^/^)->Spec(^) ; si on le compose
avec le morphisme canonique Spec(^)~^Y, on obtient un morphisme Spec(^/ûy)-^Y,
dit encore canonique. Pour ay==m^ c'est-à-dire ^/a^=fe(^), la prop. (2.4.4) entraîne
donc :

102



§ 2 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 103

Corollaire (2.4.6).— Soient (X, 0^) un schéma local dont l'anneau est un corps K, ̂  l'unique
point de X, (Y, (Py) un préschéma. Tout morphisme u : (X, ^x)-->(Y, ^y) se factorise de façon
unique en X-»Spec(^(^(Ç)))->Y, où ^ seconde flèche désigne le morphisme canonique, et la
première correspond à un monomorphisme fe(^(Ç))->K. Cela établit une correspondance biunivoque
canonique entre l'ensemble des morphismes (X, fî ) -> (^ ^y) et l'ensemble des monomorphismes
fe(j;)-.K(^Y).

Corollaire (2.4.7). — Po r̂ tout j^eY, ̂  morphisme canonique Spec(^/a^)->Y ^
zm monomorphisme d^ espaces annelés.

On Fa déjà vu lorsque (Xy==o (2 .4 .2)3 et il suffit d'appliquer (1.7.5).
Remarque (2.4.8). — Soient X un schéma local, a son unique point fermé. Comme

tout ouvert affine contenant a est nécessairement X tout entier, tout 0^-M.odnle inversible
(0, 5 .4 . i ) est nécessairement isomorphe à 0^ (ou, comme on dit encore, est trivial}.
Cette propriété n'a pas lieu en général pour un schéma affine quelconque Spec(A) ;
on verra au chap. V que si A est un anneau normal, elle est vraie lorsque A estfactoriel.

2.5. Préschémas au-dessus cTiisi préschéma.
Définition (2.5.1). — Étant donné un préschéma S, on dit que la donnée d5 un préschéma X

et i^ un morphisme de préschémas y : X-»S définit un préschéma X au-dessus du préschéma S,
ou un S-préschéma ; on dit que S est le préschéma de base du S-préschéma X. Le morphisme 9 est
appelé le morphisme structural du S-préschéma X. Lorsque S est un schéma affine d'anneau A, on dit
aussi que X muni de y est un préschéma au-dessus de l'anneau A (ou un A-préschéma).

Il résulte de (2.2.4) que la donnée d'un préschéma au-dessus d'un anneau A
équivaut à la donnée d'un préschéma (X, 6^) dont le faisceau structural 0^ est un faisceau
de A-algèbres. Un préschéma quelconque peut donc toujours être considéré de façon unique comme
un î-préschéma,

Si y : X->S est le morphisme structural d'un S-préschéma X, on dit qu'un point
xeX est au-dessus d'un point s G S si ç(^)==^. On dit que X domine S si 9 est un
morphisme dominant (2.2.6).

(2.5.2) Soient X, Y deux S-préschémas ; on dit qu'un morphisme de préschémas
u : X->-Y est un morphisme de préschémas au-dessus de S (ou un ^-morphisme) si le diagramme

X^Y
\ /

S

(où les Ûèches obliques sont les morphismes structuraux) est commutatif : cela entraîne
que pour tout se S et tout xeX. au-dessus de s, u[x) doit aussi être au-dessus de s.

Cette définition montre aussitôt que le composé de deux S-morphismes est un
S-morphisme ; les S-préschémas forment donc une catégorie.

On notera Homg(X, Y) l'ensemble des S-morphismes d'un S-préschéma X dans
un S-préschéma Y ; le morphisme identique d'un S-préschéma X sera désigné par ix.

Lorsque S est un schéma affine d'anneau A, on dira aussi A-morphisme au lieu
de S-morphisme.
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(2.5.3) Si X est un S-préschéma, v : X'—X un morphisme de préschémas, le
morphisme composé X'-^-X—S définit X' comme S-préschéma ; en particulier, tout
préschéma induit sur un ouvert U de X peut être considéré comme un S-préschéma au
moyen de l'injection canonique.

Si u : X->Y est un S-morphisme de S-préschémas, la restriction de u à tout
préschéma induit sur un ouvert U de X est donc un S-morphisme U->-Y. Inversement,
soit (UJ un recouvrement ouvert de X et pour chaque a, soit u^ : U^->-Y un S-morphisme;
si, pour tout couple d'indices (a, ?), les restrictions de u^ et de u^ à U^nUp coïncident,
il existe un S-morphisme X~>Y et un seul dont la restriction à chaque U^ soit u^

Si u : X-^Y est un S-morphisme tel que ^(X)cV, où V est une partie ouverte
de Y, alors u, considéré comme morphisme de X dans V, est encore un S-morphisme*

(2.5.4) Soit S'~>S un morphisme de préschémas; pour tout S'-préschéma, le
morphisme composé X—^S'—^S définit X comme S-préschéma. Inversement, supposons
que S' soit le préschéma induit sur un ouvert de S ; soit X un S-préschéma et supposons
que le morphisme structural / : X->S soit tel que l'on ait f(X)cS' ; alors on peut
considérer X comme un S'-préschéma. Dans ce dernier cas, si Y est un S-préschéma
dont le morphisme structural applique aussi l'espace sous-jacent dans S', tout S-morphisme
de X dans Y est aussi un S'-morphisme.

(2.5.5) Si X est un S-morphisme, 9 : X-^S le morphisme structural, on appelle
S-section de X un S-morphisme de S dans X, c'est-à-dire un morphisme de préschémas
îp : S->-X tel que ço^ soit l'identité de S. On désigne par F(X/S) l'ensemble des
S-sections de X.

§ 3. PRODUIT DE PRÉSCHÉMAS
3.1. Somme de préschémas.

Soit (XJ une famille quelconque de préschémas , soit X un espace topologique
somme des espaces sous-jacents X^ ; X est alors réunion de sous-espaces ouverts deux à
deux disjoints X^, et pour chaque oc il y a un homéomorphisme ç^ de X^ sur X'^ Si on
munit chacun des X,, du faisceau (çj^x^ il est clair que X devient un préschéma,
qu'on appelle somme de la famille de préschémas (XJ et que l'on note LIX^ Si Y est

%
un préschéma, l'application /-^C/oyJ est une bijection de l'ensemble Hom(X, Y) sur
l'ensemble produit nHom(X^ Y). En particulier, si les X,, sont des S-préschémas, de
morphismes structuraux ^, X est un S-préschéma pour l'unique morphisme ^ : X~^S
tel que ^o<p^==^ pour tout oc. La somme de deux préschémas X, Y se note XiiY. Il
est immédiat que si X=Spec(A), Y=Spec(B), XuY s'identifie canoniquement à
Spec(AxB).

3.2. Produit de préschémas»

Définition (3. s. i). — Étant donnés deux S'fréschémas X, Y, on dit qu'un triplet (Z, p^p^
formé d'un S'fréschéma Z et de deux ^morphismes A : Z-^X, j&g : Z">Y, est un produit des
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S-préschémas X et Y, si, pour tout S-préschéma T, l'application f-^ (p,of, p,of) est une bijection de
l ensemble des S-morphismes de T dans Z, sur l'ensemble des couples formés d'un S-morphisme
T^X et d'un S-morphisme T-S.Y (autrement dit, une bijection

Homg(T, Z) ̂  Homg(T, X) xHomg(T, Y))

II s'agit donc là de la notion générale de produit de deux objets d'une catégorie
appliquée à la catégorie des S-préschémas (T, I, 1.1) ; en particulier, un produit de
deux S-préschémas est unique à un S-isomorphisme unique près. En raison de cette unicité,
on désigne le plus souvent un produit de deux S-préschémas X, Y par la notation X X gY
(ou simplement XxY si aucune confusion n'est à craindre), les morphismes A, A
(appelés les projections canoniques de XXgY dans X et Y respectivement) étant supprimés
de la notation. Si g : T-^X, h : T->Y sont deux S-morphismes, on désignera par (g, A) g,
ou simplement Çg, h) le S-morphisme /: T^XXgY tel que A°/=,?,A°/=A. Si X', Y'
sont deux S-préschémas, p[, A les projections canoniques de X' XgY' (supposé exister),
u : X'-^X, v : Y'-^Y deux S-morphismes, on écrira uXgP (ou simplement uxv) le
S-morphisme {uop[, po^)g de X'XgY' dans XXgY.

Lorsque S est un schéma affine d'anneau A, on remplace souvent S par A dans
les notations précédentes.

Proposition (3.2.2).— Soient X, Y, S trois schémas affines, B, G, A leurs anneaux respectifs.
Soient Z=Spec(B®AC),A, A les S-morphismes correspondant (2. a. 4) aux A-homomorphismes
canoniques u : b^b®i et v : c^i®c de B et G dans B®^C ; alors (Z, A, A) est un
produit de X et Y.

En vertu de (2.2.4), tout revient à vérifier que si, à tout A-homomorphisme
/ : B®AG->L (où L est une A-algèbre), on associe le couple (fou, fov), on définit une
bijection Hom^B®^, L) ̂  Hom^B, L) xHom^G, L) (i), ce qui résulte immédiate-
ment des définitions et de la relation b®c= Çb®i){i®c).

Corollaire (3.2.3).— Soient T un schéma affine d'anneau D, ^{"p,^) (resp. (î=(a<T,'"S'))
un S-morphisme T-^X (resp. T^Y), où p (resp. a) est un A-homomorphisme de B (resp. C)
dansD;alors^(a, p)g=(»T,T), où T est l'homomorphisme Î®^D tel que -r(é®c)=p(6)<j(c).

Proposition (3.2.4). — Soient f:S'->S un monomorphisme de préschémas (T, I, i. i),
X, Y deux S'-préschémas, qui sont considérés aussi comme S-préschémas au moyen def. Tout produit
des S-préschémas X, Y est alors un produit des S'-préschémas X, Y et réciproquement.

Soient y : X-.S', ^ : Y->S' les morphismes structuraux. Si T est un S-préschéma,
" : T-^x> v '• T->Y deux S-morphismes, on a par définition foyou =fo^oy==Q, morphisme
structural de T; l'hypothèse sur/entraîne <poM=i),oz»=6', et on voit qu'on peut consi-
dérer T comme S'-préschéma de morphisme structural 6', u et v comme des S'-morphismes.
La conclusion de la proposition en résulte immédiatement, compte tenu de (3.2.1).

Corollaire (3.2.5). — Soient X, Y deux S-préschémas, y : X^S, ^ : Y-^S leurs
morphismes structuraux. S' une partie ouverte de S telle que <p(X) cS', 4<(Y) cS'. Tout produit
des S-préschémas X, Y est aussi un produit des S'-préschémas X, Y, et réciproquement.

(1) La notation Hom^ désigne ici l'ensemble des homomorphismes de A-algèbres.
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II suffit d'appliquer (3.2.4) à l'injection canonique S'-^S.
Théorème (3.2.6). — Étant donnés deux S-préschémas X, Y, il existe un produit XXgY.
Nous procéderons en plusieurs étapes.
Lemme (3.2.6.1). — Soient (Z, p, q) un produit de X et Y, U, V des parties ouvertes

de X, Y respectivement. Si on pose V^J ==. p~~1 (\J) n^^V), le triplet formé de W et des restrictions
de p et q à W (considérées comme des morphismes W->U, W—-V respectivement)
est un produit de U et V.

En effet, si T est un S-préschéma, on peut identifier les S-morphismes T—^W
et les S-morphismes T—^Z appliquant T dans W. Si alors g : T->U, h : T-^V sont
deux S-morphismes quelconques, on peut les considérer comme des S-morphismes de T
dans X et Y respectivement, et par hypothèse il y a donc un S-morphisme et un seul
/: T->Z tel que g==pof, h=qof. Comme j&(/(T)) cU, <z(/(T)) cV, on a

fmcp-Wnq-W^

d'où notre assertion.
Lemme (3.2.6.2). — Soient Z un S-préschéma, p : Z->X, q : Z->Y deux S-morphismes,

(UJ un recouvrement ouvert de X, (V\) un recouvrement ouvert de Y. On suppose que pour tout
couple (a, X), le S-préschéma W^^j^^UJ t^q^ÇV^) et les restrictions de p et q à W^
constituent un produit de U^ et de V\. Alors (Z, p, q) est un produit de X et Y.

Montrons d'abord que, si f^ f^ sont deux S-morphismes T->Z, les relations
Pofl=Po.f2 et <lofl=(lof2 entraînent/i=/2. En effet, Z est réunion des W^, donc les
/F^^ax) forment un recouvrement ouvert de T, et il en est de même des /^(^ax)- En
outre, on a

/r^wj -/r^-W) ̂ /r^-TO) =f.\p-\v^ n/r-1^-1^)) =/^(wj
par hypothèse, et tout revient à voir que les restrictions de/i et/g à f^ÇW^^f^ÇW^)
sont identiques pour tout couple d'indices. Mais comme ces restrictions peuvent être
considérées comme des S-morphismes de /F^^ax) dans W^, notre assertion résulte des
hypothèses et de la déf. (3.2.1).

Supposons maintenant donnés deux S-morphismes g : T->X, h : T->Y. Posons
Tax=<?~l(UJnA—l(V\) ; les T^ forment un recouvrement ouvert de T. Par hypothèse,
il existe un S-morphisme/^ tel que pof^ et qof^ soient les restrictions respectives de g et h
à T^. En outre, montrons que les restrictions de f^ et de f^ à T^nT^ coïncident, ce
qui achèvera de prouver (3.2.6.2) . Or, les images de T^nT^ par/^ et par/^ sont
contenues dans W^nWp^ par définition. Comme

W^nWp^-^nUp) nrWnV,)

il résulte de (3.2.6.1) que W^nWp^ et les restrictions à ce préschéma dep et q consti-
tuent un produit de U^nUp et de V^nV^. Comme pof^ et pof^ coïncident dans
^À01^ et qu'il en est de même de qof^ et qof^, on voit que f^ et f^ coïncident
dans T^nT^, c.q.f.d.
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(3.2.6.3) Soient (UJ un recouvrement ouvert de X, (V^) un recouvrement ouvert de Y,
et supposons que pour tout couple (oc, À), î7 existe un produit de V^ et de V^; alors il existe un
produit de X et Y.

Appliquant le lemme (3.2.6.1) aux ouverts U^nUp et V^nV^, on voit qu'il
existe un produit des S-préschémas induits respectivement par X et Y sur ces ouverts ;
en outre, l'unicité du produit montre que, si on pose î'==(oc, À), J=((B, [i), il y a un
isomorphisme canonique h^ (resp. h^ de ce produit sur un S-préschéma W,, (resp. W,,)
induit par U^XgV^ (resp. UpXgV^) sur un ouvert ;/,= h,^1 est donc un isomor-
phisme de W^ sur W^. En outre, pour un troisième couple k= (y, v), on a f^=f^of.^
dans W^nW^., comme il résulte de F application de (3.2.6. i) aux ouverts U^nU^nU^
et V\nV^nV\, dans Up et V^ respectivement. Il y a par suite un préschéma Z, un recou-
vrement ouvert (Z,) de l'espace sous-jacent à Z et pour chaque i un isomorphisme ^
du préschéma induit Z, sur le préschéma U^ X gV^, de sorte que pour tout couple (i,j),
on ait fij== êi°^1 ( 2 . 3 - I ) ; de plus, on a ^(Z,nZ,) =W^.. Si j^, ^, 6, sont les projections
et le morphisme structural du S-préschéma U^ X gV\, on constate aussitôt que p,og^ =p -og.
dans Z.nZy, et de même pour les deux autres morphismes. On peut donc définir des
morphismes de préschémas p : Z->X (resp. q : Z-^Y, 6 : Z-^S) par la condition que p
(resp. q, 6) coïncide avec p,og, (resp. q,og^ 6,0^) dans chacun des Z, ; Z, muni de 6, est
alors un S-préschéma. Montrons maintenant que Z^^^UJ n^^V^) est égal à Z,.
Pour tout indice j= (p, pi), on a Z,nZ, ̂ ^(^(UJ n^V,)). Or,

^(UJ n^V,) = (̂U,nUp) n^V.nVJ ;

en vertu de (3.2.6.1), les restrictions de py et .̂ à ^(UJny^^V^) définissent sur ce
S-préschéma une structure de produit de U^nUp et V^nV^ ; mais l'unicité du produit
entraîne alors que ^(UJ n^V^ ==W,,. On a par suite Z^nZ^Z^nZ, pour tout j,
d'où Z,'=Z,. On déduit alors de (3.2.6.2) que (Z, ^, ^r) est un produit de X et Y.

(3.2.6.4) Soient 9 : X->S, ^ : Y->S /^ morphismes structuraux de X ^ Y, (S,) un
recouvrement ouvert de S, et posons X^ç^S,), Y^^-^S,). Si chacun des produits X, X gY,
existe, alors X X gY existe.

D'après (3.2.6.3), tout revient à prouver que les produits X.XgY. existent
quels que soient i etj. Posons X^X.nX^ç-^nS,), Y^Y.nY^-^nS,) ; en
vertu de (3.2.6.1), le produit Z^=X^XgY^ existe. Notons maintenant que si T
est un S-préschéma et si g : T->X,, h : T-^Yy. sont des S-morphismes, on a nécessairement
PC^Wî^WT^cS.nS, d'après la définition d'un S-morphisme, donc g(T) cX^. et
A(T) cY^.; il est alors immédiat que Z^ est un produit de X, et Y..

(3.2.6.5) Nous pouvons maintenant achever de démontrer le th. (3.2.6). Si S
est un schéma affine, il y a des recouvrements (UJ, (V^) de X et Y respectivement, formés
d'ouverts affines; comme U^ X gV^ existe en vertu de (3.2.2), il en est de même de
X x gY par (3.2.6.3). Si S est un préschéma quelconque, il y a un recouvrement (SJ
de S formé d'ouverts affines. Si 9 : X->S, ^ : Y->S sont les morphismes structuraux,
et si on pose X^y"^), Y^^^S,), les produits X, X g.Y, existent d'après ce qui
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précède $ mais alors les produits X .̂ X gY .̂ existent aussi (3.2.5), donc il en est de même
de X X g Y par (3.2.6.4).

Corollaire (3.2.7). — Soient Z = = X X g Y le produit de deux S-préschémas, p, q les
projections de Z dans X et Y, 9 (resp. ^) le morphisme structural de X (resp. Y). Soient S7 une
partie ouverte de S, U (resp. V) une partie ouverte de X (resp. Y) contenue dans (p^S')
(resp. ^^(S')). Alors le produit U X g'V s'identifie canoniquement au préschéma induit par Z sur
^'^(U^n^'^V) (considéré comme S'-préschéma). En outre, si f: T-^X, g : T->Y sont des
S-morphismes tels que /(T) cU, g(T) cV, le S'-morphisme (/, g)^. s'identifie à la restriction de
(/, g)s à ^(U^-W

Cela résulte de (3.2.5) et (3.2.6. i).
(3.2.8) Soient (XJ, (Y^) deux familles de S-préschémas, X (resp. Y) la somme

de la famille (XJ (resp. (Y^)) (3.1). Alors X X gY s'identifie à la somme de la famille
(X^XgY^) $ cela résulte aussitôt de (3.2.6.3).

3.3. Propriétés formelles du produit; changement de préschéma de base.

(3.3.1) Le lecteur remarquera que toutes les propriétés énoncées dans cette
section, sauf (3.3.13) et (3.3.15)3 sont valables sans modification dans toute catégorie,
chaque fois que les produits qui interviennent dans les énoncés existent (car il est clair
que les notions de S-objet et de S-morphisme peuvent se définir exactement comme
dans (2.5) pour tout objet S de la catégorie).

(3.3.2) En premier lieu, X X gY est un bifoncteur covariant en X et Y dans la
catégorie des S-préschémas : il suffit en effet de remarquer que le diagramme

X x Y ^ X ' x Y ^ X ' x Y
^ [ ^
X————>X'————>X"

f f
est commutatif.

Proposition (3.3.3). — Pour tout S-préschéma X, la première (resp. seconde) projection
de X X gS (resp. S X gX) est un isomorphisme fonctoriel de X X gS (resp. S X gX) sur X,
dont P isomorphisme réciproque est (ix, 9) g (resp. (9, ix)s)î en désignant par 9 le morphisme
structural X->S; on peut donc écrire, à un isomorphisme canonique près

.2v X gO == o X g-^-=== -<<Y.

Il suffit de prouver que le triplet (X, ix? 9) est un produit de X et S. Or, si T est
un S-préschéma, le seul S-morphisme de T dans S est nécessairement le morphisme
structural ^ : T-^S. Si y est un S-morphisme de T dans X, on a nécessairement ^==<po/,
d'où notre assertion.

Corollaire (3.3.4). — Soient X, Y deux S-préschémas, ( p : X — > - S , ^ : Y - > S leurs
morphismes structuraux. Si on identifie canoniquement X û X X g S et Y à Sx gY, les projections
X X gY-^X et X X gY->Y s'identifient respectivement à i x X ^ et 9 X 1 y

La vérification est immédiate et laissée au lecteur.
(3 •3-5) O11 P^ définir de la même manière que dans (3.2) le produit d'un
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nombre fini quelconque n de S-préschémas, l'existence de ces produits résulte de (3.2.6)
par récurrence sur n, en remarquant que (X^ X gXg X . . . X s^n-i) X s^n satisfait à la
définition du produit. L'unicité du produit entraîne, comme dans toute catégorie, ses
propriétés de commutativité et à^associativité. Si, par exemple, p^ p^ p^ désignent les projec-
tions de X^ X Xg X X3, et si on identifie ce préschéma à (X^ X Xg) X X3, la projection
dans X^ X Xg est identifiée à Q&p p^) g.

(3.3.6) Soient S, S ' deux préschémas, 9 : S'->S un morphisme, qui fait de S '
un S-préschéma. Pour tout S-préschéma X, considérons le produit Xx gS', et soient^
et n' ses projections dans X et S' respectivement. Muni de TT', ce produit est un S'-pré-
schéma ; quand on le considère comme tel, on le désigne par X(g« ou X/^, et on dit que
c'est le préschéma obtenu par extension du préschéma de base de S à S7, au moyen du mor-
phisme <p, ou Vimage réciproque de X par <p. On notera que si n est le morphisme structural
de X, 6 le morphisme structural de X X gS7, considéré comme S-préschéma, le diagramme

est commutatif.
(3.3.7) Avec les notations de (3.3.6), pour tout S-morphisme f : X->Y, on note

encore f^^ le S'-morphisme f x ^ î : X^->Y(g), et on dit que f^,^ est Vimage réciproque
du morphisme f par 9. X^ est donc un fondeur covariant en X, de la catégorie des
S-préschémas dans celle des S'-préschémas.

(3.3.8) Le préschéma X(g/) peut encore être considéré comme solution d'un
problème d^ application universelle : tout S'-préschéma T est aussi un S-préschéma au moyen
de 9 ; tout S-morphisme g : T->X s'écrit alors d'une seule manière g==p°f, où f est
un S'-morphisme T-»X(g.), comme il résulte de la définition du produit appliquée
aux S-morphismes f et ^ : T->S' (morphisme structural de T).

Proposition (3.3.9) (« transitivité de l'extension des préschémas de base »). —
Soient S" un préschéma, ç' : S"->S' un morphisme. Pour tout S-préschéma X, il existe un isomor-
phisme canonique fonctoriel du S'f-préschéma (X^)^ sur le S''-préschéma X^^.

En effet, soient T un S "-préschéma, ^ son morphisme structural, g un S-morphisme
de T dans X (T étant considéré comme S-préschéma de morphisme structural cpocp'o^).
Comme T est aussi un S'-préschéma de morphisme structural 9'0^5 on peut écrire
g==pog\ où g ' est un S'-morphisme T->X^, puis g ' = = p ' ° g " , où g " est un S"-mor-
phisme T->(X^)(^ :

^^^v)^ ^(v))^)

n | n' \ n9 \

s<-s'^—s"
<p <p'
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D'où la proposition en raison de l'unicité de la solution d'un problème d'application
universelle.

Ce résultat s'exprime encore en écrivant l'égalité (à un isomorphisme canonique
près) (X^)(g.)=X(g.), si aucune confusion n'est à craindre, ou encore

(3.3.9.1) (XXgS^Xg/S^XXgS" ;

le caractère fonctoriel de l'isomorphisme défini dans (3.3.9) s'exprime de même par la
formule de transitivité des images réciproques de morphismes

(3.3-9.2) (f^)^=f^

pour tout S-morphisme f : X—»-Y.
Corollaire (3.3.10). — Si X et Y sont deux S-préschémas, il existe un isomorphisme

canonique fonctoriel du S'-préschéma X^x S'Y(S') sur le S'-préschéma (Xx sY)(s')-
En effet, on a, à des isomorphismes canoniques près

(XXgS / )Xg . (YXgS / )=XXg(YXgS / )= (XXgY)XgS /

en vertu de (3.3.9.1) et de l'associativité des produits de S-préschémas.
Le caractère fonctoriel de l'isomorphisme défini dans (3.3.10) s'exprime par la

formule

(3 .3 .10.1) (^g/), v^)^={(u, y) g) (g,)

pour tout couple de S-morphismes u : T-^X, v : T->Y.
En d'autres termes, le foncteur image réciproque X(g.) commute à la formation des

produits, il commute aussi à la formation des sommes (3.2.8).
Corollaire (3.3.11). — Soient Y un S-préschéma, f : X->Y un morphisme qui fait de X

un Y-préschéma (et par suite aussi un S-préschéma). Le préschéma X/g.) s'identifie alors au produit
XXyY^, la projection XXy^g^-^Y^ s'identifiant à f^y

Soit 4» : Y->S le morphisme structural de Y ; on a le diagramme commutatif
.,^) t^
0 <— ^s')^— ^(s')

S^—Y<——X^ /

Or Y^) s'identifie à S^, et X(g.) à S^ ; tenant compte de (3.3.9) et de (3.3.4), on
en déduit le corollaire.

(3.3.12) Soient f : X-^X', g : Y->V deux S-morphismes qui sont des mono-
morphismes de préschémas (T, I, 1.1) ; alors fx^g est un monomorphisme. En effet, si p
et q sont les projections de XXgY, p ' , q ' celles de X'XgY7 , u, v deux S-morphismes
T->XXgY, la relation {fx^g)ou== (fx^g)ov entraîne p'o(fx sg)°u==p'o{fx g^)oy,
autrement dit fopou==fopoy, et comme f est un monomorphisme, pou==pov\ utilisant
le fait que g est un monomorphisme, on obtient de même qou == qov, d'où u = v.
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II en résulte que pour toute extension S'->S du préschéma de base,

/(S') : ̂ W^S')

est un monomorphisme.
(3.3.13) Soient S, S7 deux schémas affines d'anneaux respectifs A, A7 ; un mor-

phisme S'->S correspond donc à un homomorphisme d'anneaux A-^A'. Si X est
un S-préschéma, on notera alors aussi X^ ou X®^V le S'-préschéma X^g^ ; lorsque X
est lui-même affine d'anneau B, X^ est affine d'anneau B^/^Bçx^A7 obtenu par
extension à A' de l'anneau des scalaires de la A-algèbre B.

(3.3.14) Avec les notations de (3.3.6), pour tout S-morphisme f : S'—^X,f'=={/, i g / ) g
est un S-morphisme S / -»X /==X/gn tel que p^f'^f^ T:lof / = = : Is '5 autrement dit une
^'-section de X7 ; et réciproquement si // est une telle S'-section, f==pof' est un
S-morphisme S'-^X. On définit donc ainsi une correspondance biunivoque canonique

Homg(S', X) ^Homg,(S', X')

On dit que f est le morphisme graphe dey, et on le désigne par F..
(3.3.15) Étant donné un préschéma X, qu'on peut toujours considérer comme

un Z-préschéma, il résulte en particulier de (3.3.14) que les ^.-sections de X®zZ[T]
(où T est une indéterminée) correspondent biunivoquement aux morphismes Z[T]—^X.
Montrons que ces X-sections correspondent biunivoquement aussi aux sections du faisceau
structural 0^ au-dessus de X. En effet, soit (UJ un recouvrement de X par des ouverts
affines ; soit u : X—^X®zZ[T] un X-morphisme et soit u^ sa restriction à U^ ; si A^ est
l'anneau du schéma affine U^, U^®zZ[T] est un schéma affine d'anneau A^[T] (3.2.2) ,
et ^ correspond canoniquement à un A^-homomorphisme A^[T]—^A^ (1.7.3) . Or,
un tel homomorphisme est complètement déterminé par la donnée de l'image de T
dans A^, soit s^eA^== r(U^, ^x)? e^ sl on ecr1^ q^ 1̂  restrictions de u^ et de Un à un
ouvert affine VcU^nUp coïncident, on voit aussitôt que s^ et s^ coïncident dans V;
donc la famille (^) est formée des restrictions aux U^ d'une section s de (9^ au-dessus
de X ; et réciproquement, il est clair qu'une telle section définit une famille (^J de
morphismes qui sont les restrictions aux U^ d'un X-morphisme X->-X®^Z[TJ. Ce
résultat sera généralisé dans II, 1.7.12.

3.4. Points d'un préschéma à valeurs dans un préschéma ; points géométriques.

(3.4.1) Soit X un préschéma ; pour tout préschéma T, on note encore X(T)
l'ensemble Hom(T, X) des morphismes T—>X, et les éléments de cet ensemble sont
aussi appelés points de X à valeurs dans T. Si on associe à tout morphisme f : T-^T"
l'application u'->u'of de X(T7) dans X(T), on voit que, pour X fixé, X(T) est un
foncteur contravariant en T, de la catégorie des préschémas dans celle des ensembles. En
outre, tout morphisme de préschémas g : X->Y définit un homomorphisme fonctoriel
X(T)->Y(T), faisant correspondre gov à yeX(T).

(3.4.2) Étant donnés trois ensembles P, Q, R et deux applications <p : P->R,
^ : Q-^R, on appelle produit fibre de P et Q^ au-dessus de R (relatif à 9 et ^) la partie de

1 1 1
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Pensemble produit P X Q, formée des couples (p, q) tels que <p(^) =^(?) ; on le note
P X aQ,. La définition (3.2.1) du produit de S-préschémas peut encore s'interpréter,
avec les notations de (3.4.1), par la formule

(3.4.2.1) (XXgY)(T)=X(T) XS(T)Y(T)

les applications X(T)-^S(T) et Y(T)->S(T) correspondant aux morphismes struc-
turaux X->S et Y->-S.

(3.4.3) Si l'on se donne un préschéma S et que l'on ne considère que les S-pré-
schémas et les S-morphismes, on notera encore X(T)g l'ensemble Homg(T, X) des
S-morphismes T->X, en se permettant de supprimer l'indice S lorsque aucune confusion
n'est possible ; on dit encore que les éléments de X(T)g sont les points (ou S-points lorsqu'il
y a à craindre des confusions) du S-préschéma X à valeurs dans le S-préschéma T. En parti-
culier, une S-section de X n'est autre qu'un point de X à valeurs dans S. La formule (3.4.2.1)
s'écrit alors aussi
(3.4.3.1) (XXsY)(T)s=X(T)gXY(T)s;

plus généralement, si Z est un S-préschéma, X, Y, T des Z-préschémas (donc ipso facto
des S-préschémas), on a
(3.4.3.2) (X x zY)(T)g==X(T)g x z(T)Y(T)g.

On notera que pour démontrer qu'un triplet (W, r, s) formé d'un S-préschéma W
et de deux S-morphismes r : W-^X, s : W->"Y est un produit de XetY (au-dessus de Z),
il suffit par définition de vérifier que pour tout S-préschéma T, le diagramme

W(T)g^X(T)g

Y(T)g^Z(T)g

fait de W(T)g le produit fibre de X(T)g et Y(T)g au-dessus de Z(T)g, r ' et s ' corres-
pondant à r et s, y' et ^ ' aux morphismes structuraux 9 : X->Z, ^ : Y->Z.

(3.4.4) Lorsque dans ce qui précède, T (resp. S) est un schéma affine d'anneau B
(resp. A), on remplace T (resp. S) par B (resp. A) dans les notations précédentes, et on
parle alors de points de X à valeurs dans Vanneau B, ou de points du A-préschéma X à valeurs
dans la A-algèbre B pour les éléments de X(B) et de X(B)^ respectivement. On notera
que X(B) et X(B)^ sont maintenant des foncteurs covariants en B. On écrira de même
X(T)^ pour l'ensemble des points du A-préschéma X à valeurs dans le A-préschéma T.

(3.4.5) Considérons en particulier le cas où T est de la forme Spec(A), où A est
un anneau local ; les éléments de X(A) correspondent alors biunivoquement aux homo-
morphismes locaux 0^->A pour A:eX (2.4.4) ; on dit que le point x de l'espace sous-
jacent à X est la localité du point de X à valeurs dans A auquel il correspond.

Plus particulièrement, on appellera points géométriques d'un préschéma X les points
de X à valeurs dans un corps K : la donnée d'un tel point revient donc à la donnée de sa
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localité x dans l'espace sous-jacent à X, et d'une extension K de k{x) ; K sera appelé le
corps des valeurs du point géométrique correspondant, et on dit encore que ce point
géométrique est localisé en x. On définit ainsi une application X(K)->X, appliquant
un point géométrique à valeurs dans K sur sa localité.

Si S'=Spec(K) est un S-préschéma (autrement dit, si K est considéré comme
extension d'un corps résiduel k(s), où seS) et si X est un S-préschéma, un élément
de X(K)g, ou, comme on dit encore, un point géométrique de X au-dessus de s à valeurs dans K,
consiste en la donnée d'un le(j)-monomorphisme d'un corps résiduel k(x) dans K, où x
est un point de X au-dessus de s (donc k[x) une extension de k(s)).

Plus particulièrement, si S==Spec(K) =={Ç}, les points géométriques de X à
valeurs dans K s'identifient aux points xe^K tels que k{x)='K; on dit encore que ces
derniers sont les points du K-préschéma X rationnels sur K ; si K7 est une extension de K,
les points géométriques de X à valeurs dans K7 correspondent donc biunivoquement
aux points de X^X^ rationnels sur K/ (3.3.14).

Lemme (3.4.6). — Soient X^ (i < î'< n) des S-préschémas, s un point de S, x^ (i ̂  i^ n)
un point de X^ au-dessus de s. Il existe alors une extension K de k(s) et un point géométrique du
produit Y = X^ X 3X3 X ... X gX^, à valeurs dans K, dont les projections soient localisées
aux x^

En effet, il existe des le(j)-monomorphismes k{x^)->'K dans une même exten-
sion K de kÇs) (Bourbaki, Alg^ chap. V, § 4, prop. 2). Les composés k(s)->k{x^->K.
sont tous identiques, donc les morphismes Spec(K)->X^ correspondant à fc(^)->K
sont des S-morphismes, et on en conclut qu'ils définissent un morphisme unique
Spec(K)-^Y. Si y est le point correspondant de Y, il est clair que sa projection dans
chacun des X^ est x^

Proposition (3.4.7). — Soient X^ (i ̂ i^n) des S-préschémas, et pour chaque indice i,
soit x^ un point de X^. Pour qu'il existe un point y de Y = X^ X gXg X . . . X gX^ dont x^ soit
la projection d'indice i pour i ̂ i^n, il faut et il suffit que les x^ soient au-dessus d^un même point s
de S.

La condition est évidemment nécessaire ; le lemme (3.4.6) prouve qu'elle est
suffisante.

En d'autres termes, si on désigne par (X) l'ensemble sous-jacent à X, on voit qu'on a
une application surjective canonique (Xx gY)->(X) X(S)(Y) ; il faut noter que cette
application rHest pas injective en général ; autrement dit, il peut exister plusieurs points ^
distincts dans X X gY ayant mêmes projections ^ceX, j^eY; c'est ce qu'on voit déjà
lorsque S, X, Y sont des spectres premiers de corps k, K, K/, car le produit tensoriel
K.®^K/ a en général plusieurs idéaux premiers distincts (cf. 3.4.9).

Corollaire (3.4.8). — Soient f : X->Y un S-morphisme, f^ : X(g^->Y(g,) le ^'-mor-
phisme déduit de f par une extension S'-^S du préschéma de base. Soit p (resp. q) la projection
X/gM-^X (resp. Y(g^->Y) ; pour toute partie M de X, on a

^^(M))^^--^))
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En effet (3.3.11), X(g.) s'identifie au produit XXyY^ grâce au diagramme
commutatif

X <- X(s»)

f fW
•[ ^
Y ̂  Y^,

En vertu de (3.4.7)3 la relation ?(y)=^(A:) pour ;veM,yeY(g.) équivaut à l'existence
d'un ^eX^g/) tel que p(xf)=x et J^O^) =^S d'où le corollaire.

Le lemme (3.4.6) se précise de la façon suivante :
Proposition (3.4.9). — Soient X, Y deux S-préschémas, x un point de X,j un point de Y,

au-dessus du même point se S. ^ensemble des points de XXgY ayant pour projections x et y est
en correspondance biunivoque canonique avec F ensemble des types d } extensions composées de k(x) et
k[y) considérés comme extensions de k{s) (Bourbaki, Alg.y chap. VIII, § 8, prop. 2).

Soit p (resp. q) la projection de X X gY dans X (resp. Y) et soit E le sous-espace
p~l{x)^q~l{Jy) de l'espace sous-jacent à XXgY. Notons d'abord que les morphismes
Spec(kÇx))->S et Spec(Je(^))—^S se factorisent en Spec(kÇx))->Spec{kÇs))->S et
Spec(fe(j^))->Spec(fe(J))-^S ; comme SpecÇk(s))—>S est un monomorphisme (2.4.7),
il résulte de (3.2.4) que l'on a

P = Spec(feM) X gSpec(feOQ) =Spec(feW) X specW.))Spec(^)) == Spec{k(x)0^k{^)

Nous allons définir deux applications a : T?Q->E, p : E->-P() réciproques l'une de l'autre
(PO désignant l'ensemble sous-jacent au préschéma P). Si i : Spec(fe(^))-^X et
j : Spec(fe(j/))->Y sont les morphismes canoniques (2.4.5), on prendra pour a l'appli-
cation des espaces sous-jacents correspondant au morphisme îXgj . D'autre part, tout
^;eE définit par hypothèse deux le(J)-monomorphismes k[x)->k[^) et k{jy)->k{^),
donc un kÇs) -monomorphisme produit tensoriel kÇx)®^kÇj)—>k[^) et par suite un
morphisme Spec(fe(^))—^P ; (B(^) sera l'image de ^ dans Pô par ce morphisme. La
vérification du fait que ocop et (Boa sont les applications identiques découle de (2.4.5)
et de la définition du produit (3.2.1). On sait enfin que Pc est en correspondance
biunivoque avec l'ensemble des types d'extensions composées de k(x) et k[y) (Bourbaki,
Alg., chap. VIII, § 8, prop. i).

3.5. Surjections et injections»

(3.5.1) De façon générale, considérons une propriété P de morphismes de
préschémas, et les deux propositions suivantes :

(i) Si f : X—^X7, g : Y->Y' sont deux S-morphismes possédant la propriété P, fx ^g
possède la propriété P.

(ii) Si f : X-^Y est un ^-morphisme possédant la propriété P, tout ^'-morphisme f^ :
X(g.)->Y(g.), déduit de f par extension du préschéma de base, possède la propriété P.

114



§ 3 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 115

Comme f{s')==fx s^? on volt çi^ sl P01111 tout préschéma X Y identité ix possède
la propriété P, (i) implique (ii) ; comme d'autre part, fx ^g est le morphisme composé

/Xly ^^

X x gY —> X7 x gY —> X7 x gY7

on voit que, si le composé de deux morphismes possédant la propriété P, possède aussi
cette propriété, alors (ii) implique (i).

Une première application de cette remarque est la
Proposition (3.5.2). — (i) Si f : X-^X', g : Y->Y' sont des S-morphismes surjectif s^

fx^g est surjectif.
(ii) Si f : X->Y est un S-morphisme surjectif ̂  f^,^ est surjectif pour toute extension S'

du préschéma de base.
Le composé de deux surjections étant une surjection, il suffit de démontrer (ii) ;

mais cette proposition résulte aussitôt de (3.4.8) appliqué à M=X.
Proposition (3.5.3). — Pour qu'un morphisme f : X->Y soit surjectif, il faut et il suffit

que pour tout corps K et tout morphisme Spec(K)-»Y, il existe une extension K7 de K et un
morphisme Spec(K/)->X rendant commutatif le diagramme

X^-SpecÇK')
4 ^
Y<-Spec(K)

La condition est suffisante, car pour toutj^eY, il suffit de l'appliquer à un mor-
phisme Spec(K)-^Y correspondant à un monomorphisme le(j/)—^K, K étant une
extension de h{y) (2.4.6). Inversement, supposons f surjectif, et soit je Y l'image de
l'unique point de Spec(K) ; il existe xeX. tel que f(x) =y $ considérons le monomorphisme
correspondant k{y)->k[x) (2 .2 . i) ; il suffit alors de prendre K/ extension de k{y) telle
qu'il existe des fe(j/)-monomorphismes de k[x) et de K dans K/ (Bourbaki, Alg^ chap. V,
§ 4, prop. 2) ; le morphisme Spec^') ->X correspondant à k{x} -^K7 répond à la question.

Avec le langage introduit dans (3.4.5), on peut dire encore que tout point géomé-
trique de Y à valeurs dans K provient d^un point géométrique de X à valeurs dans une extension de K.

Définition (3.5.4). — On dit qu'un morphisme de préschémas f : X-^Y est universellement
injectif, ou un morphisme radiciel, si pour tout corps K, l'application correspondante X(K)->Y(K)
est injective.

Il résulte aussitôt des définitions que tout monomorphisme de préschémas (T, i. i )
est radiciel.

(3.5.5) Pour qu'un morphisme / : X-^Y soit radiciel, il suffit que la condition
de la déf. (3.5.4) soit vérifiée pour tout corps algébriquement clos. En effet, si K est un corps
quelconque, K' une extension algébriquement close de K, le diagramme

X(K)-^Y(K)

<p y'

X{K') -rY(K')
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est commutatif, 9 et 9' provenant du morphisme SpecÇK^-^Spec^K), a et a' corres-
pondant à y. Or, 9 est injectif et il en est de même de a' par hypothèse ; donc a est
nécessairement injectif.

Proposition (3.5.6). — Soient f : X->Y, g : Y-^Z deux morphismes de préschémas.
(i) Si f et g sont radiciels, il en est de même de gof.
(ii) Inversement, si gof est radiciel, il en est de même de f.

Compte tenu de la déf. (3.5.4)3 la proposition revient aux assertions correspon-
dantes pour les applications X(K)->Y(K)->-Z(K), qui sont évidentes.

Proposition (3.5.7). — (i) Si les ^-morphismes f : X-^X7, g : Y-^Y' sont radiciels, il
en est de même de fx g .̂

(ii) Si le S-morphisme f : X—-Y est radiciel, il en est de même de f,^ : X(gn-^Y/g^ pour
toute extension S'-^S du préschéma de base.

Vu (3.5.1)5 il suffit de démontrer (i). On a vu (3.4.2.1) que

(X x gY) (K) = X(K) x S(K)Y(K), (X- x gY') (K) == X'(K) x g^K)

l'application (Xx gY)(K)-^(X7 X gY'^K) correspondant à fx^g s'identifie alors à
(u, v)->(fou, gov) et la proposition en résulte aussitôt.

Proposition (3.5.3). — Pour qu^un morphisme f={^y 6) ^ X-^-Y soit radiciel, il faut et
il suffit que ^ soit injectif et que, pour tout xe'K, le monomorphisme Qx : kÇ^(x))->k{x) fasse
de k{x) une extension radicielle de k{^{x)).

Supposons f radiciel et montrons d'abord que la relation 4'(^i) ==^(^2)==^
entraîne nécessairement x-^==Xy En effet, il existe un corps K, extension de k{y), et des
fc(^)-monomorphismes k{xy)->'K, k{x^)->-'K (Bourbaki, Alg., chap. V, § 4, prop. 2 ) ;
les morphismes correspondants u^ : Spec(K)->X, u^ : Spec(K)->-X sont donc tels que
fou^==fou^ donc u^==-u^ par hypothèse, et cela implique en particulier x^==x^ Considérons
maintenant k{x) comme extension de k{^(x)) au moyen de 6^ : si k{x) n'est pas extension
radicielle de 7c(^(^)), il existe deux fe(^(;c))-monomorphismes distincts de k{x) dans une
extension algébriquement close K de k{^{x)) et les deux morphismes correspondants
Spec(K)->X violeraient l'hypothèse. Inversement, compte tenu de (2.4.6), il est immé-
diat que les conditions de l'énoncé sont suffisantes pour que f soit radiciel.

Corollaire (3.5.9). — Si A est un anneau, S une partie multiplicative de A, le morphisme
canonique Spec(S'-lA)->Spec(A) est radiciel.

En effet, ce morphisme est un monomorphisme (1.6.2).
Corollaire (3.5.10). — Soient f : X->Y un morphisme radiciel, g : Y'->Y un

morphisme, et soit X^^y^^XXyY7. Alors le morphisme radiciel f^ (3.5.7 (ii)) est une
bijection de l'espace sous-jacent X' sur ^^(./(X)) ; en outre, pour tout corps K, l^ ensemble X'(K)
s* identifie au sous-ensemble de Y'(K) image réciproque par l'application Y^K)—^^) (corres-
pondant à g) du sous-ensemble X(K) de Y(K).

La première assertion résulte aussitôt de (3.5.8) et de (3.4.8) ; la seconde, de la
commutativité du diagramme
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X'(K) -^Y'(K)
^ ^

X(K) -^Y(K)

Remarque (3.5.11). — Nous dirons qu'un morphisme f= (^3 6) de préschémas
est injectif si l'application 4' est injective. Pour qu'un morphisme ^==(^3 6) : X->Y soit
radiciel, il faut et il suffit que pour tout morphisme Y'-^Y, le morphisme ^yn : X/y^-^Y7

soit injectif (ce qui justifie la terminologie de morphisme universellement injectif). En effet,
la condition est nécessaire en vertu de (3.5.7, (ii)) et de (3.5.8). Inversement, la
condition implique d'abord que ^ est injectif; si pour un .yeX, le monomorphisme
6^ : k{^{x))—>k{x) n'était pas radiciel, il y aurait une extension K de k(^{x)} et deux
morphismes distincts Spec(K)->X correspondant au même morphisme Spec(K)->Y
(3.5.8). Mais alors, en posant Y^SpecÇK), il y aurait deux Y'-sections distinctes
de X(Y') (3 •3-14) 5 ce qui contredit l'hypothèse quej^y') est injectif.

3.6. Fibres.

Proposition (3.6.1). — Soient f : X->-Y un morphisme^ y un point de Y, ûy un idéal de
définition de Oy pour la topologie rUy-préadique. La projection p : XXySpec(^/ay)^-X est un
homéomorphisme de l^ espace sous-jacent au préschéma XXySpec^y/CL) sur la fibre f~1 {y) munie
de la topologie induite par celle de F'espace sous-jacent à X.

Comme Spec(^/a^)->Y est radiciel (3.5.4 et 2.4.7) et que SpecÇfflylûy) est
réduit à un seul point, l'idéal îîty/ûy étant niipotent par hypothèse (1.1.12), on sait
déjà (3.5.10 et 3.3.4) que p identifie en tant (^ensemble l'espace sous-jacent à
XXySpec^/ûy) à y""1^); tout revient à démontrer que p est un homéomorphisme.
En vertu de (3.2.7), la question est locale sur X et Y, et on peut donc supposer
que X=Spec(B), Y==Spec(A), B étant une A-algèbre. Le morphisme^ correspond alors
à l'homomorphisme i®y : B—^B®^/, où A' =Ay/Oy et 9 est l'application canonique
de Adans A7. Or, tout élément de B®^A7 s'écrit 2é,(g)<p(^)/<p(.y) == (S^A®!))^®^))"'1,
où s^iy, et la prop. (1.2.4) est applicable.

(3.6.2) Dans toute la suite de ce Traité, lorsque nous considérerons une
fibre /^{y) d'un morphisme comme munie d'une structure de k{y) -préschéma, il
s'agira toujours du préschéma obtenu en transportant la structure de XXySpecÇfe^)) par la
projection dans X. Nous écrirons aussi ce dernier produit 'K®^k{jy)y ou X®^ k(jy) ;
plus généralement, si B est une fiy-algèbre, nous noterons X®yB ou X®^ B le produit
XXySpec(B).

Avec la convention précédente, il résulte de (3.5.10) que les points de X à valeurs
dans une extension K de k{jy) sont identifiés aux points def~^{y} à valeurs dans K.

(3.6.3) Soient / : X->Y, g : Y->Z deux morphismes, h==gof leur composé;
pour tout -^eZ, la fibre h~~1^) est un préschéma isomorphe à

X X zSpec(^)) == (X XyY) x zSpec(fe^)) = X Xy^^)
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En particulier, si U est une partie ouverte de X, le préschéma induit sur Un/""^) par
le préschéma / ^ { y ) est isomorphe à/^^j/) (/y étant la restriction de /à U).

Proposition (3.6.4) (« transitivité des fibres »). — Soient f : X->Y, g : Y'-^Y deux
morphismes ; posons X^XXyY^X^, et f =f^'} '' X'-^Y7. Pour tout y eY\ si on pose
y==^r(y), le préschéma f'~1 {y) est isomorphe à /~l(JQ®^)fc(y).

En effet, cela revient à remarquer que les deux préschémas (X^y^OO)®^ ^C/)
et (XXyY^^y'^^Q sont tous deux canoniquement isomorphes à XXySpecÇ/efy))
par ( 3 . 3 - 9 - ï ) -

En particulier, si V est un voisinage ouvert dejy dans Y, et si on désigne par/y la
restriction de / au préschéma induit sur /"^(V), les préschémas V"1^) et /v"1^)
s'identifient canoniquement.

Proposition (3.6.5). — Soient f : X—^Y un morphisme, y un point de Y, Z le préschéma
local Spec(^), p=(^, 9) la projection XXyZ->X; p est un homéomorphisme de l'espace
sous'jacent à XXyZ sur le sons-espace f~1•{Z) de X (lorsque l'espace sous-jacent à Z est
identifié à un sous-espace de Y, cf. (2.4.2)) , et pour tout ^eXXyZ, si on pose ^==^(t),
6f est un isomorphisme de 0^ sur 0^

Gomme Z (identifié à un sous-espace de Y) est contenu dans tout ouvert affine
contenante (2.4.2), on peut, comme dans (3.6.1) se ramener au cas où X=Spec(A)
et Y=Spec(B) sont des schémas affines, A étant une B-algèbre. Alors XXyZ est le
spectre premier de A®gB^ et cet anneau s'identifie canoniquement à S^A, où S est
l'image de B—\y dans A (0, 1.5.2); comme p correspond alors à l'homomorphisme
canonique A—^S^A, la proposition résulte de (1.6.2).

3.7. Application : réduction d'un préschéma mode 3 (1).

(3.7.1) Soient A un anneau, X un A-préschéma, 3 un idéal de A ; alors
Xo=X®^(A/3) est un (A/3)-préschéma, dont on dit parfois qu'il est déduit de X par
réduction mod. 3-

(3.7.2) Cette terminologie est surtout utilisée lorsque A est un anneau local et 3
son idéal maximal, de sorte que Xç est un préschéma sur le corps résiduel A:=A/3 de A.

Lorsqu'on outre A est intègre, de corps des fractions K, on peut aussi considérer
le K-préschéma X^X®^.. Par un abus de langage dont nous ne ferons pas usage,
on disait d'ordinaire jusqu'à présent que X^ est déduit de X' par réduction mod. 3* Dans
les cas où ce langage était utilisé, A était un anneau local de dimension i (le plus souvent
un anneau de valuation discrète) et il était sous-entendu (de façon plus ou moins explicite)
que le K-préschéma X7 donné était un sous-préschéma fermé d'un K-préschéma P7

(en fait, un espace projectif type P^, cf. II, 4. i . i), lui-même de la forme P^P®^., où P
est un A-préschéma donné (en fait, le A-schéma P^, avec les notations de n, 4. i. i). Dans
notre langage, la définition de X^ à partir de X' se formule comme suit :

On considère le schéma affine Y=Spec(A), formé de deux points, l'unique point

(1) Ce numéro, qui fait usage de notions et résultats de la suite du chap. Ier et du chap. II, ne sera pas utilisé
par la suite, et n'est destiné qu'aux lecteurs familiers avec la Géométrie algébrique classique.
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fermé j^=3 et le point générique (o), l'ensemble U réduit au point générique étant
donc un ouvert U==Spec(K) dans Y. Si X est un A-préschéma (autrement dit un
Y-préschéma), X®^K=X' n'est autre que le préschéma induit par X sur ^"^(U), en
désignant par ^ le morphisme structural X->Y. En particulier, si <p est le morphisme
structural P->Y, un sous-préschéma fermé X" de P' = y^U) est donc un sous-préschéma
(localement fermé) de P. Si P est noethérien (par exemple si A est noethérien et P de
type fini sur A), il existe un plus petit sous-préschéma fermé X=X' de P qui majore
X (9.5.10), et X7 est le préschéma induit par X sur l'ouvert y'^CU^nX, donc est
isomorphe à X®^K (9.5.10). L'immersion de X' dans P'=P®^K permet donc de façon
canonique de considérer X7 comme étant de la forme X^X®^, où X est un A-préschéma. On
peut alors considérer le préschéma réduit mod. 3? X()==X®^Â:, qui n'est autre d'ailleurs
que la fibre ^"^(jQ du point fermée. Jusqu'à présent, faute d'une terminologie adéquate,
on avait évité d'introduire explicitement le A-préschéma X. Il convient cependant de
noter que toutes les assertions faites habituellement sur le préschéma « réduit mod. 3 » Xç
doivent être regardées comme conséquences d'assertions plus complètes concernant X
lui-même, et ne peuvent être formulées et comprises de façon satisfaisante qu'en les
interprétant ainsi. Il semble d'ailleurs que les hypothèses faites reviennent toujours à
des hypothèses sur X lui-même (indépendamment de la donnée préalable d'une immersion
de X' dans un P^), ce qui permet de donner des énoncés plus intrinsèques.

(3.7.3) Signalons enfin un fait très particulier, qui a sans doute contribué à retarder
la clarification conceptuelle de la situation envisagée ici : si A est un anneau de valuation
discrète et si X est propre sur A (ce qui est en fait le cas si X est un sous-préschéma fermé
d'un P^, cf. II, 5.5.4), les points de X à valeurs dans A et les points de X7 à valeurs dans K
sont en correspondance biunivoque (II, 7.3.8). C'est pourquoi on a souvent cru démontrer
des résultats concernant X7, alors qu'en réalité on démontrait des énoncés concernant X,
et qui restent valables (sous cette forme) lorsqu'on ne suppose plus l'anneau local de
base de dimension i.

§ 4. SOUS-PRÉSCHÉMAS ET MORPHISMES D'IMMERSION

4.1. Sous-préschémas.

(4.1.1) Gomme la notion de faisceau quasi-cohérent (0, 5.1.3) est locale, un
(îx- Module quasi-cohérent y sur un préschéma X peut être défini par la condition que,
pour tout ouvert affine V de X, ^JV est isomorphe à un faisceau associé à un r(V, (D^-
module (1.4.1). Il est clair que, sur un préschéma X, le faisceau structural 0-^ est quasi-
cohérent et que noyaux, conoyaux, 'images d'homomorphismes de ^"Modules quasi-
cohérents, limites inductives et sommes directes de ^"Modules qaasi-cohérents sont
quasi-cohérents (1.3.7 et 1.3.9).

Proposition (4.1.2). — Soient X un préschéma, ^ un faisceau quasi-cohérent d'idéaux
dans (9^. Le support Y du faisceau fl^A^ es^ ^^ fermé, et si on désigne par Oy la restriction
de 6^ à Y, (Y, Q^) est un préschéma.
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II suffit évidemment (2. i .3) de considérer le cas où X est un schéma affine, et de
montrer quejians ce cas^Y est fermé dans X et est un schéma affine. En effet, si X=Spec(A),

on a (Px=^ et ^=3, où 3 est un idéal de A (i .4. i) ; Y est alors égal à la partie
fermée V(3) de X et s'identifie au spectre premier de l'anneau B=A/3 (i. i. n) ; de

plus, si y est l'homomorphisme canonique A-^B=A/3, l'image directe "y, (B') s'identifie

canoniquement au faisceau A73= Q^ ( i. 6.3 et i. 3.9), ce qui achève la démonstration.
Nous dirons que (Y, (Py) est le sous-préschéma de (X, ̂ ) défini par le faisceau d'idéaux^;

c'est un cas particulier de la notion générale de sous-préschéma '.
Définition (4.X.3). — On dit qu'un espace annelé (Y, ̂ ) est un sous-préschéma d'un

préschéma (X, (Px) st '•

1° Y est un sous-espace localement fermé de X ; 2° Si U désigne le plus grand ouvert de X
contenant Y et tel queY soit fermé dans V (autrement dit, le complémentaire dans X de la frontière
de Y par rapport à Y), (Y, ̂ ) est un sous-préschéma de (U, (?x|U) défini par un faisceau quasi-
cohérent d'idéaux de 0^ U. On dit que le sous-préschéma (Y, (Py) de (X, (î?x) est fermé si Y est
fermé dans X {auquel cas U=X).

Il résulte aussitôt de cette définition et de (4.1.2) que les sous-préschémas fermés
de X sont en correspondance biunivoque canonique avec les faisceaux d'idéaux quasi-
cohérents / de (PX, car le fait que deux tels faisceaux / , / ' aient même support (fermé) Y
et soient tels que les restrictions de <B^/ et de G^/' à Y soient identiques, entraîne
aussitôt que /'==/.

(4.1.4) Soient (Y, ^y) un sous-préschéma de X, U le plus grand ouvert de X
contenant Y et dans lequel Y soit fermé, V un ouvert de X contenu dans U ; alors VnY
est fermé dans V. En outre, si Y est défini par le faisceau quasi-cohérent / d'idéaux
de ^xjU, /\\f est un faisceau quasi-cohérent d'idéaux de Gy\\r, et il est immédiat
que le préschéma induit par Y sur YnV est le sous-préschéma fermé de V défini par le
faisceau d'idéaux ^"|V. Inversement :

Proposition (4. i .5). — Soit (Y, (Py) un espace annelé tel que Y soit un sous-espace de X et
qu'il existe un recouvrement (V,) de Y par des ouverts de X tels que pour tout a, YnV,, soit fermé
dans V, et que l'espace annelé (YnV«, 0^ (YnVJ) soit un sous-préschéma fermé du préschéma
induit sur V^ par X. Alors (Y, (Py) est un sous-préschéma de X.

L'hypothèse implique que Y est localement fermé dans X et que le plus grand
ouvert U contenant Y et dans lequel Y est fermé contient tous les V, ; on peut donc se
ramener au cas où U=X et Y est fermé dans X. On définit alors un faisceau quasi-
cohérent d'idéaux / de C?x en prenant pour /\\\ le faisceau d'idéaux de G^\V^ qui
définit le sous-préschéma fermé (YnV^, ^[(YnVJ) et pour tout ouvert W de X ne
rencontrant pas Y, ^|W=(!?x|W. On vérifie immédiatement en vertu de (4.1.3)
et (4.1.4) qu'il existe un faisceau d'idéaux / et un seul satisfaisant à ces conditions et
qu'il définit le sous-préschéma fermé (Y, ^y).

En particulier, le préschéma induit par X sur un ouvert de X est un sous-préschéma de X.
Proposition (4.1.6). — Un sous-préschéma (resp. un sous-préschéma fermé) d'un sous-
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préschéma (resp. sous-préschéma fermé) de X s'identifie canoniquement à un sous-préschéma (resp.
sous-préschéma fermé) de X.

Une partie localement fermée d'un sous-espace localement fermé de X étant un
sous-espace localement fermé de X, il est clair (4.1.5) que la question est locale et qu'on
peut donc supposer X affine ; la proposition résulte alors de l'identification canonique
de A/y et de (A/3)/(373) lorsque 3, 3' sont deux idéaux d'un anneau A tels que ^cg7.

Nous ferons toujours par la suite l'identification précédente.
(4.1.7) Soit Y un sous-préschéma d'un préschéma X, et désignons par ^ l'injection

canonique Y->-X des espaces sous-jacents^ on sait que l'image réciproque ^*(^x) est ^a

restriction G)^[Y (0, 3.7.1). Si, pour tout j^eY, on désigne par cjy l'homomorphisme
canonique [^y-^[Qx)y> ces homomorphismes sont les restrictions aux fibres d'un
homomorphisme surjectif û) de faisceaux d'anneaux (B^\V'->0^ : il suffit en effet de le
vérifier localement sur Y, c'est-à-dire que l'on peut supposer X affine et le sous-pré-
schéma Y fermé ; si dans ce cas J est le faisceau d'idéaux dans 0^ qui définit Y, les cùy
ne sont autres que les restrictions aux fibres de l'homomorphisme ^xl^'^^x/^)!^
Nous avons donc défini un monomorphisme d'espaces annotés (0, 4.1.1) j== (4», cJ7) qui
est évidemment un morphisme Y->X de préschémas (2 .2 .1)3 et que nous appellerons le
morphisme d'injection canonique,

Si f : X->Z est un morphisme, nous dirons encore que le morphisme composé
Y -> X -> Z est la restriction de f au sous-préschéma Y.

(4.1.8) Conformément aux définitions générales (T, I, 1.1), nous dirons qu'un
morphisme de préschémas f : Z-^X est majoré par le morphisme d'injection j : Y->X
d'un sous-préschéma Y de X si f se factorise en Z -> Y -> X, où g est un morphisme de
préschémas ; g est nécessairement unique puisque j est un monomorphisme.

Proposition (4.1.9). — Pour qu'un morphisme f : Z->X soit majoré par un morphisme
d'injection j : Y->X, il faut et il suffit que f(ï} cY et que^ pour tout ^:eZ, si on pose y=f{^)^
l'homomorphisme (ffx)y~^^z correspondant à f se factorise en {^^y-^^^y—^^z {°^ ce cml

revient au même, que le noyau de {^x)y~^^z contienne celui de (^^"-^(^y)?/)-
Les conditions sont évidemment nécessaires. Pour voir qu'elles sont suffisantes,

on peut se ramener au cas où Y est un sous-préschéma fermé de X, en remplaçant au
besoin X par un ouvert U tel que Y soit fermé dans U (4.1.3) ; Y est alors défini par
un faisceau quasi-cohérent ^ d'idéaux de 0^ Posons f== (^, 6), et soit / le faisceau
d'idéaux de ^(^x)? i^y^ d6 ^ : ^*(^x) ~^^z5 compte tenu des propriétés du fonc-
teur ^* (0, 3.7.2), l'hypothèse entraîne que pour tout -s:eZ, on a (^G^))^^? et

par suite ^*(^)c^. Par suite, 6^ se factorise en

Wx) ̂  ywi^w -^\w} ̂  ̂
la première flèche étant l'homomorphisme canonique. Soit d/ l'application continue
Z-^-Y coïncidant avec ^; il est clair que l'on a ^(^y) ̂ ^ ^ ^ / ' } \ d'autre part, û) est
évidemment un homomorphisme local, donc g = ^ ' , û^) est un morphisme Z->-Y
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de préschémas (2 .2 .1) , qui, en vertu de ce qui précède, est tel que f=jog, d'où la
proposition.

Corollaire (4.1.10). — Pour qu'un morphisme d'''injection Z->X soit majoré par le
morphisme d''injection Y-^X, il faut et il suffit que Z soit un sous-préschéma de Y.

On écrit alors Z^Y, et cette relation est évidemment une relation d'ordre dans
l'ensemble des sous-préschémas de X.

4.2. Morphismes d'immersion»

Définition (4.2.1). — On dit qu'un morphisme f : Y->X est une immersion (resp. une

immersion fermée, une immersion ouverte) s'il se factorise en Y -> Z -> X, où g est un isomorphisme,
Z un sous-préschéma de X (resp. un sous-préschéma fermé, un sous-préschéma induit sur un ouvert)
et j le morphisme d'injection.

Le sous-préschéma Z et l'isomorphisme g sont alors déterminés de façon unique,
car si Z7 est un second sous-préschéma de X.j7 l'injection Z'-^X et g ' un isomorphisme
Y->Z7 tel que j°g==j'°g\ on en déduit j ' ==jogog'~1, d'où Z ' ^ Z (4.1.10)3 et on
montre de même que Z^Z7 , donc Z'=Z, et comme j est un monomorphisme de
préschémas, g ' = = g '

On dit que f==jog est ̂ factorisation canonique de l'immersiony, et le sous-préschéma Z
et l'isomorphisme g sont dits associés àf.

Il est clair qu'une immersion est un monomorphisme de préschémas (4.1.7) et a fortiori
un morphisme radiciel (3.5.4).

Proposition (4.2.2). — a) Pour qu'un morphisme f= (^, 6) : Y->X soit une immersion
ouverte, il faut et il suffit que ^ soit un homéomorphisme de Y sur une partie ouverte de X, et que
pour tout j^Y, l'homomorphisme Q^ : ̂ ^ly^^y s01^ bijectif.

b) Pour qu'un morphisme f== (4s 6) : Y->X soit une immersion (resp. une immersion
fermée), il faut et il suffit que ^ soit un homéomorphisme de Y sur une partie localement fermée (resp.
fermée) de X, et que pour tout j^eY, l'homomorphisme 6^ : ̂ ^-^^y soit surjectif.

a) Les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, si elles sont remplies,
il est clair que 6^ est un isomorphisme de éy sur ^*(^x)î e^ ^*(^x) es^ ^e faisceau déduit par
transport de structure au moyen de ^—1 à partir de ^xl^(^0 5 d'où la conclusion.

b) Les conditions étant évidemment nécessaires, prouvons qu'elles sont suffisantes.
Considérons d'abord le cas particulier où l'on suppose que X est un schéma affine et
que Z==^(Y) est fermé dans X. On sait (0, 3.4.6) que ^ (^y) a alors pour support Z
et que si l'on désigne par (B'r^ sa restriction à Z, l'espace annelé (Z, O'^) se déduit de (Y, fiy)
par transport de structure au moyen de l'homéomorphisme ^, considéré comme appli-
cation de Y sur Z. Montrons que f^0^)=^ (fi^y) est un ^"Module quasi-cohérent. En
effet, pour tout x^L, ^ (^y)? restreint à un voisinage convenable de x, est nul. Si au
contraire xeî, on a x=^[y) pour un j^eY bien déterminé; soit V un voisinage ouvert
affine de y dans Y ; ^(V) est alors ouvert dans Z, donc trace sur Z d'un ouvert U
de X, et la restriction à U de ^ (^y) est identique à la restriction à U de l'image
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directe (^y) (^y|V), où ^y est ^a restriction de ^ à V. Or, la restriction à (V, ^y|V)
du morphisme (^, 6) est un morphisme de ce préschéma dans (X, 6^)5 et P^ suite est
de la forme ("(p, ̂ ), où y est un homomorphisme de l'anneau A==r(X, (P^) dans
l'anneau r(V, 6y) (1.7.3) ; on en conclut que (^vU^yl^O est un ^x"^0^^ quasi-
cohérent (i .6.3)3 ce qui prouve notre assertion, en raison du caractère local des faisceaux
quasi-cohérents. En outre, l'hypothèse que ^ est un homéomorphisme entraîne (0, 3.4.5)
que pour tout j^eY, ^ est un isomorphisme (^(^y))^)^^ 5 comme le diagramme

^)^(^W)^)

^oaW ^
^ i

(Wx))^

est commutatif et que les deux flèches verticales sont des isomorphismes (0, 3.7.2) ,
l'hypothèse que 6l est surjectif entraîne qu'il en est de même de 6^. Comme le support

/^-/
de ^ (fiy est ^^^OO? ^ est un homomorphisme surjectif de (P^=A dans le ^"Module
quasi cohérent/(ffy)- P^ suite, il existe un isomorphisme unique co d'un faisceau

/-^w' r^^

quotient A/3 (3 idéal de A) sur/Ç^y) q111? composé avec l'homomorphisme canonique
/—S '̂ /-S»/ /^^/ I^^J /^^/

A->A/3, donne 6 (i .3.8) ; si Q^ désigne la restriction de A/3 à Z, (Z, 0^) est un sous-
préschéma de (X, ^x)? et */se factorise en l'injection canonique de ce sous-préschéma
dans X, et l'isomorphisme (^o, û)o), où ^o est ^ considéré comme application de Y sur Z,
et c^o la restriction de co à Q^

Passons au cas général. Soit U un ensemble ouvert affine dans X tel que Ump(Y)
soit fermé dans U et non vide. En restreignant f au préschéma induit par Y sur l'ou-
vert ^"^(U), et en le considérant comme un morphisme de ce préschéma dans le préschéma
induit par X sur U, on est ramené au premier cas; la restriction de y à ^"^U) est donc
une immersion fermée ^"^(U^-^U, se factorisant canoniquement en Ju°^u3 ou êv ̂  un

isomorphisme du préschéma ^^(U) sur un sous-préschéma Zy de U, et jy l'injection
canonique Zu->U. Soit V un second ouvert affine de X tel que VcU; comme la
restriction Zy de Zy à V est un sous-préschéma du préschéma V, la restriction de /
à ^"^(V) se factorise enjyo^y, oùjy est l'injection canonique Zy->V et gy un isomorphisme
de ^"^(V) sur Zy. Par l'unicité de la factorisation canonique d'une immersion (4.2.1),
on a nécessairement Zv==Zv et ^y===^y- O11 en conclut (4.1.5) qu'il y a un sous-
préschéma Z de X dont l'espace sous-jacent est ^(Y) et dont la restriction à chaque
Un^(Y) est Zy; les g^j sont alors les restrictions aux ^"^(U) d'un isomorphisme g : Y->Z
tel que f=jog, où j est l'injection canonique Z->X.

Corollaire (4.2.3). — Soit X un schéma affine. Pour qu'un morphisme /=(^, 9) ; Y—^X
soit une immersion fermée^ il faut et il suffit que Y soit un schéma affine et que V homomorphisme
P(^) : r(^x)-^r(^y) soit surjectif\

Corollaire (4.2.4). — a) Soient f un morphisme Y->X, (V\) un recouvrement de f(V)
par des ouverts de X. Pour que f soit une immersion (resp. une immersion ouverte)^ il faut et il suffit
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que sa restriction à chacun des préschémas induits f^ÇV^) soit une immersion (resp. une immersion
ouverte) dans V\.

b) Soient f un morphisme Y->X, (V\) un recouvrement ouvert de X. Pour que f soit une
immersion fermée^ il faut et il suffit que sa restriction à chacun des préschémas induits ./"^(V^) soit
une immersion fermée dans V\.

Soit jf==(^, 6) ; dans le cas a ) , Q^ est surjectif (resp. bijectif) pour tout j^eY, et
dans le cas b) Qj est surjectif pour tout ^eY; il suffit donc de vérifier que ^, dans le
cas a), est un homéomorphisme de Y sur une partie localement fermée (resp. ouverte)
de X, et dans le cas b), un homéomorphisme de Y sur une partie fermée de X. Or, ^ est
évidemment injectif et transforme tout voisinage de y dans Y en un voisinage de ^(j/)
dans ^(Y) pour tout j^eY, en vertu de l'hypothèse; dans le cas a ) , ^(Y) nV\ est locale-
ment fermé (resp. ouvert) dans V^, donc ^(Y) est localement fermé (resp. ouvert) dans
la réunion des V^, et a fortiori dans X; dans le cas b ) , ^(Y) nV\ est fermé dans V\, donc
(^(Y) est fermé dans X puisque X==UV\.

Proposition (4.2.5). — Le composé de deux immersions (resp. de deux immersions ouvertes^
de deux immersions fermées) est une immersion (resp. une immersion ouverte, une immersion fermée).

Cela résulte trivialement de (4.1.6).

4.3. Produit d'immersions.

Proposition (4.3.1). — Soient a : X'-^X, (î : Y'-^Y deux ^-morphismes ; si a et (3
sont des immersions (resp. des immersions ouvertes^ des immersions fermées), a X g? est une immersion
(resp. une immersion ouverte^ une immersion fermée}. En outre, si a (resp. (3) identifie X7 (resp. Y')
à un sous-préschéma X7' (resp. Y77) de X (resp. Y), a X g(3 identifie U espace sous-jacent à X7 X gY7

au sous-espace ^~l(X77)ny~l(Y77) de l'espace sous-jacent à XXgY, en désignant par p et q les
projections de X X gY dans X et Y respectivement.

Compte tenu de la déf. (4.2.1)3 on peut se restreindre au cas où X7 et Y' sont des
sous-préschémas, a et p les morphismes d'injection. La proposition a déjà été établie
pour les sous-préschémas induits sur les ouverts (3.2.7) ; comme tout sous-préschéma
est un sous-préschéma fermé d'un préschéma induit sur un ouvert (4. i .3)3 on est ramené
au cas où X7 et Y7 sont des sous-préschémas fermés.

Montrons d'abord qu'on peut supposer que S est affine. En effet, soit (S^) un
recouvrement de S formé d'ouverts affines ; si 9 et 4' sont les morphismes structuraux
de X et Y, soit X^cp-^S;,), Y^^^-^S^). La restriction X,, (resp. Y,,) de X7 (resp. Y7)
à X^nX7 (resp. Y^nY7) est un sous-préschéma fermé de X^ (resp. Y^), les préschémas
X^ Y^ X^, Y^ peuvent être considérés comme des S^-préschémas et les produits X^X gY^
et X ^ X g Y ^ (resp. X^XgY^ et X ^ X g Y ^ ) sont identiques (3.2.5). Si la proposition
est vraie lorsque S est affine, la restriction de a X g[B à chacun des X^ X gY^ sera donc
une immersion (3.2.7). Comme le produit X^XgY^ (resp. X^XgYJ s'identifie à
(X,nX,)Xg(Y,nY,) (resp. (X,nX,) x g(Y,nYJ) (3.2.6.4), la restriction de oc x g?
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à chacun des X^x gY^ est encore une immersion ; il en est par suite de même de a X gjî
en vertu de (4.2.4).

En second lieu, prouvons qu'on peut aussi supposer que X et Y sont affines. En
effet, soit (U,) (resp. (Vy)) un recouvrement de X (resp. Y) par des ouverts affines, et
soit X, (resp. Y;.) la restriction de X/ (resp. Y') à X'nU, (resp. Y'nV,), qui est un sous-
préschéma fermé de U, (resp. V,) ; U.XgV, s'identifie à la restriction de XXgY
à ^(H)^"1^) (3.2.7) ; et de même, si p ' , q ' sont les projections de X'XgY',
X,XgY; s'identifie à la restriction de X ' x ^ ' à ^(X^n^-^Y;). Posons Y=aXs(3Ï
on a par définition p^=.^p', qo^==^oq'', comme X^a-^U,), Y'-jB-^V.) on a
aussi p'-W =y-^-i(U,)), q1-1^) ̂ -i^-i(v,.)), d'où

p'-W ^q'-\^) = -̂Î -I(H.) HÎ-^V,)) ==Y-^(U,X gV,.)

on conclut comme dans la première partie du raisonnement.
Supposons donc X, Y, S affines, et soient B, G, A leurs anneaux respectifs. Alors B

et G sont des A-algèbres, X' et Y7 des schémas affines dont les anneaux sont des algèbres
quotients B7, G7 de B et G respectivement. En outre, on a oc^p, ̂ ), (î^cr, ̂ ), où p
et o- sont respectivement les homomorphismes canoniques B->B7, C-^C7 (1.7.3).
Cela étant, on sait que XXgY (resp. X'XgY') est un schéma affine d'anneau B®^C
(resp. B^C7), et aXgP^T, "?), où T est l'homomorphisme p(g)a de B®^C dans
B^C' (3-2.2 et 3.2.3) ; comme cet homomorphisme est surjectif, aXg(3 est bien
une immersion. En outre, si 6 (resp. c) est le noyau de p (resp. c), le noyau de T est
^(b)+y(c), où u (resp. v) est l'homomorphisme b->b®i (resp. c-^i®c). Comme
p=(au, Tt) et q=[av, ̂ ), ce noyau correspond, dans le spectre premier de B®^C, à l'en-
semble fermé p-^X') nq-\y') ( i . 2 .2 . i et i . i . 2 (iii)), ce qui achève la démonstration.

Corollaire (4.3.2). — Si f : X-^Y est une immersion (resp. une immersion ouverte^ une
immersion fermée) et un S-morphisme, f^ est une immersion (resp. une immersion ouverte, une
immersion fermée) pour toute extension S'-^S du préschéma de base.

4.4. Image réciproque d'un sous-préschéma.

Proposition (4.4.1). — Soient f : X->Y un morphisme. Y7 un sous-préschéma (resp. un
sous-préschéma fermé, un préschéma induit sur un ouvert) de Y, j : Y'->Y le morphisme d'injection.
Alors la projection p : XXyY'-^X est une immersion (resp. une immersion fermée, une immersion
ouverte) ; le sous-préschéma de X associé à p af-1^1) pour espace sous-jacent; en outre, si f est
le morphisme d'injection de ce sous-préschéma dans X, pour qu'un morphisme h : Z->X soit tel
que foh : Z->Y soit majoré par j, il faut et il suffit que h soit majoré par j ' .

Comme ^ixXyJ (3 •3-4)5 la première assertion résulte de (4.3.1) ; la seconde
est un cas particulier de (3.5-10) (où il faut échanger les rôles de X et de Y7). Enfin,
si on a foh ==joh', où h' est un morphisme Z-^Y7, il résulte de la définition du produit
que l'on a h==pou, où u est un morphisme Z-^XXyY', d'où la dernière assertion.

Nous dirons que le sous-préschéma de X ainsi défini est l'image réciproque du sous-
préschéma Y ' de Y par le morphisme/, terminologie qui s'accorde avec celle introduite
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de façon plus générale dans (3.3.6). Quand nous parlerons def^ÇY') comme d'un sous-
préschéma de X, c'est toujours de ce sous-préschéma qu'il s'agira.

Lorsque les préschémas f~1 (Y7) et X sont identiques, y est l'identité et tout mor-
phisme h : Z->X est donc majoré par y, donc le morphisme f : X->Y se factorise alors
en X-^Y'-^Y.

Lorsque y est un point fermé de Y et y==Spec(h(jy)) le plus petit sous-préschéma
fermé de Y ayant {j^} comme espace sous-jacent (4. i .9) ,1e sous-préschéma fermé f^ÇY')
est canoniquement isomorphe à la fibre f~1[y) définie en (3.6.2)3 à laquelle on l'identifiera.

Corollaire (4.4.2). — Soient f : X->Y, g : Y-»Z deux morphismes, h=gof leur
composé. Pour tout sous-préschéma Z' de Z, les sous-préschémas ./""^Or^Z7)) et h~l{Zf) de X sont
identiques.

Gela résulte de l'existence de l'isomorphisme canonique XXyÇYXgZ' ) C^Xx^Z 7

( 3 - 3 - 9 - î ) -
Corollaire (4.4.3). — Soient X', X" deux sous-préschémas de X, j ' : X'-^XJ'1 : X'^X

les morphismes d''injection; alors, j'^ÇK.") et j " " 1 ^ ' ) sont tous deux égaux à la borne inférieurs
inf (X', X") de X' et X" pour la relation d9 ordre entre sous-préschémas, et canoniquement isomorphee
à X'XxX".

Cela résulte aussitôt de (4.4.1) et (4. i. 10).
Corollaire (4.4.4). — Soient f : X->Y un morphisme. Y', Y" deux sous-préschémas

de Y ; on a f-1 (inf (Y7, Y-)) =mf (/-^Y7),/-^7)).
Gela résulte de l'existence de l'isomorphisme canonique entre (X XyY') Xx(X XyY'7)

et Xx^Y-XyY-) (3.3.9.i).
Proposition (4.4.5). — Soient f : X->Y un morphisme. Y7 un sous-préschéma fermé de Y

défini par un faisceau quasi-cohérent JT d'idéaux de 6y (4.1.3); le sous-préschéma fermé f^^ï')
de X est alors défini par le faisceau quasi cohérent d'idéaux f*^)^x ae ^x-

La question est évidemment locale sur X et Y ; il suffit alors de remarquer que si B
est une A-algèbre et S{ un idéal de B, on a A®B(B/^)=A/^A, et d'appliquer (1.6.9).

Corollaire (4.4.6). — Soient X' un sous-préschéma fermé de X défini par un faisceau quasi
cohérent d^idéaux / de (P^, i Vinjection X'-^X; pour que la restriction foi defà X' soit majorée
par l^ injection j : Y'->Y (autrement dit se factorise enjogy où g est un morphisme X'->Y'),
il faut et il suffit que f\^ Q^ c /.

Il suffit d'appliquer à i la prop. (4.4.1) en tenant compte de (4.4.5).

4.5. Immersions locales et isomorphismes locaux»

Définition (4.5.1). — Soit f : X-^Y un morphisme de préschémas. On dit que f est une
immersion locale en un point xeX s'il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage
ouvert V de f{x} dans Y tels que la restriction de f au préschéma induit U soit une immersion fermée
de U dans le préschéma induit V. On dit que f est une immersion locale si f est une immersion locale
en tout point de X.

Définition (4.5.2). — On dit qu^un morphisme f : X->Y est un isomorphisme local en
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un point xeX s'il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que la restriction defau préschéma
induit U soit une immersion ouverte de U dans Y. On dit que f est un isomorphisme local si f est un
isomorphisme local en tout point de X.

(4-5-3) vn^ immersion (resp. une immersion fermée) / : X->Y peut donc se
caractériser comme une immersion locale telle que/soit un homéomorphisme de l'espace
sous-jacent à X sur une partie (resp. une partie fermée) de Y. Une immersion ouverte/
peut se caractériser comme un isomorphisme local injectif.

Proposition (4.5.4). — Soient X un préschéma irréductible, f : X->Y un morphisme
injectif dominant. Si f est une immersion locale,/est une immersion etf(X) est ouvert dans Y.

En effet, soit xeX et soient U un voisinage ouvert de x, V un voisinage ouvert
def(x) dans Y tels que la restriction de/à U soit une immersion fermée dans V; comme U
est dense dans X,/(U) est dense dans Y par hypothèse, donc /(U)==V et/est un
homéomorphisme de U sur V; l'hypothèse que/est injectif entraîne que /-^V)^^,
d'où aussitôt la proposition.

Proposition (4-5-5)- — (i) Le composé de deux immersions locales (resp. de deux isomor-
phismes locaux) est une immersion locale (resp. un isomorphisme local).

(n) Soient f : X->X7, g : Y->Y' deux S-morphismes. Sifet g sont des immersions locales
(resp. des isomorphismes locaux), il en est de même de fx^g.

(iii) Si un S-morphisme f est une immersion locale (resp. un isomorphisme local), il en est
de même de f^ pour toute extension S'—^S du préschéma de base.

D'après (3.5.i),il suffit de prouver (i) et (ii).
(i) résulte aussitôt de la transitivité des immersions fermées (resp. ouvertes) (4.2.4)

et du fait que si/est un homéomorphisme de X sur une partie fermée de Y, pour tout
ouvert UcX, /(U) est ouvert dans/(X), donc il existe une partie ouverte V de Y telle
que /(U) ==Vn/(X), et/(U) est par suite fermé dans V.

Pour démontrer (ii), soient?, q les projections de XXgY, p ' , q ' celles de X' XgY'.
Il existe par hypothèse des voisinages ouverts U, V, V, V de x==p{^), x'=p'{^'},y=q(^Y
y ' ^ q ' ^ ' ) respectivement, tels que les restrictions de / et g à U et V respectivement
soient des immersions fermées (resp. ouvertes) dans V et V respectivement. Comme
l'espace sous-jacent de U X gV et celui de U' x gV7 s'identifient aux voisinages ouverts
P-Wnq-^V) et p'-^V^q'-1^') de ^ et ^ respectivement (3.2.7), la proposition
résulte de (4.3.1).

§ 5. PRÉSCHÉMAS RÉDUITS ; CONDITION DE SÉPARATION

5.1. Préschémas réduits»

Proposition (5.1.1). — Soient (X, (P^) un préschéma, SS une Q^-Algèbre quasi-cohérente.
Il existe un 0^ Module quasi-cohérent et un seuljV dont la fibre J^ en tout A:eX soit le nilradical
de U anneau 88^. Lorsque X est affine, et par suite ^=Ï, où B est une algèbre sur A(X), on a

i y rvi s rv» - •» . •» ,. -. , -^^==îl, où îl est le nilradical de B.
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La question étant locale, on est ramené à démontrer la dernière assertion. On sait
/—•fc/

que ?l est un ^"Module quasi-cohérent ( i . 4 . i ) e t que sa fibre au point xeX est l'idéale
de l'anneau de fractions Bp ; tout revient à prouver que le nilradical de B^ est contenu
dans 9t^, l'inclusion opposée étant évidente. Or, soit ^ / s un élément du nilradical de Ry,
avec <e:eB, s^\ par hypothèse, il existe un entier k tel que (^/.y^^o, ce qui signifie
qu'il existe t^ tel que ^==0. On en conclut (^==0, et par suite ^==(^)/(^)
appartient à 9 .̂

Nous dirons que le (PyModule quasi-cohérent ̂  ainsi défini est le Nilradical de
la (P^-Algebre SS ; nous noterons en particulier ̂ x 1e nilradical de 0^

Corollaire (5.1.2). — Soit X un préschéma; le sous-préschéma fermé de X défini par le
faisceau d'idéaux ̂ x est Ie seu^ sous-préschéma réduit (0, 4. i. 4) de X ayant X pour espace sous-
jacent; c'est aussi le plus petit sous-préschéma de X ayant Kpour espace sous-jacent.

Comme le faisceau structural du sous-préschéma fermé défini Y par ̂ x est ^xA^x?
il est immédiat que Y est réduit et a X pour espace sous-jacent, puisque ^ys^^x pour
tout A;eX. Pour démontrer les autres assertions, remarquons qu'un sous-préschéma Z
de X ayant X pour espace sous-jacent est défini par un faisceau d'idéaux / (4.1.3) tel
que /^ (9^ pour tout .veX. On peut se borner au cas où X est affine, soit X==Spec(A)

y*»-'

et ^==3, où 3 est un idéal de A; alors, pour tout xeX, on a 3rCL donc 3 est
contenu dans tous les idéaux premiers de A, c'est-à-dire dans leur intersection îî, nilradical
de A. Cela prouve que Y est le plus petit sous-préschéma de X ayant X comme espace
sous-jacent (4.1.9) ; en outre, si Z est distinct de Y, on a nécessairement /^^y, pour
un A;eX au moins, et par suite (5.1.1) Z n'est pas réduit.

Définition (5.1.3). — On appelle préschéma réduit associé à un préschéma X et on note X^
l'unique sous-préschéma réduit de X ayant X pour espace sous-jacent.

Dire qu'un préschéma X est réduit signifie donc que X=X^.
Proposition (5.1.4). — Pour que le spectre premier d'un anneau A soit un préschéma réduit

(resp. intègre) (2 .1.7) , il faut et il suffit que A soit un anneau réduit (resp. intègre).
En effet, il résulte aussitôt de (5.1.1) que la condition ^T=(o) est nécessaire et

suffisante pour que X=Spec(A) soit réduit ; l'assertion relative aux anneaux intègres
est alors une conséquence de (1.1.13).

Gomme tout anneau de fractions 4={o} d'un anneau intègre est intègre, il résulte
de (5.1.4) que pour tout préschéma localement intègre X, (9^ est un anneau intègre pour
tout ^eX. La réciproque est vraie lorsque l'espace sous-jacent à X est localement noethérien :
en effet X est alors réduit, et si U est un ouvert affine de X, qui soit un espace noethérien,
U n'a qu'un nombre fini de composantes irréductibles, donc son anneau A n'a qu'un
nombre fini d'idéaux premiers minimaux (1.1.14). Si deux de ces composantes U^
avaient un point commun x, 0^ aurait au moins deux idéaux premiers minimaux distincts,
donc ne serait pas intègre ; les U, sont par suite des ouverts deux à deux disjoints, et
chacun d'eux est donc intègre.

(5.1.5) Soit /==(ip,6) : X->Y un morphisme de préschémas; Phomomor-
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phisme QJ : (9^->(9^ applique tout élément niipotent de 0^ sur un élément niipotent
de ^ ; par passage aux quotients, on déduit donc de 6^ un homomorphisme

œ : ̂ (^/^y)->^/^x

il est clair que pour tout xeX, ̂  : 0^^^->(9^^ est un homomorphisme local,
donc (^, œ^ est un morphisme de préschémas X,^->Y^ que nous noterons /^ et
appellerons le morphisme réduit associé à /. Il est immédiat que pour deux morphismes
f9' X->Y, g '' Y-.Z, on a (^o/Ld^redVred? donc on a défini X,^ comme fondeur
covariant en X.

La définition précédente montre que le diagramme

X ^Y^•red ~^ Y red

^ ^

X—>Yf

est commutatif, les flèches verticales étant les morphismes d'injection ; en d'autres
termes, X^-^X est un morphisme fonctoriel. On notera en particulier que si X est réduit,

tout morphisme / : X->Y se factorise en X -^ Y^-^Y; en d'autres termes,/est majoré
par le morphisme d'injection Y^->Y.

Proposition (5.1.6). — Soit f : X-^Y un morphisme; si/est surjectif (resp. radiciel, une
immersion, une immersion fermée, une immersion ouverte, une immersion locale, un isomorphisme
local), il en est de même def^. Inversement, sif^ est surjectif (resp. radiciel), il en est de même def.

La proposition est triviale si/est surjectif; si/ est radiciel, elle résulte de ce
que pour tout xeX, le corps k{x) est le même pour les préschémas X et X,^ (3.5.8).
Enfin, si /== {^, 6) est une immersion, une immersion fermée ou une immersion locale
(resp. une immersion ouverte, ou un isomorphisme local), la proposition résulte de ce
que si 6j est surjectif (resp. bijectif), il en est de même de l'homomorphisme obtenu
en passant aux quotients par les nilradicaux de 0^ et 0^ (5. i. 2 et 4.2. s) (cf. (5.5.12)).

Proposition (5.1.7). — Si X, Y sont deux S-préschémas, les préschémas X^Xg Y^
et X^XgY^ sont identiques, et s'identifient canoniquement à un sous-préschéma de XXgY
ayant même espace sous-jacent que ce produit.

L'identification canonique de X^ X gY^ à un sous-préschéma de X X gY ayant
même espace sous-jacent résulte de (4.3.1). D'autre part, si 9 et ^ sont les morphismes
structuraux X^—S, Y,^->S, ils se factorisent par S,̂  (5.1.5), et comme S^->S est
un monomorphisme, la première assertion résulte de (3.2.4).

Corollaire (5.1.8). — Les préschémas (XXgY)^ et (X^Xg^Y.J^ s'identifient
canoniquement.

Cela résulte de (5.1.2) et (5.1.7).
On notera que si X et Y sont des préschémas réduits, il n'en est pas nécessairement

de même de X X gY, car le produit tensoriel de deux algèbres réduites peut avoir des
éléments niipotents.
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Proposition (5.1.9). — Soient X un préschéma, / un faisceau quasi-cohérent d'idéaux
de G^ tel que ^=0 pour un entier n>o. Soit Xç le sous-préschéma fermé (X, 0^ /) de X $
pour que X soit un schéma affine, il faut et il suffit que X^ le soit.

La condition étant évidemment nécessaire, prouvons qu'elle est suffisante. Si
on pose X^==(X, ^/k+l)^ tout revient à prouver par récurrence sur k que les X^,
sont affines, donc on est ramené au cas où ^=o. Posons

A=r(x,^), Ao=r(Xo,^j=r(x,^0
On déduit de l'homomorphisme canonique ^x~^^x/<^ un homomorphisme d'anneaux 9 :
A->Ao. Nous verrons ci-dessous que 9 est surjectif, de sorte que la suite

(5.1.9.1) o^r(x, ^)^r(x, ^x)->r(x, ^x/</)->o
est exacte. Supposons ce point établi, et montrons que cela entraîne la proposition.
Notons que S{== F(X, / } est un idéal de carré nul dans A, et est donc un module sur
Ao=A/^. Par hypothèse, on a Xo=Spec(Ao), et comme les espaces topologiques sous-
jacents X^ et X sont identiques, S{= F(Xo, / } ; par ailleurs, comme /^^o, / est un

<-^/
(^x/</) -Module quasi-cohérent, donc on a / ^S< et ^==^ pour tout xeX^ (1.4.1).
Cela étant, soit X' ==Spec(A), et considérons le morphisme /==(^, 6) : X->X' de
préschémas correspondant à l'application identique A-^F(X, 0^) (2.2.4). Pour tout
ouvert affine V dans X, le diagramme

A->F(V, ^|V)
^ \

Ao=A/^->r(V, ^JV)

est commutatif, d'où on conclut que le diagramme

X^X

4 î -' i '
Xo^-Xo

est commutatif, Xç étant le sous-préschéma fermé de X7 défini par le faisceau quasi-i~<^
cohérent d'idéaux 5Î, j, j ' les morphismes d'injection canoniques. Mais puisque Xg est
affine, Yo est un isomorphisme et comme les applications continues sous-jacentes à j e t j '
sont les applications identiques, on voit tout d'abord que ^ : X-^X7 est un homéo-
morphisme. En outre, la relation ^=/y, montre que la restriction de 6^ : ̂ (^x')-^x
est un isomorphisme de ^*(5^) sur / \ d'autre part, par passage aux quotients, 6^ donne un

isomorphisme ^*(^x7^)'^^x/^? P^q^/o est un isomorphisme; on en conclut aussitôt
par le lemme des 5 (M, I, î . î ) que 6^ est lui-même un isomorphisme, donc que/est un
isomorphisme, et par suite que X est affine.

Tout revient donc à démontrer l'exactitude de (5.1.9.1), ce qui résultera de
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H^X, / } =0. Or, H^X, ^) ^H^XQ, ^/) et nous avons vu que / est un G^-Module
quasi-cohérent. Notre assertion résultera donc du

Lemme (5.1.9.2). — Si Y est un schéma affine et y un Gy-Module quasi-cohérente on a
H^Y, ^)=o.

Ce lemme sera démontré au chap. III, § i, comme conséquence du théorème plus
général que H^Y, e^)=o pour tout î>o. Pour en donner une démonstration indé-
pendante, observons que H^Y, e^") s'identifie au module Ext^ (Y; ffly, e^) des classes
d'extensions du (P^-Module (Py P^ 1e ^"Module y (T, 4.2.3) ; tout revient donc à
prouver qu'une telle extension ^ est triviale. Or, pour tout j/eY, il y a un voisinage V
de y dans Y tel que ^|V soit isomorphe à ^'\'Y@(P^\V (0, 5.4.9) ; on en conclut

<^^ /--^
que ^ est un fi^-Module quasi-cohérent. Si A est l'anneau de Y, on a donc e^"=M, ^==N,
où M et N sont des A-modules, et par hypothèse N est une extension du A-module A
par le A-module M (1.3.11). Comme cette extension est nécessairement triviale, le
lemme est démontré, et par suite aussi (5.1.9).

Corollaire (5.1. lu). — Soit X un préschéma tel que ̂ x solt lïiipotent. Pour que X soit un
schéma affine, il faut et il suffit que X^ ^ soit.

5.2. Existence d'un sous-préschéma d'espace sous-jacent donné»

Proposition (5.2.1). — Pour tout sous-espace localement fermé Y de l'espace sous-jacent à
un préschéma X, il existe un sous-préschéma réduit et un seul de X ayant Y pour espace sous-jacent.

L'unicité résultant de (5.1.2), il reste à prouver l'existence du sous-préschéma
en question.

Si X est affine d'anneau A, et Y fermé dans X, la proposition est immédiate : j(Y)
est le plus grand idéal acA tel que V(a) ===Y, et il est égal à sa racine (1.1.4 (i)), donc
A/j(Y) est un anneau réduit.

Dans le cas général, pour tout ouvert affine UcX tel que Un Y soit fermé dans U,
considérons le sous-préschéma fermé Yy de U défini par le faisceau d'idéaux associé à
l'idéal J(UnY) de A(U), qui est réduit. Montrons que, si V est un ouvert affine de X
contenu dans U, Yy est induit par Y^ sur VnY ; or, ce préschéma induit est un sous-
préschéma fermé de V qui est réduit et a VnY comme espace sous-jacent ; l'unicité
de Yy entraîne donc notre assertion.

Proposition (5.2.2). — Soient X un préschéma réduite f : X->Y un morphisme^ Z un

sous-préschéma fermé deY tel que f(X)cZ; alors/se factorise en X->Z—^Y, où j est le morphisme
^injection.

Il résulte de l'hypothèse que le sous-préschéma fermé /^(Z) de X a pour espace
sous-jacent X tout entier (4.4.1) ; comme X est réduit, ce sous-préschéma fermé
coïncide avec X (5. i .2), et la proposition résulte donc de (4.4.1).

Corollaire (5.2.3). — Soit X un sous-préschéma réduit d'un préschéma Y ; si Z est le sous-
préschéma fermé réduit de Y ayant pour espace sous-jacent X, X est un sous-préschéma induit sur
un ouvert de Z.
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II y a en effet un ouvert U de Y tel que X = U nX ; comme X est un sous-préschéma
réduit de Z en vertu de (5 .2 .2) , le sous-préschéma X est induit par Z sur le sous-espace
ouvert X en vertu de l'unicité (5.2.1).

Corollaire (5.2.4). — Soient f: X->Y un morphisme, X/ (resp. Y7) un sous-préschéma
fermé de X (resp. Y) défini par un faisceau d'idéaux quasi-cohérent / (resp. JT) de (9^ (resp. ^y)-
Supposons que X7 soit réduit et que f{X') cY\ Alors on a f\^)Q^C / .

Comme la restriction de/à X' se factorise en X'-^Y'—Y d'après (5.2.2)3 il suffit
d'appliquer (4.4.6).

5.3. Diagonale; graphe d'un morphisme.

(5-3-1) Soit X un S-préschéma ; on appelle morphisme diagonal de X dans XXgX,
et on note A^g, ou Ax, ou même A si aucune confusion n'est possible, le S-morphisme
^x? Ix)^ autrement dit, l'unique S-morphisme Ax tel que

(5.3.1.1) Plo^x==P20^x=îx

en désignant parj&i, j^ les projections de XXgX (déf. (3.2.1)). Si / : T->X, g : T->Y
sont deux S-morphismes, on vérifie aussitôt que

(5.3-I-2) (/^)s=(/Xg^oAT,g

Le lecteur observera que la définition précédente et les résultats énoncés dans
les n0' (5.3.1) à (5.3.8) sont valables dans toute catégorie, pourvu que les produits qui y
figurent existent dans cette catégorie.

Proposition (5.3.2). — Soient X, Y deux S-préschémas ; si on identifie canoniquement le
produit (X X Y) x (X X Y) à (X X X) X (Y x Y), le morphisme Ax ^y s'identifie à Ax X Ay.

En effet, si p^ q^ sont les premières projections X X X->X, Y X Y->Y, la première
projection (XxY) x (XxY)->XxY s'identifie à p^Xq^ et l'on a

(AXîiHAxXAy) == (A°Ax) x (yioAy) = ixxY

même raisonnement pour les secondes projections.
Corollaire (5.3.4). — Pour toute extension S'->S du préschéma de base, Ax , s'identifie

canoniquement à (Ax)(gn.
Il suffit de remarquer que (XXgX)(s,) s'identifie canoniquement à X^X^X,^

(3-3- io) .
Proposition (5.3.5). — Soient X, Y deux S-préschémas, cp : S->T un morphisme, faisant

de tout S-préschéma un T-préschéma, Soient f : X-^S, Y-»S les morphismes structuraux, p, q les
projections de XXgY, -n:==fop==goq le morphisme structural XXgY->S. Alors, le diagramme

XXgY^XXrY

( 5 - 3 - 5 - 1 ) " \fx^
•[ 4.
S———>Sx^S

AS(T T
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est commutatif, et identifie XXsY au produit des (S Xr^S)-préschémas S et XXrY, les projec-
tions s'identifiant à n et {p, q)y.

En vertu de (3.4.3), on est ramené à démontrer la proposition correspondante
dans la catégorie des ensembles, en remplaçant X, Y, S par X(Z).r, Y(Z)rp, S(Z)rr, Z étant
un T-préschéma arbitraire. Mais pour la catégorie des ensembles, la vérification est
immédiate et laissée au lecteur.

Corollaire (5.3.6). — Le morphisme (j&, q)^ s'identifie [en posant P=S X T§) à ixx y X p^-
Cela résulte de (5.3.5) et (3.3.4).
Corollaire (5.3.7)- — Si f : X->Y est un S-morphisme, le diagramme

.(^sX—^XXgY

f 1 fxsl.
^ ^
Y^YXgY

est commutatif, et identifie X au produit des (Y X gY) -préschémas Y et X X gY.
Il suffit d'appliquer (5.3.5) en remplaçant S par Y et T par S, et remarquant

que XXyY=X (3.3.3).
Proposition (5.3.8). — Pour que f : X-^Y soit un monomorphisme de préschémas, il

faut et il suffit que Axjy soit un isomorphisme de X sur XXyX.
En effet, dire que/est un monomorphisme signifie que pour tout Y-préschéma Z,

l'application correspondante // : X(Z)Y->Y(Z)y est une injection, et comme Y(Z)y est
réduit à un élément, cela signifie qu'il en est de même de X(Z)y. Mais cela s'exprime aussi
en disant que X(Z)yX X(Z)y est canoniquement isomorphe à X(Z)y, et le premier de ces
ensembles étant (XXyX)(Z)y (3.4.3.1), cela signifie que AX|Y est un isomorphisme.

Proposition (5.3.9). — Le morphisme diagonal Ax est une immersion de X dans XXgX.
En effet, comme les applications continues p^ et Ax des espaces sous-jacents sont

telles que A^x soit l'identité, Ax est un homéomorphisme de X sur Ax(X). De même,
l'homomorphisme composé 0^ -> (9^ ^ ->- Q^ des homomorphismes correspondant à p^
et à Ax étant l'identité, l'homomorphisme correspondant à Ax est surjectif; la proposition
résulte donc de (4.2.2).

On dit que le sous-préschéma de X X gX associé à l'immersion Ax (4 .2 .1) est
la diagonale de XXgX.

Corollaire (5.3.10). — Sous les hypothèses de (5.3.5), (j&, q)^ est une immersion.
Cela résulte de (5.3.6) et de (4.3.1).
On dit (sous les hypothèses de (5.3.5)) que {p, q)y est l'immersion canonique de

XXgY dans XXrY.
Corollaire (5.3.11). — Soient X, Y deux S-préschémas, f : X->Y un S-morphisme;

alors le morphisme graphe I^= ( ix, /) g de f (3.3.14) est une immersion de X dans X X gY.
C'est le cas particulier du cor. (5.3.10) où l'on remplace S par Y et T par S

(cf. (5.3.7)).
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Le sous-préschéma de Xx gY associé à l'immersion 1̂  (4.2.1) est appelé le graphe
du morphisme / ; les sous-préschémas de X X gY qui sont des graphes de morphismes
X->Y se caractérisent par le fait que la restriction à un tel sous-préschéma G de la
projection p^ : XXgY->X est un isomorphisme g de G sur X : G est alors le graphe du
morphisme p^og~1, où p^ est la projection XXgY-^Y.

Lorsqu'on prend en particulier X=S, les S-morphismes S->Y, qui ne sont
autres que les S-sections de Y (2.5.5) sont égaux à leurs morphismes graphes ; les sous-
préschémas de Y qui sont des graphes de S-sections (autrement dit, ceux qui sont
isomorphes à S par la restriction du morphisme structural Y->S) s'appellent encore
les images de ces sections, ou, par abus de langage, les S-sections de Y.

Corollaire (5.3.12). — Les hypothèses et notations étant celles de ( 5 . 3 . 1 1 ) , pour tout
morphisme g : S' —^S, soitf l'image réciproque de/par g (3.3.7); alors Y. est l'image réciproque
de Ff par g.

C'est un cas particulier de la formule (3.3.10. i).
Corollaire (5.3.13). — Soient f : X-^Y, g : Y-^Z deux morphismes; si go/est

une immersion (resp. une immersion locale), il en est de même de f.

En effet, / se factorise en X-^-Xx^Y^Y. D'autre part, p^ s'identifie à
C?°/) Xz^ (3 •3-4) ; si <?°/est une immersion (resp. une immersion locale), il en est de
même de p^ (4.3.1 et 4.5.5), et comme 1̂  est une immersion (5.3.11), on conclut
par (4.2.4) (resp. (4.5-5))-

Corollaire (5.3.14). — Soient j : X-^Y, g : X-^Z deux S-morphismes. Si j est une
immersion (resp. une immersion locale), il en est de même de ( j , g)^

En effet, si p : Yx gZ->Y est la première projection, on a j=po(j, g)^ et il suffit
d'appliquer (5.3.13).

Proposition (5.3.15). — Si f : X->Y est un S-morphisme, le diagramme

X ^ X X g X

(s.s-^.1) f fxsf
Y ^ YXgY

est commutatif (en d'autres termes Ax est un morphisme fonctoriel dans la catégorie des
préschémas).

La vérification est immédiate et laissée au lecteur.
Corollaire (5.3.16). — Si X est un sous-préschéma de Y, la diagonale A^(X) s'identifie

à un sous-préschéma de Ay(Y), dont l'espace sous-jacent s'identifie à

Ay(Y) n^X) = A^(Y) nj^X)

(A? A projections de Y x gY).
Appliquons (5.3.15) au morphisme d'injection / : X-^Y; on sait alors que

/Xg/ est une immersion, identifiant l'espace sous-jacent à X X g X au sous-espace
^(X^j^X) de Y X g Y (4.3.1); en outre, si zeAy(Y) n^X), on a ^==^{^)

134



§ 5 ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 135

et ^==J^)EX, donc y=f{y), et ^=Ay(/(^)) appartient à A^(X) en vertu de la
commutativité du diagramme (5.3.15.1).

Corollaire (5.3.17). — Soient f^ : Y-»X, f^ : Y->X deux S-morphismes, y un point
de Y tel que f^y)=^f^y)=x et que les homomorphismes k(x)->k(jy) correspondant à f^ et /g
soient identiques. Alors, si /==(/i,/2)s5 le point f( y) appartient à la diagonale Axjg(X).

Les deux homomorphismes k[x)^k[y') correspondant à j\ (z==i , 2) définissent
deux S-morphismes g^ : Spec(k(y))—^SpecÇk(x)) tels que les diagrammes

Spec(fe(j;)) ̂  Spec(^))
^ ^
Y————>X

soient commutatifs. Le diagramme

Spec(^)) -^î Spec(^)) XgSpec(^))
^ ^
Y ————————-> X X g X

(/l,/2)s s

est donc aussi commutatif. Or il résulte de l'égalité ^1=^2 q^ l'image par Çg^g^) g
de l'unique point de Spec(fe(^)) appartient à la diagonale de Spec(fc(;v)) X gSpec(fe(A:)) ;
la conclusion résulte donc de (5.3.15).

5.4. Morphismes et préschémas séparés»

Définition (5.4.1). — On dit qu'un morphisme de préschémas f : X->Y est séparé si le
morphisme diagonal X->XXyX est une immersion fermée; on dit alors aussi que X est un
préschéma séparé au-dessus de Y, ou un Y'-schéma. On dit qu'Hun préschéma X est séparé s'il est séparé
au-dessus de Spec (Z) ; on dit aussi alors que X est un schéma (cf. (5.5.7)).

En vertu de (5.3.9), pour que X soit séparé au-dessus de Y, il faut et il suffit
que A^(X) soit un sous-espace fermé de l'espace sous-jacent à XXyX.

Proposition (5.4.2). — Soit S->T un morphisme séparé. Si X et Y sont deux S-préschémas,
l'immersion canonique X X gY—^X X ryY (5 .3.10) est fermée.

En effet, si on se reporte au diagramme (5.3.5.1), on voit que {p, q)^ peut être
considéré comme obtenu à partir de Ag^ par l'extension fXryg : XXryY-^SXryS du
préschéma de base SXr^S ; la proposition résulte alors de (4.3.2).

Corollaire (5.4.3). — Soient Y un S-schéma, f : X—^Y un S-morphisme. Alors le mor-
phisme graphe 1^ : X->XXgY ( 5 . 3 . 1 1 ) est une immersion fermée.

C'est le cas particulier de (5.4.2) où l'on remplace S par Y et T par S.
Corollaire (5.4.4). — Soient f : X->Y, g : Y->Z deux morphismes^ g étant séparé.

Si gof est une immersion fermée, il en est de même de f.
La démonstration à partir de (5.4.3) est la même que celle de (5.3.13) à partir

de (5.3.1!)-
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Corollaire (5.4 •5)- — Soient Z un S-schéma, j : X->Y, g : X->Z deux S-morphismes.
Sij est une immersion fermée, il en est de même de {j, g)^ : X->Yx gZ.

La démonstration à partir de (5.4.4) est la même que celle de (5.3.14) à partir
de (5-3-I3) .

Corollaire (5.4.6). — Si X est un S-schéma, toute S-section de X (2.5.5) est une immersion
fermée.

Si 9 : X->S est le morphisme structural, ^ : S->X une S-section de X, il suffit
d'appliquer (5.4.5) à <po^=ig.

Corollaire (5.4.7). — Soient S un préschéma intègre, s son point générique, X un S-schéma.
Si deux S-sectionsf, g de X sont telles que f(s)=g{s), alors f=g.

En effet, si x==f{s)==g(s), les homomorphismes k{x)->k(s) correspondant à y
et g sont nécessairement identiques. Si h=={f,g)^, on en déduit (5.3.17) que h{s)
appartient à la diagonale Z=Ax(X) ; mais comme S =={.$•} et que Z est fermée par
hypothèse, on a A(S) cZ. Il résulte alors de (5.2.2) que h se factorise en S-^Z->X X gX,
et on en conclut que f==g par définition de la diagonale.

Remarque (5.4.8). — Si l'on suppose réciproquement que la conclusion de (5.4.3)
est vérifiée lorsque /= iy, on en conclut que Y est séparé au-dessus de S ; de même, si on

suppose que la conclusion de (5.4.5) s'applique aux deux morphismes Y-^YXgY^Y,
on en tire que Ay est une immersion fermée, donc que Y est séparé au-dessus de Z ;
enfin, la validité de la conclusion de (5.4.6) pour la Y-section Ay du Y-préschéma
YXgY->Y, implique que Y est séparé au-dessus de S.

5.5. Critères de séparation.

Proposition (5.5.1). — (i) Tout monomorphisme de préschémas (et en particulier toute
immersion) est un morphisme séparé.

(ii) Le composé de deux morphismes séparés est séparé.
(m) Si f : X->X', g : Y—^Y' sont deux S-morphismes séparés, fx ^g est séparé.
(iv) Si f : X->Y est un S-morphisme séparé, le S'-morphisme f^ est séparé pour toute

extension S'->S du préschéma de base.
(v) Si le composé gof de deux morphismes est séparé, f est séparé.
(vi) Pour qu'un morphisme f soit séparé, il faut et il suffit que f^ (5.1.5) le soit.
(i) résulte aussitôt de (5.3.8). Si / : X->Y, g : Y-^Z sont deux morphismes, le

diagramme
Ayly

X-^Xx^X
(5 -5- I - 1 ) ^IY^, A

XXyX

oùj désigne l'immersion canonique (5.3.10) est commutatif, comme on le vérifie aussitôt.
Si/et g sont séparés, AX|Y est une immersion fermée par définition, etj est une immersion
fermée en vertu de (5.4.2), donc Axjz est une immersion fermée par (4.2.4), ce qui
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prouve (ii). Vu (i) et (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes (3.5.1)3 et il suffit de démon-
trer (iv). Or, X^Xy ^{s') s'identifie canoniquement à (XXyX^Xy^g^ en vertu
de (3.3.11) et de (3.3.9.1)3 et on vérifie aussitôt que le morphisme diagonal Ax,,.

(s )
s'identifie alors à A x X y l y , , . ; la proposition résulte donc de (4.3.1).

r/ î)
Pour établir (v), considérons, comme dans (5.3.13) la factorisation X->X X zY->Y

defy en remarquant que pï=={g°f) X z i y ; l'hypothèse que gof est séparé entraîne que p^
est séparé par (iii) et (i), et comme 1̂  est une immersion, 1̂  est séparé par (i), donc y
est séparé par (ii). Enfin, pour démontrer (vi), rappelons que les préschémas X^Xy ,X^
et X^XyX^ s'identifient canoniquement (5.1.7) ; si on désigne par j l'injection
X^->X, le diagramme

^red
^red ——> ̂ red XyX^d

1 JXyî

\ \

X—————>XXyX
AX Y

est commutatif (5.3.15)5 et la proposition résulte de ce que les flèches verticales sont
des homéomorphismes des espaces sous-jacents (4.3.1).

Corollaire (5.5.2). — Si f : X->-Y est séparé, la restriction de f à tout sous-préschéma
de X est séparée.

Cela résulte de (5.5.1, (i) et (ii)).
Corollaire (5.5.3). — Si X, Y sont deux S-préschémas tels que Y soit séparé au-dessus de S,

X X gY est séparé au-dessus de X.
C'est un cas particulier de (5.5.1, (iv)).
Proposition (5.5.4). — Soit X un préschéma, et supposons que son espace sous-jacent soit

réunion d'une famille finie de parties fermées X^; {i^k^n) $ on considère pour chaque k le sous-
préschéma réduit de X ayant X ;̂ pour espace sous-jacent (5 .2 .1) et on le note encore X^;. Soit
f : X->Y un morphisme, et pour chaque k, soit Y ;̂ une partie fermée de Y telle que V(X^) cY^ ;
on note encore Y^ le sous-préschéma réduit de Y ayant Y ;̂ pour espace sous-jacent, de sorte que la

restriction X^->Y de f à X^; se factorise en X^->Y^—^Y (5.2.2). Pour que f soit séparé, il faut
et il suffit que les fjç le soient.

La nécessité résulte de (5.5.1, (i), (ii) et (v)). Inversement, si la condition de
l'énoncé est satisfaite, chacune des restrictions X^->Y de/est séparée (5.5.1, (i) et (ii));
si p^, p^ sont les projections de XXyX, le sous-espace Ax^(X^) s'identifie au sous-
espace A^(X) nj^^X^) de l'espace sous-jacent à XXyX (5.3.16); ces sous-espaces
étant fermés dans XXyX, il en est de même de leur réunion Ax(X).

Supposons en particulier que les X^; soient les composantes irréductibles de X ; alors
on peut supposer que les Y^ sont des composantes irréductibles de Y (0, 2 .1 .5 ) ; la
prop. (5.5.4) ramène donc dans ce cas la notion de séparation au cas des préschémas
intègres (2.1.7).

137
18



138 A . G R O T H E N D I E C K Chap. 1

Proposition (5.5.5). — Soit (Y^) un recouvrement ouvert d'''un préschéma Y; pour qu'un
morphisme f : X->Y soit séparé, il faut et il suffit que chacune de ses restrictions ./^(Y^-^Y^
soit séparée.

Si on pose X^y'^Y^), tout revient, compte tenu de (4.2.4, b)} et de l'identité
des produits X^XyX^ et X^Xy^X^ (3.2 .5)3 à prouver que les X^XyX^ forment
un recouvrement de XXyX. Or si l'on pose Y^=Y^nY^ et X^=X^nX^===/'~l(Y^)3
X^ X yX^ s'identifie au produit X^ X y X^ (3.2.6.4), donc aussi à X^ X yX^ (3-2 .5) ,
et finalement à un ouvert de X^XyX^, ce qui établit notre assertion (3.2.7).

La prop. (5.5.4) permet, en prenant un recouvrement de Y par des ouverts affines,
de ramener l'étude des morphismes séparés à celle des morphismes séparés à valeurs
dans des schémas affines.

Proposition (5.5.6). — Soient Y un schéma affine, X un préschéma, (UJ un recouvrement
de X par des ouverts affines. Pour qu'Hun morphisme f : X->Y soit séparé, il faut et il suffit que,
pour tout couple d9 indices (a, (3), U^nUp soit un ouvert affine, et que V} anneau r(U^nUp, 6?x)
soit engendré par la réunion des images canoniques des anneaux r(U^, 0^) et r(Ug, (5x)*

Les U^ X yUp forment un recouvrement ouvert de X XyX (3.2.7); en désignant
par p et q les projections de XXyX, on a

Ax^U.XyUp) =Axl(^-l(UJn^l(U3)) =Axl(^l(UJ)nAxl(^l(Up)) =U,nU3 ;

tout revient donc à exprimer que la restriction de A^ à U^n Up est une immersion fermée
dans U^XyUp. Or, cette restriction n'est autre que Uaf>J^Ys en désignant parj^ (resp.jp)
le morphisme d'injection de U^nUp dans U^ (resp. Up), ainsi qu'il résulte des définitions.
Comme U^XyUp est un schéma affine dont l'anneau est canoniquement isomorphe à
^{V^ ^x)®r(Y,(° ^(U^, ^x) (3-2.2), on voit que U^nUp doit être un schéma affine
et que l'application hy®h^->hyh^ de l'anneau A(U^XyUp) dans r(U^nUp, (9^) doit
«être surjective (4.2.3), ce qui achève la démonstration.

Corollaire (5.5.7). — Un schéma affine est séparé (et est par suite un schéma, ce qui
justifie la terminologie de (5.4.1)).

Corollaire (5.5.8). — Soit Y un schéma affine ; pour que f : X—^Y soit un morphisme
séparé, il faut et il suffit que X soit séparé (autrement dit, que X soit un schéma).

On observera en effet que le critère de (5.5.6) ne dépend pas de y.
Corollaire (5.5.9). — Pour qu^un morphisme f : X-^-Y soit séparé, il faut que pour tout

ouvert U sur lequel Y induit un préschéma séparé, le préschéma induit f^^V) soit séparé, et il suffit
qu'il en soit ainsi pour tout ouvert affine U cY.

La nécessité de la condition résulte de (5.5.4) et (5.5.15 (ii)) ; la suffisance résulte
^e (5-5-4) et (5-5-^) ? compte tenu de l'existence de recouvrements ouverts affines de Y.

En particulier, si X et Y sont des schémas affines, tout morphisme X->Y est séparé.
Proposition (5.5.10). — Soient Y un schéma, f : X->Y un morphisme. Pour tout ouvert

affine U de X et tout ouvert affine V de Y, Un/""1^) est affine.
Soient p^ p^ les projections de X X z;Y ; le sous-espace Un/~l(V) est l'image parj&i

de r^X^j^Wnj^V). Or, ^r^11)0^1^) s'identifie à l'espace sous-jacent au
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préschéma Ux^V (3.2.7), et est par suite un schéma affine (3 .2 .2 ) ; comme FVX)
est fermé dans XXzY (5.4.3), F^X) nj^^U) n^^V) est fermé dans UXzV, et par
suite le préschéma induit par le sous-préschéma de Xx^Y associé à F. (4 .2 .1)3 sur la
partie ouverte iyX) n^r1^) ̂ ST1^) de son espace sous-jacent, est un sous-préschéma
fermé d'un schéma affine, donc un schéma affine (4.2.3). La proposition résulte alors
du fait que F. est une immersion.

Exemples (5.5.11). — Le préschéma de l'exemple (2.3.2) (« droite projective
sur un corps K ») est séparé, car pour le recouvrement (X^, X2) de X par des ouverts
affines, X^uX^l^ est affine et I^U^, ^x)? anneau des fractions rationnelles de la
forme f{s) ̂ m avec fe K[^], est engendré par K.[s] et par i /.y, donc les conditions de (5.5.6)
sont vérifiées.

Avec le même choix de X^, Xg, U^ et U^ que dans l'exemple (2.3.2), prenons
cette fois pour u^ l'isomorphisme qui à f(s) fait correspondre f(t) ; on obtient cette fois
par recollement un préschéma intègre non séparé X, car la première condition de (5.5.6)
est vérifiée, mais non la seconde. Il est immédiat ici que r(X, Oy^—^TÇ^^ ^xî^^M
est un isomorphisme ; l'isomorphisme réciproque définit un morphisme f: X->Spec(K[j])
qui est surjectif, et pour toutj^eSpec(K[^]) tel que iy=t=(o), /^{y} est réduit à un point,
mais pour j^==(o), /^(y) se compose de deux points distincts (on dit que X est la « droite
affine sur K, où le point o est dédoublé »).

On peut aussi donner des exemples où aucune des deux conditions de (5.5.6) n'est
vérifiée. Remarquons d'abord que dans le spectre premier Y de l'anneau de polynômes
A=K[j, f\ à deux indéterminées sur un corps K, l'ouvert U réunion de D(J) et de D(^)
rHest pas un ouvert affine. En effet, si ^ est une section de ffly au-dessus de U, il existe deux
entiers m^-o, n^o tels que ̂  et f^ soient les restrictions à U de polynômes en s et t
(i .4. i), ce qui n'est évidemment possible que si la section ^ se prolonge en une section
au-dessus de Y tout entier, identifiée à un polynôme en s et t. Si U était un ouvert
affine, le morphisme d'injection U-^-Y serait donc un isomorphisme (1.7.3), ce qui est
absurde puisque U+Y.

Cela étant, prenons deux schémas affines Y^, Yg, spectres premiers des anneaux
Ai==K[>i, ^], A2=K|>2, ^] ; prenons Ui2=D(j-i)uD(^), Ugi^D^uD^), et pour u^
la restriction à Ugi de l'isomorphisme Yg—^Y^ correspondant à l'isomorphisme d'anneaux
qui ày(^, t-^) fait correspondre f Çs^, t ^ ) ; on a ainsi un exemple où aucune des conditions
de (5.5.6) n'est satisfaite (le préschéma intègre ainsi obtenu est dit « plan affine sur K,
où le point o est dédoublé »).

Remarque (5.5.12). — Étant donnée une propriété P de morphismes de préschémas,
considérons les propositions suivantes :

(i) Toute immersion fermée possède la propriété P.
(ii) Le composé de deux morphismes possédant la propriété P possède la propriété P.
(iii) Si f : X->X7, g : y->Y' sont deux S-morphismes possédant la propriété P, fx ^g

possède la propriété P.
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(iv) Si f : X->Y est un S-morphisme possédant la propriété P, tout ^'-morphisme f^
obtenu par une extension S'-^S du préschéma de base, possède la propriété P.

(v) Si le composé gof de deux morphismes f : X—^Y, g : Y-^Z possède la propriété P, et
si g est séparée /possède la propriété P.

(vi) Si un morphisme f : X->Y possède la propriété P, il en est de même de f^ (5.1.5).
Dans ces conditions, si on suppose (i) et (ii) vérifiées, (iii) et (iv) sont équivalentes,

et (v) et (vi) sont des conséquences de (i), (ii) et (iii).
La première assertion a déjà été démontrée (3.5.1). Considérons la factori-

sation (5.3.13) de / en X—^X X zY-^Y; la relation j&g= {gof) X ziy montre que si gof
possède la propriété P, il en est de même de p^ en vertu de (iii) ; si g est séparé, F. est une
immersion fermée (5.4.3), donc possède aussi la propriété P par (i) ; enfin, en vertu
de (ii), y possède la propriété P.

Enfin, considérons le diagramme commutatif
v ^v
^-red " ï red

^ \

X——>Yf
où les flèches verticales sont des immersions fermées (5.1.5)3 donc possèdent la pro-
priété P par (i). L'hypothèse que y possède la propriété P entraîne donc par (ii) que

X^ed^Y^—^Y possède la propriété P ; enfin, comme une immersion fermée est
séparée (5.5.15 (i))î./red possède la propriété P en vertu de (v).

On notera que si on considère les propositions :
(i') Toute immersion possède la propriété P.
(v') Si gof possède la propriété P, il en est de même de f ;

alors le raisonnement fait ci-dessus montre que (v7) est conséquence de (i'), (ii) et (iii).
(5.5.13) On notera que (v) et (vi) sont encore conséquences de (i), (iii) et
(ii') Si j : X->Y est une immersion fermée et g : Y-^Z un morphisme possédant la

propriété P, alors goj possède la propriété P.
De même, (v7) est conséquence de (i'), (iii) et
(ii'7) Si j : X->Y est une immersion et g : Y->Z un morphisme possédant la propriété

P, alors goj possède la propriété P.
Gela résulte en effet aussitôt des raisonnements de (5.5.12).

§ 6. CONDITIONS DE FINITUDE

6.1. Préschémas noethériens et localement noethériens.
Définition (6. i. i). — On dit qu'Hun préschéma X est noethérien (resp. localement noethérien)

s'il est réunion finie (resp. réunion) d9 ouverts affines V^ tels que V'anneau de chacun des schémas
induits sur les V^ soit noethérien.

Il résulte aussitôt de (1.5.2) que si X est localement noethérien, le faisceau
structural 0^ est un faisceau cohérent d^anneaux, la question étant locale. Tout sous-0^-
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Module (resp. tout 0^-Module quotient) quasi-cohérent d'un û^'Module cohérent y est alors
cohérente car la question est de nouveau locale, et il suffit d'appliquer (1.5.1), (1.4.1)
et (1.3.10), joints au fait qu'un sous-module (resp. module quotient) d'un module de
type fini sur un anneau noethérien est de type fini. Plus particulièrement, tout faisceau
d'idéaux quasi-cohérent de 0^ est cohérent.

Si un préschéma X est réunion finie (resp. réunion) d'ouverts W^ tels que les
préschémas induits sur les W^ soient noethériens (resp. localement noethériens), il est
clair que X est noethérien (resp. localement noethérien).

Proposition (6.1.2). — Pour qu! un préschéma X soit noethérien, il faut et il suffit qu^il soit
localement noethérien et que son espace sous-jacent soit quasi-compact, U espace sous-jacent de X est
alors noethérien.

La première assertion découle aussitôt des définitions et de (1.1.10 (ii)). La
seconde résulte de (i. i .6) et du fait que tout espace réunion finie de sous-espaces noethé-
riens est noethérien (0, 2.2.3).

Proposition (6.1.3). — Soit X un schéma affine d^ anneau A. Les conditions suivantes sont
équivalentes : a) X est noethérien ; b) X est localement noethérien ; c) A est noethérien.

L'équivalence de a) et b) résulte de (6.1.2) et de ce que tout schéma affine a un
espace sous-jacent quasi-compact (1.1.10) ; il est clair en outre que c) entraîne a).
Pour voir que a) entraîne c ) , remarquons qu'il y a un recouvrement fini (V^) de X
par des ouverts affines tels que l'anneau A .̂ du préschéma induit sur V .̂ soit noethérien.
Soit alors (ûj une suite croissante d'idéaux de A ; il lui correspond canoniquement de
façon biunivoque (1.3.7) une suite croissante fïî^) de faisceaux d'idéaux dans A==^x?
pour voir que la suite (aj est stationnaire, il suffit de prouver que la suite (^5^) l'est. Or,
la restriction ^|V^ est un faisceau quasi-cohérent d'idéaux dans ^xl^f, étant l'image
réciproque de ^On par l'injection canonique V,->X (0, 5.1.4); ^TJV^ est donc de la
formel, où a^ est un idéal de A^ (1.3.7). Comme A^ est noethérien, la suite (a^) est
stationnaire pour tout i, d'où la proposition.

On notera que le raisonnement précédent prouve aussi que si X est un préschéma
noethérien, toute suite croissante de faisceaux cohérents d'idéaux de (9^ est stationnaire.

Proposition (6.1.4). — Tout sous-préschéma d'un préschéma noethérien (resp. localement
noethérien) est noethérien (resp. localement noethérien).

Il suffit de faire la démonstration pour un préschéma noethérien X ; en outre,
on est aussitôt ramené par la définition (6.1.1) au cas où X est un schéma affine. Comme
tout sous-préschéma de X est un sous-préschéma fermé d'un préschéma induit sur un
ouvert (4.1.3), on peut se borner à considérer le cas d'un sous-préschéma Y fermé ou
induit sur un ouvert de X. Le cas où Y est fermé est immédiat, car si A est l'anneau de X,
on sait que Y est un schéma affine d'anneau A/3, où 3 est un idéal de A (4.2.3), comme
A est noethérien (6.1.3)3 il en est de même de A/3.

Supposons maintenant Y ouvert dans X ; l'espace sous-jacent Y est noethé-
rien (6.1.2)5 donc quasi-compact, et par suite réunion finie d'ouverts D(^) (y^eA);
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tout revient à démontrer la proposition lorsque Y=D(/) avec /eA. Mais alors Y est
un schéma affine dont l'anneau est isomorphe à A. (1.3.6) ; comme A est noethé-
rien (6. i .3), il en est de même de A..

(6.1.5) On notera que le produit de deux S-préschémas noethériens n'est pas
nécessairement noethérien, même si ces préschémas sont affines, car le produit tensoriel de
deux algèbres noethériennes n'est pas nécessairement un anneau noethérien (cf. (6.3.8)).

Proposition (6.1.6). — Si X est un préschéma noethérien, le Nilradical JV^ de G^ est
niipotent.

On peut en effet recouvrir X par un nombre fini d'ouverts affines U, et il suffit
de prouver qu'il existe des entiers ^ tels que (^xlU^^o 5 si n est le plus grand
des n^ on aura alors ^^=o. On est donc ramené au cas où X=Spec(A) est affine,
A étant un anneau noethérien ; en vertu de (5.1.1) et de (i .3.13)5 il suffit d'observer
que le nilradical de A est niipotent ([n], p. 127, cor. 4).

Corollaire (6.1.7). — Soit X un préschéma noethérien; pour que X soit un schéma affine,
il faut et il suffit que Xy^ ^ soit.

Gela résulte de (6.1.6) et (5.1.10).
Lemme (6.1.8). — Soient X un espace topologique, x un point de X, U un voisinage ouvert

de x n'ayant qu'un nombre fini de composantes irréductibles. Alors il existe un voisinage V de x tel
que tout voisinage ouvert de x contenu dans V soit connexe.

Soient U, (î^i^m) les composantes irréductibles de U ne contenant pas x\ le
complémentaire dans U de la réunion des U .̂ est un voisinage ouvert V de A: dans U,
donc aussi dans X ; c'est d'ailleurs le complémentaire dans X de la réunion des compo-
santes irréductibles de X qui ne contiennent pas x (0, 2.1.6). Soit alors W un voisinage
ouvert de x contenu dans V. Les composantes irréductibles de W sont les traces sur W
des composantes irréductibles de U qui rencontrent W (0, 2. i .6)5 donc ces composantes
contiennent x ; comme elles sont connexes, il en est de même de W.

Corollaire (6.1.9). — Un espace topologique localement noethérien est localement connexe
(ce qui entraîne entre autres que ses composantes connexes sont ouvertes).

Proposition (6.1.10). — Soit X un espace topologique localement noethérien. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Les composantes irréductibles de X sont ouvertes.
b) Les composantes irréductibles de X sont identiques à ses composantes connexes.
c) Les composantes connexes de X sont irréductibles.
d) Deux composantes irréductibles distinctes de X ne se rencontrent pas.

Enfin, si X est un préschéma, ces conditions équivalent aussi à :

e) Pour tout xeX, Spec(^) est irréductible (autrement dit le nilradical de Qy, est premier).

Il est immédiat que a) entraîne b ) , car un espace irréductible est connexe, et a)
entraîne que les composantes irréductibles de X sont des ensembles à la fois ouverts et
fermés. Il est trivial que b) entraîne c ) ; inversement, un ensemble fermé F contenant
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une composante connexe C de X et distinct de G ne peut être irréductible, car cet ensemble
n'étant pas connexe est réunion de deux ensembles non vides disjoints à la fois ouverts
et fermés dans F, donc fermés dans X ; par suite c ) entraîne b ) . On en conclut aussitôt
que c ) entraîne d ) , deux composantes connexes distinctes étant sans point commun.

Nous n'avons pas utilisé jusqu'ici le fait que X est localement noethérien. Suppo-
sons maintenant cette hypothèse réalisée et montrons que d ) entraîne a) : en vertu
de (0, 2.1.6), on peut se borner au cas où l'espace X est noethérien, donc n'a qu'un
nombre fini de composantes irréductibles. Comme celles-ci sont fermées et deux à deux
disjointes, elles sont ouvertes.

Enfin l'équivalence de d ) et e ) est valable sans supposer que l'espace sous-jacent
au préschéma X soit localement noethérien. On peut en effet se ramener au cas où
X=Spec(A) est affine en vertu de (0, 2.1.6) ; dire que x n'est contenu que dans une
seule composante irréductible de X signifie alors que j^ ne contient qu'un seul idéal
minimal de A (1.1.14), ce qui équivaut à dire que \yf9^ ne contient qu'un seul idéal
minimal de (9^ d'où la conclusion.

Corollaire (6. i. n). — Soit X un espace localement noethérien. Pour que X soit irréductible,
il faut et il suffit que X soit connexe et non vide, et que deux composantes irréductibles distinctes de X
ne se rencontrent pas. Si X est un préschéma, cette dernière condition équivaut à ce que Spec(fi^)
est irréductible pour tout ^eX.

La dernière partie a été vue dans (6. i. i o) ; il n'y a donc à prouver que la suffisance
des conditions de la première assertion. Mais d'après (6. i. 10), ces conditions entraînent
que les composantes irréductibles de X sont ses composantes connexes, et comme X est
connexe et non vide, il est irréductible.

Corollaire (6. i. 12). — Soit X un préschéma localement noethérien. Pour que X soit intègre,
il faut et il suffit que X soit connexe et que Q^ soit intègre pour tout A:eX.

Proposition (6. i. 13). — Soit X un préschéma localement noethérien, et soit ^eX un point
tel que le nilradical e/^ de (9y^ soit premier (resp. que (9^ soit réduit, resp. intègre) ; alors il existe
un voisinage ouvert U de x qui est irréductible (resp. réduit, resp. intègre).

Il suffit de considérer les deux cas où e/^ est premier et où ^'^==0, la troisième
hypothèse étant conjonction des deux premières. Si ̂ ^ est premier, x n'appartient qu'à
une seule composante irréductible Y de X (6. i. 10) ; la réunion des composantes irré-
ductibles de X ne contenant pas x est fermée (l'ensemble de ces composantes étant
localement fini), et le complémentaire U de cette réunion est donc ouvert et contenu
dans Y, donc irréductible (0, 2.1.6). Si ^^==0, on a aussi ^y==o pour tout y dans
un voisinage de x, car ^V est quasi-cohérent (5.1.1), et par suite cohérent puisque X
est localement noethérien, et la conclusion résulte de (0, 5.2.2).

6.2. Préschémas artiniens.

Définition (6.2.1). — On dit qu'un préschéma est artinien s9 il est affine et si son anneau
est artinien.
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Proposition (6.2.2). — Étant donné un préschéma X, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est un schéma artinien;
b) X est noethérien et son espace sous-jacent est discret ;
c) X est noethérien et les points de son espace sous-jacent sont fermés (condition T^).

Lorsqu'il en est ainsi, l'espace sous-jacent à X est fini, et Vanneau A de X est composé direct
des anneaux locaux (artiniens) des points de X.

On sait que a) entraîne la dernière assertion ([13], p. 205, th. 3)3 tout idéal premier
de A est alors maximal et est l'image réciproque de l'idéal maximal de l'un des composants
locaux de A, donc l'espace X est fini et discret ; a) entraîne donc b) et b) entraîne
évidemment c ) . Pour voir que c ) entraîne a), montrons d'abord que X est alors fini ;
on peut en effet se ramener au cas où X est affine, et on sait qu'un anneau noethérien
dont tous les idéaux premiers sont maximaux est artinien ([13], p. 203)3 d'où notre
assertion. L'espace sous-jacent X est alors discret, somme topologique d'un nombre fini
de points x^ et les anneaux locaux 0^ = A, sont artiniens ; il est clair que X est isomorphe
au schéma affine spectre premier de l'anneau A composé direct des \ (i .7.3).

6.3. Morphismes de type fini»

Définition (6.3.1). — On dit qu'un morphisme f : X-^Y est de type fini si Y est réunion
d'une famille (VJ d'ouverts affines ayant la propriété suivante :

(P) /^(VJ est réunion finie d'ouverts affines U^ tels que chacun des anneaux A(U^) soit
une algèbre de type fini sur A(VJ.

On dit alors aussi que X est un préschéma de type fini sur Y, ou un Y'-préschéma de type fini.
Proposition (6.3.2). — Si f : X->Y est un morphisme de type fini, tout ouvert affine W

de Y possède la propriété (P) de ̂  ûfey. (6.3. i ).
Nous démontrerons d'abord le
Lemme (6.3.2.1). — Si Te Y est un ouvert affine, possédant la propriété (P), alors, pour

tout gç=A{T), D{g) possède la propriété (P).
En effet, par hypothèse, f^ÇT) est réunion finie d'ouverts affines Z. tels que

A(Z^) soit une algèbre de type fini sur A(T) ; soit <py : A(T) -> A(Zy) l'homomor-
phisme d'anneaux correspondant à la restriction de y à Z, (2.2.4), et posons g.=^.Çg) ;
on a alors /-^(DQ^nZ-D^) (1 .2 .2 .2) . Or, A(D(^))-A(Z,)^A(Z,)[i^] est
de type fini sur A(Z^) et a fortiori sur A(T) en vertu de l'hypothèse, donc aussi sur
A(D(^))==A(T)[i/^], ce qui démontre le lemme.

Ce lemme étant établi, comme W est quasi-compact ( i . i. 10), il existe un recou-
vrement fini de W par des ensembles de la forme D(^), où chaque g^ appartient à un
anneau A(V^)). Chaque D(^), étant quasi-compact, est réunion finie d'ensembles
D(A^) où Â^eA(W) ; si 9^ : A(W)->A(D(^)) est l'application canonique, on a
^(^i/c) =I)(?î(^)) en vertu de (1 .2 .2 .2 ) . En vertu de (6.3.2.1)5 chacun des
f^ÇDÇh^)) admet un recouvrement fini par des ouverts affines U^ tels que A(U^)
soit une algèbre de type fini sur A(D(A^)) =A(W) [i/A^], d'où la proposition.
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On peut donc dire que la notion de préschéma de type fini sur Y est locale sur Y.
Proposition (6.3.3). — Soient X, Y deux schémas affines; pour que X soit de type fini

sur Y, il faut et il suffit que A(X) soit une algèbre de type fini sur A (Y).
La condition étant évidemment suffisante, prouvons qu'elle est nécessaire. Posons

A=A(Y), B==A(X) ; en vertu de (6.3.2), il existe un recouvrement ouvert affine
fini (V^) de X tel que chacun des anneaux A(V^) soit une A-algèbre de type fini. En
outre, les V^ étant quasi-compacts, on peut recouvrir chacun d'eux par un nombre fini
d'ouverts de la forme DQ^)cV,, où &,eB; si cp, est l'homomorphisme B—^A(VJ
correspondant à l'injection canonique V,->X, on a B^ .== (A(V,))^ ^ ..)==A(V,)[i/(p,(^.)],
donc Bg est une A-algèbre de type fini. On peut donc se ramener au cas où V,==D(^)
avec ^eB. Par hypothèse, il existe une partie finie F^ de B et un entier n^ o tels que Bg
soit l'algèbre engendrée sur A par les éléments bjg^i, où ^ parcourt F^. Comme les ^
sont en nombre fini, on peut d'ailleurs supposer tous les n^ égaux à un même entier n:
En outre, comme les D(^) forment un recouvrement de X, l'idéal engendré dans B par
les ^ est égal à B, autrement dit, il existe des A^eB tels que 2A^= i. Soit alors F la

i

partie finie de B, réunion des F^, de l'ensemble des ̂  et de l'ensemble des h^ ; montrons
que le sous-anneau B7 =A[F] de B est égal à B. Par hypothèse, pour tout éeB et tout i,
l'image canonique de b dans B^ est de la forme b'^g^i, où b'^eV ; en multipliant les b\
par des puissances convenables des g^ on peut encore supposer tous les m^ égaux à un
même entier m. Par définition des anneaux de fractions, il y a donc un entier N (dépen-
dant de b) tel que N>m et gfbGB' pour tout i, or, dans l'anneau B7, les g^ engendrent
l'idéal B', puisqu'il en est ainsi des g^ (les h^ appartenant à B7) ; il y a donc des ^eB7

tels que 2^=1, d'où b=^c^beï', C.Q.F.D.
i i

Proposition (6.3.4). — (i) Toute immersion fermée est de type fini.
(ii) Le composé de deux morphismes de type fini est de type fini.
(iii) Si f : X-^X'3 g : Y->Y' sont deux S-morphismes de type fini, fx ^g est de type fini.
(iv) Si f : X—"Y est un S-morphisme de type fini, f^,^ est de type fini pour toute extension

g : S1 ->S du préschéma de base.
(v) Si le composé gof de deux morphismes est de type fini, et si g est séparé, f est de type fini.
(vi) Si un morphisme f est de type fini, il en est de même def^.

En vertu de (5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iv).
Pour établir (i), on peut se borner au cas d'une injection canonique X->Y, X

étant un sous-préschéma fermé de Y ; en outre (6.3.2), on peut supposer Y affine,
auquel cas X est aussi affine (4.2.3) et son anneau est isomorphe à un anneau quotient A/3,
où A est l'anneau de Y et 3 un idéal de A; comme A/3 est de type fini sur A, la conclusion
en résulte.

Démontrons maintenant (ii). Soient / : X-^Y, g : Y->Z deux morphismes de
type fini, et soit U un ouvert affine de Z ; ^"^(U) admet un recouvrement fini par des
ouverts affines V, tels que A(V,) soit une algèbre de type fini sur A(U) (6.3.2) ; de même,
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chacun des /"^V,) admet un recouvrement fini par des ouverts affines W, tels que
A(W,,) soit une algèbre de type fini sur A(V,), et par suite aussi une algèbre de type
fini sur A(U) ; d'où la conclusion.

Enfin, pour démontrer (iv), on peut se borner au cas où S=Y; en effet /;„' ? *y (& )
est aussi égal à f(^,^ f étant considéré comme un Y-morphisme, et l'extension de la
base étant Y^-^Y (3.3.9). Soient alors p, q les projections X^-^X et X^-^S'.
Soit V un ouvert affine dans S ; /"^(V) est réunion finie d'ouverts affines W, dont chacun
est tel que A(W,) soit une algèbre de type fini sur A(V) (6.3.2). Soit V un ouvert
affine de S' contenu dans ^(V) ; comme fop==goq, ̂ (V) est contenu dans la
réunion des ^(W,) ; d'autre part, l'intersection ^(W^n^V') s'identifie au
produit W.XyV' (3.2.7), qui est un schéma affine d'anneau isomorphe à
A(W,)®A(v)A(V/) (3.2.2) ; ce dernier étant par hypothèse une algèbre de type fini
sur A(V'), la proposition est démontrée.

Corollaire (6.3.5). — Soit f : X->Y un morphisme d'immersion. Si l'espace sous-jacent
à Y (resp. X) est localement noethérien (resp. noethérien), / est de type fini.

On peut toujours supposer Y affine (6.3.2) ; si l'espace sous-jacent à Y est locale-
ment noethérien, on peut en outre le supposer noethérien et alors l'espace sous-jacent à X,
qui en est un sous-espace, est noethérien. Autrement dit, on peut supposer Y affine et
l'espace sous-jacent à X noethérien ; il existe alors un recouvrement de X par un nombre
fini d'ouverts affines D(&)cY, où ^,eA(Y), tels que XnD(^) soit fermé dans D(^)
(donc un schéma affine (4.2.3)), puisque X est localement fermé dans Y (4.1.3). Alors
A(XnD(&)) est une algèbre de type fini sur A(D(&)), d'après (6.3.4, (i)) et (6.3.3),
et A(D(&))=A(Y)^=A(Y)[I/^] est de type fini sur A(Y), ce qui achève la démons-
tration.

Corollaire (6.3.6). — Soient f : X-^Y, g : Y->Z deux morphismes. Si go f est de type fini,
et si X est noethérien, ou X X zY localement noethérien, f est de type fini.

Cela résulte aussitôt de la démonstration de (5.5.12) et de (6.3.5) appliquée au
morphisme d'immersion Fy.

Proposition (6.3.7). — Soit f : X->Y un morphisme de type fini; si Y est noethérien
(resp. localement noethérien), X est noethérien (resp. localement noethérien).

On peut se borner à faire la démonstration lorsque Y est noethérien. Alors Y
est réunion finie d'ouverts affines V, tels que les A(V^) soient des anneaux noethériens.
En vertu de (6.3.2), chacun des/'^V,) est réunion d'un nombre fini d'ouverts affines W^
tels que les A(W^) soient des algèbres de type fini sur A(V,), donc des anneaux noethé-
riens ; cela prouve que X est noethérien.

Corollaire (6.3.8). — Soit X un préschéma de type fini sur S. Pour toute extension de la
base S'-^S telle que S ' soit noethérien (resp. localement noethérien), Xgn est noethérien (resp.
localement noethérien).

Cela résulte de (6.3.7), X(g^ étant de type fini sur S ' en vertu de (6.3.4, (iv)).
On peut encore dire que dans un produit XXgY de S-préschémas, si l'un des
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facteurs X, Y est de type fini sur S et F autre noethérien (resp. localement noethérien)^ alors X x §Y
est noethérien (resp. localement noethérien).

Corollaire (6.3.9). — Soit X un préschéma de type fini sur un préschéma localement
noethérien S. Alors tout S-morphisme f : X->Y est de type fini,

En effet, on peut supposer S noethérien ; si 9 : X->S, ^ : Y—^S sont les morphismes
structuraux, on a (p=^o/, et X est noethérien en vertu de (6.3.7) ;f est donc de type
fini en vertu de (6.3.6).

Proposition (6.3.10). — Soit f : X—^Y un morphisme de type fini. Pour que f soit surjectif^
il faut et il suffit que^ pour tout corps algébriquement clos tî, Inapplication X(^2)-^Y(£2) corres-
pondant àf (3.4. i) soit surjective.

La condition est suffisante, comme on le voit en considérant pour tout y e Y, une
extension algébriquement close 0. de k[y)y et le diagramme commutatif

X
/l)spec(Q)
V

(cf. (3.5.3)). Inversement, supposons f surjective, et soit g : {^}==Spec(t2)->Y un
morphisme, û étant un corps algébriquement clos. Si on considère le diagramme

^ ^—— X(0)

f f^

Y <- Spec(û)

il suffit donc de montrer qu'il existe dans X(Q) un point rationnel sur 0. (3.3.14, 3.4.3
et 3 •4-4)* Comme y est surjectif, X(Q) n'est pas vide (3.5.10) et comme / est de type
fini, il en est de même def^ (6.3.4, (iv)) ; donc X(Q) contient un ouvert affine non vide Z
tel que A(Z) soit une algèbre de type fini non nulle sur û. En vertu du th. des zéros
de Hilbert [21], il existe un Q-homomorphisme A(Z)->f2, donc une section de X^
au-dessus de Spec(î2), ce qui démontre la proposition.

6.4. Préschémas algébriques*

Définition (6.4.1). — Étant donné un corps K, on appelle ÏL-préschéma algébrique un
préschéma X de type fini sur K ; K est appelé le corps de base de X. Si en outre X est un schéma
(ou, ce qui revient au même (5.5.8), si X est un K-schéma), on dit aussi que X est un
Y^-schéma algébrique.

Tout K-préschéma algébrique est noethérien (6.3.7).
Proposition (6.4.2). — Soit X un ïi-préschéma algébrique. Pour qu'un point ^eX soit

fermée il faut et il suffit que k(x) soit une extension algébrique de K, de degré fini.
On peut supposer X affine, l'anneau A de X étant une K-algèbre de type fini.

En effet, les ouverts affines U de X tels que A(U) soit une K-algèbre de type fini forment
un recouvrement de X (6.3. i ). Les points fermés de X sont alors les points tels que \^ soit
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un idéal maximal de A, autrement dit tels que A/j^ soit un corps (nécessairement égal
à k{x)). Comme A/j^ est une K-algèbre de type fini, on voit que si x est fermé, k{x) est
un corps qui est une algèbre de type fini sur K, donc nécessairement une K-algèbre de
rang fini [21]. Inversement, si k{x) est de rang fini sur K, il en est de même de A^ckÇx)
et comme tout anneau intègre qui est une K-algèbre de rang fini est un corps,
on a A/^==fe(^), donc x est fermé.

Corollaire (6.4.3). — Soient K un corps algébriquement clos, X un K-préschéma algébrique;
les points fermés de X sont alors les points rationnels sur K (3.4.4) et s'identifient canoniquement
aux points de X à valeurs dans K.

Proposition (6.4.4). — Soit X un préschéma algébrique sur un corps K. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

a) X est artinien.
b) V espace sous-jacent à X est discret.
c) L espace sous-jacent à X rHa qu'un nombre fini de points fermés.
c') L'espace sous-jacent à X est fini.
d) Les points de X sont fermés.
e) X est isomorphe à Spec(A), où A est une K-algèbre de rang fini.

Comme X est noethérien, il résulte de (6.2.2) que les conditions a), b ) , d ) sont
équivalentes et entraînent c ) et c ' ) ; par ailleurs, il est clair que e ) entraîne a). Reste à voir
que c ) entraîne d ) et e ) ; on peut se borner au cas où X est affine. Alors A(X) est une
K-algèbre de type fini (6.3.3), donc un anneau dejacobson ([i], p. 3-11 et 3-12), dans
lequel il n'y a par hypothèse qu'un nombre fini d'idéaux maximaux. Comme une intersec-
tion finie d'idéaux premiers ne peut être un idéal premier que si elle est égale à l'un
d'eux, tout idéal premier de A(X) est donc maximal, d'où d ) . En outre, on sait
alors (6.2.2) que A(X) est une K-algèbre artinienne de type fini, donc nécessairement
de rang fini [21].

(6.4.5) Lorsque les conditions de (6.4.4) sont satisfaites, on dit que X est un
schéma^' sur K (cf. (II, 6. i . i)) , ou un K-schémafini, de rang [A : K] que l'on note aussi
%e(X) $ si X, Y sont deux schémas finis sur K, on a

(e-l.S.i) ^K(XUY)^K(X)+^(Y)

(6-4.5.2) %C(XXKY)^K(X)%,(Y)

comme il résulte de (3.2.2).
Corollaire (6.4.6). — Soit X un schéma fini sur un corps K. Pour toute extension K' de K,

X®^7 est un schéma fini sur K', et son rang sur K' est égal au rang de X sur K.
En effet, si A=A(X), on a [A®^' : K']=[A : K].
Corollaire (6.4.7). — Soit X un schéma fini sur un corps K; on pose n= S \h{x) : K]

xEX

(on rappelle que si K' est une extension de K, [K7 : K], est le rang séparable de K' sur
K, rang de la plus grande extension algébrique séparable de K contenue dans K ' ) ;
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alors, pour toute extension algébriquement close û de K, /''espace sous-jacent à X®^ a exactement
n points, qui s'identifient aux points de X à valeurs dans t2.

On peut évidemment se borner au cas où l'anneau A==A(X) est local (6 .2.2) ;
soient m son idéal maximal, L=A/m son corps résiduel, extension algébrique de K.
Les points de X à valeurs dans 0. correspondent alors biunivoquement aux ^-sections
de X®^iî ( 3 - 4 - i et 3.3.14), et aussi aux K-homomorphismes de L dans 0. ( i .7 .3) ,
d'où la proposition (Bourbaki, Alg., chap. V, § 7, n° 5, prop. 8), compte tenu de (6.4.3).

(6.4.8) Le nombre n défini dans (6.4.7) s'appelle le rang séparable de A (ou
de X) sur K, ou aussi le nombre géométrique de points de X $ il est donc égal au nombre
d'éléments de X(CÎ)K. Il résulte aussitôt de cette définition que, pour toute extension K'
de K, X®^K' a même nombre géométrique de points que X. Si on désigne ce nombre
par ^(X), il est clair que si X, Y sont deux schémas finis sur K, on a
(6.4.8.1) ^(XiiY)=^(X)+^(Y).

Sous les mêmes hypothèses, on a aussi
(6.4.8.2) n(XxKY)=n(X)n(Y)

comme il résulte aussitôt de l'interprétation de n(X) comme nombre d'éléments de
X(Î2)K et de la formule (3.4.3.1).

Proposition (6.4.9). — Soient K un corps, X, Y deux Y^-préschémas algébriques, f : X-^-Y
un Y^-morphisme, Q. une extension algébriquement close de K, de degré de transcendance infini sur K.
Pour que f soit surjectif, il faut et il suffit que Inapplication X(Î2)K->Y(Î2)K correspondant à
f (3.4. i ) soit surjective.

La nécessité résulte de (6.3.10), en remarquant que f est nécessairement de type
fini (6.3.9). Pour voir que la condition est suffisante, on raisonne comme dans (6.3.10),
en remarquant que pour tout J^Y, h[y) est une extension de K de type fini, et par
suite est K-isomorphe à un sous-corps de 0..

Remarque (6.4.10). — Nous verrons au chap. IV que la conclusion de (6.4.9)
est encore valable sans hypothèse relative au degré de transcendance de 0. sur K.

Proposition (6 .4.11) . — Si f : X-^Y est un morphisme de type fini, pour toutjyeY, la
fibre f^Çy) est un préschéma algébrique sur le corps résiduel k[y) et pour tout xef^^y), k[x) est
une extension de type fini de k(jy).

Comme /^{y) ==X®Yfe(J;) (3-6.3)5 la proposition résulte de (6.3.4, (iv)) et
de (6 .3 .3) .

Proposition (6.4.12). — Soient f : X->Y, g : Y'—^Y deux morphismes ; posons
X'^XXyY7 et soit f'==f^ : X'-^Y'. Soit y'^', y=g[y') ; si la fibre f-\y) est un
schéma algébrique fini sur k{y), alors la fibre f'^Çy) est un schéma algébrique fini sur k{y),
ayant même rang et même nombre géométrique de points quef^^y).

Compte tenu de la transitivité des fibres (3.6.5), cela résulte aussitôt de (6.4.6)
et (6.4.8).

(6.4.13) La prop. (6.4. n) montre que les morphismes de type fini correspondent
intuitivement aux « familles algébriques de variétés algébriques », les points de Y jouant
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le rôle de « paramètres », ce qui donne à ces morphismes une signification « géométrique ».
Les morphismes qui ne sont pas de type fini interviendront surtout par la suite dans
les questions de « changement du préschéma de base », par exemple par localisation ou
complétion.

6.5. Détermination locale d'un morphisme.

Proposition (6.5.1). — Soient X, Y deux S-préschémas, Y étant de type fini sur S;
soient ;veX, j^eY au-dessus d^un même point seS.

(i) Si deux S-morphismes f=={^, Q),f'=(^', 6') de X dans Y sont tels que ^[x)=^'(x)==jy,
et que les (0 g-homomorphismes (locaux) 6J et 6^ de (9 dans Qy^ soient identiques^ f et f coïncident
dans un voisinage ouvert de x.

(11) Supposons en outre S localement noethérien. Pour tout (B ̂ homomorphisme local 9 : Qy—^0^
il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un S-morphisme f= (^3 9) de U dans Y tels que
^Çx) =y et 6j==9.

(i) La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer S, X, Y affines
d'anneaux respectifs A, B, C^fetf étant de la forme ("9,^) et ( a ^ ' , r ^ ' ' ) respectivement,
où 9 et 97 sont deux A-homomorphismes de G dans B tels que 9--l(L)=9/—l(ia.)=j^ et
les homomorphismes 9^ et 9 ;̂ de Cy dans B .̂, déduits de 9 et 9', sont identiques ; on peut
en outre supposer que G est une A-algèbre de type fini. Soient ^ ( i ^ i ̂  n) des générateurs
de la A-algèbre G, et posons ^.==9(^), ^ /==9 /(^) ; par hypothèse, on a ^/ i==^/ 1

dans l'anneau de fractions B ;̂ (i ^i^n). Cela signifie qu'il existe des éléments ^eB—j^
tels que s^[b^—b'^) ==o pour i ^ î^n , et on peut évidemment supposer tous les ^ égaux
à un même élément g^B—\^ On en conclut que l'on a bjï ==b'Ji pour i ̂ i^n dans
l'anneau de fractions B ; si i est l'homomorphisme canonique B-^-B, on a par suite
^09 ==ig0^' ; donc les restrictions defetf à D(^) sont identiques.

(iï) On peut se ramener à la même situation que dans (i), et supposer en outre
que l'anneau A est noethérien. Soient c^Çi^i^n) des générateurs de la A-algèbre C,
et soit a : A[X^, . . ., XJ ->C l'homomorphisme de l'algèbre de polynômes A[X^, . . ., XJ
sur C transformant X^ en ^ pour i ^ i^ n. Soit d'autre part i l'homomorphisme cano-
nique C—>C , et considérons l'homomorphisme composé

P : A[X,,...,XJ-°.C^G^B,.

Désignons par a le noyau de (B ; comme A est noethérien, il en est de même de
A[XI, . . ., XJ, et par suite a admet un système fini de générateurs Q^(Xi, .. ., XJ
( i^ ;^m). D'autre part, chacun des éléments 9(^(^)) peut s'écrire bjs^, où è^eB et
s^\^\ on peut en outre supposer tous les ^ égaux à un même élément ^eB—j^. Cela
étant, on a par hypothèse Q î/.?, . . ., bjg) = o dans B^ ; posons

Q,(X,/T, .... XJT) ==P,(Xi, .... X,, T)/T^

où Py est homogène de degré ky. Soit alors ^.=P^, . . . ,^,^)eB. Par hypothèse,
on a ^.==0 pour un ^eB—j^ (ï^j^m), et on peut évidemment supposer tous les ^
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égaux à un même élément AeB—j,; on en conclut que P,(hb^, ..., hb^ hg)=o pour
i ^j-^m. Cela étant, considérons l'homomorphisme p de A[X^, ..., XJ dans l'anneau
de fractions B^ qui applique X, sur hbjhg ( i ^ î < n ) ; l'image de a par cet homomor-
phisme est o, et il en est a fortiori de même de l'image par p du noyau x-^o). Donc p se
factorise en A[Xi, .. ., XJ ̂  G ̂  B,,, avec y(<-.) =hb,lhg, et il est clair que si i, est
l'homomorphisme canonique B^-^B^, le diagramme

C^>B,

(6 .5 .1 .1) iy

^-r^
est commutatif ; on a donc y =y^ et comme 9 est un homomorphisme local, ^W =JS
f=(a^^ 7) est donc un S-morphisme du voisinage D{hg) de x dans Y qui répond à la
question.

Corollaire (6.5.2). — Sous les hypothèses de (6.5.1, (ii)), si en outre X est de type fini
sur S, on peut supposer le morphisme f de type fini.

Cela résulte de (6.3.6).
Corollaire (6.5.3). — Supposons vérifiées les hypothèses de (6.5.1, (ii)), et supposons

en outre que Y soit intègre, et <p un homomorphisme injectif. Alors on peut supposer que f={a^, ̂ )
où y est injectif.

En effet, on peut supposer G intègre (5.1.4), donc iy injectif; il résulte alors du
diagramme (6.5.1.1) que y est injectif.

Proposition (6.5.4). — Soient f== (^, 6) : X-^Y un morphisme de type fini, x un point
de X, j;=^(;c).

(i) Pour que f soit une immersion locale au point ^ (4 .5 .1) , il faut et il suffit que 6j : (9 -^0^
soit surjectif.

(ii) On suppose en outre Y localement noethérien. Pour que f soit un isomorphisme local au
point x (4.5.2), il faut et il suffit que 6j soit un isomorphisme.

(n) En vertu de (6.5. i), il existe alors un voisinage ouvert V dej/et un morphisme
ê : V->X tels que gof (resp.fog) soit défini et coïncide avec l'identité dans un voisinage
de x (resp. y ) , d'où on tire aisément que/est un isomorphisme local.

(i) La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X et Y affines, d'anneaux
respectifs A, B ; on a /^(^cp, ^), où y est un homomorphisme d'anneaux B->A qui
fait de A une B-algèbre de type fini ; on a ^({J ==j^ et l'homomorphisme <p^ : B^->A,
déduit de 9 est surjectif. Soit (^) (i ^ i^n) un système de générateurs de la B-algèbre A ;
l'hypothèse sur ̂  implique qu'il existe des b,eB et un cç^—\y tels que, dans l'anneau
de fractions A^, on ait ^,/i =9 {b,) /(p^) pour i^i^n. Par suite (i .3.3), il existe aeA—^
tel que, si l'on pose g==a^(c), on ait aussi tjî =a^(b.i)lg dans l'anneau défrayions Ag. Cela
étant, il existe par hypothèse un polynôme Q(Xi, . . . , XJ à coefficients dans l'anneau 9 (B),
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tel que û=Q^, ..., Q ; posons Q,(Xi/T, ..., XJT)=P(Xi, . . . , X,, T)/T- où P
est homogène de degré m. Dans l'anneau A , on a

ali =^P(<p(^), ..., y(èj, 9M)/r-^<PW/r

où û?eB. Gomme, dans A^, gfi = (û/i) (9(^/1) est inversible par définition, il en est
de même de a/i et de çM/i, et on peut donc écrire û/i == (^(û?)/!)^^)/!)"^. On en
conclut que ç(ûf ) / i est aussi inversible dans Ag. Posons alors h==cd ; comme <p(A)/ i est
inversible dans A^, l'homomorphisme composé B^A->A^ se factorise en B->B^A
(0, i .2.4). Montrons que y est surjectif ; il suffit de vérifier que l'image de B^ dans Ag
contient les ^/i et C?/i)-1. Or, on a (^/i)-^ (çM/ir^çW/ir^Y^), et
û/i^y^4-1^), donc ^{bi))|ï==^(b,dm+l|hm), et comme ^i=(û(p(é,)/i)(^/i)-1, notre
assertion est démontrée. Le choix de A implique que ^(D(^)) cD(A), et la restriction de/
à D(^) est égale à (^5 ^) ^ comme y est surjectif, cette restriction est une immersion
fermée de D(^) dans D(A) (4.2.3).

Corollaire (6.5.5). — Soit /=(^, 6) : X->Y un morphisme de type fini. On suppose X
irréductible, on désigne par x son point générique, et on pose jy==^Çx).

(i) Pour que f soit une immersion locale en un point de X, il faut et il suffit que 6| : (9y->6^
soit surjectif.

(ii) On suppose de plus Y irréductible et localement noethérien. Pour que f soit un isomorphisme
local en un point de X, il faut et il suffit que y soit le point générique de Y (ou, ce qui revient au
même (0, 2 .1 .4 ) que/soit un morphisme dominant} et que 6j soit un isomorphisme (autrement
dit, que f soit birationnel (2.2.9)).

Il est clair que (i) résulte de (6.5.4, (i)) compte tenu de ce que tout ouvert non
vide de X contient x ; de même (ii) résulte de (6.5.4, (ii)).

6.6. Morphismes quasi-compacts et morphismes localement de type fini.

Définition (6.6.1). — On dit qu^un morphisme f : X->Y est quasi-compact si l'image
réciproque par f de tout ouvert quasi-compact de Y est quasi-compacte.

Soit 33 une base de la topologie de Y formée d'ouverts quasi-compacts (par exemple
d'ouverts affines) ; pour queysoit quasi-compact, il faut et il suffit que l'image réciproque
parade tout ensemble de SB soit quasi-compacte (ou, ce qui revient au même, réunion
finie d'ouverts affines), car tout ouvert quasi-compact de Y est réunion finie d'ensembles
de 3}. Par exemple, si X est quasi-compact et Y affine, alors tout morphisme f : X—>-Y est
quasi-compact : en effet, X est réunion finie d'ensembles ouverts affines U^, et pour tout
ouvert affine V de Y, U^n/"1^) est affine (5.5.10)3 donc quasi-compact.

Si f : X->Y est un morphisme quasi-compact, il est clair que pour tout ouvert V
de Y, la restriction deyày~ l(V) est un morphisme quasi-compact /"^(V)—^. Inverse-
ment, si (UJ est un recouvrement ouvert de Y et f : X-^Y un morphisme tel que les
restrictions ^/"^Ua)—^^ soient quasi-compactes, alors f est quasi-compact.

Définition (6.6.2). — On dit qu'un morphisme f : X-?-Y est localement de type fini si,
pour tout ^eX, il existe un voisinage ouvert U de x et un voisinage ouvert VD/(U) de y tels que la
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restriction de f à U soit un morphisme de type fini de U dans V. On dit alors aussi que X est un
préschéma localement de type fini sur Y, ou un Y-préschéma localement de type fini.

Il résulte aussitôt de (6.3.2) que si y est localement de type fini, alors, pour tout
ouvert W de Y, la restriction deyày^W) est un morphisme y'^W^W qui est locale-
ment de type fini.

Si Y est localement noethérien et si X est localement de type fini sur Y, X est
localement noethérien en vertu de (6.3.7).

Proposition (6.6.3). — Pour qu^un morphisme f : X->Y soit de type fini, il faut et il suffit
qu'il soit quasi-compact et localement de type fini.

La nécessité des conditions est immédiate, vu (6.3.1) et la remarque suivant
(6.6.1). Inversement, supposons ces conditions satisfaites et soit U un ouvert affine
de Y, d'anneau A ; pour tout xef^ÇV), il y a par hypothèse un voisinage V(^)c/—l(U)
de x et un voisinage W(A:)cU de jy=f(x), contenant f (V(^)) et tel que la restriction
dey à V(x) soit un morphisme V(x)—^W(x) qui est de type fini. En remplaçant W(^)
par un voisinage Wi(^)cW(^) de x de la forme D(^) (avec ^A), et V{x) par
V^ny^Wi^)), on peut supposer que W(^) est de la forme D(^), donc de type fini
sur U (puisque son anneau s'écrit A[i/^]) ; par suite V(x) est de type fini sur U. En
outre y^U) est quasi-compact par hypothèse, donc réunion d'un nombre fini d'ou-
verts V(^), ce qui achève la démonstration.

Proposition (6.6.4). — (i) Une immersion X-^Y est quasi-compacte si elle est fermée;
ou si l'espace sous-jacent à Y est localement noethérien ou si l'espace sous-jacent à X est noethérien.

(ii) Le composé de deux morphismes quasi-compacts est quasi-compact.
(iii) Si f: X—^Y est un ^-morphisme quasi-compacte il en est de même de f^^ : X^—^Y^)

pour toute extension g : S'-^S du préschéma de base.
(iv) Si f : X->X7 et g : Y—^Y7 sont deux ^-morphismes quasi-compacts; fx ^g est

quasi-compact.
(v) Si le composé de deux morphismes f : X-^-Y, g : Y->Z est quasi-compact et si g est

séparé, ou l''espace sous-jacent à X localement noethérien, f est quasi-compact.
(vi) Pour qu'un morphisme f soit quasi-compact, il faut et il suffit que f^ le soit.
On notera que (vi) est évident puisque la propriété d'être quasi-compact pour un

morphisme ne dépend que de l'application continue correspondante des espaces sous-
jacents. Démontrons de même la partie de (v) correspondant au cas où l'espace sous-
jacent X est supposé localement noethérien. Posons h==gof, et soit U un ouvert quasi-
compact dans Y ; g(U) est quasi-compact (non nécessairement ouvert) dans Z, donc
contenu dans une réunion finie d'ouverts quasi-compacts V^ (2.1.3), ety~ l(U) est par
suite contenu dans la réunion des /^(Vy), qui sont des sous-espaces quasi-compacts de X,
donc des sous-espaces noethériens. On en conclut (0, 2 .2 .3) quey'^U) est un espace
noethérien, et a fortiori quasi-compact.

Pour prouver les autres assertions, il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii) (5.5.12).
Or, (ii) est évidente, et (i) résulte de (6.3.5) lorsque l'espace Y est localement noethérien
ou l'espace X noethérien et est évidente pour une immersion fermée. Pour établir (iii),
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on peut se borner au cas où S=Y (3.3.11) ; posons f'=f^ et soit U7 un ouvert
quasi-compact dans S'. Pour tout s'eV, soit T un voisinage ouvert affine de g ( s ' )
dans S, et soit W un voisinage ouvert affine de s ' contenu dans U'n^'^T) ; il suffira
de montrer que/'^W) est quasi-compact ; autrement dit, on peut se ramener à prouver
que lorsque S et S' sont affines, l'espace sous-jacent à XXgS 7 est quasi-compact. Mais
comme X est alors par hypothèse réunion finie d'ouverts affines V .̂, XXgS 7 est réunion
des espaces sous-jacents aux schémas affines VyXgS ' (3.2.2 et 3 .2 .7) , ce qui achève
de prouver la proposition.

On notera aussi que si X=X /^X / / est somme de deux préschémas, un morphisme
f '» X->Y est quasi-compact si et seulement si ses restrictions à X' et X77 le sont.

Proposition (6.6.5). — Soit f : X-»Y un morphisme quasi-compact. Pour que f soit domi-
nant, il faut et il suffit que pour tout point générique y d'une composante irréductible de Y, /^(j^)
contienne le point générique d'une composante irréductible de X.

Il est immédiat que la condition est suffisante (sans supposer f quasi-compact).
Pour voir qu'elle est nécessaire, considérons un voisinage ouvert affine Udej / './^{U)
est quasi-compact, donc réunion finie d'ouverts affines V,, et l'hypothèse que/est dominant
implique quej/ appartient à l'adhérence dans U d'un des/(V,). On peut évidemment
supposer X et Y réduits ; comme l'adhérence dans X d'une composante irréductible
de V .̂ est une composante irréductible de X (0, 2 .1 .6)3 on peut remplacer X par V^,
Y par le sous-préschéma fermé réduit de U ayant /(VJnU pour espace sous-jacent (5.2.1),
et on est ainsi ramené à démontrer la proposition lorsque X=Spec(A) et Y=Spec(B)
sont affines et réduits. Comme/est dominant, B est alors un sous-anneau de A (1.2.7),
et la proposition résulte alors du fait que tout idéal premier minimal de B est l'inter-
section de B et d'un idéal premier minimal de A (0, 1.5.8).

Proposition (6.6.6). — (i) Toute immersion locale est localement de type fini.
(n) Si deux morphismes f: X-^Y, g : Y->Z sont localement de type fini, il en est de même

de gof.

(iii) Si /: X-^Y est un S-morphisme localement de type fini, /g^ : X^ -> Y/g^ est locale-
ment de type fini pour toute extension S'->S du préschéma de base.

(iv) Si f : X-^X' et g : Y->Y' sont deux S-morphismes localement de type fini, fx ^g
est localement de type fini.

(v) Si le composé gof de deux morphismes est localement de type fini, fest localement de type fini.
(vi) Si un morphisme f est localement de type fini, il en est de même def^.
En vertu de (5.5.12)5 il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii). Si j : X-^Y est une

immersion locale, pour tout A:eX, il y a un voisinage ouvert V de j{x) dans Y et un
voisinage ouvert U de x dans X tels que la restriction de j à U soit une immersion
fermée U->V (4.5.1), donc cette restriction est de type fini. Pour établir (ii), considérons
un point ^eX ; il y a par hypothèse un voisinage ouvert W de g{f(x)) et un voisinage
ouvert V def(x) tels que g(V) cW et que V soit de type fini sur W ; en outre /^(V)
est localement de type fini sur V (6.6.2), donc il y a un voisinage ouvert U de x qui
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est contenu dans /"^(V) et de type fini sur V ; par suite on a ^(/(U))cW et U est de
type fini sur W (6.3.45 (ii)). Enfin, pour démontrer (ni), on peut se borner au cas où
Y=S (3.3.11) ; pour tout ^eX'^^s/), soient x l'image de x ' dans X, s l'image
de x dans S, T un voisinage ouvert de s, T son image réciproque dans S7, U un voisi-
nage ouvert de x dont l'image est contenue dans T et qui est de type fini sur T ; alors
UXgT'^UXrrTT est un voisinage ouvert de x ' (3.2.7) qui est de type fini sur T '
(6.3.4, (iv)).

Corollaire (6.6.7). — Soient X, Y deux S-préschémas qui sont localement de type fini sur S.
Si S est localement noethérien, XXgY est localement noethérien.

En effet, X étant localement de type fini sur S, est localement noethérien, et
X X g Y est localement de type fini sur X, donc est aussi localement noethérien.

Remarque (6.6.8). — La proposition (6.3.10) et sa démonstration s'étendent
aussitôt au cas où l'on suppose seulement que le morphisme f est localement de type
fini. De même, les propositions (6.4.2) et (6.4.9) restent valables lorsqu'on suppose
que les préschémas X, Y qui figurent dans leur énoncé sont seulement localement de
type fini sur le corps K.

§ 7. APPLICATIONS RATIONNELLES

7.1. Applications rationnelles et fonctions rationnelles»

(7.1.1) Soient X, Y deux préschémas, U, V, deux ouverts denses dans X, f
(resp. g) un morphisme de U (resp. V) dans Y ; nous dirons que f et g sont équivalents
s'ils coïncident dans un ouvert dense dans UnV. Comme une intersection finie d'ouverts
denses dans X est un ouvert dense dans X, il est clair que cette relation est une relation
d^ équivalence.

Définition (7.1.2). — Étant donnés deux préschémas X, Y, on appelle application rationnelle
de X dans Y une classe d''équivalence de morphismes de parties ouvertes denses de X dans Y, pour
la relation définie dans ( 7 . 1 . 1 ) . Si X et Y sont des S-préschémas, on dit qu'une telle classe est une
^-application rationnelle s^il existe un représentant de cette classe qui est un S-morphisme, On appelle
S-section rationnelle de X toute ^-application rationnelle de S dans X. On appelle/onction rationnelle
sur un préschéma X toute ^.-section rationnelle du 'K.-préschéma X®^Z[T] (où T est une
indéterminée).

Par abus de langage, lorsqu'il ne sera question que de S-préschémas, on dira
« application rationnelle » au lieu de « S-application rationnelle » si aucune confusion ne
peut en résulter.

Soient/une application rationnelle de X dans Y, U un ouvert de X; si/i,/g sont
des morphismes appartenant à la classe/, définis respectivement dans des ouverts denses V,
W de X, les restrictions /J (UnV), /g [ (UnW) coïncident dans UnVnW qui est dense
dans U ; la classe de morphismes / définit donc une application rationnelle de U dans Y,
appelée restriction de f à U et notée/[U.

Si, à tout S-morphisme / : X-^Y, on fait correspondre la S-application rationnelle
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à laquelle appartient /, on définit une application canonique de Homg(X, Y) dans
l'ensemble des S-applications rationnelles de X dans Y. On désigne par r^(X/Y) l'en-
semble des Y-sections rationnelles de X, et on a donc une application canonique
r(X/Y)-»r,^(X/Y). Il est clair en outre que si X et Y sont deux S-préschémas, l'en-
semble des S-applications rationnelles de X dans Y s'identifie canoniquement à
I^((XXsY)/X) (3.3.14).

(7.1.3) II résulte aussitôt de (7 .1 .2) et de (3.3.14) que les fonctions rationnelles
sur X s'identifient canoniquement aux classes d'équivalence des sections du faisceau structural Q^
au-dessus d'ouverts partout denses de X, deux telles sections étant équivalentes si elles
coïncident dans un ouvert partout dense contenu dans l'intersection de leurs ensembles
de définition. Il en résulte en particulier que les fonctions rationnelles sur X forment
un anneau R(X).

(7.1.4) Lorsque X est un préschéma irréductible^ tout ouvert non vide est dense
dans X ; on peut encore dire que les ouverts non vides de X sont les voisinages ouverts
du point générique x de X. Dire que deux morphismes de parties ouvertes non vides de X
dans Y sont équivalents signifie donc dans ce cas qu'ils ont même germe au point x. Autre-
ment dit, les applications rationnelles (resp. S-applications rationnelles) X->Y s'iden-
tifient aux germes de morphismes (resp. de S-morphismes) de parties ouvertes non vides de X
dans Y au point générique x de X. En particulier :

Proposition (7.1.5). — Si X est un préschéma irréductible, Panneau R(X) des fonctions
rationnelles sur X s'identifie canoniquement à Panneau local (9^ du point générique x de X. C'est
un anneau local de dimension o, et par suite un anneau local artimon lorsque X est noethérien; c'est
un corps lorsque X est intègre, et il s'identifie au corps des fractions de A(X) lorsqu'on outre X est
un schéma affine.

Vu ce qui précède et l'identification des fonctions rationnelles aux sections de Q^
au-dessus d'un ouvert partout dense, la première assertion n'est autre que la définition
de la fibre d'un faisceau en un point. Pour les autres assertions, on peut se borner au cas
où X est affine d'anneau A ; alors j^ est le nilradical de A, et 0^ est donc de dimension o ;
si A est intègre, \^= (o), et 6^ est donc le corps des fractions de A. Enfin, si A est noethé-
rien, on sait ([i i], p. 127, cor. 4) que j^ est niipotent et 6^==Ap artinien.

Si X est intègre., l'anneau ^ est intègre pour tout ^;eX; tout ouvert affine U
contenant ^ contient aussi x, et R(U), égal au corps des fractions de A(U), s'identifie
donc à R(X) ; on en conclut que R(X) s'identifie aussi au corps des fractions de (0^ : l'iden-
tification canonique de ^ à un sous-anneau de R(X) consiste à faire correspondre à
tout germe de section seO^ l'unique fonction rationnelle sur X, classe d'une section de Q^
(nécessairement définie sur un ouvert partout dense) ayant pour germe s au point ^.

(7.1.6) Supposons maintenant que X ait un nombre fini de composantes irré-
ductibles X, (i ^i^n) (ce qui est le cas lorsque l'espace sous-jacent à X est noethérien) ;
soit X^ l'ouvert de X, complémentaire par rapport à X^ de la réunion des X-nX^.
pour j = ( = z ; X,' est irréductible, son point générique ^ est le point générique de X,, et
les X^ sont deux à deux disjoints, leur réunion étant dense dans X (0, 2.1.6). Pour
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tout ouvert partout dense U de X, U^=UnX^ est un ouvert non vide dense dans X^,
les U^ étant deux à deux sans point commun, donc V = UU^ est dense dans X. Se donner

ï

un morphisme de U' dans Y revient à se donner (arbitrairement) un morphisme de
chacun des U^ dans Y. Donc :

Proposition (7.1.7). — Soient X, Y deux préschémas (resp. S-préschémas) tels que X ait
un nombre fini de composantes irréductibles X^ de points génériques x^ ( ï ̂  i ̂  n). Si R^ est
V ensemble des germes de morphismes (resp. S-morphismes) de parties ouvertes de X dans Y au
point x^ l'ensemble des applications rationnelles (resp. ^-applications rationnelles) de X dans Y
s'identifie au produit des R^ (ï ^i^n).

Corollaire (7.1.8). — Soit X un préschéma noethérien. D anneau des fonctions rationnelles
sur X est un anneau artimon, dont les composants locaux sont les anneaux (9^ des points génériques x^
des composantes irréductibles de X.

Corollaire (7.1.9). — Soient A un anneau noethérien, et soit X=Spec(A). Si Q^est le
complémentaire de la réunion des idéaux premiers minimaux de A, Vanneau des fonctions rationnelles
sur X s'identifie canoniquement à Vanneau de fractions Q^A.

Cela résultera du lemme suivant :
Lemme (7.1.9.1). — Pour qu'un élément feA soit tel que D(V) soit partout dense dans X,

il faut et il suffit que ,/eQ,; tout ouvert dense dans X contient un ouvert de la forme D(/), oùfeQ^.

En effet, supposons ce lemme démontré; l'anneau des sections F(D(/), 6?x) s'iden-
tifiant à A^ (1.3.6 et 1.3.7), il résulte du fait que les D(/) avec fe Q forment un ensemble
cofinal dans l'ensemble ordonné (pour D) des ouverts denses dans X, et de la déf. (7.1.1)
que l'anneau des fonctions rationnelles sur X s'identifie à la limite inductive des A^
pouryeÇ^ (pour la relation de préordre « g est multiple de y»), c'est-à-dire à QT^A
(0,1.4.5).

Pour démontrer (7.1.9.1), désignons encore par X^ les composantes irréductibles
de X (ï ^i-^n) ; si D(/) est dense dans X, D(/) nX^=j= 0 pour i^i^n et réciproquement;
mais cela signifie que /^p, pour i^i^n, en posant p,==j(X,), et comme les p, sont
les idéaux premiers minimaux de A (1.1.14), les relations /<^p, (i^i^n) équivalent
à f^Q^y d'où la première assertion du lemme. D'autre part, si U est un ouvert dense
dans X, le complémentaire de U est un ensemble de la forme V(a), où a est un idéal
qui n'est contenu dans aucun des p, ; il n'est donc pas contenu dans leur réunion ([io],
p. 13), et il existe donc un feu appartenant à Q; d'où D(y)cU, ce qui achève la
démonstration.

(7.1.10) Supposons de nouveau X irréductible, de point générique x. Comme
tout ouvert non vide U de X contient x, et par suite contient aussi tout ^:eX tel que
xe[^}, tout morphisme U->Y peut se composer avec le morphisme canonique
Spec(^)->X (2.4.1) ; et deux morphismes dans Y de deux parties ouvertes non vides
de X, qui coïncident dans une partie ouverte non vide de X donnent par composition
le même morphisme Spec((5J->Y. Autrement dit, à toute application rationnelle de X
dans Y correspond ainsi un morphisme Spec(fi^) ->Y bien déterminé.
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Proposition (7.1.11). — Soient X, Y deux S-préschémas ; on suppose X irréductible^
de point générique x, et Y de type fini sur S. Deux ^-applications rationnelles de X dans Y, auxquelles
correspond le même S-morphisme Spec(^)->Y sont identiques. Si on suppose de plus S localement
noethérien, tout S-morphisme de Spec(^) dans Y correspond à une ^-application rationnelle (et
une seule) de X dans Y.

Compte tenu de ce que tout ouvert non vide de X est partout dense, cela résulte
aussitôt de (6.5.1).

Corollaire (7.1.12). — On suppose S localement noethérien, et les autres hypothèses
de ( 7 . 1 . 1 1 ) satisfaites. Les ^-applications rationnelles de X dans Y s'identifient alors aux points
du S-préschéma Y, à valeurs dans le S-préschéma Spec(^).

Cela n'est autre que (7.1.11), avec la terminologie introduite dans (3.4.1).
Corollaire (7 .1.13) . — On suppose remplies les conditions de ( 7 . 1 . 1 2 ) . Soit s l'image

de x dans S. La donnée d'une ^-application rationnelle de X dans Y équivaut à la donnée d'un
point y de Y au-dessus dé s, et d'un (9g-homomorphisme local Q ->Q^ = R(X).

Cela résulte de (7.1.11) et de (2.4.4).
En particulier :
Corollaire (7.1.14). — Sous les conditions de ( 7 . 1 . 1 2 ) 3 les ^-applications rationnelles

de X dans Y ne dépendent (pour Y donné) que du S-préschéma Spec(^) et en particulier restent
les mêmes lorsqu'on remplace X par Spec(^), pour tout ^;eX.

En effet, comme ^e{x], x est le point générique de Z==Spec(^), et ^ x x ^ ^ z x -
Lorsque X est intègre, R(X) =0^=k{x) est un corps (7.1.5); les corollaires

précédents se spécialisent alors en :
Corollaire (7.1.15). — On suppose vérifiées les conditions de ( 7 . 1 . 1 2 ) et en outre que X

est intègre. Soit s l'image de x dans S. Alors les ^-applications rationnelles de X dans Y s'identifient
aux points géométriques de Y®gfc(j) à valeurs dans l'extension R(X) de k{s), autrement dit chacune
d'elles équivaut à la donnée d'un point jyeY au-dessus de s et d'un k[s}-monomorphisme de k{y)
dans feM=R(X).

Les points de Y au-dessus de s s'identifient en effet à ceux de Y®gle(^) (3.6.3)
et les fi^-homomorphismes locaux 6^—^R(X) aux fe(^)-monomorphismes fe(^)-^R(X).

Plus particulièrement :

Corollaire (7.1.16). — Soient k un corps, X, Y deux préschémas algébriques (6.4.1)
sur k; on suppose en outre X intègre. Alors les k-applications rationnelles de X dans Y s'identifient
aux points géométriques de Y à valeurs dans l'extension R(X) de k (3.4.4).

7.2. Domaine de définition eTirne application rationnelle.

(7.2.1) Soient X, Y deux préschémas, / une application rationnelle de X dans Y.
On dit que y est définie en un point xe^K s'il existe un ensemble ouvert partout dense U
contenant x et un morphisme U-»Y appartenant à la classe d'équivalence/. L'ensemble
des points x e X où / est définie est appelé le domaine de définition de / ; il est clair que
c'est un ouvert partout dense dans X.
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Proposition (7.2.2). — Soient X, Y deux S-préschémas, tels que X soit réduit et Y séparé
sur S. Soit/une ^-application rationnelle de X dans Y, Uo j(m domaine de définition. Il existe alors
un S-morphisme et un seul U()—^Y appartenant à la classe /.

Comme pour tout morphisme U->Y appartenant à la classe./, on a nécessairement
UcUo, il est clair que la proposition sera conséquence du

Lemme (7.2.2.1). — Sous les hypothèses de (7 .2.2) , soient Ui, U^ deux ouverts partout
denses de X, f^ : V^->Y (^==15 2) deux S-morphismes tels qu^il existe un ouvert VcUinUg
dense dans X et dans lequel f^ etf^ coïncident. Alors f^ etf^ coïncident dans UioUg.

On peut évidemment se borner au cas où X==Ui==U2. Comme X (donc V)
est réduit, X est le plus petit sous-préschéma fermé de X majorant V (5.2.2). Soit
g==(fi,f2)s '- X-^YXgY; comme par hypothèse la diagonale T=Ay(Y) est un sous-
préschéma fermé de Yx^Y, Z=,§^~1(T) est un sous-préschéma fermé de X (4.4.1).
Si h : V->Y est la restriction commune def^ etf^ à V, la restriction de g à V est g ' == (À, A) g,
qui se factorise en ^^AyoA; comme A^1(T)=Y, on a ^"^(T^^V, et par suite Z est
un sous-préschéma fermé de X induisant V, donc majorant V, ce qui entraîne Z = X.
De la relation ^—1(T)=X^ on déduit (4.4.1) que g se factorise en Ayo^, où y est un
morphisme X—^Y, ce qui entraîne par définition du morphisme diagonal que f^==f^==f.

Il est clair que le morphisme U()->-Y défini dans (7 .2 .2) est l'unique morphisme
de la classe^qui ne puisse être prolongé à un morphisme d'une partie ouverte de X contenant
strictement UQ. Sous les hypothèses de (7 .2.2)3 on peut donc identifier les applications ration-
nelles de X dans Y aux morphismes non prolongeables (à des ouverts strictement plus
grands) d'ouverts partout denses de X dans Y. Avec cette identification, la prop. (7.2.2)
entraîne :

Corollaire (7.2.3). — Les hypothèses sur X et Y étant celles de (7.2.2)3 soit U un ouvert
partout dense de X. Il existe une correspondance biunivoque canonique entre les S-morphismes de U
dans Y et les ^-applications rationnelles de X dans Y définies en tous les points de U.

En vertu de (7.2.2) , pour tout S-morphisme f de U dans Y, il existe en effet une
S-application rationnelle et une seule y de X dans Y qui prolonge f.

Corollaire (7.2.4). — Soient S un schéma^ X un S-préschéma réduit, Y un S-schéma,
f : U->Y un S-morphisme d^un ouvert dense U de X dans Y. Si f est la î-application rationnelle
de X dans Y qui prolonge f, fest un S-morphisme (et est par suite la ^-application rationnelle de X
dans Y prolongeant f).

En effet, si 9 : X-^-S, ^ ^ Y-^-S sont les morphismes structuraux, U^ le domaine
de définition defyj l'injection Uo->X3 il suffit de prouver que ^°f==^°j, ce qui résulte
aussitôt de (7 .2 .2 .1 )3 puisque f est un S-morphisme.

Corollaire (7.2.5). — Soient X, Y deux S-préschémas ; on suppose X réduite X et Y séparés
sur S. Soient p : Y-^X un S-morphisme (faisant de Y un 'K'préschéma), U un ouvert partout
dense de X,/une U-section de Y; alors l'application rationnelle/de X dans ^{prolongeant/est
une X.-section rationnelle de Y.
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II faut prouver que j&o/est l'identité dans le domaine de définition de/ ; puisque X
est séparé sur S, cela résulte encore de (7 .2 .2 .1) .

Corollaire (7.2.6). — Soient X un préschéma réduit, U un ouvert partout dense de X. Il y a
correspondance biunivoque canonique entre les sections de Q^ au-dessus de U et les fonctions ration-
nelles f sur X définies en tout point de U.

Compte tenu de (7.2.3), (7.1.2) et (7.1.3)3 il suffit de remarquer que le X-pré-
schéma X®zZ[T] est séparé au-dessus de X (5.5.15 (iv)).

Corollaire (7.2.7). — Soient Y un préschéma réduit, f : X->Y un morphisme séparé,
U un ouvert partout dense de Y, g : U-^/'^U) une U-section ûk/'^U), Z le sous-préschéma
réduit de X ayant g(U) pour espace sous-jacent (5.2.1). Pour que g soit restriction d'une Y-section
de X (autrement dit (7.2.5) pour que l'application rationnelle de Y dans X prolongeant g
soit partout définie) 5 il faut et il suffit que la restriction defà Z soit un isomorphisme de Z sur Y.

La restriction de/à/'^CU) est un morphisme séparé (5.5.1, (i)), donc g est une
immersion fermée (5.4.6), et par suite g(V) =Zn/-l(U) et le sous-préschéma induit
par Z sur l'ouvert g(V) de Z est identique au sous-préschéma fermé de/-l(U) associé
à g (5.2.1). Il est clair alors que la condition de Renoncé est suffisante, car si elle est
remplie et si /z : Z->Y est la restriction d e / à Z e t ^ : Y - > Z l'isomorphisme réciproque,
~g prolonge g. Inversement, si g est restriction à U d'une Y-section A de X, À est une
immersion fermée (5.4.6)3 donc A (Y) est fermé, et comme il est contenu dans Z, il est
égal à Z, et il résulte de (5.2.1) que h est nécessairement un isomorphisme de Y sur
le sous-préschéma fermé Z de X.

(7.2.8) Soient X, Y deux S-préschémas, X étant supposé réduit et Y séparé sur S.
Soit / une S-application rationnelle de X dans Y, et soit x un point de X ; on peut
composer/avec le S-morphisme canonique Spec(^)->X (2.4.1) pourvu que la trace
sur Spec(^) du domaine de définition de/soit dense dans Spec(^) (identifié à l'ensemble
des ^:eX tels que A:e{^} (2.4.2)). Ceci aura lieu dans les cas suivants :

i° X est irréductible (donc intègre), car alors le point générique Ç de X est le point
générique de Spec(^) ; comme le domaine de définition U de/contient Ç, UnSpec(^)
contient Ç, donc est dense dans Spec(^).

2° X est localement noethérien ; notre assertion résulte en effet alors du
Lemme (7.2.8.1). — Soient X un préschéma dont l'espace sous-jacent est localement noethérien,

x un point de X. Les composantes irréductibles de Spec(^) sont les traces sur Spec(^) des
composantes irréductibles de X contenant x. Pour qu'un ouvert UcX soit tel que UnSpec(^) soit
dense dans Spec(fi^), il faut et il suffit qu'il rencontre les composantes irréductibles de X contenant x
(ce qui a lieu en particulier si U est dense dans X).

La seconde assertion résulte évidemment de la première, et il suffit donc de
démontrer celle-ci. Comme Spec(^) est contenu dans tout ouvert affine U contenant x,
et que les composantes irréductibles de U contenant x sont les traces sur U des compo-
santes irréductibles de X contenant x (0, 2. i .6), on peut supposer X affine d'anneau A.
Comme les idéaux premiers de A^ correspondent biunivoquement aux idéaux premiers
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de A contenus dans j^ (0, i . 2.6)5 les idéaux premiers minimaux de A^ correspondent aux
idéaux premiers minimaux de A contenus dans \^ d'où le lemme ( i . i . 14).

Gela étant, supposons que l'on soit dans l'un des deux cas précités. Si U est le
domaine de définition de la S-application rationnelle / désignons par // l'application
rationnelle de Spec(^) dans Y qui coïncide (compte tenu de (2.4.2)) avec/dans
UnSpec(^); nous dirons que cette application rationnelle est induite par /.

Proposition (7.2.9). — Soient S un préschéma localement noethérien, X un S-préschéma
réduit, Y un S-schéma de type fini. On suppose en outre X irréductible ou localement noethérien.
Soient alors f une ^-application rationnelle de X dans Y, x un point de X. Pour que f soit définie
au point Xy il faut et il suffit que l'application rationnelle/' de Spec(^) dans Y, induite parf (7.2.8),
soit un morphisme.

La condition étant évidemment nécessaire (puisque Spec(^) est contenu dans tout
ouvert contenant x), prouvons qu'elle est suffisante. En vertu de (6.5.1), il existe un
voisinage ouvert U de x dans X et un S-morphisme g de U dans Y, induisant/' sur
Spec(^). Si X est irréductible, U est dense dans X, et en vertu de (7.2.3) on peut
supposer que g est une S-application rationnelle. En outre, le point générique de X
appartient à Spec(^) et au domaine de définition de/ donc f et g coïncident en ce point,
et par suite dans un ensemble ouvert non vide de X (6.5.1). Mais comme f et g sont
des S-applications rationnelles, elles sont identiques (7.2.3), donc/est définie en x.

Si maintenant on suppose X localement noethérien, on peut supposer U noethé-
rien ; il n'y a alors qu'un nombre fini de composantes irréductibles X^ de X contenant
x (7.2.8.1), et on peut supposer que ce sont les seules rencontrant U, en remplaçant
au besoin U par un ouvert plus petit (puisqu'il n'y a qu'un nombre fini de composantes
irréductibles de X rencontrant U, U étant noethérien). On voit alors comme ci-dessus
que/et g coïncident dans un ouvert non vide de chacun des X^. Tenant compte du fait
que chacun des X^ est contenu dans U, considérons alors le morphisme /, défini dans un
ouvert dense de Uu (X—U), égal à g dans U et à/dans l'intersection de X—U et du
domaine de définition de/. Gomme Uu(X—U) est dense dans X,/ et/coïncident dans
un ouvert dense de X, et comme / est une application rationnelle, / est une extension
de/ (7.2.3), donc est définie au point x.

7.3. Faisceau des fonctions rationnelles»

(7.3.1) Soit X un préschéma. Pour tout ouvert UcX, désignons par R(U)
l'anneau des fonctions rationnelles sur U (7.1.3) ; c'est une r(U, 6^) -algèbre. En outre,
si VcU est un second ouvert de X, toute section de (9^ au-dessus d'une partie ouverte
partout dense de U donne par restriction à V une section au-dessus d'une partie ouverte
partout dense de V, et si deux sections coïncident au-dessus d'une partie ouverte partout
dense de U, leurs restrictions à V coïncident au-dessus d'une partie ouverte partout
dense de V. On définit donc ainsi un di-homomorphisme d'algèbres py u : R(U) -> R(V),
et il est clair que si UDVDW sont trois ouverts de X, on a p w u = = P w v o P v u 5 ^es ^(U)
définissent donc un préfaisceau d'algèbres sur X.
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Définition (7.3.2). — On appelle faisceau des fonctions rationnelles sur un préschéma X
et on désigne par ^(X) la Qu'Algèbre associée au préfaisceau formé des R(U).

Pour tout préschéma X et tout ouvert UcX, il est clair que le faisceau induit
^(X) |U n'est autre que ^(U).

Proposition (7.3.3). — Soit X un préschéma tel que la famille (X^) de ses composantes
irréductibles soit localement finie (ce qui est en particulier le cas lorsque l'espace sous-jacent à X est
localement noethérien). Alors le 0^-Module ^(X) est quasi-cohérente et pour tout ouvert U de X ne
rencontrant qu'un nombre fini de composantes X^, R(U) est égal à F(U, ̂ (X)) et s'identifie
canoniquement au composé direct des anneaux locaux des points génériques des X^ telles que UnX^=t=0.

On peut évidemment se limiter au cas où X n'a qu'un nombre fini de composantes
irréductibles X^, de points génériques ^ (i^i^n). Le fait que R(U) est canoniquement
identifié au composé direct des (9^ =R(X,) tels que UnX,+0 résulte alors de (7.1.7).
Montrons en outre que le préfaisceau U-^R(U) vérifie les axiomes des faisceaux, ce
qui prouvera que R(U)==r(U, <^(X)). En effet, il vérifie (F i) d'après ce qui précède.
Pour voir qu'il satisfait à (F 2)5 considérons un recouvrement d'un ouvert U de X par
des ouverts V^cU ; si les ^eR(VJ sont telles que les restrictions de ^ et Sa à V^nVo
coïncident pour tout couple d'indices, on en conclut que pour tout indice i tel que
UnX^+0, les composantes dans R(X^) de toutes les ^ telles que V^nX^+0 sont les
mêmes ; désignant par ^ cette composante, il est clair que l'élément de R(U) ayant
les ^ pour composantes a pour restriction s^ à chaque V^. Enfin, pour voir que <^(X)
est quasi-cohérent, on peut se limiter au cas où X=Spec(A) est affine $ en prenant
pour U les ouverts affines de la forme D(/), où /eA, il résulte de ce qui précède et de
la définition (1.3.4) que l'on a ^(X) =M, où M est somme directe des A-modules A^.

Corollaire (7.3.4). — Soit X un préschéma réduit n'ayant qu'un nombre fini de composantes
irréductibles; et soient X .̂ ( i ̂  î^ n) les sous-préschémas fermés réduits de X ayant pour espaces
sous-jacents les composantes irréductibles de X (5 .2 .1 ) . Si h^ est l'injection canonique X^X,
e^(X) est alors composée directe des Q^-Algèbres (À,) (<^(X,)).

Corollaire (7.3.5). — Si X est irréductible, tout âê(X.)-Module quasi-cohérent ^ est un
faisceau simple.

Il suffit de montrer que tout ^eX admet un voisinage U tel que J^'|U soit un
faisceau simple (0, 3.6.2), autrement dit on est ramené au cas où X est affine $ on peut
en outre supposer que ̂  est le conoyau d'un homomorphisme (^(X^^-^^X))^
(O? 5 - I -3)5 et tout revient à voir que ^(X) est un faisceau simple ; mais cela est évident
puisque r(U, ^(X)) ==R(X) pour tout ouvert non vide U, U contenant le point
générique de X.

Corollaire (7.3.6). — Si X est irréductible, pour tout (P^-Module quasi-cohérent y,
<^'®^^(X) est un faisceau simple; si en outre X est réduit (donc intègre), y®^, ^(X) est
isomorphe à un faisceau de la forme (^(X))^.

La seconde assertion résulte de ce que R(X) est alors un corps.
Proposition (7.3.7). — Supposons que le préschéma X soit localement intègre ou localement
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noethérien. Alors ^(X) est une Q ̂ -Algèbre quasi-cohérente; si en outre X est réduit (ce qui est
le cas lorsque X est localement intègre), l9 homomorphisme canonique ff^->âî(X) est injectif.

La question étant locale, la première assertion résulte de (7.3.3) ; la seconde
résulte aussitôt de (7.2.3).

(7.3.8) Soient X, Y deux préschémas ayant chacun un nombre fini de compo-
santes irréductibles, et soit f : X-^Y un morphisme dont la restriction à l'ensemble des
points génériques des composantes irréductibles de X est une surjection sur l'ensemble des
points génériques des composantes irréductibles de Y. Alors on a
(7.3.8.1) r(^(Y))=^(X).

En effet, on est ramené (en vertu de (7.3.3)) au cas où X et Y sont irréductibles,
de points génériques x, y, avec f{x)==y\ donc (/'(^(Y)))^=^®^ ^==^ (0, 4.3.1)3
ce qui démontre (7.3.8.1) en vertu de (7.3.5).

7.4. Faisceaux de torsion et faisceaux sans torsion*

(7.4.1) Soit X un préschéma intègre. Pour tout ^"Module y, l'homomorphisme
canonique ^x->^(X) définit par tensorisation un homomorphisme (dit encore canonique)
y-^y®^âS(X) qui, sur chaque fibre, n'est autre que l'homomorphisme ^->^®i de ̂
dans y^®Q R(X). Le noyau y de cet homomorphisme est un sous-^x-Module de y,
appelé faisceau de torsion de y ; il est quasi-cohérent si y est quasi-cohérent (4.1.1 et
7.3.6). On dit que ̂  est sans torsion si ^== o et que y est un faisceau de torsion si e^"= '̂.
Pour tout ^x~ Module y, y\y est sans torsion. On déduit de (7.3.5) que :

Proposition (7.4.2). — Si X est un préschéma intègre, tout (0^-Module quasi-cohérent
sans torsion 3^ est isomorphe à un sous-faisceau ^ d9 un faisceau simple de la forme (^(X))^,
engendré (en tant que ^(X) -Module) par (S.

Le cardinal de 1 est appelé le rang de y ; pour tout ouvert affine non vide U de X,
le rang de 3^ est égal au rang de F(U, ̂ ) en tant que r(U, <?x) -module, comme on
le voit aussitôt en considérant le point générique de X, contenu dans U. En particulier :

Corollaire (7.4.3). — Sur un préschéma intègre X, tout G^-Module quasi-cohérent sans
torsion et de rang i (en particulier tout Q^-Module inversible) est isomorphe à un sous-Q^-Module
de ^(X), et réciproquement.

Corollaire (7.4.4). — Soient X un préschéma intègre, oSf, S' deux G^-Modules sans torsion,
f (resp. f) une section de =âf (resp. £") au-dessus de X. Pour que f^f^o, il faut et il
suffit que Vune des sections f,f soit nulle.

Soit x le point générique de X ; on a par hypothèse (^/^^^(^/c^o. Comme oS^
et JS^p s'identifient à des sous-^-Modules du corps 0^ la relation précédente entraîne
f^=o ou fy=o, et par suite f==o ou f'==o puisque oSf et JSf' sont sans torsion (7.3.5).

Proposition (7.4.5). — Soient X, Y deux préschémas intègres, f : X-^Y un morphisme
dominant. Pour tout 0^-Module quasi-cohérent sans torsion y, f{S^) est un 0^-Module sans
torsion.
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Comme/ est exact à gauche (0, 4.2.1), il suffit, en vertu de (7.4.2), de prouver
la proposition lorsque e^== (^(X))^. Or, tout ouvert non vide U de Y contient le
point générique de Y, doncjf'^U) contient le point générique de X (0, 2.1.5), donc
on a alors ^(U,/^))=^(/-1(U), e^) = (RÇX))^; autrement dit,/^) est le faisceau
simple de fibre (RÇX))^, considéré comme ^ (Y)-Module, et il est évidemment sans
torsion.

Proposition (7.4.6). — Soient X un préschéma intègre, x son point générique. Pour tout
(9^-Module quasi-cohérent de type fini y, les conditions suivantes sont équivalentes : a) y est un
faisceau de torsion; b) ^===0; c) Supp(J^)=t=X.

En vertu de (7.3.5) et de (7.4.1), les relations ^=o et ^r®^^(X)==o sont
équivalentes, donc a) et b) sont équivalentes ; d'autre part, Supp(^) est fermé dans
X (0, 5.2.2), et comme tout ouvert non vide de X contient x, b) et c ) sont équivalentes.

(7.4.7) On étend (par abus de langage) les définitions de (7.4.1) au cas où X
est un préschéma réduit n'ayant qu'un nombre fini de composantes irréductibles ; il résulte
alors de (7.3.4) que l'équivalence de a) et c) dans (7.4.6) est encore valable pour un
tel préschéma.

§ 8. LES SCHÉMAS DE CHEVALLEY

8.1. Anneaux locaux apparentés»

Pour tout anneau local A, nous noterons m (A) l'idéal maximal de A.
Lemme (8.1.1). — Soient A, B deux anneaux locaux tels que AcB ; les conditions

suivantes sont équivalentes : (i) m(B)nA==în(A) ; (ii) m(A)cm(B); (iii) i ^appartient
pas à V idéal de B engendré par m (A).

Il est évident que (i) entraîne (ii) et (ii) entraîne (iii) ; enfin, si (iii) est vérifiée,
m(B)nA contient m (A) et ne contient pas i, donc est égal à m (A).

Lorsque les conditions équivalentes de (8.1.1) sont remplies, on dit que B domine A ;
il revient au même de dire que l'injection A->B est un homomorphisme local. Il est
clair que, dans l'ensemble des sous-anneaux locaux d'un anneau R, la relation de
domination est une relation d'ordre.

(8.1.2) Considérons maintenant un corps R. Pour tout sous-anneau A de R, nous
désignerons par L(A) l'ensemble des anneaux locaux Ap, où p parcourt le spectre premier
de A ; ils sont identifiés à des sous-anneaux de R contenant A. Comme p= (pAp)nA,
l'application p->Ay de Spec(A) dans L(A) est bijective.

Lemme (8.1.3). — Soient R un corps, A un sous-anneau de R. Pour qu'un sous-anneau
local M de R domine un anneau A?eL(A), il faut et il suffit que AcM; Vanneau local Ap
dominé par M est alors unique et correspond à p==m(M)nA.

En effet, si M domine Ap, on a m(M)nAp=pAp d'après (8.1.1), d'où l'unicité
de p; d'autre part, si AcM, m(M)nA=p est premier dans A, et comme A—pcM,
on a ApCM et pApCm(M), donc M domine Ap.
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Lemme (8.1.4). — Soient R un corps. M, N deux sous-anneaux locaux de R, P le sous-
anneau de R engendré par MuN. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) // existe un idéal premier p de P tel que m (M) ==pnM, m(N) =pnN.
(ii) U idéal a engendré dans P par m(M) um(N) ^ distinct de P.
(iii) 7? existe un sous-anneau local Q^de R dominant à la fois M et N.

Il est clair que (i) implique (ii) ; inversement, si a=t=P, a est contenu dans un
idéal maximal n de P et comme i ^n, nnM contient m(M) et est distinct de M, donc
nnM==m(M) et de même nnN==m(N). Il est clair que si Q^ domine M et N, on a
PcQ, et m(M)=m(QJnM=(m(QJnP)nM, m(N) = (m(QJnP) nN, donc (iii)
entraîne (i) ; la réciproque est évidente en prenant Ç^= Pp.

Lorsque les conditions de (8.1.4) sont satisfaites, on dit, avec C. Chevalley, que les
anneaux locaux M et N sont apparentés.

Proposition (8.1.5). — Soient A, B deux sous-anneaux d^un corps R, G le sous-anneau de R
engendré par AuB. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout anneau local (^contenant A et B, on a Ap=B^, en posant p==m(QJnA,
q=în(Q)nB.

(ii) Pour tout idéal premier r de G, on a A? = B., en posant p == rnA, q == rnB.
(iii) Si MeL(A) et NeL(B) sont apparentés^ ils sont identiques.
(iv) On a L(A)nL(B) ==L(C).

Les lemmes (8.1.3) et (8.1.4) prouvent que (i) et (iii) sont équivalentes ; il est
clair que (i) entraîne (ii) en l'appliquant à Q^=Cy; inversement, (ii) entraîne (i),
car si Q contient AuB, il contient G, et si r==m(QJ nC, on a p==rnA et q = = r n B
d'après (8.1.3). Il est immédiat que (iv) implique (i), car si Q contient AuB, il domine
un anneau local C,.eL(C) par (8. i. 3) ; on a par hypothèse C,.eL(A)nL(B), e t ( 8 . i . i )
et (8.1.3) prouvent que G,. === Ap == B^. Prouvons enfin que (iii) entraîne (iv). Soit
Q^eL(G) ; (^domine un MeL(A) et un NeL(B) (8.1.3), donc M et N, étant appa-
rentés, sont identiques par hypothèse. Comme on a alors Ce M, M domine un ÇY eL(C)
(8.1.3), donc Q^ domine Q7, ce qui (8.1.3) entraîne nécessairement Q^=ÇV==M,
donc QeL(A)nL(B). Inversement, si QeL(A)nL(B), on a GcQ^, donc (8.1.3)
Q domine un Q"eL(C) cL(A)nL(B) $ Q^ et ÇV étant apparentés sont identiques,
donc Q^=Q^eL(C), ce qui achève la démonstration.

8.2. Anneaux locaux d'un schéma intègre»

(8.2.1) Soient X un préschéma intègre, R son corps des fonctions rationnelles,
identique à l'anneau local du point générique a de X ; pour tout A:eX, on sait que 0^
s'identifie canoniquement à un sous-anneau de R (7.1.5), et pour toute fonction ration-
nelle j^eR, le domaine de définition §(/) de/est l'ensemble ouvert des A-eX tels que
f^O^ II en résulte (7.2.6) que pour tout ouvert UcX, on a

(8.2.1.1) r(u,<Px)=^
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Proposition (8.2.2). — Soient X un préschéma intègre, R son corps des fonctions rationnelles.
Pour que X soit un schéma, il faut et il suffit que la relation « (9^ et (9 sont apparentés » (8.1.4)
entre points x, y de X implique x ==j.

Supposons cette condition vérifiée, et montrons que X est séparé. Soient U et V
deux ouverts affines distincts de X, A et B leurs anneaux, identifiés à des sous-anneaux
de R ; U (resp. V) s'identifie donc (8.1.2) à L(A) (resp. L(B)), et l'hypothèse entraîne
(8.1.5) que si G est le sous-anneau de R engendré par AuB, W=UnV s'identifie à
L(A)nL(B) ==L(C). En outre, on sait ([i], p. 5-03, prop. 4 bis) que tout sous-anneau E
de R est égal à l'intersection des anneaux locaux appartenant à L(E) ; C s'identifie
donc à l'intersection des anneaux (9^ pour ^;eW, autrement dit (8.2.1.1) à F(W, ^x)-
Considérons alors le sous-préschéma induit par X sur W ; à Phomomorphisme identique
9 : C-^r(W, 6x) correspond (2.2.4) un morphisme 0== (^, 6) : W-^Spec(C) ; nous
allons voir que 0 est un isomorphisme de préschémas, d'où résultera que W est un ouvert
affine. L'identification de W à L(C)=Spec(C) montre que ^ est bijective. D'autre part,
pour tout xeVf, 6j est l'injection G^->0^ si r==m^nC, et par définition Cy est identifié
à Q^ donc 6j est bijective. Il reste donc à voir que ^ est un homéomorphisme, autrement
dit que pour toute partie fermée FcW, ^ (F) est fermé dans Spec(C). Or, F est la trace
sur W d'une partie fermée de U, de la forme V(a), où a est un idéal de A ; montrons
que ^(F) =V(aC), ce qui prouvera notre assertion. En effet, les idéaux premiers de C
contenant aC sont les idéaux premiers de C contenant a, donc les idéaux de la forme
(p(^) ==ma;nC où dente et A:eW; comme aciîiç équivaut à ^eV(û) =WnF pour xeV,
on a bien ^(F)=V(aC).

Il s'ensuit que X est séparé, car UnV est affine et son anneau G est engendré
par la réunion AuB des anneaux de U et V (5.5.6).

Inversement, supposons X séparé, et soient x, y deux points de X tels que (9^ et (9
soient apparentés. Soit U (resp. V) un ouvert affine contenant x (resp.j^), d'anneau A
(resp. B) ; on sait alors que UnV est affine et que son anneau G est engendré par
AuB (5.5.6). Si p==nîa;nA, q=m,,nB, on a Ay==^,B^==^, et comme Ap et B^ sont
apparentés, il existe un idéal premier r de G tel que p = = r n A , q = r n B (8.1.4). Mais
alors il existe un point ^eUnV tel que r=în^nG puisque UnV est affine, et on a
évidemment x=^, et y=^, d'où x==jy.

Corollaire (8.2.3). — Soient X un schéma intègre, x, y deux points de X. Pour que xe^y^,
il faut et il suffit que (D^cQy, autrement dit que toute fonction rationnelle définie en x soit définie en y.

La condition est évidemment nécessaire puisque le domaine de définition §(/)
d'une fonction rationnelle VeR est ouvert; montrons qu'elle est suffisante. Si Q^cOy,
il existe un idéal premier p de (9^ tel que Qy domine (^)p (8.1.3); or (2 .4 .2) il existe
-^eX tel que A:e{^} et que ^=(^a;)p; comme (9^ et Oy sont apparentés, on a ^==y
par (8.2.2), d'où le corollaire.

Corollaire (8.2.4). — Si X est un schéma intègre, l'application x-^Q^ est injective ;
autrement dit, si x, y sont deux points distincts de X, il existe une fonction rationnelle définie en Vun
de ces points et non en Vautre.
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Gela résulte de (8.2.3) et de l'axiome (T^) (2.1.4).
Corollaire (8.3.5). — Soit X un schéma intègre dont l^ espace sous-jacent est noethérien;

lorsque/parcourt le corps R des fonctions rationnelles sur X, les ensembles 8 (/) engendrent la topo-
logie de X.

En effet, toute partie fermée de X est alors réunion finie d'ensembles fermés
irréductibles, c'est-à-dire de la forme {j^} (2.1.5). Or, si ^{j^}, il existe une fonction
rationnelle y définie en x et non enj (8.2.3), autrement dit, on a xe8{f) et 8(/) ne
rencontre pas {^}. Le complémentaire de {j^} est par suite réunion d'ensembles de la
forme Sf/), et en vertu de la première remarque, tout ouvert de X est réunion d'inter-
sections finies d'ouverts de la forme 8(/).

(8.2.6) Le cor. (8.2.5) montre que la topologie de X est entièrement caractérisée
par la donnée de la famille d'anneaux locaux (^)a^x ayant R pour corps des fractions.
Il revient au même d'ailleurs de dire que les parties fermées de X sont définies de la façon
suivante : étant donnée une partie finie {x^y . . ., x^ de X, on considère l'ensemble des
j^eX tels que QyCQ^ pour un indice i au moins, et ces ensembles (pour tous les choix
de [x^ .... ̂ }) sont les ensembles fermés de X. En outre, une fois connue la topologie
de X, le faisceau structural (9^ est aussi bien déterminé par la famille des (9^ puisque
F(U, ^x) == ^ ®x P^ (8.2.1.1). La famille (ffl^xex détermine donc complètement lea;eu
préschéma X lorsque X est un schéma intègre dont l'espace sous-jacent est noethérien.

Proposition (8.2.7). — Soient X, Y deux schémas intègres^ f : X—»-Y un morphisme
dominant (2.2.6), K (resp. L) le corps des fonctions rationnelles sur X (resp. Y). Alors L
s'identifie à un sous-corps de K, et pour tout ;veX, (9^ est l'unique anneau local de Y dominé
par (9^.

En effet, si /=(^, 6) et si a est le point générique de X, ^(a) est le point générique
de Y (0, 2 . i .5) ; 6| est par suite un monomorphisme du corps L==tf^ dans le
corps K==ff^. Comme tout ouvert affine non vide U de Y contient ^(û), il résulte
de (2.2.4) que l'homomorphisme r(U, û^y) -> r^^CU), ^x) correspondant h f est la
restriction de 6f à F(U, (Py). Donc, pour tout ^eX, 6J est la restriction à 6^ de 6f,
et est par suite un monomorphisme. On sait en outre que 6j est un homomorphisme
local, donc, si on identifie L à un sous-corps de K par ôf, 6^ est dominé par 0^ (8. i . i) ;
c'est d'ailleurs le seul anneau local de Y dominé par (9^ puisque deux anneaux locaux
de Y qui sont apparentés sont identiques (8.2.2).

Proposition (8.2.8). — Soient X un préschéma irréductible, f : X~>Y une immersion
locale (resp. un isomorphisme local) ; on suppose en outre le morphisme f séparé. Alors f est une
immersion (resp. une immersion ouverte).

Soit f = (^, 6) ; il suffit, dans les deux cas, de prouver que ^ est un homéomorphisme
de X sur ^(X) (4.5.3). Remplaçant/par/^ (5- I -6 et 5.5. i, (vi)), on peut supposer X
et Y réduits. Si Y7 est le sous-préschéma fermé réduit de Y ayant pour espace sous-
jacent ^(X), /se factorise en X-^Y'-^Y, où j est l'injection canonique (5.2.2). Il
résulte de (5.5.1, (v)) que/7 est encore un morphisme séparé; en outre,/' est encore
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une immersion locale (resp. un isomorphisme local), car la question étant locale sur X
et Y, on peut se borner pour le démontrer au cas où f est une immersion fermée (resp.
une immersion ouverte) et notre assertion découle alors aussitôt de (4.2.2) .

On peut donc supposer que f est un morphisme dominante ce qui entraîne que Y
est, lui aussi, irréductible (0, 2.1.5), donc que X et Y sont tous deux intègres. En outre,
la question étant locale sur Y, on peut supposer que Y est un schéma affine ; comme /
est séparé, X est un schéma (5.5.1, (ii)), et on est finalement dans les hypothèses
de (8.2.7). Alors, pour tout ;ceX, 6$ est injectif; mais l'hypothèse que/est une
immersion locale implique que Q^ est surjectif (4.2.2) , donc 6$ est bijectif, autrement
dit (avec l'identification de (8.2.7)) on a 0^=0^ Cela implique par (8.2.4) que ^
est une application injective, ce qui démontre déjà la proposition lorsque/est un isomor-
phisme local (4.5.3). Lorsqu'on suppose seulement que / est une immersion locale,
pour tout x e X il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage ouvert V
de ^){x) dans Y tels que la restriction de ^ à U soit un homéomorphisme de U sur une
partie fermée de V. Or, U est dense dans X, donc ^(U) est dense dans Y et a fortiori dans V,
ce qui prouve que ^(U)==V ; comme ^ est injective, ^"^(V^U et ceci achève de
montrer que ^ est un homéomorphisme de X sur 4'(X).

8« 3. Les schémas de Chevalley.

(8.3.1) Soient X un schéma intègre noethérien, R son corps des fonctions ration-
nelles ; désignons par X7 l'ensemble des sous-anneaux locaux ^cR, où x parcourt X.
L'ensemble X7 vérifie les trois conditions suivantes :

(Sch. i) Pour tout MeX', R est le corps des fractions de M.
(Sch. 2) II existe un ensemble fini de sous-anneaux noethériens A^ de R tels que X^ULfA^)

i

et que, pour tout couple d'indices i,j\ le sous-anneau A .̂ de R engendré par A^uA soit une algèbre
de type fini sur A^.

(Sch. 3) Deux éléments M, N de X7 qui sont apparentés sont identiques.

On a en effet vu dans (8.2.1) que (Sch. i ) est satisfaite, et (Sch. 3) résulte de (8.2.2).
Pour démontrer (Sch. 2), il suffit de recouvrir X par un nombre fini d'ouverts affines U,,
d'anneaux noethériens, et de prendre A,=r(U,, ^x) 5 l'hypothèse que X est un schéma
entraîne que U,nU^ est affine et que r(U,nU,, (P^)=A^ (5.5.6) ; en outre, comme
l'espace U, est noethérien, l'immersion UnUy-^U, est de type fini (6.3.5), donc A,
est une A^-algèbre de type fini (6.3.3).

(8.3.a) Les structures dont les axiomes sont (Sch. i), (Sch. 2) et (Sch. 3) généra-
lisent les« schémas» au sens de G. Chevalley, qui suppose en outre que R est une extension
de type fini d'un corps K et que les A, sont des K-algèbres de type fini (ce qui rend inutile
une partie de (Sch. 2)) [i]. Inversement, si on a une telle structure sur un ensemble X7,
on peut lui associer un schéma intègre X en utilisant les remarques de (8.2.6) : l'espace
sous-jacent de X est égal à X7 muni de la topologie définie dans (8.2.6), et du faisceau (9^
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tel que r(U, ^x)^ ^ ^x P0111' tout ouvert UcX, avec une définition évidente des
homomorphismes de restriction. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'on obtient
bien ainsi un schéma intègre, dont les anneaux locaux sont les éléments de X7 ; nous
n'utiliserons pas ce résultat par la suite.

§ 9. COMPLÉMENTS SUR LES FAISCEAUX QUASI-COHÉRENTS

9. i. Produit tensoriel de faisceaux quasi-cohérents.

Proposition (9.1.1). — Soit X un préschéma (resp. un préschéma localement noethérien).
Soient y et ^ deux 0^-Modules quasi-cohérents (resp. cohérents) ; alors y®^ ^ es^ quasi-
cohérent (resp. cohérent) et de type fini si y et ^S sont de type fini. Si ^ admet une présentation
finie et si ^ est quasi-cohérent (resp. cohérent), alors ^fom^ (J ,̂ ^) est quasi-cohérent (resp.
cohérent).

La question étant locale, on peut supposer X affine (resp. affine noethérien) ;
en outre, si y est cohérent, on peut supposer qu'il est le conoyau d'un homomorphisme
é^->^x* Les assertions relatives aux faisceaux quasi-cohérents résultent alors de (1.3.12)
et (i .3.9) ; les assertions relatives aux faisceaux cohérents résultent de (1.5.1) et du fait
que, si M et N sont des modules de type fini sur un anneau noethérien A, M®^N et
Hom^(M, N) sont des A-modules de type fini.

Définition (9.1.2). — Soient X, Y deux S-préschémas, p, q les projections de XXgY,
y (resp. ^) un (0^-Module (resp. un 0^-Module) quasi-cohérent. On appelle produit tensoriel
de y et ^ sur ^g (ou sur S) et on note ^®Q^S (ou ^'®g^) le produit tensoriel
/(^)®(^ Y?6^) sur le préschéma XXgY.

Si X .̂ (i ̂ i^n) sont des S-préschémas, e^ un 0^ -Module quasi-cohérent (i ̂ i^n),
on définit de la même manière le produit tensoriel e^'i®g^2®g.. .®ge^ sur le
préschéma Z==X^ XgXg. . . XgX^ ; c'est un ^-module quasi-cohérent en vertu de
(9.1.1) et de (0, 5. i. 4) ; il est cohérent si les ̂  le sont et si Z est localement noethérien en
vertu de (9.1.1), (0, 5.3.11) et (6.1.1).

On notera que si on prend X=Y=S, la définition (9.1.2) redonne le produit
tensoriel de ^g-Modules. En outre, comme q^Ç^^^xx Y (^5 4 •3 -4 )5 le produit ^'®g^y
s'identifie canoniquement à p*(^), et de même ^x®s^ s'identifie canoniquement à
ç*(^). Plus particulièrement, si on prend Y==S et qu'on désigne par/ le morphisme
structural X->Y, on a ^x®Y^=./*(^) : 1e Produit tensoriel ordinaire et l'image réci-
proque apparaissent donc comme des cas particuliers du produit tensoriel général.

La déf. (9.1.2) entraîne immédiatement que, pour X et Y fixés, y®^S est un
bifoncteur covariant additif et exact à droite en 3F et ^.

Proposition (9.1.3). — Soient S, X, Y trois schémas affines d9anneaux respectifs. A, B, G,/^o»/
B et G étant des A-algèbres. Soit M (resp. N) un Ti-module (resp. C-module), ^'==M (resp.
^==N) le faisceau quasi-cohérent associé; alors J^®g^ est canoniquement isomorphe au faisceau
associé au ÇS®^C)-module M®^N.
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En effet, en vertu de (1.6.5), y®^S est canoniquement isomorphe au faisceau
associé au (B®^G)-module

(M®B(B®^G))®^((B®^G)®cN)

et en raison des isomorphismes canoniques entre produits tensoriels, ce dernier est
isomorphe à M®B(B®^G)®cN=(M®BB)®A(C®cN)=M®^N.

Proposition (9.1.4). — Soient f : T->X, g : T->Y deux S-morphismes, y (resp. ^)
un (O^-Module (resp. Q^-Modulé) quasi-cohérent. On a alors (/, gYs^®^)^^)®^ gW'

Si p, q sont les projections de X X gY, la formule résulte en effet des relations
(/? gYs0?^/* et [f^g^^^g* (°? 3 -5-5)3 et d^ ^t qu'une image réciproque d'un
produit tensoriel de faisceaux algébriques est le produit tensoriel de leurs images réci-
proques (0, 4.3.3).

Corollaire (9.1.5). — Soient f : X-^X',g : Y—Y' deux S-morphismes, y (resp. ^/)
un Q^-Module (resp. 0^,-Modulé) quasi-cohérent. On a alors

c/x^r(^®s^) -w)®sg^')'
Cela résulte de (9.1.4) et du fait que fx^g={fop, goq)^ p et q étant les pro-

jections de XXgY.
Corollaire (9.1.6). — Soient X, Y, Z trois S-préschémas, y (resp. ^, Jf) un Q^-Module

(resp. (Py-Module, Q^-Module) quasi-cohérent; le faisceau ^r®g^®sJ^ est l'image réciproque
de (^®s^)®sJf par Uisomorphisme canonique de X X g Y X g Z sur (XXgY)XgZ.

En effet, cet isomorphisme s'écrit (j&i, p^^ X gj&3, en désignant par p^ p^ p^ les
projections de X X gY x gZ.

De même, l'image réciproque de ^®ge^ par l'isomorphisme canonique de
XXgY sur YXgX est J^®g^.

Corollaire (9.1.7). — Si X est un S-préschéma, tout 0^- Module quasi-cohérent y est
l'image réciproque de ^®g^g par l'isomorphisme canonique de X sur XXgS (3.3.3).

En effet, cet isomorphisme est (i^, y) g, où 9 est le morphisme structural X->S,
et le corollaire résulte de (9.1.4) et du fait que 9*(^g)=^x-

(9.1.8) Soient X un S-préschéma, y un ^"Module quasi-cohérent, 9 : S'->S
un morphisme ; on désigne par e^ ou y^ le faisceau quasi-cohérent e^®g<Pg, sur
XXgS'==X^=X(g,p donc y^=p\^), où p est la projection X(g,)—X.

Proposition (9.1.9). — Soit ç' : S "—S7 un morphisme. Pour tout 0^-Module quasi-
cohérent y sur le S-préschéma X, (^"(y))^) est l'image réciproque de ^oçp7) P^ l'isomorphisme
canonique (X^)^ ̂  X^ (3.3-9)-

Cela résulte aussitôt des définitions et de (3.3.9)3 et s'écrit encore

(9 .1 .9 .1 ) (^®g^)®A,=^®g^.

Proposition (9.1.10). — Soient Y un S-préschéma, f : X->Y un S-morphisme. Pour tout
Q^-Module quasi-cohérent ^ et tout morphisme S'-^S, on a Çf^)Y{^^'))=={f*W)(s')'

Cela résulte aussitôt de la commutativité du diagramme
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Y M Y^-(S')——> ^(S')

^ ^
X——>Y

f

Corollaire (9.1.11). — Soient X, Y deux S-préschémas, ^ (resp. ^) un 0^-Module
(resp. Q^-Module) quasi-cohérent. L'image réciproque du faisceau (^'(s^^s'^s')) par l'isomor-
phisme canonique (XXgY^g^X^) XS.(Y(S/)) (3.3.10)^^^. (^®s^)(g,).

Si j^, (7 sont les projections de X X gY, l'isomorphisme en question n'est autre que
(AS')? ^(s'Os' 5 1e corollaire résulte des prop. (9.1.4) et (9.1.10).

Proposition (9.1. i2). — Avec les notations ûfc (9. i . 2) soient ^ un point de X X gY, x==p{^),
y=q^\ la fibre {^®^\ est isomorphe à (^,®^)®^(^®^) = ̂ ,®^^®^®^.

Comme on peut se ramener au cas affine, la proposition résulte de la formule
( 1 .6 .5 .1 ) .

Corollaire (9.1.13). — Si y et ^S sont de type fini, on a

Supp(^®s^)^-l(Supp(^-))n^-l(Supp(^)).

Comme p*{^) et <f(^) sont de type fini sur é^x Y? on est ramené, par (9.1.12)
et (0, 1.7.5) 3 au cas particulier où ^=0^ c'est-à-dire à démontrer la formule

(9.1.13.1) Supp^-Wî^r^SuppG^)).

Le même raisonnement que dans (0, 1.7.5) ramène à vérifier que l'on a, pour
tout ^eXXgY, ^/m^+o (avec x==p^)), ce qui découle du fait que Phomomor-
phisme ^-^2 est local par hypothèse.

Nous laissons au lecteur le soin d'étendre à un produit d'un nombre quelconque
de facteurs les résultats démontrés dans ce numéro pour deux facteurs.

9.2. Image directe d'un faisceau quasi-cohérent.

Proposition (9.2.1). — Soit f : X->Y un morphisme de préschémas. On suppose qu'il
existe un recouvrement (YJ de Y par des ouverts affines ayant la propriété suivante : chacun des
/-^(YJ admet un recouvrement fini (X^) par des ouverts affines contenus dans /"^YJ, tel que
chacune des intersections X^nX • soit elle-même réunion finie d'ouverts affines. Dans ces condi-
tions, pour tout (9^- Module quasi-cohérent ̂ ,f^) est un 0^-Module quasi-cohérent.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y égal à l'un des Y^, donc sup-
primer les indices a.

a) Supposons d'abord que les X^nX, soient eux-mêmes des ouverts affines.
Posons ^=^|X,, ^,,==^'[(X,nX,), et soient ̂  et ,̂ les images de 3F, et ̂
respectivement par les restrictions de/à X, et X,nX^ ; on sait que les ̂  et ̂  sont
quasi-cohérents (1.6.3). Posons ^==©^, j^==©^. ; ^ et ^ sont des ^-Modules
quasi-cohérents $ nous allons définir un homomorphisme u : ̂ ->jf tel que/^(^) soit
le noyau de u ; il en résultera que/Je^) est quasi-cohérent (1.3.9). Il suffit de définir u
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comme homomorphisme de préfaisceaux ; tenant compte des définitions de ^ et j^,
il suffit donc, pour tout ensemble ouvert WcY, de définir un homomorphisme

^ : ©IV-WnX,, ^)->©^(/-l(W)nX,nX^)

de façon à satisfaire aux conditions de compatibilité usuelles lorsque W varie. Si, pour
toute section ^e ̂ (/—1(W) nX,, ^r), on désigne par s^y sa restriction à /"^(W) nX^nXy,
on posera

^((^-(^ir-^)
et les conditions de compatibilité sont remplies de façon évidente. Pour prouver que le
noyau aï de u est f (J^), définissons un homomorphisme de f (J^) dans S^ en faisant
correspondre à toute section seFÇf^ÇW), e^) la famille (s^), où ^ est la restriction
de s à /"^(W^nX^; les axiomes (Fi) et (Fs) des faisceaux (G, II, 1.1) entraînent que
cet homomorphisme est bijectif, ce qui termine la démonstration dans ce cas.

b) Dans le cas général, le même raisonnement s'applique une fois que l'on a établi
que les 3^^ sont quasi-cohérents. Or, par hypothèse, X^nXy est réunion finie d'ouverts
affines X^ ; et comme les X^ sont des ouverts affines dans un schéma, l'intersection de
deux quelconques d'entre eux est encore un ouvert affine (5.5.6). On est donc ramené
au premier cas, et (9.2.1) est donc démontrée.

Corollaire (9.2.2). — La conclusion de (9 .2 .1) est valable dans chacun des cas suivants :

a) f est séparé et quasi-compact.
b) f est séparé et de type fini.
c) f est quasi-compact et l^ espace sous-jacent à X est localement noethérien.

Dans le cas a}, les X^nX^. sont affines (5.5.6). Le cas b) est un cas particulier
de a) (6.6.3). Enfin, dans le cas c ) , on peut se ramener au cas où Y est affine et l'espace
sous-jacent à X noethérien ; alors X admet un recouvrement ouvert affine fini (X^),
et les X^nX-, étant quasi-compacts, sont réunions finies d'ouverts affines (2.1.3).

9.3. Prolongement des sections de faisceaux quasi-cohérents.

Théorème (9.3.1). — Soit X un préschéma dont I9 espace sous-jacent est noethérien, ou un
schéma dont l''espace sous-jacent est quasi-compact. Soient S un 0^-Module inversible (0, 5 . 4 . 1 ) 3
f une section de JS? au-dessus de X, X^ V'ensemble ouvert des xe'K où /(^)=f=o (0, 5 .5 .1 ) ,
y un G^-Module quasi-cohérent.

(i) Si seTÇX.y) est telle que j|X^=o, il existe un entier n>o tel que j^/^^o.
(ii) Pour toute section seTÇ'K^^'), il existe un entier n>o tel que .î®/^ se prolonge

en une section de y®^®" au-dessus de X.
(i) Comme l'espace sous-jacent à X est quasi-compact, donc réunion finie d'ouverts

affines U .̂ tels que JSf [ U^ soit isomorphe à (9^ \ U^, on est ramené au cas où X est affine
et JSf==^x- Dans ce cas,/s'identifie à un élément de A(X) et on a X.=D(/) ; s s'identifie
à un élément d'un A(X)-module M et s\X^ à l'élément correspondant de M^, et le
résultat est trivial, compte tenu de la définition d'un module de fractions.
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(ii) De nouveau X est réunion finie d'ouverts affines U^ ( i ^ i ^ r ) tels que
j^jU.^^m, et pour chaque i, (^(g)/®") | (U^nX.) s'identifie par l'isomorphisme
précédent à (/| (L^nX^))^! (U,nX^)). On sait alors (1.4.1) qu'il existe un entier
n>o tel que pour chaque i, {s®/0") | (U^nX.) se prolonge en une section ^ de y®2?®n

au-dessus de H. Soit s^ la restriction de .$, à V.nVy-, on a par définition j^.—^==0
dans X.nU,nUy. Or, si X est un espace noethérien, U^oU^ est quasi-compact; si X
est un schéma, U,nU. est un ouvert affine (5.5.6), donc encore quasi-compact. En
vertu de (i), il existe donc un entier m (indépendant de i etj) tel que {s^—Sj^)®/®^1^ o.
On en conclut aussitôt qu'il existe une section s ' de y®^®^^-^ au-dessus de X,
induisant s^f^ au-dessus de chaque U,, et induisant par suite s®/0^^ au-
dessus de Xy.

Les corollaires qui suivent donnent une interprétation du th. (9.3.1) en un langage
plus algébrique :

Corollaire (9.3.2). — Les hypothèses étant celles de (9.3.1)3 considérons Panneau gradué
A^=I\(»Sf) et le ^-module gradué M^=I\(JS^ ^) (0,5.4.6). Si feA^, où neZ, alors on
a un isomorphisme canonique r(X^, ^')^((M^)o (sous-groupe du module de fractions (M^
formé des éléments de degré o).

Corollaire (9.3.3). — O n suppose vérifiées les hypothèses ûfe (9.3. i), ^ o/z suppose en outre
que £7=^ Alors si on pose A=F(X, 0^), M=r(X,^), le ^-module r(X^ ^r) est
canoniquement isomorphe à M^.

Proposition (9.3.4). — Soient X un préschéma noethérien, ^ un O^-Module cohérent,
/ un faisceau cohérent d'idéaux dans (9^ tels que le support de 3^ soit contenu dans celui de O ^ / '
Alors il existe un entier n>o tel que ^^'=0.

Comme X est réunion finie d'ouverts affines dont les anneaux sont noethériens,
^^/

on peut supposer X affine d'anneau A noethérien ; alors ^==M, où M==r(X, ^r)
/^^/

est un A-module de type fini, et ^==3, où 3==r(X, ^) est un idéal de A (1.4.1
et i . 5. i ). Comme A est noethérien, 3 admet un système fini de générateurs^. ( i ̂  i< m).
Par hypothèse, toute section de ^ au-dessus de X est nulle dans chacun des D(^) ; si
s. (i ̂ j^q) sont des sections de ^ engendrant M, il existe donc un entier h indépendant
de i etj\ tel que /^==o (1.4.1), donc f^s==o pour tout seM. On en conclut que
si n==mh, on a 3^=0, et par suite le (P^-Module correspondant ^^^(^M)^
(1.3.13) est nul.

Corollaire (9.3.5). — Sous les hypothèses de (9.3.4), il existe un sous-préschéma fermé Y
de X, dont l'espace sous-jacent est le support de 0^ /, et tel que, si j : Y->X est l'injection
canonique, on ait ^==7^(7* (^)).

Notons d'abord que les supports de (9^ / et de 0^ /n sont les mêmes car si /^ = ̂ ,
on a aussi ^= ̂ , et on a d'autre part /",C/^ pour tout xeX. On peut donc en vertu
de (9.3.4) supposer que /^=Q ; on prend alors pour Y le sous-préschéma fermé
de X défini par / , et comme y est alors un (C^/^O-Module, la conclusion est immédiate.
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9.4* Prolongement des faisceaux quasi-cohérents»

(9.4.1) Soient X un espace topologique, y un faisceau d'ensembles (resp. de
groupes, d'anneaux) sur X, U une partie ouverte de X, ^ : U->X l'injection canonique,
^ un sous-faisceau de ^IU^^G^)- Comme ^ est exact à gauche, ^ (^) est un
sous-faisceau de ^(^"(e^')) ; si on considère l'homomorphisme canonique p : y->^ (^"(e^))
(O? 3 •5-3) 3 nous désignerons par ^ le sous-faisceau p""1^ (^)) de ^r. Il résulte immé-
diatement des définitions que pour tout ouvert V de X, F(V, ^) est formé des sections
jer(V, y} dont la restriction à VnU soit une section de ^ au-dessus de VnU. On a
donc ^|U==4*(^)=^ et ^ est le plus grand sous-faisceau de ^ induisant ^ sur U ;
nous dirons que ^ est le prolongement canonique du sous-faisceau ^ de y \ U en un sous-
faisceau de 3^'.

Proposition (9.4.2). — Soient X un préschéma, U une partie ouverte de X telle que l'injection
canonique j : U-̂ X soit un morphisme quasi-compact (ce qui sera vérifié pour tout U si
l'espace sous-jacent X est localement noethérien (6.6.4, (i))). Alors :

(i) Pour tout (ff'x|U)-Module quasi-cohérent ,̂ j (^) est un Q^-Module quasi-cohérent
et on a ̂ )|U-/(^))=^.

(ii) Pour tout Q^-Module quasi-cohérent y et tout sous-(0^\V)-Module quasi-cohérent ,̂
le prolongement canonique ^ de ^ (9.4. i ) est un sous-0^-Module quasi-cohérent de y.

Si ^=(+36) (^ étant l'injection U->X des espaces sous-jacents), on a par
définition j^) = ̂ (^) pour tout (é?x | U)-Module ^, et en outre /(J^) =^(Jf) ==J^ | U
pour tout ^x'Module ̂  en raison de la définition d'un préschéma induit sur un ouvert.
(i) est donc un cas particulier de (9.2.2, a)) ; pour la même raison, j (j"16^)) est
quasi-cohérent, et comme ^ est l'image réciproque de j (^) par l'homomorphisme
P î ^^CîW). (ii) résulte de (4.1.1).

On notera que l'hypothèse que le morphisme j : U->X est quasi-compact est
aussi vérifiée lorsque l'ouvert U est quasi-compact et X un schéma : en effet, U est alors
réunion finie d'ouverts affines U^, et pour tout ouvert affine V de X, VnU^ est un ouvert
affine (5.5.6), donc quasi-compact.

Corollaire (9.4.3). — Soient X un préschéma, U un ouvert quasi-compact de X tel que
le morphisme d'injection j : U-^X soit quasi-compact. Supposons en outre que tout (9^-Module
quasi-cohérent soit limite inductive de ses sous-G)^-Modules quasi-cohérents de type fini (ce qui a
lieu lorsque X est un schéma affine). Soient alors y un 0^-Module quasi-cohérente ^ un sous-
{6}^\U)-Module quasi-cohérent de type fini de <^'[U. // existe alors un sous-0^-Module quasi-
cohérent de type fini ̂  de SF tel que ^ \ U = ̂ .

En effet, on a ^==^[U, et ^ est quasi-cohérent d'après (9.4.2), donc limite
inductive de ses sous-^x-Modules quasi-cohérents de type fini Jf^. Par suite ^ est limite
inductive des Jf\[U, donc égal à un des ^f\[U puisqu'il est de type fini (0, 5.2.3).

Remarque (9.4.4). — Supposons que pour tout ouvert affine UcX le morphisme
d'injection U->X soit quasi-compact. Alors si la conclusion de (9.4.3) a lieu pour tout
ouvert affine U et tout sous-(^x|U)-Module quasi-cohérent de type fini ^ de ^[U,
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il en résulte que 3^ est limite inductive de ses sous-^x-Modules quasi-cohérents de type
fini. En effet, pour tout ouvert affine U cX, on a SF \ U ==M, où M est un A(U)-module,
et comme ce dernier est limite inductive de ses sous-modules de type fini, y \ U est limite
inductive de ses sous-(^x|U)-Modules quasi-cohérents de type fini (1.3.9). Or, par
hypothèse, chacun de ces sous-Modules est induit sur U par un sous-^x"Module quasi-
cohérent de type fini ̂  y de ^r. Les sommes finies des ̂  y sont encore des ^"Modules
quasi-cohérents de type fini, car la question est locale et le cas où X est affine a été
traité dans (i .3.10) ; il est clair alors que y est limite inductive de ces sommes finies,
d'où notre assertion.

Corollaire (9.4.5). — Sous les hypothèses de (9.4.3), pour tout {(!)^\V)-Module quasi-
cohérent de type fini ,̂ il existe un Oy-Module quasi-cohérent de type fini ^S' tel que ( ^ ' |U== ̂ .

Comme ^==7^) est quasi-cohérent (9.4.2) et ^'|U=^, il suffit d'appli-
quer (9.4.3) à y.

Lemme (9.4.6). — Soient X un préschéma, L un ensemble bien ordonnée (V^)^ç^ un

recouvrement de X par des ouverts affines^ U un ouvert de X ; pour tout \ eL, on pose W^ = U V^.
(A<À

On suppose que : i° Pour tout ÀeL, V^nW\ soit quasi-compact : 2° Le morphisme d'immersion
U->X est quasi-compact. Alors, pour tout (9 ̂ -Module quasi-cohérent y et tout sous-{ffl^\V)-
Module quasi-cohérent de type fini ^ de 3^ \ U, il existe un sous-ffl^-Module quasi-cohérent de
type fini ̂  de ^ tel que ^S' \ U = ̂ .

Posons U\=Uu\V\; on va définir par récurrence transfinie une famille (^),
où ^ est un sous-^xlUx)"^0^11^ quasi-cohérent de type fini de ^|U\, tel que
^|U^==^ pour [L<\ et ^|U=^. L'unique sous-ff^-Module ^ ' de y tel que
^^V^^^' pour tout XeL (0, 3.3.1) répondra à la question. Supposons donc les ̂
définis et ayant les propriétés précédentes pour (JL<X ; si X n'a pas de prédécesseur on
prendra pour ^ l'unique sous-(^x|U^)-Module de ^[U^ tel que ^|U^=^ pour
tout p(.<X, ce qui est licite puisque les U^ avec |JL<X forment alors un recouvrement
de U^. Si au contraire À==(JL+I , on a U^==U^uV^, et il suffira de définir un sous-
(^x|V^)-Module quasi-cohérent de type fini ^/ de ^[V^ tel que

^m^)^^^);
on prendra ensuite pour ^ le sous-(^x|U^)-Module de ^[U^ tel que ^|U^=^
et ^1^==^ (0, 3.3.1). Or, comme V^ est affine, l'existence de ^/ est assurée
par (9.4.3) dès que l'on a démontré que U^nV^ est quasi-compact $ mais U^nV^ est
réunion de UnV^ et de W^nV^, qui sont tous deux quasi-compacts en vertu de l'hypothèse.

Théorème (9.4.7). — Soient X un préschéma, U un ouvert de X. On suppose vérifiée l'une
des conditions suivantes :

a) V espace sous-jacent à X est localement noethérien.
b) X est un schéma quasi-compact et U un ouvert quasi-compact.
Pour tout Oy Module quasi-cohérent y et tout sous-{0^\V)-Module quasi-cohérent de

type fini ^ de '̂|U, il existe alors un sous-Q ̂ -Module quasi-cohérent de type fini ^S' de S^
tel que ^[U^^.
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Soit (V^)^çL un recouvrement de X par des ouverts affines, L étant supposé fini
dans le cas b) ; L étant muni d'une structure d'ensemble bien ordonné, il suffit de
vérifier que les conditions du lemme (9.4.6) sont satisfaites. C'est évident dans l'hypo-
thèse a), les espaces V^ étant noethériens. Dans l'hypothèse b ) , les V^nV^ sont affines
(5.5.6), donc quasi-compacts, et comme L est fini, V^nW^ est quasi-compact. D'où
le théorème.

Corollaire (9.4.8). — Sous les hypothèses de (9.4.7), pour tout (^xlU)- Module quasi-
cohérent de type fini ^, il existe un 0^-Module quasi-cohérent de type fini < S ' tel que <S'\\]=(S.

II suffit d'appliquer (9.4.7) à y=j^&\ qui est quasi-cohérent (9.4.2) et tel
que y U==^.

Corollaire (9.4.9). — Soit X un préschéma dont l'espace sous-jacent est localement noethérien,
ou un schéma quasi-compact. Alors tout 0^-Module quasi-cohérent est limite inductive de ses sous-
0^-Modules quasi-cohérents de type fini.

Gela résulte de (9.4.7) et de la remarque (9.4.4).
Corollaire (9.4.10). — Sous les hypothèses de (9.4.9), si un Q^-Module quasi-cohérent y

est tel que tout sous-0^-Module quasi-cohérent de type fini de y soit engendré par ses sections
au-dessus de X, alors S^ est engendré par ses sections au-dessus de X.

En effet, soient U un voisinage ouvert affine d'un point ^eX, et soit s une section
de y au-dessus de U ; le sous-(5x-Module ^ de y \ U engendré par s est quasi-cohérent
et de type fini, donc il existe un sous- (0^- Module quasi-cohérent de type fini (&' de y
tel que (&'\V=<& (9.4.7). Par hypothèse, il y a donc un nombre fini de sections ^
de ^ S ' au-dessus de X et des sections ^ de 6^ au-dessus d'un voisinage VcU de x telles
que ^[V=2^.(^|V), ce qui démontre le corollaire.

i

9.5. Image fermée d'un préschéma. Adhérence d'un sous-préschéma.

Proposition (9.5.1). — Soit f : X->Y un morphisme de préschémas tel que f [(B^) soit
un 0^-Module quasi-cohérent (ce qui a lieu si f est quasi-compact et si de plus f est séparé ou X
localement noethérien (9.2.2)^) . Alors il existe un plus petit sous-préschéma Y ' de Y tel que l'injection
canonique j : Y'->Y majore f (ou, ce qui revient au même (4.4.1), tel que le sous-pré-
schéma/"^Y7) de X soit identique à X).

De façon plus précise :
Corollaire (9.5.2). — Sous les conditions de (9 .5 .1 )5 soit f== (^, 6) et soit / le noyau

(quasi-cohérent) de V homomorphisme 6 : ̂ y-^/^x)- Alors Ie sous-préschéma fermé Y' de Y
défini par / vérifie les conditions de (9.5.1).

Comme le foncteur ^ est exact, la factorisation canonique 6 : ^y-^^y/^Q> ̂  (^x)
e'#

donne (0, 3 -5-4-3) une factorisation 6^ : ̂ \QY)^\Q^)^\/) -> Q^\ comme pour
tout A:(=X, 6J est un homomorphisme local, il en est de même de 6^; si on désigne
par ^Q l'application continue ^ considérée comme application de X dans X7, par 6g la
restriction 6' X7 : (^/^) |X7 -^^x) |X7 = (^o)^x), on voit donc que /o-^o, 9o)
est un morphisme de préschémas X->X7 (2 .2 .1) tel que f=jof^ Si maintenant X"
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est un second sous-préschéma fermé de Y, défini par un faisceau quasi-cohérent d'idéaux / '
de (9^ et tel que l'injection j ' : X'^Y majore/, on doit tout d'abord avoir X'D^X),
donc X'cX" puisque X" est fermé. En outre, pour tout jyeX", Q doit se factoriser
en Qy^yl/y-^^^\, ce qui par définition entraîne / ' y C / y , et par suite X' est
un sous-préschéma fermé de X'7 (4.1.10).

Définition (9.5-3)- — Lorsqu'il existe un plus petit sous-préschéma fermé Y' de Y tel que
l'injection canonique j : Y'-^Y majore/, on dit que Y' est le préschéma image fermée de X par
le morphisme /.

Proposition (9.5.4). — Si /^) est un (O^-Module quasi-cohérent, l'espace sous-jacent
de l'image fermée deXparfest l'adhérence /(X) dans Y.

Comme le support de f^) est contenu dans /pC), on a (avec les notations
de (9 -5-2) ) /y=^y pour J^/(X), donc le support de G^/ est contenu dansf(X).
En outre, ce support est fermé et contient/(X) : en effet, si ^e/(X), l'élément unité de
l'anneau (^(^x))?/ "'est pas nul, étant le germe enjy de la section

ier(x,^)=r(Y,^));
comme il est l'image par 6 de l'élément unité de Gy, ce dernier n'appartient pas à / ,
donc O y I / y ^ o , ceci achève la démonstration.

Proposition (9.5.5) (transitivité des images fermées). — Soient f : X-^Y et g : Y-^Z
deux morphismes de préschémas ; on suppose que l'image fermée Y' de X par f existe, et que, si g '
est la restriction de g à Y', l'image fermée Z' de Y ' p a r g ' existe. Alors l'image fermée de Xpar gof
existe et est égale à Z\

II suffit (9.5.1) de montrer que Z' est le plus petit sous-préschéma fermé Z^ de Z
tel que le sous-préschéma fermé (gof)-\Z^) de X (égal à/-^-^)) par (4.4.2)) soit
égal à X; il revient au même de dire que T est le plus petit sous-préschéma fermé de Z
tel que/soit majoré par l'injection g-^-^Y (4.4. i). Or, en vertu de l'existence de
l'image fermée Y', tout Z;i ayant cette propriété est tel que g-^Z^) majore Y', ce qui
équivaut à dire que J-\g-\Z^ =g'~\Z^ =Y' en désignant par^' l'injection Y^Y.
Par définition de Z ' , on en conclut bien que Z est le plus petit sous-préschéma fermé de Z
vérifiant la condition précédente.

Corollaire (9.5.6). — Soit f : X->Y un S-morphisme tel que Y soit l'image fermée de X
par f. Soit Z un S-schéma ; si deux ^-morphismes g^, g^ de Y dans Z sont tels que giof=g^of,
alors gi==g^

Soit A=(^,^)g : Y - ^ Z X g Z ; comme la diagonale T==Az(Z) est un sous-
préschéma fermé de ZXgZ, Y^A-^T) est un sous-préschéma fermé de Y (4.4.1).
Posons u==g^of=g^of; on a alors par définition du produit h' =hof=(u,ù)^, donc
hof=^ou; comme A^(T)=Z, on a h'-^T) =u-\Z) ==X, donc/-^Y') =X. On
en conclut (4.4.1) que l'injection canonique Y'-^Y majore /, donc Y'==Y par
hypothèse ; par suite (4.4.1), h se factorise en \ov, où v est un morphisme Y->Z, ce
qui entraîne g^ == g^ == y.

Remarque (9.5.7). — Si X et Y sont des S-schémas, la prop. (9.5.6) signifie que
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lorsque Y est l'image fermée de X par f, f est un épimorphisme dans la catégorie des
S-schémas (T, 1.1). Nous démontrerons au chap. V que, réciproquement, si l'image
fermée Y' de X par y existe et si y est un épimorphisme de S-schémas, alors on a néces-
sairement Y' == Y.

Proposition (9.5.8). — Supposons vérifiées les hypothèses de (9 .5 .1 )3 et soit Y' V image
fermée de X par f. Pour tout ouvert V de Y, soit fy ^./"^(V) ->V la restriction def; alors l'image
fermée de f^ÇV) p^f^ dans V existe et est égale au préschéma induit par'Y' sur l9 ouvert VnY7

de Y' (autrement dit, au sous-préschéma inf(V, Y') de Y (4.4.3)).
Posons X7 ̂ /^(V) ; comme l'image directe de Q^, par fy n'est autre que la

restriction def^(C>^) à V, il est clair que le noyau / ' de l'homomorphisme ^y^C/vU^x')
est la restriction de / à V, d'où aussitôt la proposition.

On notera que ce résultat s'interprète en disant que la formation de l'image fermée
commute à une extension Yi->Y du préschéma de base, qui est une immersion ouverte.
Nous verrons au chap. IV qu'il en est de même pour une extension Yi->Y qui est un
morphisme plat, pourvu que y soit séparé et quasi-compact.

Proposition (9.5.9). — Soit f : X->Y un morphisme tel que l'image fermée Y' de X
par f existe,

(i) Si X est réduit, il en est de même de Y'.
(ii) Si on suppose vérifiées les hypothèses de (9.5. i) et si X est irréductible (resp. intègre),

il en est de même de Y7.

Par hypothèse, le morphisme y se factorise en X->Y'-^Y, où j est l'injection

canonique. Comme X est réduit, g se factorise en X-^Y^^Y7 oùj' est l'injection
canonique (5 .2 .2)3 et il résulte alors de la définition de Y' que Y^=Y'. Si de plus
les conditions de (9.5.1) sont remplies, il résulte de (9.5.4) que/(X) est dense dans Y ' ',
si X est irréductible, il en est donc de même de Y' (0, 2.1.5). L'assertion relative aux
préschémas intègres résulte de la conjonction des deux autres.

Proposition (9.5.10). — Soit Y un sous-préschéma d^un préschéma X, tel que l } injection
canonique i : Y—^X soit un morphisme quasi-compact. Il existe alors un plus petit sous-préschéma
fermé Y de X majorant Y ; son espace sous-jacent est l'adhérence de celui de Y ; ce dernier est ouvert
dans son adhérence, et le préschéma Y est induit sur cet ouvert par Y.

Il suffit d'appliquer (9.5.1) à l'injection j, qui est séparée (5.5.1) et quasi-compacte
par hypothèse ; (9.5.1) prouve donc l'existence de Y et (9.5.4) montre que son espace
sous-jacent est l'adhérence de Y dans X ; comme Y est localement fermé dans X, il est
ouvert dans Y, et la dernière assertion provient de (9.5.8) appliqué à un ouvert V
de X tel que Y soit fermé dans V.

Avec ces notations, si l'injection V->X est quasi-compacte, et si ^ est le faisceau
quasi-cohérent d'idéaux de (9^ \ V définissant le sous-préschéma fermé Y de V, il résulte
de (9.5.1) que le faisceau quasi-cohérent d'idéaux de (9^ définissant Y est le prolonge-
ment canonique (9.4.1) / de / , car c'est évidemment le plus grand sous-faisceau
d'idéaux quasi-cohérent de (P^ induisant / sur V.
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Corollaire (9.5.11). — Sous les hypothèses de (9.5.10)5 toute section de G- au-dessus d'un
ouvert V de Y qui est nulle dans VnY est nulle.

En vertu de (9.5.8)5 on peut se ramener au cas où V==Y. Si l'on tient compte
de ce que les sections de 0- au-dessus de Y correspondent canoniquement aux Y-sections
de Y®zZ[T] (3.3.15) et de ce que ce dernier est séparé sur Y, le corollaire apparaît
comme un cas particulier de (9.5.6).

Lorsqu'il existe un plus petit sous-préschéma fermé Y de X majorant un sous-
préschéma Y de X, on dit que Y7 est V adhérence de Y dans X, lorsqu'il n'en résulte pas
de confusion.

9. 6. Faisceaux quasi-cohérents d'algèbres ; changement du faisceau structural»

Proposition (9.6.1). — Soient X un préschéma, Se une Q^-Algebre quasi-cohérente
(0, 5 .1 .3 ) . Pour qu'un SS-Module y soit quasi-cohérent (sur l'espace annelé (X, SS))^ il faut
et il suffit que y soit un G^-Module quasi-cohérent,

Comme la question est locale, on peut supposer X affine d'anneau A, et alors
â§=^1à^ où B est une A-algèbre (i .4.3). Si y est quasi-cohérent sur l'espace annelé (X,^?),
on peut aussi supposer que y est le conoyau d'un ^-homomorphisme SS^—^SS^ ;
comme cet homomorphisme est aussi un (P^-homomorphisme de (P^-Modules, et que ^(I)

et ^(J) sont des ^x-Modules quasi-cohérents (1.3.9, (ii)), 3^ est aussi un ffl^-Module
quasi-cohérent (1.3.93 (i)).

/-"^/

Inversement, si y est un (P^-'MLodule quasi-cohérent, on a ^'==M, où M est un
B-module (1.4.3) ; M est isomorphe à un conoyau de B-homomorphisme B^-^B^,
donc y est un ^-Module isomorphe au conoyau de l'homomorphisme correspondant
gg^-^âS^ (1.3.13), ce qui achève la démonstration.

En particulier, si y et ^ sont deux ^-Modules quasi-cohérents, y®^ est un
^-Module quasi-cohérent ; il en est de même de J^wz^(^', ^) lorsqu'on suppose en
outre que S^ admet une présentation finie (1.3.13).

(9.6.2) Étant donné un préschéma X, nous dirons qu'une 0^-Algèbre quasi-
cohérente SS est de type fini si pour tout ;veX, il existe un voisinage ouvert affine U de x
tel que r(U,^)=B soit une algèbre de type fini sur F(U, ff^)=A. On a alors ^\U=B
et pour tout fe A, la (^x|D(/)) -Algèbre induite âS\DÇf) est de type fini, car elle est
isomorphe à (B.)^, et B.==B®^A, est évidemment une algèbre de type fini sur A^.
Comme les D(/) forment une base de la topologie de U, on en conclut que si Se est
une (Px-Algèbre quasi-cohérente de type fini, pour tout ouvert V de X, SS \ V est
une (fi^JV)-Algèbre quasi-cohérente de type fini.

Proposition (9.6.3). — Soit X un préschéma localement noethérien. Toute Q^-Algèbre quasi-
cohérente de type fini S8 est alors un faisceau cohérent d^ anneaux (0, 5.3.7).

On peut de nouveau se limiter au cas où X est un schéma affine d'anneau noethé-
/^^/

rien A, et où <â?= B, B étant une A-algèbre de type fini ; B est donc un anneau noethérien.
Cela étant, il faut prouver que le noyau e/T d'un ^-homomorphisme SS^-^Sê est un 3S-
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Module de type fini ; or, il est isomorphe (en tant que ^-Module) à N, où N est le noyau
de F homomorphisme correspondant de B-modules B^-^B (1.3.13). Comme B est
noethérien, le sous-module N de B^ est un B-module de type fini, donc il existe un
homomorphisme B^-^B^ d'image N ; la suite B^B^B étant exacte, il en est de
même de la suite SS^-^SS^'-^St correspondante (1.3.5) et comme ^ est l'image de
SgP-^y (1.3.9, (i)), la proposition est démontrée.

Corollaire (9.6.4). — Sous les hypothèses de (9.6.3), pour qu'un SS-Module y soit cohérent,
il faut et il suffit qu'il soit un Qy Module quasi-cohérent et un SS-Module de type fini. S'il en est
ainsi, et si ^ est un sous-SS-Module ou un Si-Module quotient de ̂ r, pour que ^S soit un SS-Module
cohérente il faut et il suffit que ^ soit un Q^-Module quasi-cohérent.

Compte tenu de (9.6.1), les conditions sur y sont évidemment nécessaires;
montrons qu'elles sont suffisantes. On peut se limiter au cas où X est affine d'anneau

/"x^/ /-s^/

noethérien A, â9=B, où B est une A-algèbre de type fini, y=M, où M est un B-module,
et où il existe un ^-homomorphisme surjectif ^—^-^o. On a alors une suite exacte
correspondante B^-^M-^o, donc M est un B-module de type fini ; en outre, le noyau P
de l'homomorphisme B^—^M est alors un B-module de type fini, puisque B est noethérien.
On en conclut (1.3.13) que y est le conoyau d'un ^-homomorphisme y-^SS"^ et est
donc cohérent puisque SS est un faisceau cohérent d'anneaux (0, 5.3.4). Le même
raisonnement montre qu'un sous-^-Module (resp. un ^-Module quotient) quasi-cohérent
de y est de type fini, d'où la seconde partie du corollaire.

Proposition (9.6.5). — Soit X un schéma quasi-compact ou un préschéma dont l'espace
sous-jacent est noethérien. Pour toute (9^-Algehre quasi-cohérente de type fini SS^ il existe un sous-
Qy-Module quasi-cohérent de type fini ê de SS tel que ê engendre (0, 4 .1 .4 ) la (B^-Algehre SS.

En effet, il existe par hypothèse un recouvrement fini (U^) de X formé d'ouverts
affines tels que r(U,, SS} ==B, soit une algèbre de type fini sur r(U,, 0^ ==A, ; soit E,
un sous-A^-module de type fini de B^ engendrant la A^-algèbre B .̂ ; en vertu de (9.4.7)3

il existe un sous-^x- Module ^ de SS^ quasi-cohérent et de type fini, tel que ê^ \ U, =î^.
Il est clair que la somme ê des ë^ répond à la question.

Proposition (9.6.6). — Soit X un préschéma dont l'espace sous-jacent est localement noethérien,
ou un schéma quasi-compact. Alors toute (9^-Algebre quasi-cohérente SS est limite inductive de ses
sous-O^-Algèbres quasi-cohérentes de type fini.

En effet, il résulte de (9.4.9) que SS est limite inductive (en tant que fflyModule)
de ses sous-ff^-Modules quasi-cohérents de type fini ; ces derniers engendrent des sous-^x-
Algèbres quasi-cohérentes de type fini de SS (1.3.14), dont SS est a fortiori limite inductive.

§ 10. SCHÉMAS FORMELS

10.1. Schémas formels affines»

(10.1.1) Soit A un anneau topologique admissible (0, 7 .1.2) ; pour tout idéal
de définition 3 de A, Spec(A/3) s'identifie au sous-espace fermé V(3) de Spec(A) ( i . i . 11),
ensemble des idéaux premiers ouverts de A ; cet espace topologique ne dépend pas de
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l'idéal de définition 3 considéré ; notons-le X. Soit (3J un système fondamental de
voisinages de o dans A, formé d'idéaux de définition, et pour tout X, soit fl\ le faisceau

/-^»»/ /•^/
structural de Spec(A/3^) ; ce faisceau est induit sur 3£ par A/3^ (lequel est nul hors de X).
Pour 3^c3^, Phomomorphisme canonique A/,3^-^A/3^ définit donc un homomorphisme
u^ : Q^—>Q^ de faisceaux d'anneaux (1.6.1), et (<î\) est un système projectif de faisceaux
Panneaux pour ces homomorphismes. Comme la topologie de 3£ admet une base formée
d'ouverts quasi-compacts, on peut associer à tout û\ un faisceau d'anneaux topologiques
pseudo-discrets (0, 3.8. i) qui a (9-^ comme faisceau d'anneaux (sans topologie) sous-jacent,
et que nous noterons encore é\ ; et les fi\ forment encore un système projectif de faisceaux
d'anneaux topologiques (0, 3.8.2). Nous désignerons par 0^ le faisceau d'anneaux topologiques
sur 3£, limite projective du système (6\) ; pour tout ouvert quasi-compact U de X, F(U, (P^)
est donc l'anneau topologique limite projective du système d'anneaux discrets F(U, 0^)
(0,3.2.6).

Définition (10.1.2). — Étant donné un anneau topologique admissible A, on appelle spectre
formel de A et on note Spf(A) le sous-espace fermé X de Spec(A) formé des idéaux premiers ouverts
de A. On dit qu'un espace topologiquement annelé est un schéma formel affine s'il est isomorphe à un
spectre formel Spf(A) == 3£ muni du faisceau d'anneaux topologiques 0^ limite projective des faisceaux

,-̂  ^>^
d'anneaux pseudo-discrets (A/3^) | 3^ où 3^ parcourt l'ensemble filtrant des idéaux de définition de A.

Quand nous parlerons d'un spectre formel 3£==Spf(A) comme d'un schéma formel
affine, il s'agira toujours de l'espace topologiquement annelé ( 3£, ffl-^) où (9^ est défini
comme ci-dessus.

On notera que tout schéma affine X==Spec(A) peut être considéré comme un
schéma formel affine d'une seule manière, en considérant A comme un anneau topologique
discret : les anneaux topologiques F(U, 0^) sont alors discrets lorsque U est quasi-compact
(mais non en général lorsque U est un ouvert quelconque de X).

Proposition (10.1.3) . — Si X==Spf(A), où A est un anneau admissible, r(ï, 0^) est
topologiquement isomorphe à A.

En effet, comme 3£ est fermé dans Spec(A), il est quasi-compact, et par suite
r(3£, ffl^) est topologiquement isomorphe à la limite projective des anneaux discrets
r(X, é\) ; mais r(X, ^) est isomorphe à A/3^ (1.3.7) ; comme A est séparé et complet,
il est topologiquement isomorphe à limA/3^ (0, 7 .2. i), d'où la proposition.

Proposition (10.1.4). — Soient A un anneau admissible^ 3Ê==Spf(A), et pour tout
feA, soit T)(y)=D(y) nX ; l'espace topologiquement annelé (^{f), ̂ el^C/)) est isomorphe
au spectre formel affine Spf(A^) (0, 7.6.15).

Pour tout idéal de définition 3 de A, l'anneau discret S^A/S^"^ s'identifie canoni"
quement à A^/3^ (0, 7.6.9)3 donc (1.2.5 et 1.2.6), l'espace topologique Spf(A^)
s'identifie canoniquement à î)(/). En outre, pour tout ouvert quasi-compact U de 3£
contenu dans 7>(f), r(U, ffl^) s'identifie au module des sections du faisceau structural
de SpecÇS^A/S^^) au-dessus de U (i .3.6), donc, si on pose ?)==Spf(A^), F(U, 0^
s'identifie au module des sections r(U, 6^), ce qui démontre la proposition.
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(10.1.5) En tant que faisceau d'anneaux sans topologie, le faisceau structural 0^
de Spf(A) admet pour tout xeX une fibre qui, en vertu de (10.1.4), s'identifie à la
limite inductive limA^ pour les /<^. Par suite (0, 7.6.17 et 7.6.18) :

Proposition (10.1.6). — Pour tout xe 3£=Spf(A), la fibre Q^ est un anneau local dont
le corps résiduel est isomorphe à k{x)==AJ}yA^ Si en outre A est adique et noethérien, 0^ est
un anneau noethérien.

Comme k{x) n'est pas réduit à o, on conclut de ce résultat que le support du
faisceau d'anneaux (9^ est égal à X.

10.2. Morphismes de schémas formels affines»

(10.2.1) Soient A, B deux anneaux admissibles, et soit <p : B->A un homo-
morphisme continu. L'application continue a^ : Spec(A)->Spec(B) (1 .2 .1) applique
alors 3£=Spf(A) dans î)=Spf(B), car l'image réciproque par 9 d'un idéal premier
ouvert de A est un idéal premier ouvert de B. D'autre part, pour tout ^eB, 9 définit
un homomorphisme continu F(î)(^), 0^) -> r(î)(9(^)), Q^) en vertu de (10.1.4),
( 10.1.3) et (0, 7.6.7) ; comme ces homomorphismes satisfont aux conditions de
compatibilité pour les restrictions correspondant au passage de g à un multiple de g,
et que S(<p(^)) ^q)""1^!)^)), ils définissent un homomorphisme continu de faisceaux
d'anneaux topologiques ^-^y,/^) (0, 3.2.5)3 que nous noterons encore^; on a
ainsi obtenu un morphisme O^^,^) d'espaces topologiquement annelés 3£->î).
On notera qu'en tant qu'homomorphisme de faisceaux d'anneaux sans topologie,

r^ définit un homomorphisme ^j ; ^a , ,->^ sur les fibres, pour tout xeX.
Proposition (10.2.2). — Soient A, B deux anneaux topologiques admissibles, et soient

3£ == Spf(A), î) == Spf(B). Pour qù'un morphisme u =(^,6) : 3£->ï) d'espaces topologiquement
annelés soit de la forme ("y,^), où cp est un homomorphisme continu d^ anneaux B->A, il faut et il
suffit que pour tout xe'K, 6j soit un homomorphisme local O^-^O^

La condition est nécessaire : en effet, soit p ==j^eSpf(A)3 et soit c^qT^QJ ; si
^q, on a donc y(^)^p, et il est immédiat que l'homomorphisme B^->A^p^ déduit
de 9 (0, 7.6.7) transforme q^ en une partie de P{^)} ; passant à la limite inductive,
on voit donc (compte tenu de (10.1.5) et de (0, 7.6.17)) que'yJ est un homomorphisme
local.

Inversement, soit (^, 6) un morphisme vérifiant la condition de l'énoncé ;
en vertu de (10.1.3), 6 définit un homomorphisme continu d'anneaux

cp=r(6) : B=r(î), ̂ ) -> r(X, ̂ ) -A.
En vertu de l'hypothèse sur 6, pour que la section cp(^) de 6-^ au-dessus de X ait un
germe inversible au point Xy il faut et il suffit que g ait un germe inversible au point ^ {x).
Mais en vertu de (0, 7.6.17), les sections de (9^ (resp. Q^) au-dessus de 3£ (resp. î)) dont
le germe n'est pas inversible au point x (resp. ^(x)) sont exactement les éléments de {^
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(resp. }^) ; la remarque précédente montre donc que "y = <^. Enfin, pour tout geB,
le diagramme

B=F(Î), ^) —^ F[X, ̂ ) =A
^ ^

B^=r(î)(^), ̂ ) ̂  r(î)(<p(^)), ̂ ) =A^),

est commutatif ; d'après la propriété universelle des anneaux complets de fractions
(0, 7.6.6), 6^ est égale à ^^ pour tout geB, donc (0, 3.2.5) on a 6==^.

Nous dirons qu'un morphisme (^, 6) d'espaces topologiquement annelés vérifiant
la condition de (10.2.2) est un morphisme de schémas formels affines. On peut dire que les
foncteurs Spf(A) en À et r(X, Q^) en 3£ définissent une équivalence de la catégorie des
anneaux admissibles et de la catégorie duale de la catégorie des schémas formels affines
(T,I, 1.2).

(10.2.3) Gomme cas particulier de (10.2.2)5 notons que, pour ,/eA, l'injection
canonique du schéma formel affine induit par 3£ sur î)(/) correspond à l'homomorphisme
continu canonique A->A^}. Sous les hypothèses de (10.2.2), soient h un élément de B,
g un élément de A, multiple de y (A) ; on a alors ^(î)(^)) CÎ)(Â) ; la restriction de u
à 3^(^)5 considérée comme morphisme de î)(^) dans 2) (A), est l'unique morphisme v
rendant commutatif le diagramme

w^w^ ^
x—>ï)

u

Ce morphisme correspond à l'unique homomorphisme continu 9' : B^—^A^
(0, 7.6.7) rendant commutatif le diagramme

A ^ B
^ ^

A^} f7 BW

10.3. Idéaux de définition d'un schéma formel affine.

( 10.3.1) Soient A un anneau admissible, 3 un idéal ouvert de A, X le schéma
formel affine Spf(A). Soit (3^) l'ensemble des idéaux de définition de A contenus dans 3 ;
alors 3/3^ est un faisceau d'idéaux de A/3^. Désignons par 3^ la limite projective des

r*^ r>^

faisceaux induits sur ï par 3/3^, qui s'identifie à vin faisceau d'idéaux de (9^ (0, 3.2.6).
Pour tout feA, r(î)(/), 3^ est la limite projective de S^/S^-^, autrement dit
s'identifie à l'idéal ouvert 3{/} de l'anneau A^ (0, 7.6.9), et en particulier r(X, 32^) ̂ ^ ?
on en conclut (les î)(f) formant une base de la topologie de X) que l'on a

(10.3.1.1) SW/)-^^

183



184 A . G R O T H E N D I E C K Chap. 1

(10.3.2) Avec les notations de (10.3.1), pour tout feA, l'application canonique
de A^=F(Î)(/),^) dans F(î)(/), (Ï/^I^^S^A/S^ est surjective et a pour
noyau r(î)(/), 3^=3^} (0, 7.6.9) ; ces applications définissent donc un homo-
morphisme surjectif continu, dit canonique^ du faisceau d'anneaux topologiques (9^ sur le

<-* '̂ <^^
faisceau d'anneaux discrets (A/3)|3^ dont le noyau est 3 ; cet homomorphisme
n'est autre d'ailleurs que'9' (10.2.1), où 9 est l'homomorphisme continu A->A/3 ; le
morphisme (^î ^) ; Spec(A/3)-^3£ de schémas formels affines (où "9 est d'ailleurs
l'homéomorphisme identique de X sur lui-même) est encore dit canonique. On a donc,
d'après ce qui précède, un isomorphisme canonique

(10.3.2.1) W^(AIW

II est clair (en vertu de r(3£, 3^ ==3) que l'application 3->3A est strictement
croissante ; d'après ce qui précède, pour 3C37? le faisceau 3^^ est canoniquement

isomorphe à 373 = (373)^-
(io.3.3) Les hypothèses et notations étant toujours celles de (10.3. i), nous dirons

qu'un faisceau d'idéaux / de (9^ est un faisceau d'idéaux de définition de X (ou un Idéal
de définition de 3£) si, pour tout xe 3£, il existe un voisinage ouvert de x de la forme î)(/),
où /eA, tel que ^|î)(/) soit de la forme ̂ , où § est un idéal de définition de A^.

Proposition (10.3.4). — Pour tout f^A, tout Idéal de définition de 3£ induit un Idéal
de définition de î)(/).

Cela résulte de (10.3.1.1).
Proposition (10.3.5). — Si A est un anneau admissible^ tout Idéal de définition de 3£=Spf(A)

est de la forme y, où 3 est un idéal de définition de A, uniquement déterminé.
En effet, soit / un Idéal de définition de X ; par hypothèse, et puisque X est quasi-

compact, il y a un nombre fini d'éléments /,eA tels que les î)(/,) recouvrent X et que
/\î)[f,) =^, où Ô, est un idéal de définition de A^. Pour tout i, il existe donc un
idéal ouvert ̂  de A tel que (K,)^.} =§, (0, 7.6.9) ; soit S{ un idéal de définition de A
contenu dans tous les ̂ . L'image canonique de / I S ^ dans le faisceau structural (A/5^)^
de Spec(A/^) (10.3.2) est donc telle que sa restriction à Î)(/J soit égale à celle de
{KJK)^ ; on en conclut que cette image canonique est un faisceau quasi-cohérent sur
Spec(A/ft), donc de la forme (3/^)^, où 3 est un idéal de A contenant S{ (1.4.1)
d'où /=y (10.3.2) ; en outre, comme pour tout i il existe un entier ^ tel que
$^C^.}, on aura, en désignant par n le plus grand des n^ (.//^^^o, et par suite
(10.3.2) ((3/^)^=0, d'où finalement (3/^=0 (i .3.13), ce qui prouve que 3
est un idéal de définition de A (0, 7.1.4).

Proposition (10.3.6). — Soient A un anneau adique, 3 un ^^ea^ ^e définition de A tel que
3/32 soit un Al^-module de type fini. Pour tout entier n> o, on a alors O^T^ (3^-

En effet, pour tout /eA, on a (puisque 3n est un idéal ouvert)

(r^^)^^)'-^^)'-^')^-!'^^),^^)
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en vertu de (10.3.1.1) et de (0, 7.6.12). Gomme (3^ est associé au préfaisceau
U->(r(U, 3^^ (0, 4.1.6)3 le corollaire en résulte, puisque les 2)(/) forment une base
de la topologie de X.

(10.3.7) On dit qu'une famille (^^) d'Idéaux de définition de X est un système
fondamental d^ Idéaux de définition si tout Idéal de définition de X contient un des ^\ ;
comme /\ == 3^? il revient au même de dire que les 3x forment un système fondamental
de voisinages de o dans A. Soit (f^) une famille d'éléments de A tels que les 2) (/oc)
recouvrent X. Si (^\) est une famille filtrante décroissante d'idéaux de (0^ telle que pour
tout a, la famille (^|î)(/J) solt un système fondamental d'Idéaux de définition
de Î^C/J, alors (<^\) est un système fondamental d'Idéaux de définition de X
En effet, pour tout Idéal de définition / de X, il y a un recouvrement fini de X par
des î)(fi) tel que, pour tout i, /\\^{fi} soit un Idéal de définition de î)(^) contenu
dans ^\î>{fi)- Si [L est un indice tel que / ^ / \ . pour tout i, il résulte de (10.3.3)
que /^ est un Idéal de définition de X, évidemment contenu dans / ' , d'où notre
assertion.

10.4. Préschémas formels et morphismes de préschémas formels»

(10.4.1.) Étant donné un espace topologiquement annelé X, on dit qu'un ouvert
UcX est un ouvert formel affine (resp. un ouvert formel affine adique, resp. un ouvert formel
affine noethérien) si l'espace topologiquement annelé induit par X. sur U est un schéma
formel affine (resp. un tel schéma dont l'anneau est adique, resp. adique et noethérien).

Définition (10.4.2). — On appelle préschéma formel un espace topologiquement annelé X
dont tout point admet un voisinage ouvert formel affine. On dit que le préschéma formel X est adique
(resp. localement noethérien) si tout point de X admet un voisinage ouvert formel affine adique (resp.
noethérien). On dit que X est noethérien s9 il est localement noethérien et si son espace sous-jacent est
quasi-compact (donc noethérien).

Proposition (10.4.3). — Si X est un préschéma formel (resp. localement noethérien), les
ensembles ouverts formels affines (resp. affines noethériens) forment une base de la topologie de X.

Gela résulte de (10.4.2) et (10.1.4) en tenant compte de ce que si A est un anneau
adique noethérien, il en est de même de A^ pour tout feA (0, 7.6.11).

Corollaire (10.4.4). — Si X est un préschéma formel (resp. un préschéma formel localement
noethérien, resp. noethérien), l9 espace topologiquement annelé induit sur tout ouvert de X est encore
un préschéma formel (resp. un préschéma formel localement noethérien, resp. noethérien).

Définition (10.4.5). — Étant donnés deux préschémas formels X, ?), on appelle morphisme
(de préschémas formels) de X dans 3) tout morphisme (^, 6) d9 espaces topologiquement annelés
tel que, pour tout ^eX, 6| soit un homomorphisme local (Q^->0^

II est immédiat que le composé de deux morphismes de préschémas formels est
encore un tel morphisme $ les préschémas formels forment donc une catégorie^ et on notera
Hom(X, V)) l'ensemble des morphismes d'un préschéma formel X dans un préschéma
formel î).
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Si U est une partie ouverte de 3£, l'injection canonique dans X du préschéma
formel induit par 3£ sur U est un morphisme de préschémas formels (et même un mono-
morphisme d'espaces topologiquement annelés (0, 4.1.1)).

Proposition (10.4.6). — Soient X un préschéma formel, (5=Spf(A) un schéma formel
affine. Il existe une correspondance biunivoque canonique entre les morphismes du préschéma formel 3Ê
dans le préschéma formel Q et les homomorphismes continus de V'anneau A dans I9 anneau topologique

F(X,^).
La démonstration est la même que celle de (2.2.4) , en remplaçant « homomor-

phisme » par « homomorphisme continu », « ouvert affine » par « ouvert formel affine »,
et en utilisant (10.2.2) au lieu de (1.7.3) ; nous en laissons les détails au lecteur.

(10.4.7) Étant donné un préschéma formel®, on dit que la donnée d'un préschéma
formel X et d'un morphisme 9 : 3£->S définit un préschéma formel 3Ê au-dessus de Q
ou un G-préschéma formel, 9 étant appelé le morphisme structural du (5-préschéma X. Si
(3=Spf(A), où A est un anneau admissible, on dit aussi que le S-préschéma formel X
est un A-préschéma formel ou un préschéma formel au-dessus de A. Un préschéma formel
quelconque peut toujours être considéré comme un préschéma formel au-dessus de Z
(muni de la topologie discrète).

Si 3£, ?) sont deux (5-préschémas formels, on dit qu'un morphisme u : 3£->î) est
un Q-morphisme si le diagramme

X-^î)
\ /
G

(où les flèches obliques sont les morphismes structuraux) est commutatif. Avec cette
définition, les S-préschémas formels (pour (3 fixé) forment une catégorie. On désigne
par Homg(3Ê, î)) l'ensemble des (S-morphismes du ©-préschéma formel X dans le
(5-préschéma formel î). Lorsque (5=Spf(A), on dit aussi A-morphisme au lieu de S-
morphisme.

(10.4.8) Comme toui schéma affine peut être considéré comme un schéma formel
affine (10. i .2), tout préschéma (usuel) peut être considéré comme un préschéma formel.
Il résulte en outre de (10.4.5) que pour les préschémas usuels, les morphismes (resp.
S-morphismes) de préschémas formels coïncident avec les morphismes (resp. S-mor-
phismes) définis au § 2.

10.5. Idéaux de définition des préschémas formels.

(10.5.1) Soit X un préschéma formel ; on dit qu'un 6^-Idéal / est un faisceau
d^ idéaux de définition (ou un Idéal de définition} de X si tout x e 3£ possède un voisinage ouvert
formel affine U tel que ^|U soit un Idéal de définition du schéma formel affine induit
par3£ sur U (10.3.3) ; en vertu de (10.3.1 . i) et (10.4.3), pour tout ouvert Vc3£, /\V
est alors un Idéal de définition du préschéma formel induit par X sur V.

On dit qu'une famille (^\) d'Idéaux de définition de X est un système fondamental
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d'Idéaux de définition s'il existe un recouvrement (UJ de X par des ouverts formels affines
tel que, pour tout a, la famille des ^\|Ua solt un système fondamental d'Idéaux de
définition (10.3.6) du schéma formel affine induit par X sur U^. Il résulte de la remarque
finale de (10.3.7) que lorsque 3£ est un schéma formel affine, cette définition coïncide
avec la définition donnée dans (10.3.7). Pour tout ouvert V de X, les restrictions ^^|V
forment alors un système fondamental d'Idéaux de définition du préschéma formel induit
sur V, en vertu de ( i o. 3. i . i ). Si 3Ê est un préschéma formel localement noethérien, et / un
Idéal de définition de 3£, il résulte de (10.3.6) que les puissances / n forment un système
fondamental d'Idéaux de définition de X.

(10.5.2) Soient X un préschéma formel, / un Idéal de définition de X. Alors
l'espace annelé (X, (9-^\ / } est un préschéma (usuel), qui est affine (resp. localement noethé-
rien, resp. noethérien) lorsque 3£ est un schéma formel affine (resp. un préschéma formel
localement noethérien, resp. noethérien) ; on est en effet aussitôt ramené au cas affine,
et alors la proposition a déjà été démontrée dans (10.3.2). En outre, si 6 : Q^—^Qy,\/
est l'homomorphisme canonique, u== (i^, 6) est un morphisme (dit canonique) de préschémas
formels (3£, ^/^)->(^ ^)? car ici encore, cela a été vu dans le cas affine (10.3.2)3
auquel on se ramène aussitôt.

Proposition (10.5.3). — Soient 3£ un préschéma formel, (^\) un système fondamental
d^ Idéaux de définition de X. Alors le faisceau d'anneaux topologiques (9^ est limite projective des
faisceaux d'anneaux pseudo-discrets (0, 3 .8 .1 ) O-^/^

Gomme la topologie de X admet une base d'ouverts formels affines quasi-compacts
(10.4.3), on est ramené au cas affine, où la proposition est conséquence de (10.3.5),
(io.3.2) et de la définition (10.1.1).

Il n'est pas certain que tout préschéma formel admette des Idéaux de définition.
Toutefois :

Proposition (10.5.4). — Soit 3£ un préschéma formel localement noethérien. Il existe un plus
grand Idéal de définition y de X ; c'est le seul Idéal de définition / tel que le préschéma (X, Q^\/}
soit réduit. Si / est un Idéal de définition de X, ff~ est V image réciproque par (9^->Q^\/ au
Nilradical de O^/.

Supposons d'abord que X=Spf(A), où A est un anneau adique noethérien.
L'existence et les propriétés de y résultent immédiatement de (10.3.4) et (5.1.1),
compte tenu de l'existence et des propriétés du plus grand idéal de définition de A
(0, 7.1.6 et 7.1.7).

Pour prouver l'existence et les propriétés de 3T dans le cas général, il suffit de
montrer que si UDV sont deux ouverts formels affines noethériens de X, le plus grand
Idéal de définition ^j de U induit le plus grand Idéal de définition ^y de V ; mais
comme (V, (^e|V)/(e^"urV)) est réduit, cela résulte de ce qui précède.

On désigne par Xyed 1e préschéma (usuel) réduit (3£, ^x/-^) •
Corollaire (10.5.5). — Soient 3£ un préschéma formel localement noethérien^ y le plus grand

Idéal de définition de TU ; pour tout ouvert V de X, ^"[V est le plus grand Idéal de définition du
préschéma formel induit par 3£ sur V.
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Proposition (10.5.6). — Soient -ï, ?) deux préschémas formels, / (resp. jf) ̂  Idéal de
définition de X (resp. î)), y : X-^î) ^ morphisme de préschémas formels.

(i) 5Ï f\^)O^C/, il existe un unique morphisme f : (X, ̂ /^r) -> (U ^)/^T) ^
préschémas usuels rendant commutatif le diagramme

(̂  ̂ ) -^ (î). ̂ )
(10.5.6.1) t t

(^ ̂ W) 7 (îh ̂ W
oà les flèches verticales sont les morphismes canoniques.

(iï) Supposons que X==Spf(A), 3)=Spf(B) .sw^ des schémas formels affines, ^/==^,
jf=^\ où g (resp. ^) ̂  un idéal de définition de A (resp. B), et /^cp,^), où <p : B->A
^ un homomorphisme continu; pour que /*(^)^C^, il faut et il suffit que <p(^)c3, et f est
alors le morphisme (a^f^'), où 9' : B/^-^-A/3 ^ l9 homomorphisme déduit de <p par passage
aux quotients.

(i) Si y==(^, 6)3 l'hypothèse entraîne que l'image par 6* : ̂ *(^)-^^ du faisceau
d'idéaux ^(^O de <^ilt(^) est contenue dans / (0, 4.3.5). Par passage aux quotients,
on déduit donc de 6^ un homomorphisme de faisceau d'anneaux

œ : ^(^W-^W/^W-^^/^
en outre, comme pour tout A:eX, 6j est un homomorphisme local, il en est de même
de ̂ . Le morphisme d'espaces annelés (^, c^) est donc (2 .2 .1) l'unique morphisme/'
d'espaces annelés répondant à la question.

(ii) La correspondance canonique fonctorielle entre morphismes de préschémas
formels affines et homomorphismes continus d'anneaux (10.2.2) montre que dans le
cas considéré, la relation f^^O^C/ entraîne que l'on ̂ f ' = ^ ' ^ ' ) , où q/îB/^A/^
est l'unique homomorphisme rendant commutatif le diagramme

B-^A
(10.5.6.2) 'I' '1'

B/^A/3
<P

L'existence de 9' implique donc que <p(^)c3. Inversement, si cette condition est
vérifiée, en désignant par 9' l'unique homomorphisme rendant commutatif le dia-
gramme (10.5.6.2) et posant /^(V^), il est clair que le diagramme (10.5.6.1)
est commutatif; la considération des homomorphismes V^) -> ̂  et ̂ ^(^/Jf) -> 0^\/
correspondant h f et f respectivement, montre alors que cela entraîne la relation
rw^c/.

Il est clair que la correspondance f->f' définie ci-dessus est fonctorielle.

10.6. Préschémas formels comme limites inductives de préschémas.

(10.6.1) Soient 3£ un préschéma formel, {/-^ un système fondamental d'Idéaux
de définition de X ; pour tout À, soit/^ le morphisme canonique (X, (Q^/\) -> X ( i o. 5.2) ;
pour /^C/-^, l'homomorphisme canonique O^/^ -> Q^/\ définit un morphisme

188



§ io ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE 189

canoniquey^ : (X, 0^\/-^ —> (^5 ^je/^) de préschémas (usuels) tel que l'on ait f\=f^°f^
Les préschémas X^===(X, 0^\/^ et les morphismes y^ constituent donc (en vertu
de (10.4.8)) un système inductif dans la catégorie des préschémas formels.

Proposition (10.6.2). — Avec les notations de (10 .6 .1) , le préschéma formel 3£ et les
morphismes f^ constituent une limite inductive (T, I, 1.8) du système (X^,^^) dans la catégorie des
préschémas formels,

Soit î) un préschéma formel, et pour chaque indice À, soit

^=(^,e,):x,->î)

un morphisme, tel que l'on ait g\=g^f^\ pour / ^ / \ ' Cette dernière condition
et la définition des X^ entraînent d'abord que tous les ^ sont identiques à une même
application continue ^ : X->î) des espaces sous-jacents ; en outre, les homomorphismes
6l : 4*(^)) ""> ^x-= ^x/<^\ forment un système projectif d'homomorphismes de faisceaux
d'anneaux. Par passage à la limite projective, on en déduit donc un homomorphisme
û) : 4*(^î)) -> li111^/^^ ^Xî et ^ est clalr q^ ^e morphisme ^= (^, c^) d'^û^j- annelés
est le ^M/ rendant commutatif les diagrammes

g-,
X^î)

(10.6.2.1) /^\ ̂
X

II reste donc à prouver que g est un morphisme de préschémas formels ; la question étant
locale sur 3£ et î), on peut donc supposer X==Spf(A), 3)==Spf(B), A et B étant des
anneaux admissibles, avec ^==3^, où (3^) est un système fondamental d'idéaux de
définition de A (10.3.5) ; comme A==limA/3^, l'existence d'un morphisme de schémas
formels affines g rendant commutatifs les diagrammes (10.6.2.1) résulte alors de la
correspondance biunivoque (10.2.2) entre morphismes de schémas formels affines et
homomorphismes continus d'anneaux, et de la définition de la limite projective. Mais
l'unicité de g en tant que morphisme d'espaces annelés montre qu'il coïncide avec le
morphisme noté de même au début de la démonstration.

La proposition suivante établit, sous certaines conditions supplémentaires, l'exis-
tence de la limite inductive d'un système inductif donné de préschémas (usuels) dans la
catégorie des préschémas formels :

Proposition (10.6.3). — Soient X un espace topologique, (^, u^) un système projectif de
faisceaux d'anneaux sur X, ayant N pour ensemble ^indices. Soit /^ le noyau de u^ : (9^ -> GQ.
On suppose que :

a) U espace annelé (X, 0^ est un préschéma X^.
b) Pour tout .yeX et tout i, il existe un voisinage ouvert U^ de x dans -X tel que la restric-

tion y^Vi soit niipotente.
c) Les homomorphismes u^ sont surjectifs.
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Soit (9^ le faisceau d'anneaux topologiques limite projective des faisceaux d'anneaux pseudo-
discrets (9^ et soit u^ : (P^-> 0^ l'homomorphisme canonique. Alors l'espace topologiquement annelé
(X, (9^) est un préschéma formel ; les homomorphismes u^ sont surjectifs ; leurs noyaux ^forment
un système fondamental d'Idéaux de définition de 3Ê, et /w est la limite projective des faisceaux
d'idéaux /^

Notons d'abord que sur chaque fibre, u^ est un homomorphisme surjectif et
a fortiori un homomorphisme local ; donc v^== (i^, u^ est un morphisme de préschémas
X^->X^ Çi^j) (2 .2 .1) . Supposons d'abord que chaque X^ soit un schéma affine d'an-
neau A^. Il existe un homomorphisme d'anneaux 9^ : A^->A^ tel que u^==^ (1.7.3) ;
par suite (1.6.3)3 le faisceau (Py est un ^-Module quasi-cohérent sur X^ (pour la loi
externe définie par u^), associé à A^ considéré comme A^-module à l'aide de 9^. Pour
tout f^\, soit f =9^(y) ; par hypothèse, les ouverts D(/) et D(/7) sont identiques
dans X, et l'homomorphisme de F(D(/), ^) == (AJ^ dans F(D(/), .̂) = (A,.)^ corres-
pondant à u^ n'est autre que (9^ (1.6.1). Mais lorsqu'on considère Ay comme
A^-module, (A^/ est le (A^-module (A^.)p donc on a aussi u^=^^ lorsque 9^ est cette
fois considéré comme homomorphisme de A^-modules. Alors, comme u^ est surjectif,
on en conclut que 9^ l'est aussi (1.3.9) et si 3^ est le noyau de 9^, le noyau de u^ est

/~^ /-* /̂
un ^-Module quasi-cohérent égal à 3 .̂ En particulier, on a / ^ == 3t? °ù Si est 1e noyau
de 90^ : A^-»AQ. L'hypothèse b) entraîne que / ^ est niipotent : en effet, comme X est quasi-
compact, on peut recouvrir X par un nombre fini d'ouverts Vjç tels que (^1^)^=0
et en prenant pour n le plus grand des n^ on a /\ == o. On en conclut que % est niipotent
(1.3.13). Alors l'anneau A=limA^ est admissible (0 ,7 .2 .2) , l'homomorphisme
canonique 9^ : A-^-A^ est surjectif et son noyau 3^ est égal à la limite projective des 3^
pour k > î'. ', les 3^ forment un système fondamental de voisinages de o dans A. Les
assertions de (10.6.3) résultent dans ce cas de (10.1.1) et (10.3.2), (X, 0^) n'étant
autre que Spf(A).

Toujours dans ce même cas particulier, notons que si f={fi) est un élément de
la limite projective A==limA^, tous les ouverts D(^) (ouvert affine dans Xj s'identifient
à l'ouvert î)(/) de X, le préschéma induit par X^ sur î){f) s'identifiant donc au schéma
affine Spec((A^).).

Dans le cas général, remarquons d'abord que pour tout ouvert quasi-compact U
de X, chacun des ^|U est niipotent, comme le montre le raisonnement fait ci-dessus.
Nous allons voir que pour tout xeX, il y a un voisinage ouvert U de x dans X qui est
un ouvert affine pour tous les X^. En effet, prenons U ouvert affine pour Xg, et observons
que fi^xo== ̂ xj/ %- Comme ^\\ U est niipotent, en vertu de ce qui précède, U est ouvert
affine aussi pour chaque X^ en vertu de (5.1.9). Cela étant, pour tout U satisfaisant aux
conditions précédentes, l'étude du cas affine faite plus haut montre que (U, ^x|U)
est un préschéma formel dont les /{^ \ U forment un système fondamental d'idéaux de
définition et ^^[U est limite projective des / ^ U ; d'où la conclusion.

Corollaire (10.6.4). — Supposons que pour i^j, le noyau de u^ soit /{+1 et que / ^ / \
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soit de type fini sur Q^Q\\ /\' Alors X est un préschéma formel adique^ et si /{n} est le noyau
de (By->0^ on a /W^^-^1 et /\/2' est isomorphe à /^ Si en outre Xç est localement
noethérien (resp. noethérien) 5 3£ est localement noethérien (resp. noethérien).

Comme les espaces sous-jacents à X et Xo sont les mêmes, la question est locale et
/^^

l'on peut supposer tous les X^ affines ; compte tenu des relations ^y==3^ (avec les
notations de ( i o. 6.3) ) 5 on est aussitôt ramené aux assertions correspondantes de (0, 7.2 .7
et 7.2.8), en notant que ,3i/3^ est alors un Aç-module de type fini (1.3.9).

En particulier, tout préschéma formel localement noethérien 3£ est limite inductive d'une
suite (XyJ de préschémas (usuels) localement noethériens vérifiant les conditions de
(10.6.3) et (10.6.4) : il suffit de considérer un Idéal de définition / de ï (10.5.4)
et de prendre X,= (3;, ^/^n+l) ((10.5.1) et (10.6.2)).

Corollaire (10.6.5). — Soit A un anneau admissible. Pour que le schéma formel affine
3É==Spf(A) soit noethérien^ il faut et il suffit que A soit adique et noethérien,

La condition est évidemment suffisante. Inversement, supposons que 3£ soit
noethérien, et soient 3 un idéal de définition de A, /•==y l'Idéal de définition corres-
pondant de 3£. Les préschémas (usuels) X^==(X, ^/^n+l) sont alors affines et noethé-
riens, donc les anneaux Ay^A/y4'1 sont noethériens (6.1.3)3 d'où on conclut que
3/32 est un A/3-module de type fini. Comme les / n forment un système fondamental
d'Idéaux de définition de 3£ (10.5.1), on a (P^==lim{0^1/n) (10.5.3) ; on en conclut
(10.1.3) que A est topologiquement isomorphe à limA/y, donc est adique et noethérien
(0,7.2.8). ^~

Remarque (10.6.6). — Avec les notations de (10.6.3)3 soit ̂  un ^-Module, et
supposons donné, pour i^j, un z^-morphisme 6y, : ̂ -> ^r-, de sorte que 6^06^=6^
pour k^j^i. Comme l'application continue sous-jacente à v^ est l'identité3 6̂ . est un
homomorphisme de faisceaux de groupes abéliens sur l'espace X ; en outre, si 3^ est la
limite projective du système projectif (^) de faisceaux de groupes abéliens3 le fait que
les 6-, sont des y-morphismes permet de définir sur y une structure de ^-Module par
passage à la limite projective ; muni de cette structure3 nous dirons que ^ est la limite
projective (pour les 6^) du système de ^-Modules (^,). Dans le cas particulier où
^.(^.) ==^. et où 6, est Y identité^ nous dirons pour abréger3 que ̂  est la limite projective
d'un système (^,) tel que ^(^) ==^- pour j^i (sans mentionner les 6,,).

(io.6.7) Soient X, î) deux préschémas formels, / (resp. jT) un Idéal de définition
de X (resp. î)), / : X-^S) un morphisme tel que /*(^)^C^. On a alors pour tout
entier n>o, /'(^^^(/'W^C^ ; on peut donc (10.5.6) déduire de/un mor-
phisme de préschémas (usuels) /, : X,->Y,, en posant X,= (X, ̂ /^n+l), Y,= (î), ̂ /Jf^1),
et il résulte aussitôt des définitions que les diagrammes

X,^Y,
(10.6.7.1) ^ ^

X^ -> Y^
'n
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sont commutatifs pour m^n ; autrement dit, (f^) est un système inductif de morphismes.
(10.6.8) Inversement, soit (XJ (resp. (YJ) un système inductif de préschémas

(usuels) satisfaisant aux conditions b) et c ) de (10.6.3)3 et soit 3£ (resp. î)) sa limite
inductive. Par définition des limites inductives, toute suite (/) de morphismes X^->Y^
formant un système inductif admet une limite inductive f : X-^î), qui est l'unique
morphisme de préschémas formels rendant commutatifs les diagrammes

X^Y,
^ ^
^-7>2)

Proposition (10.6.9). — Soient 3£, î) ûfe^ préschémas formels localement noethériens,
/ (resp. jT) MH Idéal de définition de X (resp. î)); Inapplication f--^(fn) définie dans (10.6.7)
^ ^^ bijection de F ensemble des morphismes f : X~>3) tels que f*^)Q^C/^ sur l'ensemble
des suites (ĵ J de morphismes rendant commutatifs les diagrammes (10 .6 .7 .1 ) .

Si/est la limite inductive d'une telle suite, il faut montrer que f*{^)Q^C/. La
question étant locale sur 3£ et 3), on peut se borner au cas où X=Spf(A), î)=Spf(B)
sont affines, A et B étant adiques noethériens, /=^^=9^^ où 3 (resp. K) est
un idéal de définition de A (resp. B). On a alors X^==Spec(AJ, Y^=Spec(BJ, avec
A^A/S^1 et B^=B/^+1, en vertu de (10.3.6) et (10.3.2) ; ./,=(^?n). où les
homomorphismes 9^ : B^->A^ forment un système projectif, donc f^i0'^^), où
<p=limcp^. La commutativité du diagramme (10.6.7.1) pour m==o donne alors la
condition ^n{^l ^n+l)CCSICSn+l pour tout n, donc, en passant à la limite projective,
<p(^)c3, et cela entraîne fWQ^C/ (10.5.6, (ii)).

Corollaire (10.6.10). — Soient X, 3) deux préschémas formels localement noethériens, 3~ le
plus grand Idéal de définition de X (10.5.4).

(i) Pour tout Idéal de définition Jf de î) et tout morphisme f : X->î), on a /*(^)^C^.
(ii) II y a correspondance biunivoque canonique entre Hom(X, î)) et l'ensemble des suites (/)

de morphismes rendant commutatifs les diagrammes (10 .6 .7 .1) , où Xy^ = (X, O^y^+1),
Y,=(2),^/^4-1).

(ii) résulte aussitôt de (i) et de (10.6.9). Pour démontrer (i), on peut se borner
au cas où X=Spf(A), î)=Spf(B), A et B étant noethériens, ^=2^, Jf^^, où 2
est le plus grand idéal de définition de A et ^ un idéal de définition de B. Soit f== (^y,r^),
où cp : B->A est un homomorphisme continu ; comme les éléments de S{ sont topolo-
giquement niipotents (0, 7.1.4, (ii))9 il en est de même de ceux de <p(.ft), donc <p(^) CÎ
puisque 2 est l'ensemble des éléments topologiquement niipotents de A (0, 7.1.6) ;
d'où la conclusion en vertu de (10.5.6, (ii)).

Corollaire (10 .6 .11) . — Soient S, X, î) trois préschémas formels localement noethériens,
f: ̂ -^G,g : î)->® des morphismesfaisant de X etV) desG-préschémas formels. Soit / (resp. ̂ 3 o§?)
un Idéal de définition de G (resp. X, 9)), et supposons que f\/)0^C^, g\/)^=^ ;
posons S^=(S, ̂ /^+1), X^=(3£, ̂ /jT^1), Y^=(?), ^/JSf^1). Il y a alors correspondance
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biunivoque canonique entre Homg(3£, î)) et l'ensemble des suites (aj de \-morphismes «„ : X^Y
rendant commutatifs les diagrammes (10.6.7.1) .

Pour toutS-morphisme u : 3£-^î), on a par définition f=gw, donc

"*(^% = u{g{/)Q^ =f{/)0^

le corollaire découle donc de (10.6.9).
On notera que, pour m^n, la donnée d'un morphisme f^ : X^Y,, détermine un

morphisme et un seul /„ : X^-^Y^ rendant commutatif le diagramme ( i o "6.7. i ), comme
on le voit aussitôt en se ramenant au cas affine ; on a ainsi défini une application
^ : ̂ "^(Xn, YJ -> HonigjX^, YJ et les HonigjX», YJ forment pour les y^ un
système projectif d'ensembles ; (10.6.11) s'énonce encore en disant qu'il existe une bijection
canonique

Homg( 3£, î)) ̂  iïmHomg^ (X», YJ.
n

10.7. Produit de préschémas formels.

( 10.7.1) Soit S un préschéma formel; les (5-préschémas formels formant une
catégorie, on peut définir la notion de produit de (5-préschémas formels.

Proposition (10.7.2). — Soient 3£=Spf(B), 9) =Spf(G) deux schémas formels affines

au-dessus d'un schéma formel affine S=Spf(A). Soient 3=Spf(B(^G), p^ p^ les G-morphismes

correspondant (10.2 .2) û^ A-homomorphismes canoniques (continus) çî et c de~K et C dans B®^G ;
ûfor^ (3, A? A) ̂  un produit des Q-schémas formels affines ^et^.

En vertu de (10.4.6), tout revient à vérifier que si, à tout A-homomorphisme
continu 9 : B(x)^C->D, où D est un anneau admissible qui est une A-algèbre topologique,
on associe le couple (yop, yoo-), on définit une bijection

Hom^B^G, D) ̂  Hom^B, D) x Hom^G, D)

ce qui n'est autre que la propriété universelle du produit tensoriel complété (0, 7.7.6).
Proposition (10.7.3). — Étant donnés deux G-préschemas formels X, 3), le produit Xx^î)

existe.

La démonstration est identique à celle de (3.2.6), en y remplaçant les schémas
affines (resp. les ouverts affines) par les schémas formels affines (resp. les ouverts formels
affines), et la prop. (3.2.2) par (10.7.2).

Toutes les propriétés formelles du produit de préschémas (3.2.7 et 3.2.8 ^ . ^ . i
à 3.3.12) sont valables sans aucune modification pour le produit de préschémas formels.

(10.7.4) Soient®, X, V) trois préschémas formels et soient / : 3£-»(5, g : î)->(5
deux morphismes. Supposons qu'il existe dans S, X, î) respectivement, trois systèmes
fondamentaux d'Idéaux de définition (^), (JTJ, (^) respectivement, ayant même
ensemble d'indices I, tels que /'(A)^C^ et ^(^)^C^ pour tout À. Posons
S,=(®, ÉWA), X,=(^, ̂ /jr,), Y,=(î), ̂ /^) ; pour ^CA, ̂ CJf\, ̂ C^,,
notons que S^ (resp. X^, Y^) est un sous-préschéma fermé de S^ (resp. X^, YJ ayant même
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espace sous-jacent (10.6.1). Comme S^->S^ est un monomorphisme de préschémas,
on voit donc d'abord que les produits X ^ X g Y^ et X ^ X g Y^ sont identiques (3.2.4),
puis que X^ X g Y^ s'identifie à un sous-préschéma fermé de X^ X g Y^ ayant même
espace sous-jacent (4.3.1). Cela étant, le produit Xx^î) est la limite inductive des
préschémas usuels X ^ X g Y^ : en effet, on voit comme dans (10.6.2) qu'on peut se
ramener au cas où (3, 3£ ets!) sont des schémas formels affines. Compte tenu de (10.5.6,
(ii)) et de l'hypothèse sur les systèmes fondamentaux d'Idéaux de définition de (5, X et î),
on voit aussitôt que notre assertion résulte de la définition du produit tensoriel complété
de deux algèbres (0, 7.7.1).

En outre, soit 3 un S-préschéma formel, (<^\) un système fondamental d'Idéaux
de définition de 3 ayant 1 comme ensemble d'indices, u : 3->X, v : 3—^) deux (5-mor-
phismes tels que u^-^Q^cJK-^ et ^(JS^^c^. Si l'on pose Z^==(3, ^3/^)5 et si
u-^ : Z^->X^ et v^ : Z^-^Y^ sont les S^-morphismes correspondant à u et v (10.5.6)5 on
vérifie aussitôt que {u, v)^ est la limite inductive des S^-morphismes (u^ y^)g .

Les considérations de ce numéro s'appliquent en particulier lorsque S, X et î)
sont localement noethériens, en prenant comme systèmes fondamentaux d'Idéaux de
définition les systèmes formés des puissances d'un Idéal de définition (10.5.1). Mais
on notera que Xx^î) n'est pas nécessairement localement noethérien (voir toutefois
( IO-I3-5))-

10.8. Complété formel d^un préschéma le long d'une partie fermée.

( 10.8.1) Soient X un préschéma (usuel) localement noethérien, X7 une partie fermée
de l'espace sous-jacent à X ; désignons par <D l'ensemble des faisceaux cohérents d'idéaux /
dans ex? te^ ^^ 1e support de (9^\ / soit X'. L'ensemble 0 n'est pas vide (5.2.1, 4.1.4
et 6. i. i) ; nous l'ordonnerons par la relation D.

Lemme (10.8.2). — U ensemble ordonné 0 est filtrant ; si X est noethérien^ pour tout ^eO,
l'ensemble des puissances /^ {n>o} est cofinal à 0.

En effet, si /^ et /^ appartiennent à O, et si on pose / = /^ /^ / est cohérent
puisque Q^ est cohérent (6.1.1 et 0, 5.3.4)5 et l'on a / y ^ - ^ / ^ x ^ ̂ /^x'> P0111' tovi^
^eX, donc /y=Qy, pour x^^K.' et /y^rQy^ pour ^eX', ce qui prouve que ^sO.
D'autre part, si X est noethérien, et si /^ et / appartiennent à 0, il existe un entier
n>o tel que /W^l/)=o (9.3.4), ce qui signifie que / ^ C / .

(10.8.3) Soit maintenant y un ^x-Module cohérent ; pour tout ^e0, ̂ r®^ (^x/^)
est un éx~M°dule cohérent (9. i . i), de support contenu dans X', et que nous identifierons
le plus souvent à sa restriction à X\ Lorsque ^ parcourt 0, ces faisceaux forment un
système projectif de faisceaux de groupes abéliens.

Définition (10.8.4). — Étant donnés une partie fermée X' d^un préschéma localement
noethérien X et un (O^-Module cohérent ^', on appelle complété de y le long de X7 et on désigne

par y ̂  ou par S^ (lorsque aucune confusion n^est possible) la restriction à X7 du faisceau
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\im[^®^ {Q^f/}) \ on ^lt ̂  ses Etions au-dessus de X' sont les sections formelles de y
<^
le long de X\

II est immédiat que pour tout ouvert UcX, on a (^\ U)/ /unx')= (^/x') I (UnX7).
Par passage à la limite projective, il est clair que (^x)/x' est un faisceau d'anneaux,

et que ^'/x7 peut être considéré comme un ((îy/x^Module. En outre, comme il existe
une base de la topologie de X' formée d'ouverts quasi-compacts, on peut considérer
(^x)/x^ (^sp. ^/x') comme un faisceau d'anneaux topologiques (resp. de groupes topologiques}
limite projective des faisceaux d'anneaux (resp. groupes) pseudo-discrets (9-y^/ (resp.
y®€^(()^/)=^^/y\ ^ P^ passage à la limite projective, ^ ̂  devient alors un
(^x) ̂ '-Module topologique (0, 3.8.1 et 3.8.2) ; rappelons que pour tout ouvert quasi-
compact UcX, I^UnX7, (^x)yx') (resp. I^UnX', e^/x')) est alors limite projective des
anneaux (resp. groupes) discrets r(U, G^l/} (resp. r(U, ^l/^}}.

Si maintenant u : J^->^ est un homomorphisme de (9x-Modules, on en déduit
canoniquement des homomorphismes u^ : ^r®^ (^x/^) -> ^®^ (^x/<^) pour tout

'̂e0, et ces homomorphismes forment un système projectif. Par passage à la limite
projective et restriction à X', ils donnent donc un (^x)/x'~homomorphisme continu
^/x' ~^ ^/x'î note u|x' ou ^î et appelé le complété de F homomorphisme u le long de X'.
Il est clair que si v : ^->^f est un second homomorphisme de 0^-M.oduï.es, on a
(yo^x^^/x'M^/x') donc y ̂  est un fondeur additif covariant en ^r, de la catégorie des
(Px-Modules cohérents, à valeurs dans la catégorie des (^x)/x'"Modules topologiques.

Proposition (10.8.5). — Le support de (^x)/x^ est ^ /; l'espace topologiquement annelé
(X', (^x)/x') est un préschéma formel localement noethérien, et si ^eO, / ̂ , est un Idéal de
définition de ce préschéma formel. Si X==Spec(A) est un schéma affine d'anneau noethérien,

"̂̂  ^
^==33 ou 3 est un idéal de A, et X7 ==V(3), (X7, (<^x)/x') ^identifie canoniquement à Spf(A),
où A est le séparé complété de A pour la topologie ^-préadique.

On peut évidemment se borner à prouver la dernière assertion. On sait (0, 7.3.3)
que le séparé complété 3 de 3 pour la topologie 3-Préadique s'identifie à l'idéal ^A
de A, et que À est un anneau ^'adique noethérien tel que Â/3n = A/3^ (0, 7.2.6).
Cette dernière relation montre que les idéaux premiers ouverts de À sont les idéaux
P==p33 où p est un idéal premier de A contenant 3? et que l'on a pnA==p, d'où
Spf(Â)=X /. Comme (!}^|^/n= (A^)^? la proposition découle aussitôt des définitions.

On dit que le préschéma formel ainsi défini est le complété de X le long de X' et on le
note Xyx' ou X si aucune confusion n'est à craindre. Lorsque l'on prend X'==X, on
peut prendre ^==0, et on a donc X/x=X.

Il est clair que si U est un sous-préschéma induit sur un ouvert de X, U/mnx') s'iden-
tifie canoniquement au sous-préschéma formel induit par X/x' sur l'ouvert UnX7 de X\

Corollaire (10.8.6). — Le préschéma (usuel) X^ est l'unique sous-préschéma réduit de X
ayant pour espace sous-jacent X7 (5 .2 .1 ) . Pour que X soit noethérien^ il faut et il suffit que X^
le soit, et il suffit que X le soit,
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La détermination de X^ étant locale (10.5.4), on peut encore supposer que X
est un schéma affine d'anneau noethérien ; avec les notations de (10.8.5)3 l'idéal 2
des éléments topologiquement niipotents de À est l'image réciproque par l'application
canonique Â->Â/3=A/3 du nilradical de A/3 (0, 7.1.3), donc Â/2 est isomorphe
au quotient de A/3 par son nilradical. La première assertion résulte donc de (10.5.4)
et (5.1.1). Si X^ est noethérien, son espace sous-jacent X.' l'est aussi, donc les
X^=Spec(^x/^) sont noethériens (6.1.2) et il en est de même de X (10.6.4) ; la
réciproque est immédiate, en vertu de (6.1.2).

(io.8.7) Les homomorphismes canoniques ^x^^xl^ (pour ^e0) forment
un système projectif et donnent donc, par passage à la limite projective, un homo-
morphisme de faisceau d'anneaux 6 : (9^ -> ̂ ((^/x')^11'11^/^)^ en désignant par ^

< <D

l'injection canonique X'-^X des espaces sous-jacents. Nous désignerons par i (ou î'x)
le morphisme (dit canonique)

(+, 6) : X^->X

d'espaces annelés.
Par tensorisation, pour tout ^x-Module cohérent ^r, les homomorphismes cano-

niques Q^-^Q^/ donnent des homomorphismes y->y®Q {^xl</) de fi^-Modules
qui forment encore un système projectif, et donnent donc, par passage à la limite projec-
tive, un homomorphisme canonique fonctoriel y : ̂ r—^ (^/x7) de ^x'"M°dules.

Proposition (10.8.8). — (i) Le fondeur ^'^ (en ^ ) est exact.
(ii) U homomorphisme fonctoriel ^ : i*{^) -> ^ / x ' de {0^) ̂ -Modules est un isomorphisme.
(i) II suffit de prouver que si o->y'—^^'-^y1->o est une suite exacte de

^x'Modules cohérents, et U un ouvert affine de X, d'anneau noethérien A, la suite

o-^UnX7, ^;x-) -> rÇUnX7, ^/x') -> ^(UnX/, ^;x')^o

est exacte. On a alors <^|U==M, ^' /|U=M /, ^"\V==.M", où M, M7, M" sont
trois A-modules de type fini tels que la suite o->M.l->M-^M"->o soit exacte (1.5.1 et
1.3.11) ; soit /^<S> et soit 3 un idéal de A tel que ^[U==3. On a alors

rounx7, y®^Qx^/n}='^®KWn)
(1.3.12) ; donc, par définition de la limite projective, on a

rCUnX7, ̂ xO-^CM®^/^^!^
n

séparé complété de M pour la topologie 3-préadique, et de même

I^UnX7, e^;x0 =M/, I^UnX7, ^;x0 ==M."

notre assertion résulte alors de ce que lorsque A est noethérien, le foncteur M en M
est exact sur la catégorie des A-modules de type fini (0, 7.3.3).
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(ii) La question étant locale, on peut supposer que l'on a une suite exacte
(9^(9^->y->Q (0, 5.3.2) ; comme y^ est fonctoriel, et que les foncteurs z*^) et 3F ̂ ,
sont exacts à droite (d'après (i) et (0, 4.3.1)), on a le diagramme commutatif

r(^x) ^W) ->W-^o
(I0.8.8.I) y» ^ Y»

(^)/X^(^)/X'-^X'-->0

dont les lignes sont exactes. En outre, les deux foncteurs i*^) et e^/x' commutent aux
sommes directes finies (0, 3.2.6 et 4.3.2) et on est donc ramené à démontrer notre
assertion pour ^==0^. On a alors i*{Q^=={Q^ ^'==(0^ (O? 4 -3-4)3 et Ï^ est un homo-
morphisme de (9 ̂ -Modules ; il suffit donc de vérifier que y^ transforme la section unité
de fi^ au-dessus d'un ouvert de X7 en elle-même, ce qui est immédiat et montre donc que
dans ce cas y* est l'identité.

Corollaire (10.8.9). — Le morphisme d^ espaces annelés i : X/x'-^X est plat,
Cela résulte en effet de (0, 6.7.3) et de (10.8.8, (i)).
Corollaire (10.8.10). — Si 3^ et ^S sont des 0^-Modules cohérents, il existe des isomor-

phismes canoniques fonctoriels (en 3F et (S)

(10.8.10.1) (^/x')®(^)/x'(^/x0 ̂  (^®<^)/x7

(10.8.10.2) (̂ m (̂̂ , ^))/x' ̂ e^m^/x^/x^ ^/x0

Cela résulte de l'identification canonique de F^) et de e^/x' $ l'existence du premier
isomorphisme est alors un résultat valable pour tous les morphismes d'espaces annelés
(0, 4.3.3.i) et celle du second est un résultat valable pour tous les morphismes plats
(0, 6.7.6), donc découle de (10.8.9).

Proposition (10.8 .11) . — Pour tout 0^-Module cohérent e '̂, le noyau de Vhomomorphisme
canonique F(X, e^) -> r(X/, e^x') déduit de ^->^/x' est formé des sections nulles dans un
voisinage de X\

II résulte de la définition de e^/x' ç^c l'image canonique d'une telle section est
nulle. Réciproquement, si ^er(X, e^) a une image nulle dans FÇX', ^/x7)? il suffit de
voir que tout A:eX' admet un voisinage dans X dans lequel s est nulle, et on peut donc se
ramener au cas où X==Spec(A) est affine, A noethérien, X'=V(3)î où 3 est un idéal de A,
et ^'==M, où M est un A-module de type fini. Alors r(X7, <^'/x0 est le séparé complétée
de M pour la topologie ^-présidiqïie, et l'homomorphisme r(X, ̂ ) -> I^X7, e^'/xO est

l'homomorphisme canonique M—AÏ. On sait (0, 7.3.7) que le noyau de cet homo-
morphisme est l'ensemble des ^eM annulés par un élément de i+3- On a donc
Çï-{-f)s==o pour un fe^ $ pour tout ;veX' on en déduit (laî+^-^^o? et comme
i^+X est inversible dans ̂  {'Sx^x etant contenu dans l'idéal maximal de 6^), on a ^==0,
ce qui démontre la proposition.

Corollaire (10.8.12). — Le support de y ' ̂  est égal à Supp^^X'.
Il est clair que 3F ̂  est un (fi^/x'-Module de type fini (10.8.8, (ii)) et (0, 5.2.4)3
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donc son support est fermé (0, 5 .2 .2) et évidemment contenu dans Supp(^)nX7.
Pour montrer qu'il est égal à ce dernier ensemble, on est aussitôt ramené à prouver que
la relation ^{~Kf,^r^)=o entraîne SvippÇ^n'K'=0', or cela résulte de (10.8.11)
et de ( i .4 .1) .

Corollaire (10.8.13). — Soit u : y—^^S un homomorphisme de (0^-Modules cohérents.
Pour que u,^ : ̂ /x' -> ^/x7 soî^ nu^ il faut ^ il suffit que u soit nul dans un voisinage de X7.

En effet, d'après (10.8.85 (ii)), u^, s'identifie à i*(u), donc si on considère u comme
une section au-dessus de X du faisceau ^ =^om^ ( y , ̂ ), u^. est la section de
f(J^)==J^/x' au-dessus de X' qui lui correspond canoniquement ((10.8.10.2) et
(0, 4.4.6)). Il suffit donc d'appliquer (10.8.11) au ^x-Module cohérent J^.

Corollaire (10.8.14). — Soit u : y—>^S un homomorphisme de 0^-Modules cohérents.
Pour que u,y soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme), il faut et il suffit que u soit un
monomorphisme (resp. un épimorphisme) dans un voisinage de X7.

Soient 8^ et ̂  le conoyau et le noyau de u, de sorte qu'on a la suite exacte
o-^-^^-^^^-^o, d'où (10.8.8, (i)) la suite exacte

v Ix' u Ix' w Ix'
0-^T/x' ——^ ^IX' -^ ^IX' ——^ ^/x'->0.

Si u^, est un monomorphisme (resp. un épimorphisme), on a v^r=o (resp. w^==o),
donc il y a un voisinage de X' dans lequel y==o (resp. w==o) en vertu de (10.8.13).

io.9. Prolongement d'un morphisme aux complétés.

( 10.9.1) Soient X, Y deux préschémas (usuels) localement noethériens, /: X->Y
un morphisme, X' (resp. Y') une partie fermée de l'espace sous-jacent X (resp. Y),
telles que yÇX^cY7 . Soit / (resp. Jf) un faisceau d'idéaux de 0^ (resp. (Py) tel que
le support de Q^\ / (resp. ^y/jT) soit X7 (resp. Y7) et que ./"(^fi^^? on notera
qu'il existe toujours de tels faisceaux d'idéaux, car on peut par exemple prendre pour /
le plus grand faisceau d'idéaux de (9^ définissant un sous-préschéma de X ayant X7

pour espace sous-jacent (5 .2 .1)3 et l'hypothèse /(X7) cY' entraîne alors /"(^fi^^
(5.2.4). On a donc pour tout entier n> o, /* (Jf^) (9^ c / n (0,4.3.5); par suite (4.4.6),
si on pose X^=(X7, ̂ /n+l), Y^Y7, ̂ /jr^1), on déduit d e / u n morphisme
f^ : X^Y^, et il est immédiat que les f^ forment un système inductif. Nous désignerons
sa limite inductive (10.6.8) par / : X/x' -> Y/y', et nous dirons (par abus de langage)
que/^ est le prolongement de f aux complétés de X et Y le long de X7 et Y7. Il est immédiat de
vérifier que ce morphisme ne dépend pas du choix des faisceaux d'idéaux /', jf vérifiant
les conditions ci-dessus. Il suffit de le voir en effet lorsque X et Y sont des schémas affines

/-^/ r-w'

noethériens d'anneaux A, B ; alors ^=3, ^T=A, où 3 (resp. 9i) est un idéal de A
(resp. B), y correspond à un homomorphisme d'anneaux 9 : B->-A tel que 9(^)0 3
(4.4.6 et 1.7.4) ; f est alors le morphisme qui correspond (10.2.2) à V homomorphisme continu
9 : B->A, où A (resp. B) est le séparé complété de A (resp. B) pour la topologie 3-pré-
adique (resp. 5^-préadique) (10.6.8) $ et on sait que si on remplace / par un autre
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/̂ »»-'
faisceau d'idéaux / ' = ^ y tel que le support de (S^\/1 soit encore X', les topologies
3-3réadique et ^T-préadique sur A sont les mêmes (10.8.2).

On notera que, d'après cette définition, l'application continue X'-^Y' des espaces
sous-jacents à X/x' et Y/y^ qui correspond à/, n'est autre que la restriction à X' de/.

(10.9.2) II résulte aussitôt de la définition précédente que le diagramme de
mcrphismes d'espaces annelés

JC^Y

-[ !'•y y
X—>Y/

est commutatif, les flèches verticales étant les morphismes canoniques (10.8.7).
(10.9.3) Soient Z un troisième préschéma, g : Y—^Z un morphisme, Z' une

parne fermée de Z telle que g Ç Y ' ) cZ\ Si g désigne le complété le long de Y' et Z' du
morphisme g, il résulte aussitôt de (10.9.1) que l'on a Çgof)^ ==g°f-

Proposition (10.9.4). — Soient X, Y deux S-préschémas localement noethériens^ Y étant
de type fini sur S. Soient f, g, deux S-morphismes de X dans Y tels que /(X') cY', gÇK.') cY\
Pou; que f^g, il faut et il suffit que f et g coïncident dans un voisinage de X'.

La condition est évidemment suffisante (sans hypothèse de finitude sur Y). Pour
voir qu'elle est nécessaire, remarquons d'abord que l'hypothèse / -==g implique f{x) ==g(x)
pour tout A^eX7. D'autre part, la question étant locale, on peut supposer que X et Y sont
des voisinages ouverts affines respectifs de x et de jy=f(x)==g{x), d'anneaux noethériens,
que S est affine et que F (Y, Oy) est une F(S, ^g)-algèbre de type fini (6.3.3). Alors/et^
correspondent à deux F (S, ^g)-homomorphismes p, o- de F (Y, (Py) dans r(X, ^x) (i • 7 • 3)3 et
par hypothèse, les prolongements par continuité de ces homomorphismes au séparé complété
de ]'(Y, <îy) sont ^es mêmes. On conclut de (10.8. i l ) que pour toute section j-er(Y, fi^y)?
les sections p(J) et a {s) coïncident dans un voisinage de X' (dépendant de s) ; comme
F(YL (Py) est une algèbre de type fini sur F (S, ^g), on en déduit aussitôt qu'il existe un
voisinage V de X' tel que p(J) et a {s) coïncident dans V pour toute section ^er(Y, (Py)-
Si Âer(Y, fiy est te! q^ ^W solt un voisinage de x contenu dans V, on conclut de ce
qui précède et de (1.4.1, d)) que/et g coïncident dans D(Â).

Proposition (10.9.5). — Sous les hypothèses de (10.9. i), pour tout O^-Module cohérent ,̂
il existe un isomorphisme canonique fonctoriel de (<?x) /x'~Modules

(r(^))/x'^7*(^y')
Si on identifie canoniquement(/*(^))/x'à ixC/^^îet/^^/Y')3'/*^'^^)) (10.8.8),

la proposition résulte aussitôt de la commutativité du diagramme de (10.9.2).
(io.9.6) Soient maintenant y un ^"Module cohérent, ^ un éy-Module cohérent.

Si u : ̂ —^y est un/morphisme de ^ dans ^r, il lui correspond un ^x'homomorphisme
u^ : l/*^)-^^, donc par complétion un (^x)/x'"homomorphisme continu (^)/x' :

(/*(^))/x'"^ ^/x'î et en vertu de (10.9.5) il existe un j^morphisme v : ^/y-> ^/x'?
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et un seul, tel que y#=(^)^'. Si on considère les triplets ( '̂3 X, X') (J^ étant un
^x-Module cohérent et X' une partie fermée de X) comme une catégorie, les morphismes
(^r, X, X')—»-^, Y, Y') consistant en un morphisme de préschémas f : X->Y tel
que fÇK.^cV et en un y-morphisme u : <^-^^', on peut donc dire que (X/x7? ^/x')
est un fondeur en {^r, X, X7), prenant ses valeurs dans la catégorie des couples (3?^)
formés d'un préschéma formel localement noethérien 3 et d'un ^-Module J^, les
morphismes de cette dernière catégorie consistant en les couples formés d'un morphisme g
de préschémas formels et d'un ^-morphisme.

Proposition (10.9.7). — Soient S, X, Y trois préschémas localement noethériens, g : X-^S,
h : Y->S deux morphismes, S' une partie fermée de S, X' (resp. Y') une partie fermée de X (resp. Y)
telle que g(X.')cS' (resp. hÇY')cS')', soit Z=XXgY$ supposons Z localement noethérien,
et soit Z'^p^^K^nq^ÇY'), où p et q sont les projections de XXgY. Dans ces conditions, le
complété Z,y s'identifie au produit des S ̂ .-préschémas formels (X/x') X g , (Y/y7) les morphismes

structuraux s'identifiant à g et "h, et les projections à p et q.
Il est immédiat que la question est locale pour S, X et Y, et on est donc ramené

au cas où S=Spec(A), X=Spec(B), Y=Spec(G), S'=V(3), X-=V(^), Y'=V(fi),
où 3, S{, -Û sont trois idéaux tels que 9(3)cÂ et ^(3)cfi, en désignant par 9 et ^
les homomorphismes A—^B et A->G qui correspondent à g et h. Alors on sait que
Z=Spec(B®^G) et que Z'^V^m), où 3JÎ est l'idéal Im(^®^G)+Im(B0^fi). La
conclusion résulte (10.7.2) de ce que le produit tensoriel complété (B®^G)" (où
À, Ê, Ô sont respectivement les séparés complétés de A, B, G pour les topologies 3-5 ^- et
fi-préadiques) est le séparé complété du produit tensoriel B(x)^G pour la topologie
ÏR-préadique (0, 7.7.2).

On notera en outre que si T est un S-préschéma localement noethérien, u : T->X,
v : T->Y deux S-morphismes, T une partie fermée de T telle que u ( T ' ) cX', ^(T) cY7,
alors le prolongement aux complétés ((^, y) g)" s'identifie à (S, î )g .

Corollaire (10.9.8). — Soient X, Y deux S-préschémas localement noethériens tels que
XXgY soit localement noethérien; soient S' une partie fermée de S, X7 (resp. Y') une partie fermée
de X (resp. Y) dont l'image dans S est contenue dans S'. Pour tout S-morphisme f : X—^Y tel
que /(X7) cY', le morphisme graphe F^ s'identifie au prolongement {T^ du morphisme graphe def.

Corollaire (10.9.9). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f : X-^Y
un morphisme. Y7 une partie fermée de Y, X^^^^Y'). Alors le préschéma X/x7 s'identifie par
le diagramme commutatif

X <- X/x'

'! [rY Y

Y<-Y^

au produit X X y (Y/y7 ) ^ préschémas formels.
Il suffit d'appliquer (10.9.7) en remplaçant S et S' par Y, X et X7 par X.
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Remarque (10.9.10). — Si X est la somme X^uXg (3.1), X' la réunion X^uXg,
où X^ est une partie fermée de X^ {i== i, 2)3 on voit aussitôt que l'on a Xp^^X^xi11^^*

10.10. Application aux faisceaux cohérents sur les schémas formels affines.

(10.10.1) Dans tout ce paragraphe, A désignera un anneau adique noethérien, 3 un

idéal de définition de A. Soit X==Spec(A), 3£==Spf(A), qui s'identifie à la partie
fermée V(3) de X (10.1.2). En outre, la définition (10.1.2) et la définition (10.8.4)
montrent que le schéma formel affine X est identique au complété Xy^ du schéma affine X
le long de la partie fermée 3Ê de son espace sous-jacent. A tout (P^-M.odvile cohérent y
correspond donc un fî^-Module de type fini ^' ̂  qui est d'ailleurs un faisceau de modules
topologiques sur le faisceau d'anneaux topologiques (9-^. Mais tout ^"Module cohérent ^

r^i r^i

est de la forme M, où M est un A-module de type fini (1.5.1) ; nous poserons (M) ̂  = M .
En outre, si u : M->N est un A-homomorphisme de A-modules de type fini, il lui corres-
pond un homomorphisme V : M->N, et par suite aussi un homomorphisme continu

V^ : (M)^x' -> (N)/^? q1^ nous noterons u^. Il est immédiat que (vou)^==v^ou^ ; on a
ainsi défini un fondeur additif covariant MA de la catégorie des A-modules de type fini

A ^^dans celle des ^-Modules de type fini. Lorsque A est un anneau discret, on a M =M.
Proposition (10.10.2). — (i) M^ est unfoncteur exact en M, et il existe un isomorphisme

canonique fonctoriel de ^.-modules r(X, M^ 2$ M.
(ii) Si M et N sont deux A-modules de type fini, il existe des isomorphismes canoniques

fonctoriels

(10.10.2.1) (M®,,^ ̂  M^^

(10.10.2.2) (Hom^M, N))Â ̂ ^om^(M^ N^

(iii) L'application u->u^ est un isomorphisme fonctoriel

(10.10.2.3) Hom^M, N) ̂  Hom^M^ N^

L'exactitude de MA résulte de l'exactitude des foncteurs M ( i . 3.5) et ^ ̂  ( i o. 8.8).
Par définition, F(X, M^ est le séparé complété du A-module F(X,M)==M pour la
topologie 3-préadique ; mais comme A est complet et M de type fini, on sait (0, 7.3.6)
que M est séparé et complet, ce qui achève de prouver (i). L'isomorphisme (10.10.2. i)
(resp. (10.10.2.2)) provient de la composition des isomorphismes (1.3.12, (i)) et
(10.8.10.1) (resp. (1.3.12, (ii)) et (10.8.10.2)). Enfin, comme Hom^(M, N) est un
A-module de type fini, on peut lui appliquer (i), qui identifie r(3£, (Hom^(M, N))Â)
à Hom^(M, N), et utiliser (10.10.2.2), qui prouve que l'homomorphisme (10.10.2.3)
est un isomorphisme.

On déduit de (10.10.2) toute une série de conséquences analogues à celles déduites
de (1.3.7) et (i .3 .12)3 que nous laissons au lecteur le soin de formuler.
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Notons que la propriété d'exactitude de M^ appliqué à la suite exacte
o->3-^A->A/3->o montre que le faisceau d'idéaux de (9^ désigné ici par ̂  coïncide
avec celui qui avait été noté de la même façon en (10.3.1), en vertu de (10.3.2).

Proposition (10.10.3). — Sous les hypothèses de (10.10.1), (9^ est un faisceau cohérent
Panneaux.

Si /eA, on sait que A^ est un anneau adique noethérien (0, 7.6.11) et comme
la question est locale, on est ramené (10.1.4) à prouver que le noyau d'un homo-
morphisme v : (9^(9^ est un ^-Module de type fini. On a alors v==u^, où u est un
A-homomorphisme A^A (10.10.2) ; comme A est noethérien, le noyau de u est de
type fini, autrement dit on a un homomorphisme A^ -^ An tel que la suite A^ -^ An -^ A

soit exacte. On en conclut (10.10.2) que la suite ^ ̂ > (9^ -"> 0^ est exacte, ce qui prouve
que le noyau de v est de type fini.

(10.10.4) Avec les notations précédentes, posons A^A/y^, et soit X^ le schéma
affine Spec(AJ=(3£, ̂ /^+1), /=y étant le faisceau d'idéaux de définition de (9^
correspondant à l'idéal 3. Soit u^ le morphisme de préschémas X^-^X^ correspondant
à l'homomorphisme canonique A^-^A^ pour m^n ; le schéma formel 3£ est limite
inductive des X^ pour les u^ (10.6.3).

Proposition (10.10.5). — Sous les hypothèses de (10.10.1), soit y un 0^-Module. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) y est un Qy-Moàule cohérent.
b) y est isomorphe à la limite projective (10.6.6) d'une suite (^"J de (9^ -Modules cohé-

rents tels que ^(^) ==^.
c) II existe un K-module de type fini M (déterminé à un isomorphisme canonique près par

(10.10.2, (i))} tel que ^r soit isomorphe à M^

Montrons d'abord que b) implique c ) . On a ^==M^, où M^ est un A^-module
de type fini, et l'hypothèse entraîne que M^=M^®^A^ pour m^n (1.6.5) ; les M^
forment donc un système projectif pour les di-homomorphismes canoniques M^->M^
(m^n), et il résulte aussitôt de la définition des A^ que ce système projectif vérifie les
conditions de (0, 7.2.9) ; sa limite projective M est par suite un A-module de type
fini tel que M^=M®^ pour tout n. On en déduit que ̂  est induit sur X^ par
^^x^x/T4'1). donc ^==M^ par définition (10.8.4).

Inversement, c) entraîne b) ; en effet, si ^ est le morphisme d'immersion X^-^X,
^(M) = (M®^AJ- est induit sur X^ par M®^^4'1), et M^lim^M) par
définition (10.8.4); comme u^=u^ou^ pour m^n, les ^=^(M) vérifient les condi-
tions de b), d'où notre assertion.

Montrons maintenant que c) implique a) : en effet, on a par définition ^=AA ;
M étant conoyau d'un homomorphisme A^-^A^ il résulte de (10.10.2) que M^ est
conoyau d'un homomorphisme é^- ,̂ et comme le faisceau d'anneaux (9^ est cohérent
(10.10.3), il en est de même de M^ (0, 5.3.4).
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Enfin, a) entraîne b ) . Considéré comme é^-Module, on a é^ ==^3e/^n+l=AA •
^=^®^x^ est un ^-Module cohérent (0, 5.3.5), et comme c'est aussi un
^-Module et que /n+l est cohérent, on en conclut que ̂  est un ^-Module cohérent
(0, 5.3.10), et il est immédiat que ^(^J^^m P0111' ^n (en se souvenant que
l'application continue X^->X^ des espaces sous-jacents est l'identité de X). Le faisceau
^=lim^ est donc un ^-Module cohérent, puisqu'on a vu que b) entraîne a ) . Les
homomorphismes canoniques '̂->^ forment un système projectif, qui par passage à
la limite donne un homomorphisme canonique w : ̂ r-- ,̂ et tout revient à démontrer
que w est bijectif. La question étant maintenant locale, on peut se borner au cas où y est
conoyau d'un homomorphisme (Q^-^O^ ; cet homomorphisme étant de la forme y"\
où v est un homomorphisme A^A" (10.10.2), ̂  est isomorphe à M^, où M = Coker v
(10.10.2). On a alors, en vertu de (10.10.2), ^^M^^A^ÇM®^)^ et comme
la topologie 3-adique sur M®^ est discrète, on a (M®^A^A=(M®^A^ (en tant
que ^-Module) $ on a vu plus haut que M^linie^ et w est donc bien dans ce cas
l'identité. C.Q.F.D. "~

Corollaire (10.10.6). — Si y vérifie la condition b) de (10.10.5), le système projectif (^J
est isomorphe au système des ^^oy^x •

(10.10.7) Soient maintenant A, B deux anneaux adiques noethériens, 9 : B->A
un homomorphisme continu ; on désignera par 3 (resp. .ft) un idéal de définition de A
(resp. B), tels que y(A)c3, et on posera X==Spec(A), Y=Spec(B), X=Spf(A),
î)==Spf(B). Soient f : X-^Y le morphisme de préschémas correspondant à 9 ( i .6 . i ) ,
/ : 3£->î) son prolongement aux complétés (10.9.1), qui est aussi le morphisme de
préschémas formels correspondant à 9 (io.2.2).

Proposition (10.10.8). — Pour tout ^-module N de type fini, il existe un isomorphisme
canonique fonctoriel de Q^-Modules

fm ̂  (N®^
En effet, en désignant par i^ : X->X et iy : Î)->Y les morphismes canoniques,

on a (10.8.8), à des isomorphismes canoniques fonctoriels près, NA==^(N) et

(N®^)^^®^)-) =^x(r(N))

(1.6.5) ; la proposition résulte donc de la commutativité du diagramme (10.9.2).
Corollaire (10.10.9). — Pour tout idéal b de B, on a ./'(t^)^"^)^
En effet, soit j l'injection canonique t)—^B, à laquelle il correspond l'injection

canonique j^ : b^->0^ de faisceaux de ^-Modules ; par définition, .7* (6^^ est l'image
de l'homomorphisme î\j^) ^(t^) -> ^==7*(^) ; mais cet homomorphisme s'identifie
à 0®!)^ : (b^BA)^^^®!^^ d'après (10.10.8). Comme l'image de j®i est
l'idéal bA de A, l'image de C;®^ est donc (bA)A en vertu de (10.10.2), d'où la
conclusion.
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10. il. Faisceaux cohérents sur les préschémas formels.

Proposition ( 1 0 . 1 1 . 1 ) . — Si X est un préschéma formel localement noethérien, le faisceau
d'anneaux (9^ est cohérent et tout faisceau d'idéaux de définition de X est cohérent,

La question étant locale, on est ramené au cas d'un schéma formel affine noethérien,
et la proposition résulte donc de (10.10.3) et (10.10.5).

( 10. il. 2) Soient 3£ un préschéma formel localement noethérien, / un faisceau
d'idéaux de définition de X, X^ le préschéma (usuel) localement noethérien (X, ^/^n+l),
de sorte que X est limite inductive de la suite (XJ pour les morphismes canoniques
u^ : X^->X^ (10.6.3). Avec ces notations :

Théorème ( 10 .11 .3 ) . — Pour qu'un (9 ̂ -Module y soit cohérent, il faut et il suffit qu'il
soit isomorphe à une limite projective d'une suite (<^J, où ̂  est un (0^ -Module cohérent., tel que
^mn^-^^^n P0^ m^ (10.6.6). Le système projectif (e^J est alors isomorphe au système
des u^(^)=y®0 Gy^ , u^ étant le morphisme canonique X^—^X.

La question étant locale, on est ramené au cas où ï est un schéma formel affine
noethérien, et le théorème est alors conséquence de (10.10.5) et (10.10.6).

On peut donc dire que la donnée d'un (B y-Module cohérent équivaut à celle d'un système
projectif (^J de (P^-Modules cohérents tels que ^(^J ̂ ^ pour m^n.

Corollaire (10.11.4). — Si ^ et ^ sont deux (9 y-Modules cohérents, on peut (avec les
notations de ( 1 0 . 1 1 . 3 ) ) définir un isomorphisme canonique fonctoriel

(10. il .4. i) Hom (̂̂ , ̂ ) ̂  lim Hom^ (J ,̂ ̂ J
-X <-—— A^

n

La limite projective du second membre doit s'entendre pour les applications
^n^^mn^n) (m^n) de Hom^(^, ^J dans Hom^ (^, ̂ J. L'homomorphisme
(10.11.4.1) fait correspondre à un élément 6eHom^ (^, ^) la suite (^(6)) ; on voit
aussitôt qu'on en définit un homomorphisme réciproque du précédent en faisant corres-
pondre au système projectif (6 Je lim Hom^ (e^, ^J sa limite projective dans

•<—— —-n
n

Hom^ (̂ ', ^), compte tenu de (10. n .3).
Corollaire ( 10 .11 .5 ) . — Pour qu'un homomorphisme Q : ^r-^ soit surjectif, il faut

et il suffit que l'homomorphisme correspondant 60=^(6) : e^—^o le soit.
La question étant locale, on est ramené au cas où X==Spf(A), A étant adique

noethérien, ^=M.^, ̂ =^ et Q==u^, où M et N sont des A-modules de type fini
et u un homomorphisme M-^N ; on a en outre alors QQ=VQ, où UQ est l'homomorphisme
u® i : M®^A/3 -> N®^A/3 ; la conclusion résulte de ce que 6 et u (resp. 60 et Uo) sont
simultanément surjectifs (1.3.9 et 10.10.2) et de ce que u et UQ sont simultanément
surjectifs (0, 7.1.14).

( lo. n. 6) Le th. (10.11.3) montre qu'on pçut considérer tout ^-Module cohé-
rent S^ comme un 0 y-Module topologique, en le considérant comme limite projective des
faisceaux de groupes pseudo-discrets' ^^ (0, 3.8.1). Il résulte alors de (10.11.4) que tout
homomorphisme u : y-^^S de ^-Modules cohérents est automatiquement continu
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(0, 3.8.2). En outre, sie^ est un sous-fi^-Module cohérent d'un ^-Module cohérent ̂ ,
pour tout ouvert U C 3£, r(U, J^) est un sous-groupe fermé du groupe topologique r(U, ̂ r)
car le foncteur F étant exact à gauche, r(U, ^) est le noyau de l'homomorphisme
r(U, y} ->r(U, y\^\ qui est continu d'après ce qui précède, puisque y\^ est cohérent
(O? 5 •3-4) \ notre assertion résulte de ce que r(U, e^'/^f7) est un groupe topologique
séparé.

Proposition (10. il .7). — Soient y et ̂  deux (9 y Modules cohérents. On peut définir (avec
les notations de (10. il .3)) des isomorphismes canoniques fonctoriels de 6 y-Modules topologiques
(10.il.6)

(lu. n.7.1) ^®^^lnn W^âg
n

(io.n.7.a) ^ome^y, <S} ̂  UmJfoOT^ (̂ , ̂ J
n

L'existence de l'isomorphisme (10.11.7.1) résulte de la formule

^n®^/n= ̂ ®oM®^®^M = (^®<^)®<A

et de (10.11.3). L'isomorphisme ( i o. 11.7.2) où les deux membres sont considérés comme
faisceaux de modules sans topologie, résulte de la définition des sections de J^om^ (^r, ^)
et ^PomQ {y n-> ^n) et ^e l'existence de l'isomorphisme (10.11.4.1)3 appliqué au
préschéma induit sur un ouvert formel affine noethérien arbitraire de X. Reste à prouver
que l'isomorphisme (10.11.7.2) est bicontinu au-dessus d'un ensemble quasi-compact,
et on est donc ramené au cas où 3£=Spf(A), A étant adique noethérien, d'où (10.10.5)
y=M.^, g^N^ M, N étant des A-modules de type fini ; compte tenu de (10.10.2. i),
(10.10.2.3) et (1.3.12, (ii)), on est ramené à montrer que l'isomorphisme canonique
Hom^(M, N) ̂  limHom^(M^ NJ (avec M,,=M®^, N^N®^) est continu, ce

n
qui a été prouvé dans (0, 7.8.2).

( 10. i l . 8) Comme Hom^ (^, ^) est le groupe des sections du faisceau de groupes
topologiques c^om^ (^, ^), il est muni d'une topologie de groupe. Si 3£ est noethérien,
il résulte de (10.11.7.2) qu'un système fondamental de voisinages de o dans ce groupe
s'obtient en prenant les sous-groupes Hom^ (^, ^n^) (n arbitraire).

Proposition (10. il .9). — Soient X un préschéma formel noethérien^ y et ^S deux Q y-Modules
cohérents. Dans le groupe topologique Hom^ (^r, ^) les homomorphismes surjectifs (resp. injectifs,
bijectifs) forment une partie ouverte.

En vertu de ( i o. 11.5), l'ensemble des homomorphismes surjectifs dans Hom^ (^r, ^)
est l'image réciproque par l'application continue Hom^ (^r, ^) -> Hom^ (e^o, ^o)
d'une partie du groupe discret Hom^ (^o, ^o) d'où la première assertion. Pour démon-
trer la seconde, recouvrons X par un nombre fini d'ouverts formels affines noethériens U.̂ .
Pour que 6eHom^ ( '̂, ^) soit injectif, il faut et il suffit que toutes ses images par les
applications (continues) de restriction Hom^ (J^, ^) -> Hom^ ^.(^[U^, ^[U^-) le soient $
on est donc ramené au cas affine, et alors cela a déjà été prouvé dans (0, 7.8.3).
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10.12. Morphismes adiques de préschémas formels.

(10.12.1) Soient 3Ê, G deux préschémas formels localement noethériens ; nous dirons
qu'un morphisme / : X->© est adique s'il existe un Idéal de définition / de S tel que
jf=/'*(^)6^ soit un Idéal de définition de X ; on dit aussi alors que X est un G-préschéma
adique (pour/). Lorsqu'il en est ainsi, pour tout Idéal de définition /^ de ©, ^i^f^Ç^i)^^
est un Idéal de définition de X. En effet, la question étant locale, on peut supposer X
et S affines noethériens ; il existe donc un entier n tel que / n c /^ et /^ c / (10.3.6
et 0, 7 . i .4)3 d'où Jf^cJf^ et jf^cjf. La première de ces relations prouve que Jf\ = ̂ ,
où 5 î est un idéal ouvert de A==r(3£, ^), et la seconde prouve que ̂  est un idéal de
définition de A (0, 7.1.4), d'où notre assertion.

Il résulte aussitôt de ce qui précède que si X et î) sont deux ©-préschémas adiques,
tout G-morphisme u : 3£->î) est adique : en effet, si f : ï-^S», g : î)->© sont les morphismes
structuraux, et / un Idéal de définition de G, on a f=gou, donc uf(gf{^')ffl^)0^=f*Ç^')0^
est un Idéal de définition de 3£, et par hypothèse g^/^0^ est un Idéal de définition de î).

(10.12.2) Dans ce qui suit, nous supposerons fixé un préschéma formel localement
noethérien S et un Idéal de définition / de G ; nous poserons S^==(©, ^©/^n+l). Les
©-préschémas adiques (localement noethériens) forment évidemment une catégorie. Nous
dirons qu'un système inductif (XJ de S^-préschémas (usuels) localement noethériens
est un (S^) -système inductif adique si les morphismes structuraux f^ : X^->S^ sont tels que,
pour m^n, les diagrammes

X,<-X,

(l0.12.2-l) tn\ \fm
Y Y

Sn<-S,

soient commutatifs et identifient X^ au produit X^XgjS^==(XJ(s^. Les systèmes inductifs
adiques forment une catégorie : il suffit en effet de définir un morphisme (XJ->-(YJ de
tels systèmes comme un système inductif de S^-morphismes u^ : X^Y^ tel que u^ s'identifie à
(^n)(Sw) P01111 m^n' Gela étant :

Théorème (10.12.3). — II y a équivalence canonique entre la catégorie des G-préschémas
adiques et la catégorie des (SJ -systèmes inductifs adiques.

L'équivalence en question s'obtient de la façon suivante : si X est un ©-préschéma
adique, y : X->© le morphisme structural, ^==/*(^)^ est un Idéal de définition de X
et on fait correspondre à X le système inductif des X^==(X, ^/-^n+l), le morphisme
structural f^ : X^->S^ correspondant a f (10.5.6). Montrons d'abord que (XJ est un
système inductif adique : si /=(^, 6), on a ^*(^')^==jT, donc ^(^^(î^jf^ pour tout n,
et (par l'exactitude du foncteur ^*) ^w+ l/jfw+ l=^(Jfm+ l/^^n+ l)(^/jrn+ l) powm^n',
notre conclusion résulte donc de (4.4.5). Il est immédiat en outre de vérifier qu'à un
©-morphisme u : X-^î) de ©-préschémas adiques correspond (avec des notations évidentes)
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un système inductif de S^-morphismes u^ : X^->Y^ tel que u^ s'identifie à (^J(g ) pour
m^n.

Le fait qu'on a bien défini ainsi une équivalence résultera de la proposition plus
précise suivante :

Proposition (10.12.3.1) . — Soit (XJ un système inductif de S^-préschémas ; on suppose
que les morphismes structuraux f^ : X^-^S^ sont tels que les diagrammes ( 1 0 . 1 2 . 2 . 1 ) soient
commutatifs et identifient X^ à X^XgjS^ pour m^n. Alors le système inductif (XJ vérifie les
conditions b) et c) de ( i o. 6.3) ; soient X sa limite inductive, f : 3£->S le morphisme limite inductive
du système inductif {fn)< Alors, si XQ est localement noethérien, X est localement noethérien et f est
un morphisme adique.

Comme le faisceau d'idéaux de 0^ qui définit le sous-préschéma S^ de S^ est
niipotent, il en est de même, en vertu de (4.4.5) du faisceau d'idéaux de 0^ définissant
le sous-préschéma X^ de X^, donc les conditions de (10.6.3) sont bien vérifiées. La
question est par suite locale sur 3£ et G et on peut supposer que (5=Spf(A), ^'==3^
A étant un anneau 3-adique noethérien, et X^=Spec(BJ ; si A^A/3^1, l'hypothèse
entraîne que Bo est noethérien et que si on pose S^S/ST4'1? '^m=='^nlcS^+l^n' Le noyau
de B^->BQ est donc ^==3A et le noyau de B^B^ est ^+1 pour m^n; en outre,
comme A^ est noethérien, % est de type fini sur A^, donc ^=5îi/^ est de type fini
sur B^, et a fortiori sur Bo=B^/^ ; le fait que X soit noethérien résulte alors de (10.6.4) ;
si B=limB^ on a 3£==Spf(B), et si ^ est le noyau de B->BQ, B^B/^1. Si
p^ : A/y'^'1-> B/^'1"1 est l'homomorphisme correspondant ày^, on a donc

^^-W^^nW^}

comme l'homomorphisme p : A->B correspondant à y est égal à limp^, l'idéal 3B de B
est dense dans ^l, et comme tout idéal de B est fermé (0, 7.3.5), on a ^=3B. Si
^==^5 la relation /*(^)^==^ résulte alors de (10.10.9) et achève la démonstration.

(10.12.3.2) L'équivalence précédente fournit, pour deux S-préschémas adiques X,
3), une bijection canonique

Home(X, î)) ̂  Um Hom^X,, YJ
n

la limite projective étant relative aux applications ^"^(^(s^) P01111 m^n.

10.13. Morphismes de type fini.

Proposition (10 .13 .1) . — Soient î) un préschéma formel localement noethérien^ jf un Idéal
de définition de 9), y : 3£->î) ^ morphisme de préschémas formels. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) X est localement noethérien, f est un morphisme adique ( 1 0 . 1 2 . 1 ) et si Von pose
/=f\^(9^ le morphisme f^ : (3£, (9^/) -^ (3), ^/JT) déduit de f est de type fini.

b) 3£ est localement noethérien, et est limite inductive d'un (Y^-système inductif adique (XJ
tel que le morphisme X()->YQ soit de type fini.
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c) Tout point de î) possède un voisinage ouvert formel affine noethérien V ayant la propriété
suivante :

(QJ./"1^) es^ yéunion d^ une famille finie d9 ouverts formels affines noethériens U^ tels que
l'''anneau adique noethérien r(U^ 0^) soit topologiquement isomorphe au quotient d'une algèbre de
séries formelles restreintes (0, 7.5.i) sur r(V, 6^)3 par un idéal (nécessairement fermé).

Il est immédiat que a) entraîne b) en vertu de (10.12.3). Pour montrer que b)
entraîne c ) , on peut, puisque la question est locale sur î), supposer que î)=Spf(B),
où B est adique noethérien ; soit Jf== S{^, S{ étant un idéal de définition de B. Comme par
hypothèse, Xo est de type fini sur YQ, XQ est réunion finie d'ouverts affines U^ tels que
l'anneau A^ du schéma affine induit par Xo sur U^ soit une algèbre de type fini sur
Panneau B/^ de Y() (6.3.2). En vertu de (5.1.9), U, est aussi un ouvert affine dans
chacun des préschémas noethériens X^, et si A^ est l'anneau du schéma affine induit
par X^ sur U,, l'hypothèse b) entraîne que pour m^n, A,̂  est isomorphe à A^/^^A^.
Par suite, le préschéma formel induit sur U^ par 3£ est isomorphe à Spf(AJ, où A^ == limA^

n

(10.6.4) ; A^ est un anneau ^A^-adique, et AJ^A^, isomorphe à A^, est une algèbre
de type fini sur B/5^. On en conclut (0, 7.5.5) que A^ est topologiquement isomorphe
à un quotient d'une algèbre de séries formelles restreintes sur B (par un idéal nécessaire-
ment fermé, puisqu'une telle algèbre est noethérienne (0, 7.5.4)).

Pour démontrer que c ) entraîne a), on peut se limiter au cas où ï==Spf(A) est
aussi affine, A étant un anneau adique noethérien, isomorphe au quotient d'une algèbre
de séries formelles restreintes sur B par un idéal fermé. Alors (0, 7.5.5), A/^A est une
algèbre de type fini sur B/^, et ftA=3 est un idéal de définition de A, donc, en vertu
de (10.10.9), les conditions de a) sont satisfaites.

On notera que si les conditions de la prop. (10.13.1) sont remplies, la propriété a)
est valable pour tout Idéal de définition JT de 2) (en vertu de c)), et par suite, dans la
propriété b ) , tous lesj^ sont des morphismes de type fini.

Corollaire (10.13.2). — Si les conditions de ( 1 0 . 1 3 . 1 ) sont vérifiées, tout ouvert formel
affine noethérien V de 3) possède la propriété (QJ et si î) est noethérien, il en est de même de 3£.

Cela résulte aussitôt de (10.13.1) et de (6.3.2).
Définition (10.13.3). — Lorsque les propriétés équivalentes a), b), c) de ( 1 0 . 1 3 . 1 ) sont

vérifiées, on dit que le morphisme f est de type fini, ou que 3£ est un ^-préschéma formel de type fini,
ou un préschéma formel de type fini au-dessus de î).

Corollaire (10.13.4). — Soient X=Spf(A), î)=Spf(B) deux schémas formels affines
noethériens ; pour que X soit de type fini sur V), il faut et il suffit que Vanneau adique noethérien A
soit isomorphe au quotient d^une algèbre de séries formelles restreintes sur B par un idéal fermé.

En effet, avec les notations de (10.13.1), si 3£ est de type fini sur î), A/^A est
alors une (B/^i)-algèbre de type fini en vertu de (6.3.3) et 5^A est un idéal de définition
de A (10.10.9). On conclut donc par (0, 7.5.5).

Proposition (10.13.5). — (i) Le composé de deux morphismes de préschémas formels qui
sont de type fini est de type fini.
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(ii) Soient X, S, G' trois préschémas formels localement noethériens (resp. noethériens},
f: X->G,g : G'-^G deux morphismes. S i / e s t de type fini, XX^G' est localement noethérien
(resp. noethérien) et est de type fini sur G ' .

(iii) Soient G un préschéma formel localement noethérien, ï ' . ï ) ' deux G-préschémas formels
localement noethériens tels que X' X^ÎT soit localement noethérien. Si X, ?) sont des G'préschémas
formels localement noethériens, f : X-^X'.g : S)-̂  deux G-morphismes de type fini, Xx^î)
est localement noethérien et fx^g est un G-morphisme de type fini.

(iii) se déduit de (i) et (ii) par le raisonnement formel de (3.5.1) et il suffit donc
de prouver (i) et (ii).

Soient X, 9), 3 trois préschémas formels localement noethériens, /: X->9), g : î)->3
deux morphismes de type fini. Si cSf est un Idéal de définition de 3, jr==^(J?7)^ en est
un pour î) et /-f\gW)Q^ en est un pour X Posons XQ=(X, Q^/\ Yo=(3), ̂ /jf),
Zo=(3, ^3/^) et soient fo : Xo->Yo, go : Y^Zo les morphismes correspondant à/et g.
Comme par hypothèse fo et go sont de type fini, il en est de même de g^ofo (6.3.4) qui
correspond à gof ; donc go/est de type fini par (10.13.1).

Sous les conditions de (ii), G (resp. X, G') est limite inductive d'une suite (SJ
(resp. (XJ, (S^)) de préschémas localement noethériens et on peut supposer (10.13.1)
que X^==X^Xg^ pour m^n. Le préschéma formel XX^G' est alors limite inductive
des préschémas X^ X g^ ( i o. 7.4), et on a

X, x g,S,= (X, x s^SJ x ̂ S,= (X, x ̂ S,) x s,S,.

En outre, XoXg^So est localement noethérien puisque XQ est de type fini sur S^ (6.3.8).
On en conclut d'abord (10.12.3.1) que XX^G' est localement noethérien ; en outre,
comme X^X^SQ est de type fini sur So (6.3.8), il résulte de (10.12.3.1) et de (10.13.1)
que XX^G' est de type fini sur G\ ce qui achève de prouver (ii) (l'assertion relative aux
préschémas noethériens étant conséquence immédiate de (6.3.8)).

Corollaire (10.13.6). — Sous les hypothèses de (10.9.9), si f est un morphisme de type fini,
il en est de même de son prolongement f aux complétés.

10.14. Sous-préschémas fermés des préschémas formels.

Proposition (10.14.1). — Soient X un préschéma formel localement noethérien, ^ un
faisceau d'idéaux cohérent de (Q^ Si V) est le support (fermé) de 0^^, l'espace topologiquement
annelé (î), (^/^)|î)) est un préschéma formel localement noethérien, qui est noethérien si X l'est.

Notons que 0^^ est cohérent en vertu de (10.10.3) et (0, 5.3.4), donc
son support 3) est fermé (0, 5.2.2). Soit / un Idéal de définition de 3£, et soit
^n==.{^ (9^/n^v} \ le faisceau d'anneaux O^^é est limite projective des faisceaux
^/(^+^n+l)=(^/^)®^(^/^n+l) (10.11.3), qui ont tous pour support î). Le
faisceau (.a^^4'1)/^4"1 est un ^-Module cohérent, puisque /n+l est cohérent, donc
G^^4"1)/^4'1 est aussi un (^/^n+l) -Module cohérent (0, 5.3.10) ; si ¥„ est le sous-
préschéma fermé de X^ défini par ce faisceau d'idéaux, il est immédiat que (3), (6^/ja/) ] ?))

209
27



210 A . G R O T H E N D I E C K Chap. I

est le préschéma formel limite inductive des Y^, et comme les conditions de (10.6.4)
sont satisfaites, cela prouve que ce préschéma formel est localement noethérien, et
noethérien si 3£ l'est (puisque alors YQ l'est en vertu de (6.1.4)).

Définition (10.14.2). — On appelle sous-préschéma fermé d'un préschéma formel X tout
préschéma formel (î), (^/^/)|î)) où ^ est un G^-Module cohérent ; on dit que ce préschéma est
le sous-préschéma fermé défini par ^f.

II est clair que la correspondance ainsi définie entre ^-Modules cohérents et
sous-préschémas fermés de X est biunivoque.

Le morphisme d'espaces topologiquement annelés j = = ( ^ , 6 ) : Î)->X, où ^ est
l'injection î)->3£ et 6^ l'homomorphisme canonique ^->^/^3 est évidemment
(10.4.5) un morphisme de préschémas formels, qu'on appelle Y injection canonique de 3)
dans 3£. On notera que si X=Spf(A), où A est adique noethérien, on a ^=a^y où û
est un idéal de A (10.10.5), et il résulte aussitôt de ce qui précède que l'on a alors
î)==Spf(A/a) à un isomorphisme près, et quej correspond (10.2.2) à l'homomorphisme
canonique A->A/a.

On dit qu'un morphisme / : 3—^3£ de préschémas formels localement noethériens
est une immersion fermée si elle se factorise en 3 -g> î) -^ 3£? où g est un isomorphisme de 3
sur un sous-préschéma fermé î) de X etj l'injection canonique. Comme j est un mono-
morphisme d'espaces annelés, g et 9) sont nécessairement uniques.

Proposition (10.14.3). — Une immersion fermée est un morphisme de type fini.
On se ramène aussitôt au cas où X est un schéma formel affine Spf(A) et

î)==Spf(A/a) ; la proposition résulte de (10.13.1, c ) ) .
Lemme (10.14.4). — Soit f : î)-^3£ un morphisme de préschémas formels localement

noethériens, et soit (UJ un recouvrement de f(^Q) par des ouverts formels affines noethériens de X,
tels que les ./" (̂U )̂ soient des ouverts formels affines noethériens de Y. Pour que f soit une immersion
fermée, il faut et il suffit que f^Q) soit une partie fermée de X et que, pour tout a, la restriction de
f àf^ÇV^) corresponde (10.4.6) à un homomorphisme surjectif r(U^, O^) -> ̂ /""'-(UJ, 6U.

Les conditions sont évidemment nécessaires. Inversement, si elles sont remplies,
et si on désigne par c^ le noyau de F(U^, 0^) -> rÇ/^UJ, é^), on définit un faisceau
cohérent d'idéaux s/ de 6^ en prenant ^\ U^=a^, et en prenant ^ nul dans le complé-
mentaire de la réunion des U^. En effet, puisque/(î)) est fermé et que le support de a^
est U^n/(î)), tout revient à vérifier que a^ et a^ induisent le même faisceau sur un
ouvert formel affine noethérien VcU^nUp. Or, la restriction de/à/--l(UJ étant une
immersion fermée de ce préschéma formel dans U^, ./"^(V) est un ouvert formel affine
noethérien dansy—l(UJ et la restriction de y ày^^Y) est une immersion fermée ; si b
est le noyau de l'homomorphisme surjectif r(V, 0^) —> ^f/—l(V), O^) correspondant à
cette restriction, il est immédiat (10.10.2) que a^ induit bA sur V. Le faisceau d'idéaux ^
étant ainsi défini, il est alors clair que f=goj\ où j : 3->^£ est l'injection canonique du
sous-préschéma fermé 3 de X défini par j/y et g un isomorphisme de î) sur 3*

Proposition (10.14.5). — (i) Si f : 3-"?):» g f- î)-^3£ sont des immersions fermées de
préschémas formels localement noethériens, go f est une immersion fermée.
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(ii) Soient 3£, 3), £> trois préschémas formels localement noethériens, f : 3£->S une immersion
fermée, g : ?)—^3 un morphisme, Alors le morphisme ÏX^Q-^Q est une immersion fermée.

(iii) Soient Q un préschéma formel localement noethérien, X', î)' deux Q-préschémas formels
localement noethériens tels que 3£7 XQÎ)' soit localement noethérien. Si 3£, î) sont des G-préschémas
formels localement noethériens, f : X->X', g : î)-^^' ^eux G-morphismes qui sont des immersions
fermées, alors fx^g est une immersion fermée.

En vertu de (3.5.1)5 il suffit encore de prouver (i) et (ii).
Pour démontrer (i), on peut supposer que î) (resp. 3) est un sous-préschéma fermé

de X (resp. î)) défini par un faisceau cohérent / (resp. jT) d'idéaux de G^ (resp. Ow) ;
si ^ est l'injection Î)—^X des espaces sous-jacents, ^ (Jf) est un faisceau cohérent
d'idéaux de ^(^)==^/^ (0, 5.3.12), donc aussi un ^-Module cohérent (0, 5.3.10) ;
le noyau jf\ de (9^ -> (^/^)/^ (^) est donc un faisceau cohérent d'idéaux de 0^
(O? 5-3-4) ? et ^xl^i est isomorphe à ^(6^/JT), ce qui prouve que 3 est isomorphe à un
sous-préschéma fermé de 3£.

Pour démontrer (ii), il est immédiat qu'on peut se limiter au cas où S==Spf(A),
X=Spf(B), 3)=Spf(G), A étant un anneau 3-adique noethérien, B=A/a, où a est un
idéal de A, G une A-algèbre topologique adique et noethérienne. Tout revient à prouver
que l'homomorphisme C-^C®^(A/a) est surjectif : or, A/a est un A-module de type fini,

^s

et sa topologie est la topologie 3-adique ; il résulte alors de (0, 7.7.8) que C®^(A/a)
s'identifie à G®^(A/a)=C/aC, d'où notre assertion.

Corollaire (10.14.6). — Sous les hypothèses de (10.14.5, (ii)), soient p : Xx^-^X,
q : X X ê )"^ ^es projections, de sorte que le diagramme

X^-^X^Q

'! !•y y

Q<——î)
g

est commutatif. Pour tout Q^-Module cohérent ^r, on a alors un isomorphisme canonique de
(0^-Modules

(10.14.6.1) u ^TO^^^W).
Pour définir un homomorphisme g{f (^)) -> q {p*{^~)), on sait qu'il revient au même
de définir un homomorphisme f^) ->^(^(^il6(^^)))==/,(^(^(^^))) (O? 4-4-3) : ̂ us
prendrons ^==/(p), où p est l'homomorphisme canonique y->p (j^*(^)) (0, 4.4.3).
Pour voir que u est un isomorphisme, on se ramène aussitôt au cas où S, 3É, î) sont des
spectres formels d'anneaux adiques noethériens A, B, G, avec les conditions vues ci-
dessus dans (10.14.5, (ii)) $ on a alors j^^M^, où M est un (A/a)-module de type
fini (10.10.5), et les deux membres de (10.14.6.1) s'identifient respectivement, en
vertu de (10.10.8), à (C®^M.)^ et à ((C/aC)®^1^)^ d50ù 1e corollaire, puisque
(G/aC)®^M-(C®A(A/û))®A/aM s'identifie canoniquement à C®^M.
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Corollaire (10.14.7). — Soient X un préschéma usuel localement noethérien, Y un sous-
préschéma fermé de X..J l'injection canonique Y->X, X' une partie fermée de X et Y'^YnX7 ;

alors j : Y/y' -> X/x' est une immersion fermée, et pour tout 0^-Module cohérent y, on a

j,(^/Y')=a(^))/x-
Gomme Y'^^^X7), il suffit d'utiliser (10.9.9) et d'appliquer (10.14.5) et

(10.14.6).

10.15. Préschémas formels séparés»

Définition (10.15. i). — Soient G un préschéma formel, X un G-préschéma formel, f : 3£->S
le morphisme structural. On appelle morphisme diagonal A^ : 3£->.ïXs3£ (noté aussi A^ le
morphisme ( i^, i^)e. On dit que X est séparé sur G, ou un G-schéma formel, ou que f est un morphisme
séparé, si l'image par A^ de l'espace sous-jacent X est une partie fermée de l'espace sous-jacent à
Xx^X. On dit qu'un préschéma formel 3£ est séparé, ou est un schéma formel, s'il est séparé sur Z.

Proposition (10.15.2). — Supposons que les préschémas formels G, X soient respectivement
limites inductives de suites (SJ, (XJ de préschémas usuels, et que le morphisme f : X->G soit
limite inductive d'une suite de morphismes f^ : X^->S^. Pour que f soit séparé, il faut et il suffit
que le morphisme /Q : Xo—^Sç le soit.

En effet, A^ est alors limite inductive de la suite de morphismes Axjg^ (10.7.4)3
et l'image par A^iç de l'espace sous-jacent 3£ (resp. l'espace sous-jacent Xx^X) est
identique à l'image par A ^ i g ^ de l'espace sous-jacent Xç (resp. à l'espace sous-jacent
XQ X g Xo) $ d'où la conclusion.

Proposition (10.15.3). — On suppose dans ce qui suit que tous les préschémas formels (resp.
morphismes de préschémas formels) considérés soient limites inductives de suites de préschémas usuels
(resp. de morphismes de préschémas usuels).

(i) Le composé de deux morphismes séparés est séparé.
(ii) Si f : X->X', g : î)-^7 sont deux Q-morphismes séparés, fX(yg est séparé.
(iii) Si f : X->-î) est un G-morphisme séparé, le G'-morphisme f^ est séparé pour toute

extension G'-^G du préschéma formel de base.
(iv) Si le composé gof de deux morphismes est séparé, f est séparé.
(On sous-entend dans cet énoncé que si un même préschéma formel 3 intervient

plusieurs fois dans une même proposition, on le considère comme limite inductive de la
même suite (ZJ de préschémas usuels partout où il figure, et les morphismes de 3 dans un
préschéma formel (resp. d'un préschéma formel dans 3) comme limites inductives de
morphismes des Zy^ dans des préschémas usuels (resp. de préschémas usuels dans les ZJ).

Avec les notations de (10.15.2), on a en effet C?o/) 0=^0/0, et (/X^o^/oX^o ^
les assertions de (10.15.3) sont alors conséquences immédiates de (10.15.2) et des
assertions correspondantes de (5.5.1) pour les préschémas usuels.

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer pour la même espèce de préschémas
formels et de morphismes que dans (10.15.3) les propositions correspondant à (5.5.5)3
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(5 • 5 • 9) et (5 • 5 • I o) (en Y remplaçant « ouvert affine » par « ouvert formel affine vérifiant
la condition b) de (10.6.3) »).

Un raisonnement analogue montre aussi que tout schéma formel affine noethérien
est séparé, ce qui justifie la terminologie.

Proposition (10.15.4). — Soient S un préschéma formel localement noethérien., X, 9) deux
Q-préschémas formels localement noethériens, tels que X ou î) soit de type fini sur Q (de sorte que
•ÏX^Î) est localement noethérien) et que 9) soit séparé sur £>. Soit f : 3£->î) un Q-morphisme ;
alors le morphisme graphe r^=(i^,/)^ : X-^Xx^î) est une immersion fermée.

On peut supposer que S est limite inductive d'une suite (SJ de préschémas locale-
ment noethériens, 3Ê (resp. 3)) limite inductive d'une suite (XJ (resp. (YJ) de
S^-préschémas, f limite inductive d'une suite de S^-morphismes f^ : X^->Y^; alors Xx^î)
est limite inductive de la suite (X^ X g^YJ et 1̂  de la suite (F. ) (10.7.4) ; par hypothèse,
Yo est séparé surS^ (10.15.2), donc l'espace r^(Xo) est un sous-espace fermé de X^Xg^Yç ;
comme les espaces sous-jacents de XXgî) (resp. lyX)) et X^Xg^Yç (resp. I ,(Xo))
sont les mêmes, on voit déjà que iyX) est un sous-espace fermé de Xx^î)- Remarquons
maintenant que lorsque (U, V) parcourt l'ensemble des couples formés d'un ouvert
formel affine noethérien U (resp. V) de 3£ (resp. Y) tels que f(U) cV, les ouverts UXgV
forment un recouvrement de iyX) dans Xx^î), et si f^ : U->V est la restriction de /
à U, r^ : U-^Ux^V est la restriction de 1̂  à U. Si nous montrons que F. est une
immersion fermée, il en sera donc de même de 1̂  (10.14.4), autrement dit, on est ramené
au cas où £>==Spf(A), X==Spf(B), Î^SpfÇG) sont affines (A, B, G adiques noethériens),
/correspondant à un A-homomorphisme continu cp : C->B ; 1̂  correspond alors à l'unique

/^
homomorphisme continu co : B®^C->B qui, composé avec les homomorphismes cano-
niques B->B®^C et C-^B®^C, donne respectivement l'identité et ç. Or, il est clair
que œ est surjectif, d'où notre assertion.

Corollaire (10.15.5). — Soient G un préschéma formel localement noethérien^ X un
Q-préschéma de type fini ; pour que X soit séparé sur S, il faut et il suffit que le morphisme diagonal
X-^Xx^X soit une immersion fermée.

Proposition (10.15.6). — Une immersion fermée j : Î)->X de préschémas formels locale-
ment noethériens est un morphisme séparé.

Avec les notations de (10.14.2)3 J'Q : Yç—^Xo est une immersion fermée, donc un
morphisme séparé, et il suffit d'appliquer (10.15.2).

Proposition (10.15.7). — Soient X un préschéma (usuel) localement noethérien, X7 une

partie fermée de X et X==X,x'. Pour que X soit séparée il faut et il suffit que X^ le soit, et il
suffit que X le soit.

En effet, avec les notations de (10.8.5), pour que X soit séparé, il faut et il suffit
que Xo le soit (10.15.2), et comme X^==(Xo)red5 il est équivalent de dire que X^
l'est (5.5-1. (v1))-
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M[(pi (M B-module, <p : A->B homomorphisme d'anneaux) : 0, 1.0.2.
B.3, 3B (3 idéal d'un anneau A dont un homomorphisme dans B est donné) : 0, 1.0.3.
r(a) (a idéal) : 0, i . 1 . 1 .
9? (A) (A anneau) : 0, 1 . 1 . 2 .
Sf (/élément d'un anneau commutatif A) : 0, 1.2.1.
S^A, S^M, mis, ij., i2, ft (A anneau, M A-module, S partie multiplicative de A) : 0, i .2.2.
A/, M/, Ap, Mp (M A-module, fe A, p idéal premier de A) : 0, i .2.3.
S"1^ (u homomorphisme de A-modules, S partie multiplicative de A) : 0, i .3.1.
Pi' sî P£ sî P^ s (M A-module, S, T parties multiplicatives de A) : 0, i . 4. i.
Supp(M) (M A-module) : 0, 1 . 7 . 1 .
^|U, u\\J (F faisceau sur X, u morphisme de faisceaux sur X, U ouvert de X) : 0, 3. i .5.
^, ̂ , r(U, ̂ ), u(s), Supp(^) (^faisceau d'ensembles sur X, x point de X, U ouvert de X, s élément de r(U, ^),

u homomorphisme de faisceaux sur X) : 0, 3. i . 6.
^(J^) {y faisceau sur X, ^ : X->Y application continue) : 0, 3.4. i.
^^{u} {u homomorphisme de faisceaux sur X) : 0,3.4.2.
^ : 0,3.4-4-
ç7 -> y ( ̂  faisceau sur X, ^ faisceau sur Y) : 0, 3.5. i.
ift, ^b, p^ : 0,3.5.3.
^fë), yW, (T y : 0,3.5.5.
^X5 ^X a;5 ^c5 I ? e (^ ^P^6 annelé) : 0, 4. i . l.
^ ?
y , f\y {y (?x-Module) : ° ^ 4 - i - 4 -
^ y (J faisceau d'idéaux de <9^ JEr (s)x"Module) : 0 » 4 • I • 5 •
^î\(y), ̂ î\(u) ( y ^x- Module, u homomorphisme de ^-Modules) : 0,4.2.1.
^((f) (c ̂ -Algèbre) : 0,4.2.4.
^V*^), T*(y) (^ c^y-Module, v homomorphisme de ^y-Modules) : 0 ,4 .3 .1 .
^(€) (C (?y-Algèbre) : 0,4.3.4.

^W^, ̂ ^x y Idéal de ^y) : ° '4-3-5-
ç; -^ y ( y (9^-Module, ^ ^y-Module) : 0, 4.4. i.

u^, îft, v^, v^, p ,̂ Gy : 0,4.4.3.
Mi ® u^ (uy u^ homomorphismes de ^y-Modules dans des t?^^1^111 )̂ : 0» 4 • 4 • 4-
^>-\ ̂  ^•* -Module inversible) : 0,5.4.3.
^® n ̂  e^-Module inversible) : 0,5.4.4.
I\(^), r^ (^,^) (^ ^-Module inversible, ^ c^-Module) : 0, 5.4.6.

^ : 0,5.4.7.
m^ k(x),f(x) : 0,5.5.1.
X^ : 0,5.5.2.
In^M'O^N') (M\ N' sous-A-modules de M, N) : 0,6.o.

A, M : 0, 7 .2 .3 et 7 • 3 • 1 •
A{Ti, ... ,T,}: 0,7.5. i.
A{S-1}:0,7.6.I .
a{S~~1} (a idéal ouvert de A) : 0, 7.6.9.
A^, a^ : 0 ,7 .6 .14.
A^ : 0,7.6.14.
(M®^N)", M®^N : 0 ,7 .7 .1 .
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Spec(A), L,, m^, k(x),f(x), M^, r(E), V(E), V(/), D(/) (A anneau, M A-module,/eA, ECA, xeSpec(A)) : I, i . i . i.
i(Y) (YCSpec(A)) : 1 , 1 . 1 . 3 .
^ç (9 homomorphisme d'anneaux) : I, i . 2. i.
S, (/élément d'un anneau) : I, 1.3.1.
Pô,/ (/? § éléments d'un anneau) : I, 1.3.3.
(->>/ ("s^

A, M, 6; (A anneau, /ç A, M A-module) : I, 1.3.4.
^ (u homomorphisme de A-modules) : I, 1.3.5.
(p (cp homomorphisme d'anneaux) : I, 1.6.1.
A(X) (X schéma affine) : I, 1.7.1.
^X/Y (x P^^1^3-) : I» 2 . i .6.
Hom(X, Y) (X, Y préschémas) : I, 2 .2 .1 .
Homg(X, Y), ix (X, Y S-préschémas) : 1,2.5.2.
r(X/S) (S préschéma, X S-préschéma) : 1,2.5.5.
XUY (X, Y préschémas) : I, 3. i. i.
X X gY, X X Y, (g, A) g, u X gy, u X v (X, Y S-préschémas, g, h, u, v S-morphismes) : I, 3.2. i.
Xx^Y, X(x)^B (g, h)^, ux^v (X, Y A-préschémas (A anneau), B A-algèbre, g, h, u, v A-morphismes) : I, 3.2. i.
X/g. (X,S' S-préschémas) : 1,3.3.6.

/gM (S' S-préschéma, / S-morphisme) : 1,3.3.7.
Tf (/S-morphisme) : 1,3.3.14.
X(T) (X, T préschémas) : I, 3.4. i.
PX^Q, (P, Q,, ensembles sur R) : I, 3.4.2.
X(T)g (X,T S-préschémas) : 1,3.4.3.
X(B), X(B)^ (X A-préschéma, B A-algèbre) : 1,3.4.4.
X®yB, X®0 B (B ^-algèbre, où^eY) : I, 3.6.3.
Z^Y (Y, Z sous-préschémas d'un préschéma) : 1,4.1.10.

y—i^Y) (y morphisme, Y sous-préschéma) : 1,4.4.1.
. r^ (X préschéma) : I, 5. i . i.
X^ (X préschéma) : 1,5.1.3.
/red (/morphisme) : 1,5.1.5.
AXJS, AX, A (X S-préschéma) : 1,5.3.1.
^^(X) (K corps, X K-schéma fini) : 1,6.4.5.
n(X) (X schéma fini sur un corps) : 1,6.4.8.
r,^(X/Y) : 1,7.1.2.
R(X) (X préschéma) : I, 7. i .3.
^(X) (X préschéma) : 1,7.3.1.
L(A) (A anneau intègre) : I, 8. i .2.
8(/) (/application rationnelle) : 1,8.2.1.
^®0 §, ^®g^ (^, ^ Modules sur des S-préschémas) : 1,9.1.2.

S
§ (§ 0^-Module) : I, 9.4. i.
Y (Y sous-préschéma) : I, 9.5.11.
Spf(A), QV (A anneau admissible, X==Spf(A)) : I, 10.1.2.
î)(f) (/élément d'un anneau admissible) : I, 10. i .4.
^(p, (p, (cp homomorphisme continu d'anneaux admissibles) : I, 10.2.1.
^A (3 idéal de définition) : I, 10.3.1.
X X g?) (X, ?) (5-préschémas formels) : I, 10.7.3.

^/X'' ^ ^/x'5 ^ ^y G ̂ -Module, u homomorphisme de 0^-Modules, X7 partie fermée de X) : I, 10.8.4.

X,v,, X (X préschéma, X' partie fermée de X) : I, 10.8.5.

/ (/ morphisme de préschémas) : I, 10.9.1.
M^ u^ (M module sur un anneau adique A, u homomorphisme continu de A-modules) : I, 10.10.1.
A(~|Y, Ay ( X (5-préschéma formel) : I, 10.15.1.
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Adhérence d'un sous-préschéma : I, 9.5.11.
(^-Algèbre : 0,4.1.3.
Anneau adique, — 3-adique : 0,7.1.9.
Anneau admissible : 0, 7. i .2.
Anneau complet de fractions : 0, 7.6.5.
Anneau de fractions : 0, 1.2.2.
Anneau des fonctions rationnelles : I, 2. i .6 et 7.1.3.
Anneau d'un schéma affine : I, i . 7. i.
Anneau intègre : 0, i . o. 6.
Anneau linéairement topologisé : 0, 7. i . i .
Anneau local : 0, i .0.7.
Anneau local dominant : I, 8. i . i.
Anneau local de X le long de Y, — — de Y dans X : I, 2. i . 6.
Anneau préadique, — 3-préadique : 0, 7. i .9.
Anneau préadmissible : 0, 7. i .2.
Anneau réduit : 0, i . i . i.
Anneau régulier : 0,4.1.3.
Anneaux locaux apparentés : I, 8. i . 4.
Annulateur d'un ^-Module : 0, 5.3.7.
Application de spectres d'anneaux associée à un homomorphisme d'anneaux : I, 1.2.1.
Application rationnelle, S-application rationnelle : 1,7.1.2.
Application rationnelle définie en un point : I, 7 .2. i.
Application rationnelle induite sur un ouvert : 1,7.1.2.
Application rationnelle induite sur Spec(^) : I, 7.2.8.

Cohérent (0^-Module) : 0, 5.3. i.
Cohérente ((^-Algèbre) : 0, 5.3.6.
Complété d'un ^-Module, d'un homomorphisme de <^- Modules le long d'une partie fermée : I, 10.8.4.
Complété d'un préschéma le long d'une partie fermée : I, 10.8.5.
Composante irréductible : 0, 2. i .5.
Composé d'un ^-morphisme et d'un ^'-morphisme : 0,3.5.2.
Composé d'un ^P-morphisme et d'un ^F'-morphisme : 0, 4.4.2.
Condition de recollement : 0, 3.3. i et 4.1.6.
Corps de base d'un préschéma algébrique : I, 6.4. i.
Corps des valeurs d'un point géométrique : I, 3.4.5.

Diagonale de X X g X : 1,5.3.9.
Di-homomorphisme : 0, 1.0.2.
Domaine de définition d'une application rationnelle : I, 7.2. i .
Dual d'un ^y-Module : 0, 4. i . 4.

Élément topologiquement niipotent : 0, 7. i . i.
Engendré par une famille de sections (<9^r-Module) : 0, 5. i .2.
Ensemble où s'annule une section : 0, 5 .5 . i.
Entière, entière finie (algèbre) : 0, 1.0.5.
Espace annelé : 0, 4. i. i.
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Espace annelé en anneaux locaux : 0, 5.5. i.
Espace annelé induit sur un ouvert : 0, 4. i .2.
Espace annelé normal, — réduit, — régulier : 0,4.1.3.
Espace annelé obtenu par recollement : 0, 4. i. 6.
Espace de Kolmogoroff : 0, 2. i .2.
Espace irréductible : 0, 2. i . i.
Espace noethérien : 0, 2.2. i.
Espace quasi-compact : 0, 2.2.4.
Espace sous-jacent à un espace annelé : 0, 4. i . i.
Espace topologiquement annelé : 0, 4. i. i.

Faisceau algébrique sur un espace annelé : 0,4.1.3.
Faisceau associé à un préfaisceau : 0, 3.5.7.
Faisceau associé à un A-module sur Spec(A) : I, 1.3.4.
Faisceau à valeurs dans une catégorie : 0, 3. i. i.
Faisceau cohérent d'anneaux : 0, 5.3.5.
Faisceau d'anneaux normal en un point, — normal, — réduit en un point, — réduit, — régulier en un point,

— régulier : 0,4.1.3.
Faisceau d'anneaux gradués : 0, 4. i .3.
Faisceau des fonctions rationnelles : I, 7.3. i.
Faisceau de torsion : I, 7.4. i.
Faisceau d'idéaux : 0, 4. i .3.
Faisceau d'idéaux de définition : I, 10.3.3 et 10.5.1.
Faisceau induit : 0, 3.7. i.
Faisceau localement simple : 0,3.6.1.
Faisceau obtenu par recollement : 0, 3.3. i.
Faisceau pseudo-discret : 0, 3.8. i.
Faisceau simple : 0, 3.6. i.
Faisceau structural d'un espace annelé : 0, 4. i. i.
Faisceau structural d'un schéma affine : I, 1.3.4.
Faisceau sur une base d'ouverts : 0, 3.2.2.
Fibre d'un faisceau : 0, 3. i. 6.
Fibre d'un morphisme de préschémas : I, 3.6.3.
Finie (algèbre) : 0,1.0.5.
Fonction rationnelle : 1,7.1.2.

Générisation d'un point : 0, 2. i .2.
Gradué (^-Module) : 0, 4. i .3.
Graphe d'un morphisme : I, 5.3.11.

Homomorphisme continu de faisceaux d'anneaux topologiques : 0,3.1.4.
Homomorphisme défini par une section : 0, 5. i . i.
Homomorphisme local d'anneaux locaux : 0, 1.0.7.
(p-homomorphisme de modules : 0, i.o.2.

Idéal de définition d'un anneau admissible : 0, 7. i . 2.
<9^-Idéal : 0,4.1.3.
(^y-Idéal de définition d'un préschéma formel X : I, 10.3.3 et 10.5.1.
Idéal premier : 0, i . o. 6.
Image directe d'un 0^-Module : 0, 4.2. i.
Image directe d'un préfaisceau : 0, 3.4. i.
Image d'une S-section : I, 5.3.11.
Image fermée d'un préschéma par un morphisme : 1,9.5.3.
Image réciproque d'un (^"Module : 0, 4.3. i.
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Image réciproque d'un S-morphisme : I, 3.3.7.
Image réciproque d'un préfaisceau : 0, 3.5.3.
Image réciproque d'un S-préschéma : I, 3.3.6.
Image réciproque d'un sous-préschéma : I, 4.4. i.
Immersion, immersion fermée, immersion ouverte de préschémas : I, 4.2. i.
Immersion fermée de préschémas formels : I, 10.14.2.
Immersion locale de préschémas : I, 4.5. i.
Injection canonique d'un espace annelé induit sur un ouvert : 0, 4. i .2.
Injection canonique d'un sous-préschéma : 1,4.1.7.
Injection canonique d'un sous-préschéma formel : I, 10.14.2.
Injection géométrique : 1,3.5.4.
Inverse d'un ^y-Module inversible : 0,5.4.3.
Inversible (^-Module) : 0, 5.4. i.
Isomorphisme associé à une immersion : I, 4.2. i.
Isomorphisme local de préschémas : I, 4.5. i.

Limite projective de <9y -Modules : I, 10.6.6.
Localement libre (^-Module) : 0, 5.4. i.
Localité d'un point à valeurs dans un anneau local : I, 3.4.5.

Module des fractions : 0, 1.2.2.
Module fidèlement plat : 0, 6.4. i.
Module plat : 0, 6. i. i.
Module A-plat : 0,6.2.
Module quasi-fini : 0, 7.4. i.
(9^-Module : 0,4.1.3.
Morphisme d'espaces annelés, d'espaces topologiquement annelés : 0, 4. i . i.
Morphisme fidèlement plat ; 0,6.7.8.
Morphisme plat : 0, 6.7. i.
Morphisme de préfaisceaux définis sur une base d'ouverts : 0,3.2.3.
Morphisme de préschémas : I, 2.2. i.
Morphisme de S-préschémas, de A-préschémas : 1,2.5.2.
Morphisme birationnel : I, 6.5.6.
Morphisme de type fini : I, 6.3. i.
Morphisme diagonal : I, 5.3. i.
Morphisme dominant : I, 2.2.6.
Morphisme fermé : I, 2.2.6.
Morphisme graphe d'un morphisme : 1,3.3.14.
Morphisme localement de type fini : 1,6.6.2.
Morphisme majoré par un autre : I, 4. i . 8.
Morphisme ouvert : I, 2.2.6.
Morphisme quasi-compact : 1,6.6. i.
Morphisme radiciel : I, 3.5.4.
Morphisme réduit : I, 5. i .5.
Morphisme séparé : I, 5.4. i.
Morphisme structural d'un S-préschéma : I, 2.5. i.
Morphisme surjectif : I, 2.2.6.
Morphisme universellement injectif : I, 3.5.4.
Morphismes équivalents : I, 7. i. i.
A-morphisme, S-morphisme de préschémas : I, 2.5.2.
Morphisme de préschémas formels : I, 10.4.5.
Morphisme adique de préschémas formels : I, i o. 12. i.
Morphisme diagonal de préschémas formels : I, 10.15.1.
Morphisme de type fini de préschémas formels : I, 10.13.3.
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Morphisme séparé de préschémas formels : I, 10.15.1.
Morphisme structural d'un 6-préschéma formel : I, 10.4.7.
A-morphisme, 6-morpmsme de préschémas formels : I, 10.4.7.
^-morphisme de préfaisceaux : 0, 3.5. i.
T-morphisme d'un ^y-1^0^16 ^ans un ^x"1^10^16 : °^ 4-4-1 .

Nilradical d'un anneau : 0, i . i . i.
Nilradical d'une <9v-Algèbre : I, 5. i . i.
Nombre géométrique de points d'un préschéma : 1,6.4.8.

Ouvert affine : I, 2. i . i.
Ouvert formel affine, ouvert formel affine adique, ouvert formel affine noethérien : I, 10.4.1.

Partie multiplicative d'un anneau : 0, i . 2. i.
Partie multiplicative saturée : 0, 1.4.3.
/-plat ((^-Module) : 0,6.7.1.
Point d'un préschéma à valeurs dans un anneau : I, 3.4.4.
Point d'un préschéma à valeurs dans un préschéma : I, 3.4. i.
Point d'un A-préschéma à valeurs dans une A-algèbre : I, 3.4.4.
Point d'un S-préschéma au-dessus d'un point seS : 1,2.5.1.
Point d'un S-préschéma à valeurs dans un S-préschéma : 1,3.4.3.
Point fermé : 0, 2.2.6.
Point générique : 0, 2. i .2.
Point géométrique d'un préschéma : 1,3.4.5.
Point géométrique au-dessus de s : I, 3.4.5.
Point géométrique localisé en A; : I, 3.4.5.
Point rationnel sur K : 1,3.4.5.
Préfaisceau constant : 0, 3.6. i.
Préfaisceau sur une base d'ouverts : 0, 3.2. i.
Préschéma : I, 2. i . 2.
Préschéma artinien : I, 6.2. i.
Préschéma connexe : I, 2. i . 7.
Préschéma de base : I, 2.5. i.
Préschéma déduit par réduction mod. 3 : I, 3. j . i.
Préschéma induit sur un ouvert : I, 2. i . 8.
Préschéma intègre : I, 2. i. 7.
Préschéma irréductible : I, 2. i . 7.
Préschéma localement intègre : I, 2. i . 7.
Préschéma localement noethérien : I, 6. i. i.
Préschéma réduit associé à un préschéma : 1,5.1.3.
A-préschéma, préschéma au-dessus de A : I, 2.5. i.
K-préschéma algébrique : I, 6.4.5.
S-préschéma, préschéma au-dessus de S : I, 2.5. i.
S-préschéma dominant : I, 2.5. i.
Préschéma de type fini au-dessus de S, S-préschéma de type fini : I, 6.3. i.
Préschéma obtenu par extension du préschéma de base : I, 3.3.6.
Préschéma séparé au-dessus de S : I, 5.4. i.
Préschéma formel : I, 10.4.2.
Préschéma formel adique : I, 10.4.2.
Préschéma formel localement noethérien : I, 10.4.2.
Préschéma formel noethérien : I, 10.4.2.
Préschéma formel au-dessus de A, A-préschéma formel : I, 10.4.7.
Préschéma formel au-dessus de (5, S-préschéma formel : I, 10.4.7.
Préschéma formel de type fini sur S, S-préschéma formel de type fini : I, 10.13.3.
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Préschéma formel séparé sur S : I, 10.15. i.
Présentation finie (module ayant une) : 0, 1.0.5.
Présentation finie (^-Module ayant une) : 0,5.2.5.
Principe de récurrence noethérienne : 0, 2.2.2.
Produit de S-préschémas : I, 3.2. i.
Produit de 6-préschémas formels : I, 10.7.1.
Produit fibre d'ensembles : 1,3.4.2.
Produit tensoriel de faisceaux sur des préschémas distincts : 1,9.1.2.
Produit tensoriel complété d'algèbres : 0, 7.7.5.
Produit tensoriel complété de modules : 0, 7.7.2.
Projections canoniques d'un produit : I, 3.2. i.
Prolongement canonique d'un sous-Module : I, 9.4. i.
Prolongement d'un morphisme aux complétés : I, i o. 9. i.
Puissance extérieure p-ème d'un €> ̂ -Module : 0, 4. i . 4.

Quasi-cohérent (^.^--Module) : 0, 5. i .3.
Quasi-cohérente (<9 ̂ -Algèbre) : 0, 5. i .3.

Racine d'un idéal : 0, i . i . i.
Radical d'un anneau : 0, 1.1.2.
Rang d'un 0 ̂ -Module localement libre : 0, 5.4. i.
Rang d'un (9^-Module sans torsion : I, 7.4.2.
Rang d'un K-schéma fini : I, 6.4.5.
Rang séparable d'un K-schéma fini : I, 6.4.8.
Restriction d'un espace annelé à un ouvert : 0, 4. i .2.
Restriction d'un morphisme à un ouvert : 0,4.1.2.
Restriction d'un morphisme de préschémas à un sous-préschéma : I, 4. i . 7.
Restriction d'un préschéma à un ouvert : I, 2. i .8.
Restriction d'une application rationnelle à un ouvert : I, 7. i .2.

Schéma : I, 5.4. i.
Schéma affine : I, 1.7.1.
Schéma local, schéma local en un point d'un préschéma : 1,2.4.1.
K-schéma algébrique : I, 6.4. i.
Schéma fini sur K, K-schéma fini : 1,6.4.5.
S-schéma : I, 5.4. i.
Schéma formel affine : I, 10.1.2.
(5-schéma formel : I, 10.15.1.
Sections d'un faisceau : 0, 3. i . 6.
S-section d'un S-préschéma : 1,2.5.5 et 5.3.11.
S-section rationnelle d'un S-préschéma : I, 7.1.2.
Section unité de (9^ : 0, 4. i . i .
Séries formelles restreintes : 0, 7 .5 . i.
Somme de préschémas : I, 3.6. i.
Sous-<9^-Algèbre engendrée par un sous-Module : 0,4. i .3.
Sous-préschéma : I, 4. i .3.
Sous-préschéma associé à une immersion : I, 4.2. i.
Sous-préschéma fermé : I, 4. i .3.
Sous-préschéma fermé défini par un faisceau d'idéaux : I, 4. i .2.
Sous-préschéma formel fermé : I, 10.14.2.
Spécialisation d'un point : 0 , 2 . 1 . 2 .
Spectre d'un anneau : I, i . i . i .
Spectre formel d'un anneau admissible : I, 10.1.2.
Support d'un module : 0, i . 7. i.
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Support d'un faisceau de groupes : 0, 3. i. 6.
Système fondamental d'Idéaux de définition : I, 10.3.6 et 10.5.1.
Système inductif adique de préschémas : I, 10.12.2.

Topologie 3-adique (i), topologie 3-préadique : 0, 7. i .9 et 7.2.3.
Topologie spectrale : I, 1.1.2.
Trivial (^-Module inversible) : I, 2.4.8.
Type fini (^y-Module de) : 0, 5 .2 . i.

Valeur d'une section en un point : 0, 5.5. i.

(i) Observons que notre terminologie s'écarte quelque peu des définitions usuelles : nous n'employons le
terme « adique » que lorsqu'il s'agit d'anneaux ou modules séparés et complets.
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