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CHAPITRE IV (suite)

ETUDE LOCALE DES SCHEMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS

§ 8. LIMITES PROJECTIVES DE PRESCHEMAS

8. 1. Introduction.

(8.1.1) Dans ce paragraphe, nous allons étudier systématiquement la situation
suivante. Soient I un ensemble préordonné filtrant croissant, (A,, ¢,,) un systéme
inductif d’anneaux ayant I pour ensemble d’indices, A= 1_1_rr>1 A, sa limite inductive.
Pour tout «a€l et tout A,-préschéma X,, considérons les A,-préschémas X, =X, ®, A,
pour A>a, et le A-préschéma X=X,®, A; il est clair que les préschémas X, (pour
A=a) forment un systéme projectif, et on verra (8.2.5) que X est une limite projective de
ce systtme dans la catégorie des préschémas. Nous nous proposons de trouver des
conditions sur X, ou sur les A, permettant de démontrer des propriétés du type suivant :
pour que X possede une propriété P (par exemple, la propriété d’étre propre sur
S =Spec(A), ou irréductible, ou connexe, etc.), il faut et il suffit qu’il existe un
indice pu>a tel que, pour tout A>p, X, ait (par rapport a S,=Spec(A,), le cas
échéant), la méme propriété P. Nous obtiendrons des énoncés analogues pour des
propriétés de Oy-Modules, de A-morphismes de A-préschémas, etc. Nous montrerons
également (8.9.1) que la donnée d’un A-préschéma de présentation finie (1.6.1)
équivaut essentiellement a la donnée d’un A,-préschéma de présentation finie X,
pour un A assez grand, X étant alors isomorphe 4 X,®,, A. On a aussi des énoncés
analogues pour les (x-Modules de présentation finie, leurs homomorphismes, les
A-morphismes de A-préschémas de présentation finie, etc.

(8.1.2) L’utilité de tels résultats apparaitra par exemple dans les questions
suivantes :

a) Soient Y un préschéma, y un point de Y, (U,) le systeme projectif filtrant
décroissant des voisinages ouverts affines de y dans Y; si A, est 'anneau de U,,
les A, forment un systéme inductif filtrant croissant, dont la limite inductive A est
'anneau local ¢, ; d’ailleurs, si on désigne par p, I'idéal premier {, dans I’anneau A,,
le syst¢éme inductif (A;) est cofinal a tout syst¢éme inductif (A,);, ou f parcourt A,—p,
(pour un « fixé), car les D( f) forment un systéme fondamental de voisinages de y dans U,
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6 A. GROTHENDIECK Chap. IV

donc dans Y. Les résultats du présent paragraphe impliqueront que la géométrie
algébrique des O -préschémas de présentation finie (et la théorie des Modules de
présentation finie sur ces préschémas) est essentiellement équivalente a la géométrie
algébrique des préschémas de présentation finie sur des voisinages ouverts « assez
petits » de y. Ainsi, I’énoncé (8.10.5, (xii)) implique que si un morphisme f:X-—>Y
est de présentation finie, alors, pour que X XySpec(0,) soit propre sur Spec(0,), il faut

Y
et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que f~*(U) soit propre

sur U.

Un cas particuliérement important, et dans une certaine mesure classique, est
celui out Y est intégre et ol y est son point générique, de sorte que @, n’est autre que
le corps R(Y)=XK des fonctions rationnelles sur Y. Les résultats du présent paragraphe
reviennent alors a interpréter la géométrie algébrique sur K en termes de la géométrie
algébrique au-dessus d’ouverts non vides « assez petits » de Y, c’est-a-dire, intuitivement,
en termes de « familles » d’objets géométriques indexées par les points d’un tel ouvert.
Ce point de vue a d’ailleurs été couramment utilisé depuis longtemps, non seulement
en Géométrie algébrique sur des corps algébriquement clos, mais aussi dans I’étude
arithmétique des variétés définies sur un corps de nombres K (extension finie de Q ), en
considérant ce dernier comme le corps des fractions de son anneau des entiers A
(« théorie de la réduction modulo p » (p idéal premier de A); cf. (I, 3.7)). Les résultats
des §§ 8 et 9 fournissent donc entre autres des fondements du langage de la « réduction
modulo p » en arithmétique.

On notera que dans I’exemple envisagé ici, les morphismes S,—S, (pour A<u)
sont les immersions ouvertes canoniques U,—U,, et a fortiori sont des morphismes plats
(mais non fid¢lement plats en général), ce qui explique P'intérét des énoncés qui font
appel a une telle restriction.

b) Supposons que les A, soient des cerps, de sorte que A=l_i_r2 A, est aussi un
corps. Ce cas se présente généralement lorsqu’on part de données géométriques au-dessus
d’un corps quelconque K, que I’on considére comme extension d’un corps £ (par exemple
le sous-corps premier de K). I1 y a alors intérét a considérer K comme limite inductive
de ses sous-extensions qui sont de ype fini sur k, ce qui permet dans de nombreuses questions
de se ramener au cas ot K est une extension de type fini de £. Utilisant aussi la méthode
esquissée dans a), on peut alors se¢ ramener généralement au cas d’un anneau de base A
qui est une algébre intégre de type fini sur k.

On notera que dans cet exemple, les morphismes S,—S, sont fidélement plats.

¢) Supposons qu’on s’intéresse aux propriétés, locales sur Y, des préschémas de
présentation finie au-dessus d’un préschéma quelconque Y, que Pon peut dés lors
supposer affine d’anneau A. Il y a alors intérét a considérer A comme limite inductive
de ses sous-anneaux qui sont des Z-algébres de type fini, ce qui permet dc ramener de
nombreuses questions au cas ol Y est le spectre d’une telle algébre. C’est 1a Iexplicitation
du « point de vue kroneckéricn » suivant lequel la Géométrie algébrique se réduit a la
Géométrie algébrique des préschémas de type fini sur Z (que P'on qualifie parfois de
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§8 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 7

« Géométrie algébrique absolue »). Cet exemple nous montre en particulier que dans
la plupart des questions « relatives » sur un préschéma de base Y, on peut se ramener
au cas ou Y est noethérien.

On notera que dans cet exemple, au contraire des précédents, les morphismes
S,—S, n’ont en général aucune propriété particuliére de régularité.

Par la suite, quand nous appliquerons les résultats qui vont suivre a I'une
quelconque des trois situations particulieres qui viennent d’étre décrites, nous nous
dispenserons de reprendre en détail le procédé qui permet de faire ces applications,
nous contentant de renvoyer a ce qui précéde.

(8.1.3) Dans I’exemple a) de (8.1.2), nous avons vu que si Y est un préschéma
intégre de point générique », f:X—Y un morphisme de présentation finie, alors, si
la fibre générique f~!(y) est propre sur k(y), il y a un voisinage ouvert U de y tel que
f~Y(U) soit propre sur U ; il en résulte a fortiori que pour tout seU, f~'(s) est propre
sur k(s). Il arrive qu’on ait besoin d’une réciproque, assurant que si f~!(s) est propre
sur k(s) pour « suffisamment » de points seU, alors f~!(y) est propre sur k().
Par exemple, supposons que X et Y soient des préschémas algébriques sur un corps £
algébriquement clos (on peut prendre pour £ le corps G des nombres complexes, pour
fixer les idées); on a parfois besoin de savoir que si, pour tout se€Y, rationnel sur k,
la fibre f~!(s) est propre sur k(s), alors f~'(y) est propre sur k(), et parsuite f~*(U)
est propre sur U pour un voisinage U de y (*). Or cet énoncé résultera aisément du
suivant : Pensemble E des points seY tels que f~!(s) soit propre sur k(s) est
constructible (et par conséquent identique & Y tout entier s’il contient les points fermés
de Y, grace au théoréme des zéros de Hilbert (10.4.8)); cela équivaut encore a dire
que si f~'(y) nest pas propre sur k(y), alors il existe un voisinage ouvert U de y tel
que f~!(s) ne soit pas propre sur k(s) pour tout seU (cf. (9.6.1, (iv))). Cet exemple
illustre I’'intérét qu’il y a a développer systématiquement des critéres de constructibilité pour
les notions les plus importantes : c’est ce qui sera fait au § o.

8.2. Limites projectives de préschémas.

(8.2.1) Soient S, un espace annelé, L un ensemble préordonné filtrant croissant,
(5, ®,5) un systtme inductif de Og-Algebres (non nécessairement commutatives),
ayant L pour ensemble d’indices. On sait que, considéré comme systéme inductif
de Oy -Modules, (5, ¢,,) admet une limite inductive «7; désignons par ¢, : o/,
I’homomorphisme canonique (de Og-Modules). Soit m, : /,®,—/;, I’homomor-
phisme de @g-Modules qui définit la multiplication dans la 0 -Algebre <7, ; I’hypo-
thése sur les ¢,, entraine que les m, forment un syst¢tme inductif d’homomorphismes,

(1) On notera qu’un tel énoncé est en fin de compte purement géométrique, en ce sens qu’il ne fait appel
qu’a des points rationnels sur £, et non a des points génériques; par exemple, lorsque k= C, cet énoncé a une signi-
fication topologique évidente pour l’analyste, en interprétant « propre » au sens topologique du terme, pour les
espaces sous-jacents aux espaces analytiques formés des points de X et Y rationnels sur C.
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8 A. GROTHENDIECK Chap. IV

et comme le foncteur 1_12 commute au produit tensoriel, m:l_ig m, est un homo-
morphisme Z/®./ .9/ de Og-Modules; par passage a la limite sur les diagrammes
commutatifs exprimant P'associativité de m, et I'existence de la section unité dans .=7,,
on voit que m définit sur .o une structure de Og-Algebre et que ¢, est un homomorphisme
de 0 -Algebres pour tout AeL. En outre o/ est limite inductive du systeme (o7, ;)
dans la catégorie des Og-Algeébres, autrement dit, pour toute (g -Algebre %, Papplication
canonique
(8.2.1.1) Homyg,_y, (o, %) — I(E Homyg, ,, (5, %)
y

qui & tout homomorphisme f: &/ -% de Og-Algébres, fait correspondre la famille ( foq,),
est bijective. En effet, on sait déja qu’elle est injective et identifie Homg _,, (%7, #) a une
partie de ll(r_n Homg, y,4. (975, #); tout revient a voir que si (f;) est un systéeme inductif

)
d’homomorphismes de 0O -Algebres, f, : o/,—%, sa limite inductive f:.&/—%, qui
est par définition un homomorphisme de Og-Modules, est aussi un homomorphisme
de O -Algebres; mais cela résulte du passage a la limite inductive dans le diagramme
commutatif d’homomorphismes de Og-Modules

I ®h
A O, D BOR

LN

¥
oAy T) %
et du fait que le foncteur ll_I)l’l commute aux produits tensoriels.

On notera enfin que si les o/, sont des 0 -Algébres commutatives, il en est de
méme de .

(8.2.2) Supposons maintenant que S, soit un préschéma, et que les o, soient
des Og-Algebres (commutatives) quasi-cohérentes; on sait alors que 7 :l'ir)l o, est
une 0 -Algeébre quasi-cohérente (I, 4.1.1). Désignons par S, (resp. S) le spectre de
la 0g-Algebre o, (resp. /) (I 1.3.1), et soient u,, :S,—S, (pour A<p) et
u, : S—S, les Sy-morphismes correspondant aux homomorphismes ¢,, et ¢, respec-
tivement (II, 1.2.7); il est clair que (S,, u,,) est un systéme projectif dans la catégorie
des Sy-préschémas. On notera que les u,, et u, sont des morphismes affines (IL, 1.6.2),
donc quasi-compacts et séparés.

Proposition (8.2.3). — Avec les notations de (8.2.2), les morphismes u, : S—S, font
de S une limite projective du systeme projectif (S,, uy,) dans la catégorie des préschémas. En outre,
si h:Sy—T est un morphisme, faisant de tout S, -préschéma un T-préschéma, S est aussi
limite projective du systeme (S,, u,,) dans la catégorie des T-préschémas.

Prouvons d’abord la seconde assertion de I’énoncé dans le cas T=S,.
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Tout revient a démontrer que si X est un Sy-préschéma quelconque, I’application
canonique
(8.2.3.1) Homg (X, S) — l(g_n Homg (X, S,)

A
qui a tout Sy-morphisme o :X-—>S fait correspondre la famille (u,0v), est bijective.
Or, si g: XS, est le morphisme structural et si on pose #=g (0), qui est une
Og,-Algebre, Papplication (8.2.3.1) s’identifie canoniquement a (8.2.1.1) (IL, 1.2.7%),
et la conclusion résulte donc de ce qu’on a vu dans (8.2.1).

Les autres assertions de (8.2.3) sont conséquences du lemme général suivant :

Lemme (8.2.4). — Sotent C une catégorie, 'T un objet de C, Cyp la sous-catégorie des
objets de C au-dessus de 'T. Soit (S, , u,,) un systeme projectif dans Cy; alors toute limite projective
de ce systéme dans Cy est aussi limite projective dans C, et réciproquement.

Soit f, : S,—~T le morphisme structural. Supposons que S soit limite projective
de (S,, u,,) dans C, et désignons par u, : S—S, les morphismes canoniques corres-
pondants. Considérons alors un syst¢tme projectif de T-morphismes w, : Y—S,,
ot YeC;. Il existe par hypothése un morphisme unique (dans €) w :Y—>S tel
que w, =u,ow pour tout A. L’hypothése que les u, sont des T-morphismes entraine
que les morphismes fyou, : S—T sont tous les mémes, et ce morphisme f fait donc
de S un T-objet. Si g:Y—T est le morphisme structural de Y, on a alors
Sfow=f,ouyow=f,ow, =g pour tout A, ce qui prouve que w est un T-morphisme.
Inversement, supposons (avec les mémes notations) que S soit limite projective
de (S,, u,,) dans Cy, et considérons maintenant un systéme projectif de morphismes
(de €¢) w, :Y—S,. Les morphismes composés f,ow, : Y—T sont alors tous les
mémes : en effet, pour deux indices quelconques A, p, il y a un indice v tel que
A<y et u<y, doit f=fiou,,=f,ou,,; comme w,=uow, et w,=u,ow, on a
Srow, =froupow,=flow, et on voit de méme que f,ow,=fow, Si g:Y->T est
P'unique morphisme ainsi défini, g fait de Y un T-objet, et les w, sont alors des
T-morphismes ; ils ont par suite une limite projective w : Y-S qui est un T-morphisme,
et a fortior: un morphisme de C; d’ailleurs la premiere partie du raisonnement montre
que toute limite projective w’ (dans €) du systéme projectif (w,) est nécessairement
aussi un T-morphisme, donc égale a w, ce qui acheve de prouver le lemme.

Proposition (8.2.5). — Sous les conditions de (8.2.2), soient o un élément de L, X, un
S-préschéma. Pour tout h>a, posons X, =X, X5 Sy, et pour a<ASy, posons vy, =Ix Xiy,,
de sorte que (X, v,,) est un systeme projectif de X -préschémas, dont Uensemble d’indices est
Sormé des \>o dans L. Posons de méme X=X,Xg S et v,=1x Xu,. Alors les X -morphismes
v+ X=X, font de X une limite projective du systeme projectif (X,, v,,) dans la catégorie
des X -préschémas, ou dans la catégorie de tous les préschémas.

Cela résultera encore du lemme général suivant :

Lemme (8.2.6). — Soient € une catégorie dans laquelle les produits fibrés existent,
q: T'>T un morphisme de C, Cyp (resp. Cp) la catégorie des objets de C au-dessus
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10 A. GROTHENDIECK Chap. IV

de T (resp. T'). Soit (S,, uy,) un systéme projectif (non nécessarrement filtrant) dans Cq, et
posons 83 =S, XoT', w3, =w,, X 10, de sorte que (S}, u;,) est un systéme projectif dans Cr.
Alors, si (S, u,) est une lLimite projective de (S,, u,,) dans Cq, (SXyoT',u, X 1q) est une
limite projective de (S, uy,) dans Cp.

On a par hypothése, pour tout A, un diagramme commutatif

Iu'A Ihi‘ ’
S — S, — T

Loml e

S — §, — T
Uy A

ot 'on a posé¢ S'=S Xy T, u;3 =u, X 1q, by =hy3 X 1. Soient Y un T’-objet, g’ : Y—>T’
le morphisme correspondant, et considérons un systéme projectif de T’-morphismes
w; : Y—>S,. Alors Y est un T-objet pour le morphisme g=gog’, etles w,=p,ow) sont
des T-morphismes puisque k,ow, = h,op,ow; = gohyow; =gog’ par hypothése. En outre,
on vérifie aussitot que (w,) est un systeme projectif. Il existe donc par hypothése un
T-morphisme ® :Y—S et un seul tel que u,ow=w, pour tout A. Par définition du
produit fibré, il y a un unique T’-morphisme w»’:Y—>S’ tel que pow'=w. On a
alors u,opow’=u,ow =uw, = p,ow,, ce qui s’écrit aussi p,ou,ow’=p,ow, ; d’autre part,
en écrivant que ' est un T’-morphisme, il vient Ajoujow’=g'=h;ow;. La définition
de S; comme produit fibré S, x;T’ donne donc ujow’=wj,, etil estimmédiat que w’
est 'unique T’-morphisme vérifiant ces relations, d’ou le lemme.

Remarque (8.2.7). — Etant donné un espace annelé quelconque S, les limites
inductives par rapport a un ensemble préordonné quelconque L (non nécessairement
filtrant) existent dans la catégorie des Og-Algébres commutatives, puisque la limite
inductive filtrante existe d’aprés (8.2.1) et d’autre part, pour deux homomorphismes
de Og-Algebres o >, o —€, le produit tensoriel #® ,% estla « somme amalgamée »
correspondante dans cette catégorie.

Lorsque S est un préschéma, on sait que le produit tensoriel #® _,% est une
0g-Algebre quasi cohérente lorsqu’il en est ainsi de &/, Z et € (I, 1.3.13); on en conclut
que, dans la catégorie des Og-Algebres quasi-cohérentes, les limites inductives pour un
ensemble préordonné quelconque d’indices existent toujours. Cela permet de généraliser
la définition d’une limite projective de préschémas et les prop. (8.2.3) et (8.2.5) au
cas ou Pensemble préordonné L n’est pas nécessairement filtrant.

(8.2.8) Les notations étant celles de (8.2.2), posons u,, =({,,,0,,) et
uy=(Pn, 0,); (S, ¥p,) est donc un systéme projectif d’espaces topologiques et (J,) un
systéme projectif d’applications continues S—S, des espaces sous-jacents respectivement
aux préschémas S et S,.

Proposition (8.2.9). — Avec les notations de (8.2.8), la limite projective du systéme
projectif (§,) d’applications continues est un homéomorphisme de Uespace sous-jacent @ S sur la
limite projective du systéme projectif (S,, Uy,) d’espaces topologiques.

10



§8 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS I

Soit T I'espace topologique limite du systéme (S,, ¢,,) et posons ¢ =1<12 ¢ : S—>T.
On peut se borner au cas ot S,=3S, pour un «ackl, et A>a.

(i) Montrons en premier lieu que la topologie de S est image réciproque par ¢
de la topologie de T; autrement dit, si =, : T—S, est ’application canonique, il faut
montrer que tout ouvert de S est réunion d’ouverts de la forme ¢~*(=7*(U,)), ou U,
est ouvert dans S,. Or tout ouvert de S est par définition réunion d’ouverts obtenus de
la fagon suivante : on considére un ouvert affine U, de S;, d’anneau A,, de sorte que
$71(U,) estouvert affine de S d’anneau A=T'(U,, &), puis on prend un élément feA
et on considére dans Spec (A), identifié 2 ¢ *(U,), 'ouvert D(f). Ce sont ces ouverts D(f)
qui forment une base de la topologie de S (II, 1.3.1). Or, si on pose A; =T'(U,, &,),
on a A=li_n>1 A, (I, 1.3.9), donc il existe un indice A tel que f soit I'image canonique
d’un ¢lément fieA,; on a alors D(f)=¢7'(D(f,)) I, 1.2.2), et comme ¢, =m;,04,
notre assertion est démontrée.

(ii) Prouvons maintenant que ¢ est bijective, ce qui acheévera la démonstration.
Comme S est un espace de Kolmogoroff, il résulte déja de (i) que ¢ est injective, et il
reste donc & montrer que ¢ est surjective. On peut évidemment remplacer pour cela T
par un ouvert = *(U,), ot U, est ouvert affine dans S,=3S,, donc on peut se limiter au
cas ou les S, et S sont affines, autrement dit &7, est le faisceau associé a une Aj-algébre A,
et &/ le faisceau d’algébres associé a A=1i~1>n A, ; nous noterons encore @,; : Ay—>A,
et o, : A;—>A les homomorphismes canoniques. Par définition, un élément de T est
une famille (p,),er, OU P, est un idéal premier de A, et ot 'on a p, =¢,;!(p,) pour
A<p. On sait alors ((5.13.3) et (5.13.1)) qu’il y a un idéal premier p de A tel que
Pr=@; *(p) pour tout AeL, ce qui achéve la démonstration.

En particulier, on a ainsi démontré le

Corollaire (8.2.10). — Soit (A,)xcr, un systeme inductif filtrant d’anneaux, et soient
A=li_r>n A,, ¢, : Ay—>A les homomorphismes canoniques. L’application canonique p-> (o3 *(p))
est un homéomorphisme de Spec(A) sur Pespace topologique L‘E Spec(A,).

Corollaire (8.2.xx). — Avec les notations de (8.2.8), pour tout ouvert quasi-compact U
de S, il existe un indice \ et un ouvert quasi-compact U, de S, tel que U ={;*(U,).

Cela résulte de ce que, par définition de la topologie limite projective, les ¢;*(U,)
(U, ouvert quasi-compact de S,) forment une base de la topologie de S, et de ce que
Pensemble d’indices L est filtrant.

Corollaire (8.2.12). — Avec les notations de (8.2.8), la limite inductive du systéme
inductif d’homomorphismes 0% : q;;(@sl)»@s de faisceaux d’anneaux sur S est un isomorphisme

(8.2.12.1) li_r)n\p;(wsA):;@s.
A

On peut évidemment supposer les S, affines; avec les notations de la démonstration
de (8.2.9), tout revient a voir que la limite inductive du syst¢éme d’applications cano-
niques (A,),, A, est un isomorphisme, ce qui n’est autre que (5.13.3, (ii)).

11



12 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Proposition (8.2.13). — Supposons que les morphismes u,, : S,—S, soient des immersions
ouvertes, de sorte que S, sidentifie @ un sous-préschéma induit sur un ouvert de S, pour A<p.
Alors, pour tout ocL, Plespace sous-jacent au préschéma S s’identifie au sous-espace de S, inter-
section des Sy pour W, et le faisceau structural Og au faisceau induit (G, 11, 1.5) par Oy sur
cette intersection ; plus généralement, pour tout Og -Module F ,, w (F,) Sidentifie au Os-Module
induit par F . sur S.

La premiére assertion résulte de (8.2.9), vu la définition d’une limite projective
d’espaces topologiques; en outre tous les qf;((psk) sont égaux au faisceau induit par O
sur S par définition (0;, 3.7.1) et, avec les notations de la démonstration de (8.2.9),
les homomorphismes (A;‘)‘I,)\—>(Au)pu sont bijectifs pour un systéme (p,) d’idéaux
premiers correspondant a2 un méme point de S ; I’assertion relative & Oy se déduit donc
de (8.2.12). La derniére assertion résulte alors de la définition de u (#,) (0, 4.3.1).

Remarque (8.2.14). — Les résultats de (8.2.9) et (8.2.12) montrent que S est
limite projective du systéme projectif (S,, »,,) dans la catégorie de fous les espaces
annelés (ou de tous les espaces annelés en anneaux locaux). En effet, soit Y un espace
annelé, et considérons un systéme projectif de morphismes d’espaces annelés w, : Y—S,.
Si 'on pose w, =(p,, ®,), les p, forment un systéme projectif d’applications continues
et, en vertu de (8.2.9), leur limite projective p s’identifie 4 une application continue Y-S
telle que p,={,0p . D’autre part, les of :p‘(@sl)—>@Y forment un systéme inductif
d’homomorphismes de faisceaux d’anneaux; comme on peut écrire p;(0g ) =p (43(0%,))
et que le foncteur p” est exact, la limite inductive des p; (0, ) est p"(0x) en vertu de (8.2.12),
et il y a donc un homomorphisme unique o : p*(0g) >0y tel que of = w¥op'(6%), ce
qui démontre notre assertion.

8.3. Parties constructibles dans une limite projective de préschémas.

(8.3.1) Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons remplies les conditions
de (8.2.2), dont nous conservons les notations.

Théoréeme (8.3.2). — Pour tout )\, soient E,, ¥, deux parties de S, . Posons
(8.3.2.1) E=Nu'(Ey), F=Uu\(F,).

On suppose vérifiées les conditions suivantes :
(i) Pour tout A, E, est pro-constructible et ¥, est ind-constructible (1.9.4).
(ii) Pour A<Sp, on a
E, Cuz/(Ey), F,2u'(Fy).
(i) Il existe acL tel que S, soit quasi-compact (ce qui entraine que S, est quasi-
compact pour A>a).

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) ECF.

12
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b) Il existe r>o tel que uy'(E,)Cuy*(F,) (et alors on a u;'(E,)Cu;*(F,)
pour p=2).

c) Il existe 2>o tel que E,CF, (et alors on a E,CF, pour u>Aa).

Les remarques entre parenthéses dans &) et ¢) résultent de (ii). Posons

G,=E,n(S,—F,), G=En(S—F).

Alors G, est une partie pro-constructible de S, (1.9.5, (1)), et en vertu de (8.9.2.1)
et de (i1), on a
G,Cu;,'(G,)  pour A<y

=N '(Gy).

On est donc ramené a prouver le cas particulier de (8.3.2) correspondant & F, =0
pour tout A :

Corollaire (8.3.3). — Pour tout ), soit E, une partie pro-constructible de S, telle que,
pour A<y, on ait E,Cuy’(E,). Supposons qu’il existe ocL tel que S, soit quasi-compact.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) E=Qu{‘(Ex)=®.

b) Il existe un N tel que uy'(E,)=@ (et alors u;'(E,)=@ pour p>2x).

c) Il existe \ tel que E,=0 (et alors E,=0 pour p>2).

Il est clair que ¢) implique a). Prouvons que a) entraine b) : puisque S, est
quasi-compact, il en est de méme de S (8.2.2); E, étant pro-constructible, il en est
de méme de u;*(E,) (1.9.5, (vi)); alors la famille filtrante décroissante d’ensembles
pro-constructibles #; '(E,) a une intersection vide, donc (1.9.9) 'un d’eux est vide.

Enfin, montrons que &) entraine ¢). Comme S, est quasi-compact et L filtrant,
on peut remplacer S, par un ouvert affine, donc supposer (8.2.2) que S et les S,
pour A>a sont affines; on a alors (1.9.2.1), pour A>a,

ul(s) zugku}\u(su.)
d’ou E,nu,(S)= uDA (Exnuy,(S,)).

Or, comme u, et les u,, sont quasi-compacts, u,(S) et u,,(S,) sont pro-
constructibles dans S, (1.9.5, (vii)), donc les ensembles E,nu,,(S,) pour u>2
forment une famille filtrante décroissante de parties pro-constructibles de S,. Comme S,
est quasi-compact, I’hypothése 4) entraine que lintersection de cette famille est vide,
donc (1.9.9) un des ensembles E,nu,,(S,) est vide, donc E,Cu;!(E;,) est vide.
C.Q.F.D.

Corollaire (8.3.4). — Pour tout )\, soit ¥, une partie ind-constructible de S, telle que
pour A<p on ait uy (F,)CF,. Supposons qu’il existe acL tel que S, soit quasi-compact.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Lensemble F=L}‘Ju; Y(F,) est égal a S.

b) 1l existe un N tel que uy'(F,)=S (et alors u;'(F,)=S pour u>2x).

13
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c) Il existe un ) tel que F, =S, (et alors F,=S, pour p>2).

Cela se déduit aussitot de (8.3.3) par passage aux complémentaires.

Corollaire (8.3.5). — Pour tout A, soient E,, ¥, deux parties constructibles de S, telles
que, pour p>=X, on ait E,Cuz(E,) et F,Duy, (F,). Supposons qu’il existe un indice o tel
que S, soit quasi-compact. Alors, pour que ECF (resp. E=TF), il faut et il suffit qu’il existe A
tel que E,CF, (resp. Ey\=F,), auquel cas on a aussi E,CF, (resp. E,=F,) pour pu>x.

C’est un cas particulier de (8.3.2).

En particulier :

Corollaire (8.3.6). — Supposons qu’il existe un o tel que S, soit quasi-compact. Pour
que S=0, il faut et il suffit qu’il existe un A tel que S,=@O.

Corollaire (8.3.7). — On a, pour tout A,

(8.3.7.1) u,(8)= 0 1, (S,).

Il est clair que le premier membre de (8.3.7.1) est contenu dans le second. Soit s
un point de S, et posons X, =Spec(k(s)); considérons le systéme projectif (X, 7,,)
ou X,=X,Xg8S, et y,,=1Xu, pour ASp<v; sa limite projective est X=X, xg S
et uv,=1Xu, est 'application canonique X->X, (8.2.5). Si seuglum(su), cela
entraine que X,+@ pour tout p>A (I, 3.4.8); il résulte alors de (8.3.6) que X+0,
donc seu,(S) par (I, 3.4.8).

Proposition (8.3.8). — (i) Pour que le morphisme u, : S—S, soit dominant (resp.
surjectif ), il faut et il suffit que pour p=n le morphisme u,, : S,—S, soit dominant (resp.
surjectif ).

(ii) S, pour un indice N, les morphismes wu,, : S,—S, sont plats (vresp. fidélement plats)
pour tout p>=N\, alors le morphisme u, : S—S, est plat (resp. fidélement plat).

(iil) Supposons que les morphismes u, : S—S, soient surjectifs pour wp>N. Pour que u,
soit un morphisme ouvert (resp. universellement ouvert), il faut et il suffit que, pour tout p>X,
u,, soit un morphisme ouvert (resp. universellement ouvert).

(i) Comme u,(S)Cu,,(S,) pour u>}, la nécessité des conditions est triviale, et
il résulte aussitét de (8.3.7.1) que si les u,, sont surjectifs, il en est de méme de u,.
Supposons maintenant les #,, dominants pour p>2, et considérons dans S, un ouvert
quasi-compact non vide U,; alors les U,=u;(U,) pour p>\ forment un systéme
projectif dont la limite projective est U=u;*(U,) (8.2.5). Par hypothése les U, sont
tous non vides, donc il en est de méme de U par (8.3.6), ce qui prouve que u, est
dominant.

(ii) En vertu de (i), il suffit de considérer le cas ou les u,, sont plats; on peut alors
se borner au cas o S, est affine, donc aussi les S, pour p>A et S, et assertion résulte
alors de (2.1.2) et (0}, 6.2.3).

(iii) En vertu de (8.2.5) et de (I, 3.5.2), il suffit de traiter le cas des morphismes
ouverts. Comme u, =u,,ou, et que %, est surjectif, on sait que si u, est ouvert il en est
de méme de u,, pour u>x (Bourbaki, Top. gén., chap. 1T, 3¢ éd., § 5, n° 1, prop. 1).

14



§8 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 15

Inversement, pour montrer que u, est ouvert lorsque tous les u,, le sont pour u>a,
il suffit de voir que pour tout ouvert quasi-compact V de S, #,(V) est ouvert dans S,;
mais il existe alors p>X tel que V=u7'(V,), ou V, est ouvert dans S, (8.2.11);
comme #, est surjectif, on a V,=u,(V) et u,(V)=u,(4,(V)) est donc ouvert par
hypothése.

On notera qu’il peut se faire que tous les #,, soient ouverts sans qu’il en soit ainsi
de u, si les u, ne sont pas surjectifs. On en a un exemple en considérant un anneau
intégre A qui n’est pas un corps, et son corps des fractions K, qui est limite inductive
des A, ot f parcourt A—{o}; si I'on pose S;=Spec(A), S;=Spec(A)), on a
S=l<ir_n S;=Spec(K), et le morphisme S-S, n’est pas ouvert, bien que les mor-
phismes S,—S, le soient.

(8.3.9) Pour tout préschéma X, nous noterons comme d’ordinaire PB(X)
I’ensemble des parties de I’ensemble sous-jacent a X, par €(X) (resp. O¢(X), Fc(X),
2F (X)) lensemble des parties constructibles (resp. constructibles et ouvertes,
resp. constructibles et fermées, resp. constructibles et localement fermées) de X.
Il est clair que (PB(S,), u5,') est un systéme inductif d’ensembles et que les applications
uy ' PB(S,) - P(S) forment un systéme inductif d’applications, d’oll, en passant a la
limite inductive, une application canonique

(8.3.9.1) g < 1im B (S,) - B(S).

En outre, il résulte de (1.8.2) que u3! applique €(S,) (resp. O¢(S,), Fc(S,),
LEFc(S,)) dans €(S,) (resp. Oc(S,), Fc(S,), LFc(S,)) et que u;' applique €(S,) (resp.
0¢(S,), Fe(S,), LFc(S,)) dans €(S) (resp. Oc(S), Fe(S), LFc¢(S)). On a donc par

restriction de (8.3.9.1), des applications canoniques

(8.3.9.2) lim €(S,) - €(S)
(8.3.9.3) lim D¢(S,) - DOe(S)
(8.3.9.4) : im&c(S,) —F(S)
(8.3.9.5) lim 2Fc(S,) - LFc(S).

(8.3.10) Soit g, : X,—~S, un morphisme; avec les notations de (8.2.5) on a
comme ci-dessus une application canonique ovg : h_n)l P(X,) = P(X); d’autre part, on a
des morphismes de projection g, : X, —S, pour tout A>« et un morphisme de
projection g :X-—S. Il est clair que les gy!: P(S,) > P(X,) forment un systéme
inductif d’applications, et que les diagrammes

u;“

B(S,) — BS)

15



16 A. GROTHENDIECK Chap. IV

sont commutatifs; on en déduit donc par passage a la limite inductive un diagramme
commutatif

lim B(S,) —> B(S)

(8.3.10.1) ling g5* g

v
lim $(X) 55 PX)

et il résulte de (1.8.2) que 'on a des diagrammes analogues en remplacant 8 par €,
D¢, Fe ou LFc.

Il résulte de (8.3.5) que sous I’hypothése que pour un aeL, S, est quasi-compact,
Papplication canonique (8.3.9.2) est injective. En outre :

Théoréme (8.3.11). — Supposons qu’il existe un acLi tel que S, soit quasi-compact et
quasi-séparé. Alors les applications canoniques (8.3.9.2), (8.3.9.3), (8.3.9.4) et (8.3.9.5)
sont bijectives.

En vertu de la remarque précédente, il reste & prouver que ces applications sont
surjectives; comme toute partie constructible de S est réunion finie d’ensembles de la

forme UnCV, ou U et V sont ouverts et constructibles, il suffira de prouver
que (8.3.9.3) est surjective pour qu’il en soit de méme de (8.3.9.2) (et aussi
de (8.3.9.4), par passage aux complémentaires). Or, comme les morphismes S, —S,
et S—S, sont affines, donc séparés, les S, pour A>« et S sont quasi-compacts et quasi-
séparés (1.2.2), et Pon sait que les parties ouvertes constructibles dans un tel préschéma
ne sont autres que les parties ouvertes quasi-compactes (1.8.1). La conclusion résulte
donc de (8.2.11) sauf pour l'application (8.5.9.5). Pour prouver que cette derniére
est surjective, considérons une partie Z localement fermée et constructible dans S;
Z est donc quasi-compacte (O, 9.1.4). Comme tout point xe€Z admet par hypothese
un voisinage ouvert quasi-compact V, dans S tel que Zn'V, soit fermé dans V, on peut
couvrir Z par un nombre fini des V,; autrement dit, il y a un ouvert quasi-compact U
contenant Z et tel que Z soit fermé dans U; comme Z est constructible dans S, il Pest
aussi dans U (0, 9.1.8). On sait (8.2.11) qu’il y a un indice A et un ouvert quasi-
compact U, dans S, tels que U=u;*(U,). Appliquant & U (qui est limite projective
des U, =uz,}(U,) pour p>1) le fait que 'application (8.3.9.4) est surjective, on voit
qu’il existe un p>X et un ensemble fermé constructible Z, dans U, tels que Z =u;(Z,).
Mais comme I'immersion canonique U,—S, est quasi-compacte par hypothese (1.2.7),
elle est de présentation finie (1.6.2, (i)), et Z, est aussi une partie constructible de S,
en vertu de (1.8.4) et (1.8.1); comme Z, est évidemment localement fermée dans S,
cela achéve la démonstration.

Corollaire (8.3.12). — Supposons qu’il existe un o tel que S, soit quasi-compact, et soit,
pour tout N, Z, une partie constructible de S, telle que Z,, =uz, (Z,) pour p2A. Si Z=uz'(Z,),
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alors, pour que Z soit ouverte (resp. fermée, resp. localement fermée) dans S, il faut et il suffit
qu’il existe Az tel que Z, le soit dans S,.

Couvrons S, par un nombre fini d’ouverts affines U%; alors les U=y *(UW)
forment un recouvrement ouvert affine de S, et pour que Z soit ouvert (resp. fermé,
resp. localement fermé) dans S, il faut et il suffit que chacun des Z n U® le soit dans U®,
Comme L est filtrant et que chacun des Z n U% est constructible dans U® (0, 9.1.8),
on peut se borner a démontrer le corollaire lorsque S, est affine, donc quasi-compact
et quasi-séparé; mais alors il résulte de (8.5.11).

Proposition (8.3.13). — Supposons que les morphismes u,, : S,—S, soient plats
pour A<y, et qu'il existe o tel que S, soit quasi-compact. Pour tout \, soient 7, Z;' deux parties
pro-constructibles de S, , telles que Z, =u,}(Zy) et Z,) =uy, (Zy') pour w>=X\; on suppose en
outre que Z—; est constructible dans S,. Soient Z'=u;s'(Z5), Z"=uy*(Z}); pour que 7'cz,
il faut et il suffit quil existe Z>o tel que 7} CZ).

En effet, on sait que #, : S—S, est aussi un morphisme plat pour tout A (8.3.8);
comme Z; est pro-constructible, ’adhérence de Z; pour p>A (resp. de Z’) dans S,
(resp. S) est égale & uM(Z}) (resp. u*(Z})) (2.3.10). Comme les u{ul(—Z_'A) et uyY(Z3)
sont constructibles (1.8.2), la conclusion résulte de (8.3.2).

8.4. Critéres d’irréductibilité et de connexion pour les limites projectives
de préschémas.

Proposition (8.4.x). — Supposons qu’il existe un indice o tel que S, soit quasi-compact.

(1) St S n’est pas irréductible et si de plus espace sous-jacent a S est noethérien et S, quasi-
séparé, il existe N>a tel que, pour p>=N, S, ne soit pas irréductible.

(ii) St S n’est pas connexe, il existe N>o tel que, pour p>x, S, ne soit pas connexe.

Supposons que S soit réunion de deux ensembles fermés S’, S distincts de S
(resp. fermés disjoints et non vides). Dans le cas (i), S’ et S’ sont constructibles puisque
Pespace S est noethérien. En vertu de (8.3.11), il existe donc un A>« et deux ensembles
fermés constructibles S5, S’ de S, tels que S'=u3 (S;), S”"=u;*(S}); comme S=8"uS",
il résulte aussi de (8.3.11) que on peut supposer que S,=S;US;’; comme S; et S}’
sont distincts de S,, cela prouve que S, n’est pas irréductible.

Dans le cas (ii), S’ et S’ sont ouverts quasi-compacts, donc, en vertu de (8.2.11),
il existe un A>a et deux ensembles ouverts quasi-compacts S;, S;° de S, tels que
S'=uy(S3), S”"=u;*(Sy). D’ailleurs, comme S’ et S’ sont ouverts et fermés dans S, ils
sont & la fois pro-constructibles et ind-constructibles (1.9.6), donc constructibles (1.9.11),
et il résulte donc de (8.3.5) que I'on peut supposer A pris tel que S,=S5,uUS)" et
S; NSy =@, ce qui montre que S, n’est pas connexe.

Proposition (8.4.2). — Supposons que Uespace sous-jacent d S soit noethérien et que I'une
des deux conditions suivantes soit vérifiée :

a) Pour A<y, uy, :S,—S, est dominant, et il existe o tel que S, soit quasi-compact.

17
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b) 1l existe o tel que Uespace sous-jacent @ S, soit noethérien, et pour w>=N, u,, est un
homéomorphisme de S, sur un sous-espace de S, .
Sous ces conditions, il existe un N tel que, pour tout u>A :

(1) Pour toute composante irréductible Y; de S (1<i<m), u:@ est une composante trréduc-

tible de S,, et Papplication Y,~>u,(Y;) est une bijection de Iensemble des composantes irréductibles
de S sur Pensemble des composantes irréductibles de S,.

(ii) Pour toute composante connexe C; de S (1<j<n), uu(—C]) est une composante connexe
de S,, et Vapplication Cp~>u,(C;) est une bijection de I’ensemble des composantes connexes de S
sur Densemble des composantes connexes de S, .

Nous établirons d’abord le

Lemme (8.4.2.1). — Sous la condition a) ou b) de (8.4.2), il existe A tel que, pour p>A,
u, : S—S, soit dominant.

Dans le cas a), cela a déja été prouvé sans supposer ’espace S noethérien (8.3.8,

(i)). Dans le cas b), posons Z,=u,(S); en tant que partie fermée de I’espace noethé-
rien S,, Z, est constructible, et comme u;*(Z,)=S, il résulte de (8.3.5) qu’il existe A>a
tel que, pour p>}, on ait Z,=u;,'(Z,)=S,. Mais comme «,, est un homéomorphisme
de S, sur un sous-espace de S,, et comme I’application composée S—Z,—>Z, est
dominante, il en est de méme de S—Z,=S,.

Ce lemme étant démontré, on peut supposer que pour tout A, u, est un morphisme
dominant.

(i) Chacun des S, est réunion des um, qui sont irréductibles. D’autre part,
si U; est 'ouvert de S complémentaire de la réunion des Y; d’indice j+i(1<i<m),
les U; sont deux a deux disjoints et Y,-=Ui (0f, 2.1.6). Comme l’espace sous-jacent
a S est noethérien, les U; sont quasi-compacts, donc il existe un indice A et des
ouverts U, de S, tels que U;=u;'(U,) pour 1<i<m (8.2.11). On en conclut que
si on pose Uy, =u3'(U,;) pour A<yp, les U, sont deux a deux disjoints, car
les U;=u;'(U,,) le sont et u, est dominant. Par suite, aucune des adhérences _ﬁ;
n’est contenue dans une autre et u,(U;) est dense dans U, puisque u, est dominant;

on a donc ﬁzzm), ce qui prouve que les ﬁ; sont les composantes irréductibles
de S, (0, 2.1.7) et achéve la démonstration.

(ii) Comme I’espace S est noethérien, les C; sont ouverts et fermés dans S et quasi-
compacts ; le méme raisonnement que dans (i) montre donc qu’il existe un A et des
ouverts V, de S, tels que C,=u;'(V;,) pour 1<j<n. On voit aussi, comme dans (i),
que si 'on pose V,,=u;,!(V;;) pour u>1, les V;, sont deux a deux disjoints, et #,(C;)
est dense dans V,,; cela entraine que V;, est connexe. En outre, il résulte de (8.3.4)
que pour p assez grand, la réunion des V,, est S,, puisque tout ouvert dans un
préschéma est ind-constructible (1.9.6). Les V,, sont donc les composantes connexes
de S,, ce qui achéve la démonstration.

On notera que si les morphismes u,, sont des immersions, ils vérifieront en particulier

la condition 4) de (8.4.2).
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Corollaire (8.4.3). — Supposons vérifiée une des conditions a), b) de (8.4.2), lespace
sous-jacent & S étant noethérien ; alors, pour que S sout irréductible, il faut et il suffit qu’il existe
tel que S, le soit pour tout u>M.

Proposition (8.4.4). — Supposons qu’il existe un o tel que S, soit quasi-compact et que,
pour W<, uy, 1 S,—S, soit dominant. Alors, pour que S soit connexe, i faut et il suffit qu’il
existe N tel que S, le soit pour tout w>M.

La condition est suffisante en vertu de (8.4.1); d’autre part, on a vu (8.3.8, (i))
que u, : S—S, est dominant pour A assez grand, donc, si S est connexe, il en est de
méme de S,, puisque #,(S) est dense dans S, et connexe.

Corollaire (8.4.5). — Soient k un corps, X un k-préschéma quasi-compact. Pour que X
sout géométriquement connexe (4.5.2), il faut et il suffit que, pour toute extension finie et séparable K
de k, X®,K so0it connexe.

La condition est trivialement nécessaire. Pour voir qu’elle est suffisante, nous
devons prouver que si Q est une cloture algébrique de £, X®,Q est connexe (4.5.1).
Or, Q est limite inductive filtrante des sous-extensions finies £’ de £, et pour £ C£'CEk” CQ,
le morphisme X® k"' —-X®, k" est surjectif. On est donc ramené, en vertu de (8.4.4),
a prouver que X®, k' est connexe pour toute extension finie £’ de £. Mais si K est la
plus grande extension séparable contenue dans £’, le morphisme X® 4 —-X®,K est
fini, surjectif et radiciel, donc (2.4.5) un homéomorphisme, et comme X® K est
connexe par hypothese, il en est de méme de X®.k'.

Remarques (8.4.6). — (i) La démonstration de (8.4.2) montre que la conclusion
de cette proposition est valable si ’on suppose que I’espace sous-jacent a S est noethérien,
qu’il existe a tel que S, soit quasi-compact, et enfin que les u, : S—S, sont dominants.

(i1) Par contre, la conclusion de (8.4.2) peut étre en défaut lorsque les #, ne sont
pas dominants pour A assez grand, méme lorsque les S, et S sont noethériens, ainsi que
le montre I’exemple suivant. Prenons pour ensemble d’indices N, tous les S, étant
égaux a Spec(A X K)=Spec(A)uSpec(K), ou K est un corps, A une K-algébre
quelconque, et tous les morphismes u, ,,, €tant égaux au méme morphisme correspon-
dant a ’homomorphisme (x, »)~>(j(»),») de AXK dans lui-méme, oit j:K-—>A est
I’homomorphisme canonique. On vérifie aisément que la limite inductive de ce systéme
d’anneaux est K, ’homomorphisme canonique #, correspondant a la seconde projection

AXxK—>K. On voit donc que S=Spec(K) est irréductible bien qu’aucun des S, ne soit
connexe.

8.5. Modules de présentation finie sur une limite projective de préschémas.

(8.5.1) Nous conservons toujours les notations de (8.2.2); nous nous bornerons
en outre au cas ot S, est 'un des S,, auquel on peut toujours se ramener.

Lorsque, dans cette section, nous considérerons une famille (%,), ot, pour tout AeL, F, est
un Og -Module, 1l sera sous-entendu que cette famille vérifie la condition

(8.5.1.1) F,=u,,(F,) pour A<yp.
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Nous poserons alors
(8.5.1.2) F=u,(F,)

qui est un Og-Module ne dépendant pas de I'indice AeL, en vertu de I’hypothése
(8.5.1.1).

Soient maintenant (£,), (¥¢,) deux telles familles de 0s,-Modules.

Il est clair que les applications fy~>u,,(f;) de Homg, (%5, ¢,) dans Homsu(ﬂ' w Zu)
définissent alors un systéme inductif de groupes abéliens (Homg, (F5,, %)), uy,), et que les
applications f;~>u; (f;) forment un systéme inductif ’homomorphismes de groupes abéliens

u, : Homg, (5, 9,) - Homy(F, 9);

d’ot, en passant a la limite inductive, un homomorphisme canonique de groupes

abéliens

(8.5.1.3) Uz, g :li_r)nHomsl(f;\, Z,) -~ Homy(F, 9).

Notons que lorsque #,=0g , la condition (8.5.1.1) est vérifiée, et que 'on a
&% =04; I’homomorphisme (8.5.1.3) donne donc (0;, 5.1.1) un homomorphisme
canonique de groupes abéliens

(8.5.1.4) Ug h_r)n I'(S;,, %) = I'(S, 9).

Théoréme (8.5.2). — (i) Supposons S, quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé)
et que, pour un AeL, F, soit quasi-cohérent et de type fini (vesp. de présentation finie) et G,
quasi-cohérent. Alors I'homomorphisme ug g est injectif (resp. bjectif).

(i) Supposons S, quasi-compact et quasi-séparé. Pour tout Og-Module quasi-cohérent F de
présentation finie, il existe un heL. et un Og,-Module quasi-cohérent F, de présentation fime tels
que F soit isomorphe & u\(F,).

(i) On peut évidemment se borner au cas ot Sy=S, puisque les morphismes
Uy : S, —>S, sont affines, donc quasi-compacts et séparés. Considérons d’abord le cas
od S,=Spec(A,) est affine. Alors I'assertion (i) équivaut au

Lemme (8.5.2.x1). — Sotent Ay un anneau, (A,), gy un systéme inductif de Ay-algébres,
A:@Q A,; soient My, Ny deux Ag-modules, et posons M, =M®, A,, N, =N,®, A,,
M=M0®AOA:1i—r>n M,, N=Ny® AuA:li_r)n N,. St M, est de type fint (resp. de présentation
finte), I’homomorphisme canonique

(8.5.2.2) linHomA)\(M,\,Nl) — Hom, (M, N)

est injectif (resp. bijectif).
On sait en effet (Bourbaki, A4lg., chap. II, 3¢ éd., § 5, n° 1) que l'on a des
isomorphismes canoniques fonctoriels

Hom,, (M, N;) = Hom, (M,, N,), Hom, (M, N) 5 Hom, (M,, N)
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si bien que 'homomorphisme (8.5.2.2) n’est autre, a des isomorphismes canoniques
prés, que ’homomorphisme canonique

(8.5.2.3) !LnHomAn(Mo, N,) —>HomAn(Mo,h_rI)1NA),

qui, a tout systéme inductif d’homomorphismes de Ag-modules 6, : My—N,, fait
correspondre sa limite inductive.

" Or, si M, est de type fini (resp. de présentation finie), on a une suite exacte
A} —>My—o (resp. Aj—A7—>M,—0); comme il est clair que (8.5.2.3) est bijectif
lorsque M, est de la forme Af, il suffit d’utiliser ’exactitude & gauche du foncteur
M,~>Hom, (M,, P) et lexactitude du foncteur l_lg (dans la catégorie des groupes
abéliens) pour conclure.

Passons au cas ot S, est quasi-compact, et soit (U,) un recouvrement fini de S,
par des ouverts affines; pour tout A, les U, =u5;(U,;) forment un recouvrement ouvert
affine de S,, et les V;=u;!(U;) un recouvrement ouvert affine de S. Pour voir que ug 4
est injectif, il faut prouver que si f; : #,—~%, est tel que f=u,(f;)=o0, alors il existe
p2n tel que f,=u,(fy)=o0. En vertu du lemme (8.5.2.1), pour chaque i il existe
un 2; tel que f,|U;,, =0 pour p>2%. Il suffit donc de prendre p plus grand que tous
les A;.

Supposons en outre S, quasi-séparé et &, de présentation finie, et soit f: F —>%
un homomorphisme de 0g-Modules. En vertu du lemme (8.5.2.1), pour tout i, il existe
un indice ; et un homomorphisme f{:) 1 F Uia, 9, U, tels que 43 ( f;f:)) =f1|V;.
Comme L est filtrant, on peut en outre supposer tous les }; égaux & un méme A. Notons
maintenant que S, est quasi-séparé (1.2.3) et &, est un 0Os,-Module quasi-cohérent de
présentation finie (0;, 5.2.5); comme, pour tout couple d’indices 4, j, Uy =Uyn U,

4

est quasi-compact et que Pon a (| Up)=u(f|Uy,)=/|(V;nV,) par défi-

J
nition, il résulte de ce qu'on a vu plus haut qu’il existe un indice A; tel que
(S Uppp) = 3, (S Uy _pour p>); prenant p plus grand que tous les Ay,
on voit donc que (/") et u,(fY") coincident dans U, nU, pour tout

couple (i, 7), et par suite définissent un homomorphisme f, : #,—9, tel que f=u,(f,).

Avant de passer a la démonstration de (ii), notons les corollaires suivants de (i) :

Corollaire (8.5.2.4). — Supposons S, quasi-compact, F, quasi-cohérent de type fini,
Y, quasi-cohérent de présentation finie. Soit fy 1 F,—>Y, un homomorphisme. Pour que
f=u(f,) : F—% sot un isomorphisme, il faut et il suffit qu’il existe p>n tel que
fo=1,(fa) : F,—~%, soit un isomorphisme.

On peut toujours supposer S, =35S,; la question étant locale sur S,, on peut en
outre (S, étant quasi-compact et L filtrant) se ramener au cas ol S, est affine, donc quasi-
séparé. La condition étant trivialement suffisante, il reste a montrer qu’elle est néces-
saire : or, il y a par hypothése un @g-homomorphisme g:%—>% tel que gof=14
et fog=145. Comme & est de présentation finie, il existe v>A et un homomorphisme
g 9,—~F, tels que g=u,(g,) en vertu de (8.5.2, (i)); on a par suite #(g,0f,) =15
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et u,(f,og,)=1g; compte tenu de ce que F, et %, sont de type fini, on en conclut
par (8.5.2, (i)) qu’il existe p>v tel que I'on ait guoj;zl,-u et f,og, =14, doule
corollaire.

Corollaire (8.5.2.5). — Supposons S, quasi-compact et quasi-séparé. Supposons que F,,
G, soent des Og, -Modules quasi-cohérents de présentation finie. Pour que F et & soient isomorphes,
il faut et il suffit quil existe p>n tel que F, et G, soient isomorphes. De plus, pour tout
isomorphisme f: F G, il existe un vy et un isomorphisme f, : F, > G, tels que f=1u(f,).

Cela résulte de (8.5.2.4) et de (8.5.2, (i)) puisque tout homomorphisme f: % —>¥%
est de la forme u,(f,) pour un p>2 et un homomorphisme f, : #,—>9,.

(ii) Considérons encore en premier lieu le cas ot S,=Spec(A,) est affine. Alors
’assertion équivaut au lemme (5.13.7.1).

Dans le cas général, en partant d’un recouvrement ouvert affine fini (U;) de S,,
on déduit de (5.13.7.1) que pour tout ¢, il existe un indice A(z) et un (DU;, M.)-Module
quasi-cohérent de présentation finie Z; tels que u,(F,)=F|V; (avec les notations
de (i)). En outre, comme L est filtrant, on peut supposer que tous les A; sont égaux a
un méme A. Comme U;=U;nU; est quasi-compact et quasi-séparé (1.2.7), il
résulte de (8.5.2.5) que pour tout couple (i, j), il existe un indice A;;
phisme 0;; : 4 neg i1 Uip) = 4y, 2 (F i1 Uipn)  tel que u;i],(ﬁ,-]-) soit P’automorphisme
identique de #|(V;nV;); on peut encore supposer tous les A;; égaux a A. Changeant
les notations, on peut donc supposer qu’il existe pour tout couple (7,7) un isomor-
phisme 6, :%;|U; 5 Z,|U,,, tels que #,(6;) soit lautomorphisme identique
de Z|(V;nV);). Enfin, pour trois indices quelconques i, j, k£, si lon pose

>\ et un isomor-

’

Ui a=UnnU;n Uy, Uy, est quasi-compact, et si 6, 0 et 6 désignent les
restrictions de 0, 0, et 05 3 Uy ,, on a #,(0003)=u,(8;). Il y a donc, en vertu
de (i), un indice p>X tel que Pon ait u,,(0;)=1,,(0;00;), donc les isomorphismes
U, (05) : 43, (F)| Uy = 43, (F,)| Uy, vérifient la condition de recollement, et défi-
nissent par suite sur S, un qu-Module quasi-cohérent &, de présentation finie (0, 3.3.1)
tel que F soit isomorphe 3 u,(F,).

Scholie (8.5.3). — Le résultat de (8.5.2) s’exprime encore en disant que si S,
est quasi-compact et quasi-séparé, la catégorie des Og-modules quasi-cohérents de pré-
sentation finie est déterminée a équivalence prés par la donnée des catégories des
0s,-Modules quasi-cohérents de présentation finie, des foncteurs u,, entre ces caté-
gories, et des isomorphismes de transition u,,ou),>u,,. De facon imagée, on peut dire
que la donnée d’un @g-Module quasi-cohérent de présentation finie & équivaut « fonc-
toriellement » a la donnée d’un Oy, -Module de présentation finie &3 pour A grand et que,
si un (Psu-Module quasi-cohérent de présentation finie &' a aussi & comme image réci-
proque, alors #; et %’ ont méme image réciproque dans un S, convenable (v>2, v>p).

Nous allons interpréter de ce point de vue diverses notions liées aux Og-Modules
quasi-cohérents.

22



§8 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 23

Corollaire (8.5.4). — Supposons S quasi-compact et quasi-séparé ; alors, pour tout
Os,-Module quasi-cohérent &, I'homomorphisme canonique (8.5.1.4) est byectif.

En effet, il suffit d’appliquer (8.5.2, (i)) au cas o F#,=0g , qui est de présen-
tation finie.

Proposition (8.5.5). — Supposons Sy quasi-compact, et supposons que F, soit un Og,-Module
quasi-cohérent de présentation finie. Pour que F soit localement libre (vesp. localement libre de rang n),
il faut et il suffit qu'il existe u>\ tel que F, le soit.

La condition étant trivialement suffisante, prouvons qu’elle est nécessaire. Si F
est localement libre (resp. localement libre de rang z), il existe un recouvrement ouvert
affine fini (V,) de S tel que #|V; soit isomorphe & 05|V, (resp. 05| V,) pour tout i.
En vertu de (8.2.11), il existe un v>X et pour chaque ¢ un ouvert quasi-compact U,
de S, tels que V,=u;'(U,). Comme S, est quasi-compact, chaque U, est réunion
finie d’ouverts affines; on est donc ramené au cas ol S, est affine et F = 0g; on sait
alors qu’il existe u>X\ tel que &, soit isomorphe a @gu (8.5.2.5).

Proposition (8.5.6). — Supposons S, quasi-compact, et considérons une suite

F\—>YG,—>H,—>0

d’homomorphismes de O, -Modules quasi-cohérents, o F, et &, sont de Ype fimi et Hy de présen-

tation finie. Pour que la suite correspondante F —G—H —o0 soit exacte, il faut et il suffit qu’il
existe p=\ tel que la suite F,—~G,—H,—>0 le soit (auquel cas il en est de méme de
la suite F,—~>9G,—>H,—~0 pour vu).

Le fait que la condition soit suffisante et la derniére assertion résultent de ce
que le foncteur u;, (resp. u,,) est exact & droite. Pour démontrer que la condition est
nécessaire, notons qu’il résulte de I’hypothése et de (8.5.2, (i)) qu’il existe v=A tel
que le compos¢ F,—%F,—H#, soit nul. Si I’on pose H#, = Coker(#,—>%,), on a donc
un homomorphisme f, : #,—3,; par hypothése, u,(f,) est un isomorphisme, et il
résulte donc de (8.5.2.4) qu’il existe w>v tel que u,(f,) soit un isomorphisme, ce qui
achéve la démonstration.

Corollaire (8.5.7). — Supposons S, quasi-compact, F, quasi-cohérent, ¥4, quasi-cohérent
de type fini, et soit f, : Fo—%, un homomorphisme. Pour que f=u,(f,) : F —>F soit
surjectif, il faut et il suffit qu'il existe p>\ tel que f,=u,(f,) : F,~Y, le soit.

C’est le cas particulicr de (8.5.6) appliqué a la suite o0—>s£,—>0—>0, ou
o, =Coker(f,), qui est quasi-cohérent et de type fini (compte tenu de ce que 'on a
H# =Coker(f) et #,=Coker(f,), en vertu de lexactitude a droite des foncteurs u,
et u,,).

Corollaire (8.5.8). — Supposons Sy quasi-compact et les morphismes u,, : S,—S, plats.
Alors :

f g
(1) Soit F 1—7; g)‘—;‘r.}fl une suite d’homomorphismes de Og -Modules quasi-cohérents, tels

que Im f, et Ker g, soient de type fini. Pour que la suite correspondante F Ll sit
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exacte, il faut et il suffit qu'il existe p>=N tel que la suite fuﬁiguy—‘;yfu soit exacte.
(1) Soit f, : F,—~%, un homomorphisme de Os,-Modules quasi-cohérents tel que Ker f,
soit de type fini. Pour que f=u,(f,) : F —Z soit injectif, il faut et il suffit quil existe p>\ tel
que f,=1,(f,) : F,—~>Y, le soit. ’
(i) Compte tenu de (8.3.8, (ii)), notons que, par platitude, Im f et Ker g
(resp. Im f, et Ker g, pour p>2) sont les images réciproques de Im f; et Ker g,

(0g, 6.7.2). Supposons que la suite F L@l soit exacte. Puisque Im f, est de type

fini, il existe u>A tel que le composé .”fuf—”; guy_‘;,;fu soit nul, en vertu de (8.5.2, (i)).
Changeant les notations, on peut donc déja supposer que g,of;=o0. Alors comme
Phomomorphisme % —>Ker g est surjectif et que Ker g, est de type fini, il résulte
de (8.5.7) qu’il existe u>A tel que ’homomorphisme % ,—Ker g, soit surjectif, ce
qui achéve de prouver (i).

(i1) L’assertion est le cas particulier de (i) appliqué a la suite 0—%,—>%,.

Lemme (8.5.9). — Supposons S, quasi-compact, F, quasi-cohérent de type fini; soient G,
et G deux quotients quasi-cohérents de F,, G, étant en outre supposé de présentation finie.
Pour que 9" soit quotient de ', il faut et il suffit qu’il existe p>\ tel que G, soit quotient
de 9,.

Par hypotheése, il y a deux homomorphismes surjectifs p; : #, —>%,, p3 : F,—>%;
en vertu de Pexactitude a droite de uy et de uy,, p'=u(p}), p"'=ur(py)s b =1, (5}),
b =uy,(py) sont aussi surjectifs; en outre, s’il existe un homomorphisme f: % %"
(resp. f,: 9, —9%,) tel que p''=fop’ (resp. p,'=f,op,), cet homomorphisme est néces-
sairement unigue, ce qui montre que la question est locale sur S,, et qu'on peut par
suite (S, étant quasi-compact et L filtrant) supposer S, affine, donc quasi-séparé. 11 est
clair que la condition de I’énoncé est suffisante. Inversement, comme %, est de présen-
tation finie, S, quasi-compact et quasi-séparé, il résulte de (8.5.2, (i)) que s’il existe
un homomorphisme f:% %" tel que p"'=fop’, il existe un p>A et un homomor-
phisme f, : 9, —¥, tels que f=u,(f,) et p,/=f,op,, d’ou le lemme.

(8.5.10) Dans la fin de ce numéro, pour tout Module quasi-cohérent & sur
un préschéma, notons Q(&%) I’ensemble des Modules quotients de & qui sont de présen-
tation finie. Si F, est quasi-cohérent et ¥,eQ(F,), il résulte du fait que u;, et u, sont
exacts 4 droite, que 'on a %,eQ(&F,) pour u>r et FeQ(F); il est clair que
(Q(F,), u5,) est un systtme inductif d’ensembles, et que les uy : Q(F,) - Q(F)
forment un syst¢me inductif d’applications, d’otl, en passant a la limite inductive, une
application canonique

(8.5.10.1) uQ:li_r>n,D(9'A) - Q(F).
En outre, si (#}) est une seconde famille de 5 -Modules quasi-cohérents et si,

pour tout A, &, est un quotient de &,, alors &' est un quotient de & et 'on a un
diagramme commutatif
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. ug
lim Q(F,) —> QF)

(8.5.10.2)
¥
lim QF) > [F)
Proposition (8.5.1x). — Supposons S, quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé).

Supposons F, quasi-cohérent de type fini (vesp. de présentation finie) pour tout A; alors Pappli-
cation canonique (8.5.10.1) est injective (vesp. bijective).

La premicre assertion résulte du lemme plus précis (8.5.9). Pour démontrer la
seconde, considérons un Og-Module quotient ¥ de # qui soit de présentation finie. Il
résulte de (8.5.2, (ii)) qu’il existe un 2’eL et un 0 ,-Module ¥,, quasi-cohérent de
présentation finie tels que % =u;.(¥,,); comme L est filtrant, on peut supposer A’=2
(en remplacant A et 2’ par un indice qui les majore). Considérons alors ’homomorphisme
canonique p : F —%; il résulte de (8.5.2, (i)) qu’il existe un wu>A et un homomor-
phisme p, : #,—>%, tels que p=u,(p,). En outre, en vertu de (8.5.7), on peut
supposer p. pris assez grand pour que p, soit surjectif, ce qui termine la démonstration.

8.6. Sous-préschémas de présentation finie d’une limite projective de pré-
schémas.

(8.6.x) Etant donné un préschéma Y, désignons dans ce numéro par Spr(Y)
I’ensemble ordonné (I, 4.1.10) des sous-préschémas de Y qui sont de présentation finie
sur Y (1.6.1), par Spro(Y) (resp. Sprf(Y)) la partie de Spr(Y) formée des sous-
préschémas induits sur des ouverts (resp. des sous-préschémas fermés) de Y, de présentation
finie sur Y; il revient au méme de dire qu’un sous-préschéma Z de Y appartient a Spro(Y)
(resp. Sprf(Y)) ou qu’il est induit sur un ouvert ‘et que I’espace sous-jacent Z est rétro-
compact dans Y (resp. qu’il est fermé et que 'idéal £ de Oy qui le définit est de type fini, ce qui
signifie aussi que j (0;)eQ(0y) si j:Z—>Y est I'injection canonique) (1.6.1 et 1.4.5).

(8.6.2) Nous conservons toujours les notations de (8.2.2) et supposons que S, est
un des S, . Soit Y, un sous-préschéma de S,; alors Y, =u5;}(Y,) (resp. Y=u5'(Y,)) est
un sous-préschéma de S, pour pw>XA (resp. de S); il est induit sur un ouvert (resp. il est
fermé) si Y, Pest (I, 4.3.2) et de présentation finie sur S, (resp. S) si Y, est de présentation
finiesur S, (1.6.2, (iii)). Parsuite (Spr(S,), uy,)) (resp. (Spro(S,), 45, (Sprf(S,), uyl))
est un systéme inductif et les applications u; ' : Spr(S,) >Spr(S) (resp. Spro(S,) >Spro(S),
Sprf(S,) >~Gprf(S)) forment un systéme inductif d’applications; d’oi, en passant a la
limite inductive, des applications canoniques

(8.6.2.1) ll_r)n Spr(S,) — Spx(S)
(8.6.2.2) h_r>n Spro(S,) - Spro(S)

(8.6.2.3) lim Gprf(S,) -» Sprf(S).
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Rappelons (I, 4.1.10) que Spr(X), pour tout préschéma X, est un ensemble
ordonné par la relation « Z est un sous-préschéma du sous-préschéma Y » quis’écrit Z<Y.
Les applications u3,' et uy' sont croissantes pour les relations d’ordre correspondantes
dans Gpr(S,), Spr(S,), Spr(S). En outre, on définit une relation d’ordre dans ’ensemble
l'ir; Spr(S,) en écrivant que n<n’ pour deux éléments de cet ensemble lorsqu’il existe
un A et deux éléments Y,, Y, de Spr(S,), dont n et 4’ sont les images canoniques, et
qui sont tels que Y,<Y;; on vérifie aisément que cela ne dépend pas des représen-
tants Y,, Y; considérés, et que 'on a bien ainsi une relation d’ordre. Cela étant, le fait
que les uy' sont croissantes entraine aussitdt que l’application canonique (8.6.2.1)
est croissante; il en est de méme évidemment de (8.6.2.2) et (8.6.2.3).

Proposition (8.6.3). — Supposons S, quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé).
Alors les applications (8.6.2.1), (8.6.2.2), (8.6.2.3) sont injectives (resp. bijectives).

Compte tenu des remarques de (8.6. 1), les assertions relatives & (8.6.2.3) découlent
de (8.5.11) appliqué & F,=0g ; de méme, les assertions relatives a (8.6.2.2) sont
des cas particuliers de (8.3.5) et (8.3.11), compte tenu de ce que les S, et S sont quasi-
compacts. Reste & considérer P’application (8.6.2.1). Prouvons d’abord qu’elle est
surjective lorsque S, est quasi-compact et quasi-séparé. Soit Z un sous-préschéma de S,
de présentation finie sur S; comme S est quasi-compact, il en est de méme de Z, donc
il existe un ouvert quasi-compact U de S tel que Z soit un sous-préschéma fermé de U,
de présentation finie sur U. Il existe alors un indice A et un ouvert quasi-compact U,
de S, tels que U=u;(U,) (8.2.11); comme S, est quasi-séparé, il en est de méme
de U, (1.2.7), et par suite on peut se borner au cas ot U=S; mais dans ce cas, on est
ramené au fait que (8.6.2.3) est surjective.

Enfin, pour voir que (8.6.2.1) est injective lorsque S, est quasi-compact, il suffira
de prouver le résultat plus précis suivant :

Corollaire (8.6.3.1). — Supposons S, quasi-compact et soient Z, , Z)' deux sous-préschémas
de S,, de présentation finie sur S,. Pour que Z'=us'(Z)) soit majoré par Z'' =uy*'(Z}
(I, 4.1.10), il faut et il suffit quil existe w>\ tel que Z,=u3(Z;) soit majoré par
Zy = (Z5)-

Il est trivial que la condition est suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire, notons
d’abord que les ensembles sous-jacents Z, et Z," sont localement constructibles dans S,
par hypothése (1.8.4), donc I’hypothése entraine P’existence d'un v>A tel que Z;CZ}
(8.3.5); remplacant A par v, on peut donc déja supposer que I'on a Z; CZ,’. En outre,
par hypothése (1.6.1), les sous-espaces Z; et Z;" de S, sont quasi-compacts; pour tout
point xeZ;, il y a un voisinage ouvert quasi-compact V(x) dans S, tels que V(x)nZ;
et V(x)nZ; soient fermés dans V(x). En recouvrant S, par un nombre fini de voisi-
nages V(x;) on voit donc qu’il y a un ouvert quasi-compact U, de S, contenant Z;
et tel que Z; et Z;' n U, soient fermés dans U,. Si ’on désigne par Y, le sous-préschéma
induit par Z;' sur U,nZ,, il est clair qu'avec les notations habituelles, Y, (resp. Y)
est induit par Z;' sur U,nZ, pour u>A (resp. par Z"” sur UnZ"”); en outre Z’ est
majoré par Y (I, 4.4.1), et comme il suffit de prouver que Z, est majoré par Y, pour p
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assez grand, on voit finalement qu’on est ramené (en remplagant S, par U,) au cas
ou Z; et Z;’ sont des sous-préschémas fermés de S,. Mais alors, cela a déja été démontré
puisque (8.6.2.3) est croissante et injective.

Corollaire (8.6.4). — Supposons S, quasi-compact, et soit Z, un sous-préschéma de S, ,
de présentation finie sur S,. Pour que Z=u;*(Z,) soit un sous-préschéma induit sur un ouvert
(vesp. un sous-préschéma fermé) de S, il faut et il suffit qu'il existe p>\ tel que Z,=ug}(Z,)
sott induit sur un ouvert (resp. un sous-préschéma fermé) dans S, .

Soit (U{) un recouvrement ouvert affine fini de S,, et posons UW=u;!(UY)
pour p>A et Uf=yY(UY). Si Z est ouvert (resp. fermé) dans S, ZnU® Test
dans UY, et inversement si chacun des Z,nUY est ouvert (resp. fermé) dans UY,
Z, Pest dans S,. Puisque L est filtrant, il suffit de démontrer le corollaire lorsque S,
est affine, donc quasi-séparé. Mais alors le résultat découle de ce que les applica-
tions (8.6.2.1), (8.6.2.2) et (8.6.2.3) sont bijectives.

8.7. Critéres pour qu’une limite projective de préschémas soit un préschéma
réduit (resp. intégre).

Nous conservons les hypothéses et notations de (8.2.2) et supposons toujours
que S, est un des S,.

Proposition (8.7%7.1). — Supposons que S soit non réduit. Alors il existe Ay tel que pour A>ng,
S, soit non réduit.

La question étant locale sur S, on peut supposer S,=Spec(A,) affine, d’out
S==Spec(A), ou Azﬁn A, est la limite inductive d’un systtme inductif de
A,-algebres (A,). On sait alors (5.13.2) que le nilradical de A est la limite inductive
de ceux des A,; s’il n’est pas nul, un des A, contient donc un élément nilpotent a, =+ o0
dont I'image dans A est un élément nilpotent et +o0, et I'image de 4, dans les A,
pour p>Ai est par suite un élément nilpotent et =o.

Proposition (8.7.2). — Supposons vérifide 1'une des hypothéses suivantes :

a) Sy est quasi-compact, le nilradical Ny de O, est un Idéal de type fini (ce qui sera
par exemple vérifié lorsque S, est noethérien), et les morphismes u,, : S,—S, sont des
immersions ouverles.

b) Les morphismes u,, : S,—S, sont fidelement plats.

Sous ces conditions, pour que S soit réduit, il faut et il suffit qu’il existe Ny tel que S, soit
réduit pour A=h,.

En outre, dans le cas b), si S est réduit, tous les S, le sont.

La derniére assertion résulte de ce que le morphisme S—S, est alors fidélement
plat pour tout A (8.3.8) et de (2.1.13). D’autre part, (8.7.1) prouve que la condition
de P’énoncé est suffisante (sans hypothése sur S, ni sur les u,,). 1l reste donc & voir que
la condition est nécessaire dans I’hypothése a); alors (8.2.13), ’espace sous-jacent a S
s’identifie & D'intersection des espaces sous-jacents aux S, (les S, étant identifiés a des
sous-préschémas induits sur des ouverts de S;), et le faisceau structural 0g s’identifie au
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faisceau induit sur S par tous les 0, ; en particulier pour tout seS, I’anneau local 0, est
le méme pour § et pour tous les S,. Si A", est le Nilradical de 0, , le Nilradical 4" de 05 a
donc en chaque point de S la méme fibre A4, (nilradical de @,) que u;(.47,) (induit sur S
par A7,). L’hypothése que S est réduit entraine par suite u,(A",)=0; comme A", est
supposé de type fini, il en est de méme des A4, et la conclusion résulte donc de (8.5.7).

Corollaire (8.7%7.3). — Supposons vérifice 'une des hypothéses suivantes :

a) Sy est un préschéma noethérien et les morphismes u,, :S,—S, sont des immersions
ouvertes.

b) Les morphismes u,, : S,—S, sont fidélement plats.

Alors, pour que S soit intégre, il faut et il suffit qu’il existe N, tel que S, soit intégre
pour A=,

Dire qu’un préschéma est intégre signifie qu’il est & la fois réduit et irréductible;
le corollaire résulte donc de (8.7.2) et de (8.4.3).

Remarque (8.7.4). — Si on ne fait pas d’hypothése sur les u,,, il peut se faire
que S soit intégre bien que tous les S, soient non réduits et non connexes, comme le
montre ’exemple (8.4.4), ol on prend I'anneau A non réduit.

8.8. Préschémas de présentation finie sur une limite projective de pré-
schémas.

(8.8.1) Conservant toujours les notations et hypothéses de (8.2.2), nous suppo-
serons donnés dans cette section deux S, -préschémas X,, Y., ce qui définit (8.2.5)
deux systémes projectifs de préschémas (X,, v,,) et (Y, w,,) en posant X, =X, Xg S,,
Yo=Y, Xg S 0y =Ix, Xy, Wy =Ty X, (pour a<Ai<p), dontles limites projectives
sont respectivement X =X, Xg S, Y=Y, Xg S, les morphismes canoniques 2, : XX,
et w, : Y—>Y, étantrespectivement égaux a 1y Xu, et Iy Xu,. Pour a<i<y, on a une
application canonique ¢,, : Homg, (X, Y;) — Homsu(Xu, Y,), qui a tout S,-morphisme
Sr: XY, fait correspondre f, =fy X 15, : X3 X, S, - Yy X, S, et il est clair que
(Homg, (X;, Y,), €x,) est un systéme inductif d’ensembles. De méme, on a une appli-
cation canonique ¢, : Homg (X,,Y,) > Homg(X,Y) qui a f; fait correspondre
J=AX15: X Xg, 8 > Y, X, S et (¢) est un spsiéme inductif d’applications; d’ou, en
passant a la limite inductive, une application canonique, fonctorielle en S, X et Y, :
(8.8.1.1) e :EI_I)lHomSA(X;‘,YA)—»HomS(X, Y).

Théoréme (8.8.2). — (i) Supposons X, quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-
séparé), et Y, localement de type fini (vesp. localement de présentation finie) sur S,. Alors
Papplication (8.8.1.1) est injective (resp. bijective).

(ii) Supposons S, quasi-compact et quasi-séparé. Pour tout préschéma X de présentation
finie sur S, il existe un NeL, un préschéma X, de présentation finie sur S,, et un S-isomorphisme
XX, Xg,S.
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(i) Considérons d’abord le cas ot So==_Spec(4A,), X,=Spec(B,) et Y,=Spec(C,)
sont affines; alors les S, =Spec(A,) et S=Spec(A) sont aussi affines, avec A=l_ir_r>1 A,,
et les assertions de (i) sont équivalentes au

Lemme (8.8.2.x). — Soient Ay un anneau, (A,),gy un systéme inductif de Ay-algébres,
A=l_i_r_>n A,; soient B, une A -algébre, C, une A -algébre de type fini (resp. de présentation
Sfinie). Alors I’homomorphisme canonique
(8.8.2.2)

lim Hom A
A

-alg.(Ca®AaAl’ Boc@AaA)\) g HomA-alg.(Ca®AaAa Ba®AaA)
est injectif (resp. bijectif).
On sait que 'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

HomAl-alg.(Ca®A¢Al9 Ba®AaAA) = HomAa-alg.(Cw Ba®AaA)\)
HomA-aIg.(Ca®AaA> Ba®A“A) — HomAa-alg.(Ca’ Ba®AaA)

en vertu de la propriété universelle du produit tensoriel de deux algébres. Il suffit donc
de prouver le

Lemme (8.8.2.3). — Soient E un anneau, G une E-algébre de type fini (vesp. de présen-
tation finie), (F,) un systéme inductif de E-algébres. Alors I’homomorphisme canonique

lim Homg y,,(G, F,) — Homg,4, (G, lim F)

qui, a tout systéme inductif d’homomorphismes 0, : G—>F, de E-algébres, fait correspondre sa
limite inductive, est injectif (resp. bijectif ).

Supposons d’abord la E-algebre G de type fini, et soit (£);<;<, un systéme de
générateurs de cette E-algébre; montrons que si (0;), (0;’) sont deux systémes inductifs
d’homomorphismes G—F, tels que li_r)ne;\=lg_)n 0,’, il existe un p>A tel que 6, =6,
En effet, si ¢, : F,—F, et ¢, : F,—>F=IlimF, sont les homomorphismes canoniques
du systéme inductif (F,), par hypothése, pour chaque indice i, il existe un indice A
tel que %,-(ei,-(ti))=<Pmi(ei;(ti)), et 'on peut supposer tous les A; égaux & un méme A;
il en résulte de la méme maniére Iexistence d’un w>A tel que ¢,;(05(4)) = @, (03 (%))
pour 1<i<n, cest-a-dire 6,(4)=0,(f) pour 1<:i<n, d’out 6,=86;".

Supposons en second lieu G de présentation finie, de sorte que I'on a

G=E[T,, ..., T,]/3,

ou J est un idéal de type fini, # étant la classe de T; mod. J. Soit (P;);<j<m un systetme
de générateurs de J. Supposons donné un homomorphisme de E-algébres 6 : G—F;
posons b;=0(t); par définition, on a donc P;(b,, by, ..., b,)=0(F;(t, ..., ,))=o0 pour
1<j<m. Or, il existe un A et des éléments x;, ..., x, dans F, tels que b;=q,(x;)
pour 1<i<n; on a donc ¢\(Pi(x;, ..., %,))=Pi(by, ..., b,)=0, et par suite il existe
e tel que @, (Pi(xy, ...y %)) =Pi(@un(x), ..., ¢u(x)) =0 pour 1<j<m; on en
conclut qu’il existe un homomorphisme de E-algébres 6, : G—F, tel que 0,(£)= (%)
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pour 1<i:<n; on en déduit pour tout v>p un homomorphisme de E-algébres 6,=¢,,00,
de G dans F,, et il est clair que 0 est la limite inductive de ce systéme inductif d’homo-
morphismes, ce qui achéve de démontrer le lemme.

Passons maintenant au cas ou X, est quasi-compact et Y, localement de type
fini sur S,. Posons Z,=X,X;s Y, et introduisons le systéme projectif correspondant
des Zy=7,Xg S3=X;Xg Y, et salimite Z=Z,x5 S=XXgY; les bijections cano-
niques (I, 3.3.14) donnent des diagrammes commutatifs

Homg,(X,, Y,) 2> Homg(X,,Y,) —> Homy(X,Y)

Homy, (X, Z,) ? Homxu(Xu, Z,) T Homy(X, Z)
et par suite on est ramené a prouver que (8.8.1.1) est injective dans le cas particulier
oi S,=X, (compte tenu de (1.3.4)). De plus, comme X, est quasi-compact, donc
réunion finie d’ouverts affines, on peut supposer X, affine (L étant filtrant). Supposons
donc donnés deux X -morphismes f, : X, —Y,, f. :X,—=>Y, tels que f' et f”
soient des X-morphismes égaux de X dans Y; il s’agit de prouver que f, =f"
pour p>o assez grand. Comme X, est quasi-compact, il en est de méme de
faXJuf, (X,), et comme Y, est localement de type fini sur X, f, (X, )uf, (X,)
est contenu dans une réunion finie d’ouverts affines V;, de Y,, de type fini sur X_.
Posons  Uj=f;"(Vi), Ui=f'"(Vi), Up=UlnUy, U,=UU,. Lhypothise
f'=f" entraine »7(U)=0v7'(U/.), ces deux ensembles étant respectivement égaux

%3

d f MW (Vi) et A fTN(wr'(Vy). Comme les 'V,

1 0o
17 (U)=f""1Y)=X. Comme X, est quasi-compact et que toute partiec ouverte

recouvrent Y,, on a

de X, est ind-constructible, il résulte de (8.3.4) qu’il y a un indice Az« tel que les
U, =v,(U,) forment un recouvrement de X,. Remplagant « par p, on peut donc
supposer que les U,, recouvrent X ; cela entraine que pour tout xeX,, il y a un
voisinage ouvert affine W(x) contenu dans un des U,,, autrement dit tel que les
restrictions de f, et f, & W(x) appliquent W(x) dans un méme ouvert affine V,,.
Comme X est quasi-compact, il est recouvert par un nombre fini d’ouverts affines W (x,);
en vertu du lemme (8.8.2.1) et du fait que L est filtrant, il existe un A>a« tel que les
restrictions de f; et f;’ & chacun des ouverts v;'(W(x,)) soient égales, d’out fy =fy".

Supposons maintenant X, quasi-compact et quasi-séparé et Y, localement de
présentation finie sur S, et prouvons que (8.8.1.1) est surjective. Supposons donc

donné un X-morphisme f:X-—Y. Comme X est quasi-compact, il en est de méme
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de f(X), et par suite il y a un ouvert quasi-compact Y’ dans Y qui contient f(X); il
existe par suite un A>a et un ouvert quasi-compact Yy dans Y, tels que Y'=w5*(Y})
(8.2.11). Remplagant au besoin « par A et Y, par Y;, on peut donc se borner au cas
ot Y, est quasi-compact, donc aussi Y et les Y,. Comme Y est quasi-compact, il est
réunion finie d’ouverts affines V;, et par suite X est réunion des ouverts f~!(V,). Comme
tout point de X a un voisinage ouvert quasi-compact contenu dans un des f~!(V))
et que X est quasi-compact, on peut, en tenant compte de (8.2.11) et remplacant au
besoin « par un indice A>«, supposer que Y est réunion finie d’ouverts V,=w;*(V,),
ou les V,, sont des ouverts affines de Y,; par suite X est réunion des ouverts f~1(V,).
Comme tout point de X a un voisinage ouvert quasi-compact contenu dans 'un des
SF~Y(V,) et que X est quasi-compact, on peut recouvrir X par un nombre fini de tels
voisinages, et (en répétant au besoin certains des V;) supposer que 'on a un recouvre-
ment (U;) de X par des ouverts quasi-compacts ayant méme ensemble d’indices que (V)
et tel que f(U;)CV, pour tout i¢. En outre, 2 ’aide de (8.2.11) (et en remplagant
au besoin « par un indice A>«), on peut supposer que Pona U;=v;'(U,,) oules U,
sont des ouverts quasi-compacts dans X,; de plus, utilisant (8.3.4) comme ci-dessus,
on peut supposer que (U,,) est un recouvrement de X, .

Cela étant, il suffira de montrer qu’il existe un A>a et pour chaque i un mor-
phisme f;, : Uy =V, (avec U,=0u34(U,,) et Vy=wzil(V,)) tels que le mor-
phisme correspondant f;=¢,(f,) : U;—V, soit égal a la restriction de f & U,. En effet, ’il
en est ainsi, comme X, est quasi-séparé (1.2.3), les U, nU;, sont quasi-compacts et le
résultat d’unicité démontré plus haut (qui s’applique puisque Y, est localement de type
fini sur S,) prouve qu’il existe p>A tel que f, et f;, coincident dans U;, nU;, pour tout
couple (z,7), et par suite définissent un S,-morphisme f, : X, —Y, tel que ¢,(f,)=/\

On est ainsi ramené au cas ou Y, est affine, et comme en outre on peut supposer
que les V,, ont des images dans S, contenues dans des ouverts affines, on peut
aussi supposer que S, est affine, soient donc S,=Spec(A,), Y,=Spec(C,), C, étant
une A -algébre de présentation finie, S==Spec(A), Y==Spec(C), avec A=}_i£t>1 A,,
C=}_if_>n(Ca®AlA,\)=Ca®AaA. On a alors

Homg (X, Y) =Homy ., (G, I'(X, O))=Hom, 4, (C,, T'(X, 0x))

(I, 2.2.4) et de méme

Homg (X,, Y;)=Hom, . (Ca®A1A7\’ I'(X,, (DX;L))=H0mAa-a]g,(Ca: (X, Ox,)).

alg.
Mais comme X, est quasi-compact et quasi-séparé, on sait (8.5.4) que l'on a
H_I’I)IP(XA, Ox,)=I'(X, 0); puisque C, est une A, -algebre de présentation finie, le
fait que (8.8.1.1) est bijectif résulte alors de (8.8.2.3).

Avant de passer a la démonstration de (ii), notons les corollaires suivants de (i) :
Corollaire (8.8.2.4). — Supposons Sy quasi-compact, X, de présentation finie sur S,, Y,
de type fini sur S, et quasi-séparé sur S, (ce qui sera par exemple le cas si Y, est également
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de présentation finie sur S,). Soit f, : X,—Y, un S -morphisme. Pour que f:X—Y sout
un 1somorphisme, il faut et il suffit qu’il existe > tel que f, : X, —Y, soit un isomorphisme.

La condition est évidemment suffisante. Pour prouver qu’elle est nécessaire, notons
d’abord que la question étant locale sur S, (puisque L est filtrant), on peut toujours
supposer S, affine, donc quasi-séparé. Il y a par hypothése un S-morphisme g :Y—>X
tel que gof=1y¢ et fog=1y. Comme X, est de présentation finie sur S,, et Y, quasi-
compact et quasi-séparé (puisque S, est quasi-compact et quasi-séparé), il existe
un p>a etun S,-morphisme g, : Y,—~X, telsque g=g, X145 en vertu de (8.8.2, (i)).
D’autre part, il résulte aussi de (8.8.2, (i)) et des relations gof=1y4 et fog=1y qu’il
existe v>p tel que l'on ait gof,=1x et fog,=1y, puisque X, et Y, sont de type
fini sur S, et quasi-compacts. Cela signifie que f, : X,—Y, est un isomorphisme, d’ot
le corollaire.

Corollaire (8.8.2.5). — Supposons S, quasi-compact et quasi-séparé, X et Y, de présen-
tation finie sur S,. Pour que X et Y soient S-isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe N> tels
que X, et Y, soient S,-isomorphes. De plus, pour tout S-isomorphisme f: XY, il existe p>>
et un S,-isomorphisme f, : X, =Y, tels que f=f,X15.

La condition est évidemment suffisante; inversement, s’il existe un S-isomorphisme
S XY, il résulte de (8.8.2, (1)) que f est de la forme f, X153 pour un p>a et un
homomorphisme f, : X,—Y,; mais comme f est un isomorphisme, il résulte de (8.8.2.4)
qu’il existe vzp tel que f, :X,~Y, soit un isomorphisme.

(ii) Considérons encore en premier lieu le cas o S;=Spec(A,) et X = Spec(B)
sont affines; alors I’assertion de (ii) équivaut au lemme (1.8.4.2).

Pour démontrer (ii) dans le cas général, notons que S est quasi-compact et quasi-
séparé; comme X est de présentation finie sur S et S affine sur S, il existe donc un
recouvrement fini (U,) de S, et, si (W,) est le recouvrement ouvert affine de S formé
des images réciproques des U; par le morphisme S—S;, un recouvrement fini (X,)
de X par des ouverts affines tel que 'image par XS de chaque X, soit contenue dans
un W,,; anneau A(X,) est alors une algebre de présentation finie sur I’anneau A(W,,))
(1.4.6). En vertu du lemme (1.8.4.2) et du fait que L est filtrant, il existe un
indice AeL et, pour chaque indice 7, un schéma affine Z,, de présentation finie sur
Pimage réciproque W, , de Uy, dans S,, et un S-isomorphisme g, :Z, XSAS:;X,.
Soit Z,, 'image réciproque par g, du sous-préschéma induit sur Pouvert X nX, de X,,
qui est quasi-compact puisque X est quasi-séparé, et désignons par g, la restriction
Z,,5X,nX, delisomorphisme g,. En vertu de (8.8.2.5), il existe un > et, pour tout
couple (r, 5), un ouvert quasi-compact Z,,, de Z,=v3,'(Z,) tels que Z,, soit 'image réci-
proquede Z,, ; d’ailleurs, comme S, est quasi-séparé, et W, , ouvert quasi-compact dans
S,, chacun des Z,, est de présentation finie sur S, (1.6.2). Considérons alors, pour tout
couple (r, s), Pisomorphisme h, =g/, tog, de Z, sur Z,; il résulte de (8.8.2.4) qu’il
existe un v>p et, pour tout couple (7, s), un isomorphisme &, :7Z, ,—~Z,, tels que
h,=h,,X14. Enfin, pour tout triplet (r, s, ) désignons par A, la restriction de %, a

32



§8 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 33

Z,,nZ,; il résulte aussitot des définitions que £4;, est un isomorphisme de Z, nZ, sur
Z,nZy, etquelonalarelation Ajoh, =h,. En vertude (8.8.2, (i)), il existe donc p>v
tel que, pour tout triplet (7, s, t), on ait Ay ok, =k, . On en conclut que les isomor-
phismes 4, vérifient la condition de recollement (0, 4.1.7) et définissent donc un
préschéma X tel que X soit isomorphe 2 X, Xs, S. En outre, les Z,, sont de présentation
finie sur S, et, si on les identifie & des ouverts de X, les intersections Z, nZ,,, isomorphes
aux Z,, sont quasi-compactes, donc (1.6.3) X est de présentation finie sur S,. C.Q .F.D.

Scholie (8.8.3). — Le contenu essentiel de (8.8.2) s’exprime encore en disant
que si S, est quasi-compact et quasi-séparé, la catégorie des S-préschémas de présentation
finie est déterminée a équivalence prés par la donnée des catégories des S,-préschémas
de présentation finie, des foncteurs p,, : X ~> X, X, S, (pour A<u) entre ces catégories
et des isomorphismes de transitivité p,,0p,,>p,,. De fagon imagée, on peut dire que
la donnée d’un S-préschéma de présentation finie X équivaut « fonctoriellement » a
la donnée d’un S,-préschéma de présentation finie Xj; si un S,-préschéma de présen-
tation finie X/ est tel que X soit S-isomorphe a X;’XSMS, il existe un v tel que A<y,
u<v et tel que X;Xg, S, et X&'Xsusv soient S -isomorphes. Le fait que L est filtrant
entraine en outre que si on se donne une famille finie (XY),.; de S-préschémas de
présentation finie, et une famille finie (fY);c; de S-morphismes entre ces préschémas
(f% ¢tant donc de la forme X0 — X o4 ¢ et v sont deux applications de J
dans I), alors il y a un indice AeL, une famille (X{),c; de S,-préschémas de présen-
tation finie et une famiile (f{"),c; de S,-morphismes tels que X% ¢identifie 3 X{xg S
et fa f)x 14 quels que soient i et j; en outre, si on a une relation f%=f® on peut
supposer A choisi de telle sorte que f/)=£®.

Considérons en particulier trois S-préschémas de présentation finie X, Y, Z et
deux S-morphismes f:X—>Z, g:Y—Z, de sorte que le produit X X,Y relatif a ces
morphismes est encore un S-préschéma de présentation finie (1.6.2). Alors il résulte
de ce qui précede et de (I, 3.3.11) que on peut écrire. X XY =(X; Xz Y;)Xg S pour
un A convenable, X, ,Y,, Z, étant des S,-préschémas de présentation finie; on peut donc
dire que la détermination des S-préschémas de présentation finie par la donnée des
S,-préschémas de présentation finie est « compatible avec les produits fibrés ». On a vu d’autre
part (8.6.3) que si g est une immersion, on peut supposer qu’il en est de méme
de g, :Y,—Z,; identifiant Y (resp. Y,;) avec un sous-préschéma de Z (resp. Z,), on
voit donc que 'on peut écrire, pour un A convenable, f~(Y)=£1(Y;) x5S (I, 4.4.1);
il y a donc aussi « compatibilité avec la formation des images réciproques de sous-préschémas ».
Plus particuliérement, si f;, f, sont deux S-morphismes de X dans Y, on appelle noyau
de ce couple de morphismes 'image réciproque N du sous-préschéma diagonal de Y xg¥Y
par le S-morphisme (f;, f;)g; on déduit de ce qui précéde que 'on aura pour A conve-
nable N=N,xg S, ot N, est le noyau du couple de S,-morphismes (fi,. f;) de X,
dans Y,. Ces remarques s’étendent & des produits finis quelconques et aux « noyaux »
de systémes finis quelconques de S-morphismes d’un S-préschéma de présentation finie
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dans un autre; on en conclut que d’une facon générale la formation des S-préschémas
de présentation finie par la donnée des S,-préschémas de présentation finie est « compatible
avec les limites projectives finies », une telle limite étant par définition le noyau d’un systéme
fini de morphismes d’'un méme S-préschéma dans un produit de S-préschémas (T, 1.8).

Nous nous permettrons couramment par la suite de faire les traductions impliquées
par les propriétés précédentes (ainsi que par (8.3.11), (8.5.2) et (8.6.3)) sans toujours
nous astreindre a les justifier pas a pas comme ci-dessus. Par exemple, la donnée d’un
« préschéma en groupes » G de présentation finie sur S équivaut a la donnée d’un préschéma
en groupes G, de présentation finie sur un S, pour un A assez grand; écrire en effet la
condition d’associativité pour le S-morphisme « loi de composition » GX3G—>G du
préschéma en groupes revient a écrire que le noyau de deux S-morphismes de la
forme GxsGXgG—G estégal a3 GXgGxgG (II, 8.3.9), et les autres conditions inter-
venant dans la définition d’un préschéma en groupes s’interprétent de méme.

8.9. Premiéres applications a I’élimination des hypothéses noethériennes.

Proposition (8.9.1). — Soient A un anneau, X un A-préschéma.

(1) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est de présentation finie sur A.

b) Il existe un anneau noethérien Ay, un préschéma X, de type fini sur Ay, un homomor-
phisme d’anneaux Ay—A, et un A-isomorphisme Xo®, ASX.

c) Il existe un sous-anneau Ay de A, qui est une Z-algébre de type fini, un préschéma X,
de type fini sur A, et un A-isomorphisme X,®, ASX.

(ii) St F est un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie, on peut supposer le sous-
anneau A, tel qu'il existe un Ox-Module cohérent F tel que F soit isomorphe & F,®, A;
Supp(F) est constructible et fermé dans X, et il y a un sous-préschéma fermé Z de X, ayant Supp(F)
comme espace sous-jacent, tel que 'immersion canonique Z—>X soit de présentation finie.

(iii) St Y est un second A-préschéma de présentation finie, et f:X—Y un A-morphisme,
on peut supposer le sous-anneau Ay de A tel qu’il existe un préschéma Y, de type fini sur Ay, un
A-isomorphisme Y@, ASY et un Ag-morphisme fy : Xo—Y, (nécessairement de type fini)
tels que f s’identific a f,®1,. }

(i) Comme A est limite inductive de ses sous-anneaux qui sont de type fini sur Z,
a) implique ¢) en vertu de (8.8.2, (ii)); ¢) implique #) car une Z-algebre de type fini
est un anneau noethérien; enfin, si A, est noethérien, un Aj-préschéma de type fini
est de présentation finie (1.6.1), donc 4) implique @) en vertu de (1.6.2, (iii)).

L’assertion (ii) se déduit immédiatement de (8.5.2, (ii)), (8.3.11) et (1.8.2)
et Iassertion (iii) de (8.8.2, (i)).

(8.9.2) La proposition (8.9.1) et les résultats de (8.5.2) et (8.8.2) permettent
d’étendre dans de nombreux cas a des morphismes de présentation finie X—Y des
résultats prouvés par des techniques noethériennes en supposant Y localement noethérien.
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Nous en verrons de nombreux exemples par la suite et nous nous bornerons ici 2 donner
quelques résultats de ce type.

Proposition (8.9.3). — Soient A un anneau, M un A-module de présentation finie. Alors
tout A-endomorphisme surjectif de M est bijectif.

En effet, considérons A comme limite inductive de ses sous-Z-algébres de type
fini. Il résulte de (8.5.2.6) qu’il existe une de ces sous-algébres A, et un Ag-module M,
de présentation finie tels que M soit A-isomorphe 2 M,®, A; en outre, si f: M—-M
est un A-endomorphisme surjectif, on peut supposer (8.5.2, (i)) qu’il existe un
Aj-endomorphisme f; : My—~M, tel que f=f®1,; enfin (8.5.7) on peut supposer
que f, est surjectif. Mais comme A, est noethérien et M, un Aj,-module de type fini,
M, est un Aj-module noethérien, donc (Bourbaki, 4lg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 3)
fo est bijectif, et il en est par suite de méme de f.

Proposition (8.9.4) (« théoréme de platitude générique »). — Soient Y un préschéma
integre, u : X—Y un morphisme de type fini et localement de présentation finie, F un Og-Module
quasi-cohérent de présentation finie. 1l existe alors un ouvert non vide U de Y tel que F |u~'(U)
soit plat sur U.

Le raisonnement du début de (6.9.1) raméne a prouver le

Lemme (8.9.4.x). — Soient A un anneau intégre, B une A-algébre de présentation finie,
M un B-module de présentation finie. Alors il existe un f+ o dans A tel que M; soit un A-module
libre.

En effet, d’aprés (8.9.1) il y a une sous-Z-algébre de type fini A; de A, une
A,-algeébre de type fini B, et un By-module de type fini M, tels que B soit A-isomorphe
a By®, A et que M soit B-isomorphe & M,®, A; d’aprés (6.9.2), il existe fy+o0
dans A, tel que (M,), soit un (A,),-module libre. Comme M, =(M,),®, A et
A, =(Ay);,®s,A, M, est un A, -module libre.

Corollaire (8.9.5). — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, u : X—S
un morphisme de présentation finie, F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Il existe
alors une partition (S,);<;<c, de S en un nombre fini d’ensembles localement fermés dans S telle
que, pour 1<i<n, il existe un sous-préschéma S; de S, ayant pour espace sous-jacent S;, de présenta-
tion finie sur S, tel que si Pon pose X;=X XS], le Ox,-Module F,=F ®p g soit plat sur S;.

Considérons un recouvrement fini (U);<;<,, de S par des ouverts affines et défi-

nissons par récurrence T;=U,, T;= U,-———hL<Jj(U]- nU,) pour j>2; chaque T, est fermé

dans Pouvert affine U, et les T; sont deux & deux sans point commun; en outre les U;n U,
sont quasi-compacts puisque S est quasi-séparé, et par suite (S étant aussi quasi-compact),
sont constructibles dans S (1.8.1), donc il en est de méme des T;. Il suffira évidemment
de démontrer le corollaire pour un sous-préschéma convenable T, de S ayant T pour
espace sous-jacent, de présentation finie sur S et pour le morphisme et le Module déduits
respectivement de « et # par le changement de base T;—S. Notons pour cela que si
Pon prend sur U, la structure de préschéma induite par celle de S, I'immersion ouverte
U;,—S est quasi-compacte puisque S est quasi-séparé (1.2.7), donc elle est de présen-
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tation finie (1.6.2, (i)). Il suffira donc que T; soit de présentation finie sur U;, autrement
dit, on peut déja se borner au cas ot U;=S et T;=T est fermé constructible dans S.
Soit S=Spec(A), et considérons A comme limite inductive de ses sous-Z-algébres de
type fini, de sorte que S:ET S,, ot les S, sont affines et noethériens. En vertu de
(8.3.11), il existe un A et une partie fermée (nécessairement constructible) T, de S, tels que
T=u;!(T,) (u, : S-S, étant le morphisme canonique). On munira T, d’une structure
de sous-préschéma de S, et on prendra T'=T, X;, S; comme I'immersion canonique
T,—S, est de présentation finie (1.6.1), il en est de méme de I'immersion T’—S.
Comme T’ est affine, on voit finalement qu’on peut se borner au cas ou T’'=S
est affine. Alors (8.9.1), avec les mémes notations, il existe un A, un morphisme de type
fini #, : XS, et un Ox,-Module cohérent F, tels que X soit isomorphe a X, Xs, S,
F a 9",‘®@X)‘0X. On peut alors appliquer a S,, X, et &, le résultat de (6.9.3) etilya
des sous-préschémas S;; de S,, dont les ensembles sous-jacents forment une partition
de S, et qui sont tels que si 'on pose X,;=X, Xg, S;;, Fy=F 7\®Os;\ @S,M soit plat sur Sj;.
Les S/=35;;Xs, S sont alors des sous-préschémas de S répondant a la question en vertu
de (2.1.4).

8.10. Propriétés de permanence des morphismes par passage a la limite
projective.

Dans cette section, nous conservons les hypothéses générales et les notations
de (8.8.1).

Proposition (8.10.1). — S8l existe N tel que, pour wp>x, f, soit un morphisme ouvert
(resp. universellement ouvert), alors f est un morphisme ouvert (resp. universellement ouvert).

Comme X =X, Xy, Y, Passertion relative aux morphismes universellement ouverts
est un cas particulier de (2.4.3, (iii)). Supposons donc f, ouvert pour w>x; il suffit
de voir que pour tout ouvert guasi-compact U de X, f(U) est ouvert dans Y. Or, il existe
p=) tel que U=yp;'(U,), ot U, est un ouvert quasi-compact dans X, (2.3.11); on
a alors f(y;'(U,))=w;*(f,(U,)) (I, 3.4.8), donc f(U) est ouvert dans Y.

Corollaire (8.10.2). — Soit f:X—>Y un morphisme. Pour que f soit universellement
ouvert, il suffit que, pour tout entier n>o, si Pon pose Y,=Y®,Z[T,, ..., T,](=Vy), et
X,=XXyY,, la projection canomque f,=fx1y, : X, =Y, soit un morphisme ouvert.

Pour démontrer que f est universellement ouvert, il suffit de prouver qu’il en est
ainsi de la restriction f~!(U)—U de f pour tout ouvert affine U de Y; comme, par
hypothese, si U,=U®,Z[T,, ..., T,] est image réciproque de U dans Y,, le mor-
phisme f'(U,)—U,, restriction de f;, est ouvert, on voit qu’on peut se borner au cas
ol Y==_Spec(A) est affine. En outre, il suffit aussi évidemment de montrer que pour
tout morphisme Y’'—Y, out Y'=Spec(A’) est lui aussi affine, f'=fy, est ouvert.
Supposons d’abord que A’ soit une A-algebre de type fini, donc quotient d’une algébre
de polynémes A[T,, ..., T,]; alors Y’ est un sous-préschéma ferméde Y, et f' la restric-
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tion de f, & f,7'(Y’); mais pour tout ouvert Vde X,,ona £,(Vnf, }(Y)=£(V)nY’,
et comme par hypothése f,(V) est ouvert dans Y,, cela montre que f’ est aussi un mor-
phisme ouvert. Lorsque A’ est quelconque, il peut étre considéré comme limite inductive
de ses sous-A-algebres de type fini A;, et le fait que f’ soit un morphisme ouvert résulte
de ce qui précede et de (8.10.1).

Proposition (8.10.3). — Supposons qu’il existe o tel que : 1° S, soit quasi-compact ;
20 les morphismes X, —S,, Y,—S, soient quasi-compacts et le morphisme Y,—S, quasi-

séparé ; 3° pour a <A<y, les morphismes u,, : S,—S, soient plats; 4° f,(X,) soit constructible
dans Y . Alors, pour que f soit dominant, il faut et il suffit qu’il existe N>« tel que f, soit dominant.

Les hypothéses entrainent que Y, est quasi-compact et que le morphisme f, est
quasi-compact (1.2.4); par suite f,(X,)=Z, est pro-constructible (1.9.5, (vii))
dans Y,. Si Pon pose Z, =w;'(Z,) pour A>a et Z=w;'Z,), onadonc Z,=f(X,)
et Z=f(X) (I,3.4.8) et Z, est pro-constructible dans Y, (1.9.5, (vi)). Il suffit alors
d’appliquer (8.8.13) en remplagant S,, Z; et Z;' par Y,, Y, et Z, respectivement.

Proposition (8.10.4). — Supposons qu’il existe o« tel que Y, soit quasi-compact et f, de
Ype fini et quasi-séparé. Pour que le morphisme f soit séparé, il faut et il suffit qu’il existe A>o
tel que f, soit séparé.

La question étant locale sur Y, (puisque Y, est quasi-compact et L filtrant),
on peut se borner au cas o Y, est affine, donc quasi-séparé, et I’hypothése entraine
que X, (donc les X, et X) sont quasi-compacts et quasi-séparés. Posons Xj =X, Xy, X,
pour A>a et X'=XXyX; ona X;=X Xy Y, et X'=X Xy Y; le morphisme
premiére projection X;—>X_  est quasi-compact et quasi-séparé par hypothése (1.2.3,
(iii)), donc X est quasi-compact et quasi-séparé. Notons maintenant que si ’on désigne
par A, (resp. A) la diagonale de X, Xy, X, (resp. de X XyX), il résulte de (I, 5.3.4
et 3.4.8) que A, (resp. A) est I'image réciproque de A, par ’application z;, : X —X;
(resp. vy : X'—>X)). D’autre part A, est constructible dans X; : en effet, puisque f, est
quasi-séparé, I'immersion diagonale X,—>X; est quasi-compacte, et localement de
présentation finie puisque f; est de type fini (1.4.3 et 1.5.4, (iii)); il résulte alors
de (1.8.4.1) que A, est localement constructible, donc constructible puisque X, est
quasi-compact. On peut maintenant appliquer (8.3.12) en remplacant S, et Z; par X;
et A, respectivement.

Théoréme (8.10.5). — Supposons S quasi-compact, X, et Y, de présentation finie sur S,
et soit f,:X,—~>Y, un S,-morphisme. Considérons, pour un morphisme, la propriété d’étre :

(i)  un isomorphisme ;

(i bis) un monomorphisme ;

(ii)  une immersion ;

(iii)  une immersion ouverte ;

(iv)  une immersion fermée ;

(v)  séparé;

(vi)  surjectif ;
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(vii) radiciel ;

(viii) affine ;

(ix)  quasi-affine ;

(x)  finis

(xi)  quasi-fini ;

(xii) propre.

Alors, si P désigne une des propriétés précédentes, pour que f posséde la propriété P, il faut et
il suffit quil existe A>a tel que f, posséde la propriété P (auquel cas f, la posséde aussi
pour p=N).

St Sy est en outre supposé quasi-séparé, la méme conclusion est valable lorsque P est la
propriété d’étre :

(xiii) projectif s

(xiv) quasi-projectif.

Le cas oit P est 'une des propriétés (i) ou (v) n’a été inséré dans I’énoncé que
pour mémoire; dans ces cas, le théoréme découle de ce qui a été démontré respectivement
dans (8.8.2.4) et (8.10.4). D’ailleurs, compte tenu de (I, 5.4.1 et 5.3.4), (v) résulte
aussi de (iv). Le cas (i bis) se déduit aussitot de (i), en utilisant (I, 5.3.8) et en notant
(comme on I'a déja utilisé dans (8.10.4)) que la diagonale A; se déduit de A, par le
changement de base S—S8,.

On notera d’autre part que (vi), (vii) et (xi) sont en fait des conditions sur les
fibres f~'(y) des morphismes envisagés, compte tenu de la transitivité des fibres par
changement de base (I, 3.6.4) : la condition (vi) signifie en effet que toutes les fibres
doivent étre non vides, la condition (vii) qu’elles doivent étre radicielles (I, 3.5.8) et
la condition (xi) qu’elles doivent étre finies (II, 6.2.2 et 6.2.3 et I, 6.4.4, compte tenu
de ce que f et les f, sont des morphismes de type fini par (1.5.4, (v)). Le théoréme dans
ces trois cas sera donc encore conséquence d’un résultat général sur ce type de propriétés
ne concernant que les fibres, qui sera établi dans (9.3.3); nous repoussons donc jusqu’a
ce moment-1a la démonstration du théoréme dans le cas (xi) (bien entendu, le lecteur
pourra vérifier que, sauf aux n° 8.11 et 8.12, nous ne ferons pas usage du théoréme
dans ce cas jusqu’a (9.3.3) et que (8.11) et (8.12) ne seront pas utilisés avant (9.3.3)).

Pour les cas qui restent a2 démontrer, on peut se borner a prouver que la condition
de I’énoncé est nécessaire, toutes les propriétés P envisagées étant invariantes par
changement de base (voir chap. Ier et II dans les numéros concernant chacune de
ces propriétés). On peut en outre supposer que S, =S, etque Y, =S, , donc Y, =S,
pour tout A>«. Enfin, les propriétés (i) a (xii) sont locales sur S,, donc, comme S,
est réunion finie d’ouverts affines et L filtrant, on peut se borner pour les démontrer
au cas ou Sy=Spec(A,) est affine (donc quasi-séparé). On désignera par A, (resp. A)
Panneau de S, (resp. S).

Cas (ii), (iii), (iv) : Supposons que f soit une immersion (resp. une immersion
ouverte, resp. une immersion fermée), et soit X’ le sous-préschéma (resp. induit sur un
ouvert, resp. fermé) de S associé a f, qui est donc un S-préschéma de présentation finie.
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En vertu de (8.6.3), il existe donc un A>« et un sous-préschéma (resp. induit sur un
ouvert, resp. fermé) X; de S,, de présentation finie sur S,, tels que X’ soit isomorphe &
X3 Xg, 5. Pour tout p>2, X) =Xj X5 S, est donc un sous-préschéma (resp. induit sur un
ouvert, resp. fermé) de S,, de présentation finie sur S, et il résulte donc de (8.8.2.4) et
(8.8.2.5) qu’il existe un w>2 et un isomorphisme g, : X, X, tel que g=g, X 14 soit
I'isomorphisme X —+X' associé a f; d’oit la conclusion.

Cas (vi) et (vii) : On sait (1.8.4.1) que Z,=f,(X,) est constructible dans S;
si on pose Z,=uy;'(Z,) pour A>a et Z=u '(Z,), on a Z,=£(X,) et Z=f(X)
(I, 3.4.8). Comme en vertu de (8.3.11) Papplication canonique 1£>n C(S,) =C(S) est
injective, la relation f(X)=S implique Pexistence d’'un A>a tel que £ (X,)=S,,
ce qui prouve le théoréme dans le cas (vi). Pour le prouver dans le cas (vii), il
suffit de noter que le morphisme structural X,xg X,—S, est de présentation finie
puisqu’il en est ainsi de la premiére projection X,Xg X,—~X, (1.6.2); il suffit donc
en vertu de (1.8.7.1) d’appliquer le cas (vi) du théoréme au morphisme diagonal
A 1 X,>X,Xg X, en notant que Pon a Ay =A; X15 et A=A; X15 (I,5.3.4
et 3.3.11).

Cas (viii) et (ix) : Comme S=Spec(A) est affine, dire que f: X—>S est affine
(resp. quasi-affine) signifie qu’il existe un entier r et une immersion fermée (resp. une
immersion) j : X—>Vg=Spec(A[T;, ..., T,]) de S-préschémas, puisque f est de type
fini et S quasi-compact (IL, 5.1.9). Comme V5=Vg xS, et que Vi est un
Se-préschéma de présentation finie, il résulte de (8.8.2, (i)) appliqué au S-morphisme j,
qu’il existe un A et un S,-morphisme j, : X;—>Vg, tel que j=j,X15; appliquant
alors (iv) (resp. (ii)) a j, on en déduit qu’il existe w>A tel que j, soit une immersion
fermée (resp. une immersion); par suite f, est affine (resp. quasi-affine).

Cas (x) : Par hypotheése, on a X =Spec(B), ol B est une A-algébre qui est un
A-module de présentation finie (1.4.7); il résulte donc de (8.5.2, (ii)) qu’il y a un A
et un Ay-module de présentation finie B, tels que le A-module B soit isomorphe & B,®, A.
La structure de A-algébre de B est définie par un A-homomorphisme m : B®,B—B;
comme on a B®,B=(B,®, B,)®,A, il existe d’aprés (8.5.2, (i)) un p>r et un
A, -homomorphisme m, : Bu®AuBu——>Bu tel que m=m,®1. En considérant les dia-
grammes usuels exprimant I’associativité et la commutativité de m, on voit en appliquant
encore (8.5.2, (1)) qu’il existe v=p tel que m, définisse sur B, une multiplication asso-
ciative et commutative; de la méme maniére on voit qu’on peut supposer v pris assez
grand pour que ’anneau B, ainsi défini admette un élément unité. Si X =Spec(B,),
il est clair alors que X est S-isomorphe a XX S, donc, en vertu de (i), il existe p>v
tel que X, et X soient S -isomorphes, ce qui achéve la démonstration dans ce cas.

Pour démontrer le théoréme dans le cas (xii), nous démontrerons d’abord la
proposition suivante :

Proposition (8.10.5.1) (lemme de Chow pour les morphismes de présentation
finie). — Soient A un anneau, X, Y deux A-préschémas de présentation finie, f:X—>Y
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un A-morphisme séparé. Alors il existe deux A-préschémas X', P de présentation finie, et des
A-morphismes p : P—=>Y, j: X'=>P, g : X'>X, tels que le diagramme

X 1, p

soit commutatif, et que : 1° p soit projectif ; 2° g soit projectif et surjectif ; 3° j soit une immersion
ouverte.

En effet, soient Ay CA, X,, Y, et f, déterminés comme dans (8.9.1) de sorte que Y,
est noethérien et f, de type fini; on peut en outre supposer f, séparé d’aprés (8.10.4).
Le lemme de Chow (II, 5.6.1) montre alors I’existence de trois morphismes p, : Py—>Y,,
g0t Xo—>X, et jo: X;—Py, de type fini, tels que le diagramme

Jo

X, — P,

|

lp.

XOT’ Y,

Je

soit commutatif, et que p, soit projectif, g, projectif et surjectif et j, une immersion
ouverte. Les propriétés de I’énoncé résultent alors de I'invariance des propriétés précé-
dentes par changement de base (II, 5.5.5, (iii) et I, 3.5.2 et 4.3.2).

Cas (xii) : Appliquons au morphisme f; : X,—S, la prop. (8.10.5.1) : on a donc
un diagramme commutatif

X, > P,

iy

X, PR

ol p, est projectif, g, projectif et surjectif, et j, une immersion ouverte; on en déduit
pour chaque A un diagramme analogue ol les morphismes p,=poX Ig,, g1 =4goX I,
et jy=JjoX I, ont respectivement les mémes propriétés, et de méme pour les morphismes
limites projectives p=poX 15, g=gyX 15, J=Jo X 1g. Comme g est propre (II 5.5.3),
il en est de méme de poj=fog (I, 5.4.2) et comme p est séparé, j est propre, donc une
immersion fermée; appliquant le cas (iv) au morphisme j (en notant que X, et P, sont
des Sy-préschémas de présentation finie (8.10.5.1 et 1.6.2)), on voit qu’il existe A tel
que j, soit une immersion fermée, donc soit propre (II, 5.4.2). Mais alors f,0g, =7, 08,
est propre (IL, 5.5.3 et 5.4.2) et comme g, est surjectif, et qu’on peut supposer f, séparé
en vertu de ’hypotheése sur f et de (v), il résulte de (II, 5.4.3) que f, est propre.

Cas (xiii) et (xiv) : En vertu de (xii) et de (II, 5.5.3) (qui est applicable puisque
les S, sont quasi-compacts et quasi-séparés, compte tenu de (1.7.19)), il suffit de
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considérer le cas ou f est quasi-projectif. Supposons donc qu’il existe un 0x-Module inver-
sible £ qui soit f~ample; comme S est quasi-compact et quasi-séparé il en est de méme
de X, (1.2.3), et il y a donc un A et un 0,-Module quasi-cohérent %, de présentation
finie tel que #=15(%,) (8.5.2, (ii)); en outre, en vertu de (8.5.5), on peut supposer £,
inversible. Le théoréme dans ce cas est alors conséquence du lemme plus précis suivant :

Lemme (8.10.5.2). — Supposons Sy quasi-compact, et soit L5 un Ox -Module inversible.
Pour que Z soit un Ox-Module ample pour f (resp. trés ample pour f), il faut et il suffit qu’il
existe p>\ tel que &L, soit ample pour f, (resp. trés ample pour f,).

La condition étant évidemment suffisante (II, 4.4.10 et 4.6.13), montrons qu’elle
est nécessaire; les S, étant quasi-compacts et les f, de type fini, on peut, en remplagant &
par une puissance tensorielle convenable, se borner a considérer le cas ou % est trés
ample (IL, 4.6.11). En outre, la question étant ici locale sur Sy (vu (II, 4.4.5) et le fait
que L est filtrant), on peut se borner au cas out S, (et par suite S) est affine. Alors, en
vertu de (II, 4.4.1, (ii) et IL, 4.1.2), il existe une S-immersion j:X->Py=P telle
que & soit isomorphe & j*(0p(1)). Compte tenu de (8.8.2, (i), de (ii) et de (I, 4.1.3),
il existe donc un p>A et une immersion j, : Xu—->P§qu =P, tels que j=j, X 14; utilisant
ensuite (II, 4.1.3.2) et (8.5.2.5), on voit qu’il existe v>p tel que %, soit isomorphe
aj, (Op,(1)), ce qui montre que &, est trées ample pour f, (I, 4.4.2).

8.11. Application aux morphismes quasi-finis.

Nous nous proposons dans cette section de démontrer les deux théorémes suivants :

Théoréme (8.xx.1). — Soit f: X—>Y un morphisme propre, localement de présentation
finie, et quasi-fini. Alors le morphisme f est fini.

Théoréeme (8.1x.2). — Soit f: X—>Y un morphisme localement de présentation finie,
quasi-fini et séparé. Alors le morphisme f est quasi-affine, et a fortiori quasi-projectif.

Remarque (8.1x.3). — On va voir ci-dessous que I'on peut se ramener, pour la
démonstration de (8.11.1) et (8.11.2), au cas ol Y est localement noethérien; on
notera que dans ce cas on obtiendra ainsi une autre démonstration du théoréme de
Chevalley (I, 4.4.2).

(8.1x.4) Les hypothéses et les conclusions de (8.11.1) et (8.11.2) sont toutes
locales sur Y (1.6.1, 1.2.6, (II,5.1.1), (IL, 5.4.1) et (II,6.2.2)), donc on peut
supposer Y=Spec(A) affine. On sait qu’il existe alors un sous-anneau A, de A, qui
est une Z-algébre de type fini, et un morphisme de type fini f, : X,—Spec(A,) tels
que X s’identifie 4 X,®, A et fa fyx1 (8.9.1). En outre, A peut étre considéré
comme limite inductive de ses sous-anneaux contenant A, et qui sont des Z-algebres
de type fini; utilisant la méthode de (8.1.2, ¢)) ainsi que (8.10.5, (v), (xi) et (xii)),
on voit qu’il suffit de démontrer les théorémes (8.11.1) et (8.11.2) pour f,. Supposons
donc désormais Y noethérien; utilisant maintenant la méthode de (8.1.2, a)) ainsi
que (8.10.5, (v), (ix), (x), (xi) et (xii)) on peut remplacer Y par Spec(0,), ol y est un
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point quelconque de Y, donc on voit finalement que ’on peut supposer que Y= Spec(A),
ot A est un anneau local noethérien. Soient m I'idéal maximal de A, A le complété de A
pour la topologie m-préadique; on sait que A est un anneau local noethérien et que le
morphisme Spec(A)—>Spec(A) est fidelement plat et quasi-compact (0;, 7.3.5); appli-
quant (2.7.1, (i), (vii), (xiv), (xv) et (xvi)), on voit en outre qu’on peut se borner au cas
ot A est complet. Il résulte alors de (II, 6.2.6) que X=X'uX", ou X’ est un Y-schéma
fini et X"’ un Y-schéma quasi-fini tel que X" nf~(y)=0.

Plagons-nous d’abord dans les hypothéses de (8.11.1); comme f est propre, X"/,

“qui est fermé dans X, est propre sur Y (IL, 5.4.10), donc f(X'') est fermé dans Y;
mais y n’est pas contenu dans f(X'’), et par ailleurs est adhérent a tout point de Y,
donc f(X")=@, et par suite X'’ est vide et f est fini.

Plagons-nous maintenant dans les hypothéses de (8.11.2) et, en nous bornant
(comme on peut le faire d’aprés ce qui précéde) au cas o Y= Spec(A) est affine
et noethérien de dimension finie, raisonnons en outre par récurrence sur la dimen-
sion de Y. En se ramenant comme ci-dessus au cas ol A est en outre local et
complet, on a dim(0,)=dim(A)=dim(Y) et pour tout z#y, dim(0,)<dim(@,), donc
dim(Y—{»})<dim(Y). Or, par hypothése on a f(X"")CY—{y} et la restriction de f
a X" est évidemment un morphisme quasi-fini et séparé; appliquant & Y—{y} eta X"
I'hypothése de récurrence, on voit que X' est quasi-affine sur Y—{y}; mais 'ouvert
Y—{y} étant quasi-affine sur Y puisque Y est noethérien, X" est aussi quasi-affine
sur Y (II, 5.1.10, (ii)); comme par ailleurs X’ est fini (et a fortior: affine) sur Y, X est
quasi-affine sur Y (IL, 4.6.17 et 5.1.2, ¢’)).

Proposition (8.xx.5). — Soit f: X—Y un morphisme de présentation finie. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

a) f est une immersion fermée.

b) f est un monomorphisme propre.

c) f est propre et pour tout yeY, f~'(p) est radiciel et géométriquement réduit sur k()
(¢’est-a-dire vide ou k( y)-isomorphe @ Spec(k(y)).

Il est clair que a) entraine 4). Pour voir que b) entraine ¢), notons (I, 3.3.12)
que pour tout p€Y, le morphisme f~'(y)->Spec(k(y)) déduit de f par extension de
la base est un monomorphisme, donc est injectif, et par suite f~!(») est vide ou réduit
3 un point, et en tout cas affine. De plus, si A est ’anneau de f~'(y), 'homomorphisme
canonique A®,A—A est bijectif (I, 5.3.8). Cela entraine évidlemment que A=k,
sans quoi il y aurait un élément acA non dans £ et les images de a®1 et de 1®a
dans A seraient toutes deux égales a a, alors que a®1+4 1®a puisque 1 et a forment un
systéme libre sur £.

Reste a prouver que ¢) entraine a). Il résulte tout d’abord de (8.11.1) que f est
un morphisme fini, donc X ==Spec(&/), ou & est une Oy-Algebre finie. 11 suffit donc
de prouver que ’homomorphisme canonique Oy—.7 est surjectif (IL, 1.4.10), ou encore
que pour tout y€Y, I’homomorphisme 0,—</, est surjectif. Mais par hypothése
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S~'(»)=Spec(,/m,,) (I, 1.5.5) est tel que ’homomorphisme correspondant
k(y)=0,/m,—o |m, o, soit bijectif; comme 2/, est un ,-module de type fini, le lemme
de Nakayama montre que 0,~>.s7, est surjectif, ce qui achéve la démonstration.

Remarque (8.1x.5.1). — On notera que le raisonnement précédent prouve que
si f est un monomorphisme, alors, pour tout yeY, f~!(») est vide ou k(y)-isomorphe
a Spec(k()).

Proposition (8.11.6). — Si un morphisme f:X—Y de présentation finie est un
homéomorphisme universel, il est fini,” surjectif et radiciel (la réciproque étant vraie
d’apres (2.4.5, (i))).

En effet, f étant de type fini, universellement fermé, et séparé en vertu de (2.4.4),
est propre par définition (II, 5.4.1). Comme il est évidemment quasi-fini (II, 6.2.3),
il est fini d’apres (8.11.1). On sait par ailleurs qu’il est radiciel (2.4.4), et évidemment
surjectif.

8.12. Nouvelle démonstration et généralisation du « Main Theorem » de
Zariski.

Lemme (8.12.1). — Soient f:X—>Y un morphisme quasi-compact et quasi-séparé,
€ une Oy-Algébre quasi-cohérente, Z =Spec(¥), qui est un Y-préschéma affine au-dessus de Y.
Soient g : X—7Z un Y-morphisme, ¢=o/(g) : €—f (Ox) le Oy-homomorphisme correspondant
de Oy-Algébres (IL, 1.2.7). Supposons que g soit une immersion. Alors, pour que I'image fermée
de X par g (1, 9.5.3) soit égale a Z, il faut et il suffit que ¢ soit injectif ; g est alors une immersion
ouverte.

L’hypothése entraine que f,(Ox) est une Oy-Algebre quasi-cohérente (1.7.5); en
outre, comme le morphisme canonique 4 :Z—Y est affine, donc quasi-compact et
séparé, g est un morphisme quasi-compact et quasi-séparé (1.2.2 et 1.1.2), donc g (0x)
est une @,-Algebre quasi-cohérente (1.7.5). Cela étant, dire que 'image fermée de X
par g est égale a Z signifie (I, 9.5.2) que 'homomorphisme canonique 0 : 0;—g (0x)
est injectif. Mais on a 4 (0,)=% par définition de Z (II, 1.3.1), et £ (g (Ox))=f.(0).
Comme Z est affine au-dessus de Y, il revient au méme de dire que I’homomorphisme
0 :0,—g (Ox) estinjectif ou que 'homomorphisme correspondant ¢ =£4 (0) : € —f (O)
est injectif (I, 1.3.9). Le fait que g est alors une immersion ouverte résulte de (I, 9.5.10)
et de ’hypotheése que g est une immersion.

Lemme (8.12.2). — Soient Y un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, f:X—>Y un
morphisme quasi-séparé de type fini, € une Oy-Algébre quasi-cohérente, Z —=Spec(¥). Soient
g : X—>Z un Y-morphisme, ¢ : € —f (Ox) le Oy-homomorphisme correspondant de Oy-Algebres.
Soit (€,) la famille filtrante croissante des sous-Oy-Algebres quasi-cohérentes de type fini de €
(dont € est la réunion ((I, 9.6.6) et (1.7.9))); posons Z, =Spec(¥,) et soit g, le morphisme
composé X>Z—>Z,. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g est ume immersion.

b) 1l existe \ tel que g, soit une immersion.
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De plus, lorsque g, est une immersion, il en est de méme de g, pour p.>\.

I1 suffit d’appliquer (II, 3.8.4) en remplacant % par O et & par €[T], et tenant
compte de (IL, 3.1.7).

Proposition (8.12.3). — Sotent Y un presche’ma quasi-compact et quasi-séparé, f:X—>Y
un morphisme séparé de type fini. Soit B =f (Ox), qui est une Oy-Algébre quasi-cohérente (I,9.2.2);
soit € la fermeture intégrale de Oy dans B, qui est une Oy-Algébre quasi-cohérente (II, 6.3.4);
posons Z =Spec(¥), et soit g:X—>Z le Y-morphisme correspondant & injection canonique
o :C>B=f(0x) (I, 1.2.7). Soit (6,) la famille filtrante croissante des sous-Oy-Algébres
quasi-cohérentes de type fini de € (dont € est la réunion ((I, 9.6.6) et (1.7.9))), et, pour tout A,
soit g, : X—Z, =Spec(¥,) le Y-morphisme correspondant & Uinjection €\—>&B =f (O). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une factorisation de f en

xLy Sy
o f' est une immersion et u un morphisme fini.

a’) Il existe une factorisation X Ly 5y de S, ot f' est une immersion ouverte et u un
morphisme fini.

b) Le morphisme g :X—>Z est une immersion.

c) Il existe  tel que g, : X—Z, soit une immersion.

De plus, lorsqu’il en est ainsi, g est une immersion ouverte, g(X) est dense dans Z, et il
existe N tel que, pour w>=X, g, soit une immersion ouverte.

Comme I’homomorphisme ¢ : €—f (0Ox) est injectif, il résulte de (8.12.1) que
si g est une immersion, c’est une immersion ouverte et g(X) est dense dans Z, et de
méme pour g. Le fait que a) entraine a’) résulte aussi de (8.12.1), appliqué en y
remplagant Z par Y’ et g par f' (Y’ étant fini, donc affine au-dessus de Y) : en effet
si Y est 'image fermée de X par f’, Y est fini au-dessus de Y et f’ se factorise en
Xf—’;Y"—’+Y’, ol j est 'injection canonique, et f*’ est une immersion (I, 4.1.10); il
résulte donc de (8.12.1) que ' est une immersion ouverte.

L’équivalence de b) et ¢) résulte de (8.12.2) ainsi que le fait que g, est alors une
immersion pour A assez grand. Il est clair que ¢) implique a), puisque Z, est fini
au-dessus de Y (II, 6.3.4 et 6. 1.2). Montrons enfin que a) implique ¢). On a vu ci-dessus
qu’on peut supposer que Y’ est I'image fermée de X par f”, et alors il résulte de (8.12.1)
que si 'on pose #'=u(C0y), de sorte que Y’ s’identifie a Spec(%’), ’homomorphisme
@ B >AB=f(0x) est injectif. Mais comme par hypotheése ' est une Oy-Algebre finie,
elle s’identifie par définition de &Z & une des sous-Oy-Algebres €,, ce qui démontre ¢).

Nous dirons qu’un morphisme f:X—>Y, ol Y est quasi-compact et quasi-séparé,
est pseudo-fini, s’il est de type fini et vérifie la condition a) de (8.12.3) (auquel cas il
est nécessairement séparé).

Corollaire (8.12.4). — Soient Y un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, f:X—>Y
un morphisme.
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(i) Supposons f pseudo-fini. Alors, pour tout morphisme Y'—Y, ox Y’ est quasi-compact
et quasi-séparé, fyy: X'=Xy,—~>Y' est pseudo-fini.

(ii) Soit (U,) un recouvrement deY formé d’ouverts quasi-compacts. Pour que f soit pseudo-fini,
il faut et il suffit que pour tout A, la restriction f, : f~(U,)—U, de f soit un morphisme pseudo-fini.

(iil) Supposons en outre Y noethérien, et f de type fini. Alors, pour que f soit pseudo-fini, il faut
et 1l suffit que, pour tout yeY, le morphisme fy=fx1 :X,=XXySpec(0,) - Spec(0,) le soit.

(i) Ilestclair que fy, est de type fini (1.5.4); en outre, une factorisation X3z5Y

ol g est une immersion et # est fini, donne une factorisation X575 de Jiyy, ol
LZ'=Zy,, §=8x) et u'=uy,; g est une immersion (I, 4.3.2) et «" est fini (I, 6.1.5);
donc fy, est pseudo-fini.

(if) La condition est nécessaire en vertu de (i), les U, étant quasi-séparés puisque Y
Pest. Pour voir qu’elle est suffisante, observons (avec les notations de (8.12.3)) que si
Pon pose X,=f"'(U,), on a Z|U,=(£),(%,), €|U, est la fermeture intégrale
de 0y, dans %, et par suite, si h:Z—Y est le morphisme canonique, Z, = Spec(%,)
s'identifie 2 £~!(U,). Or, pour que g:X-—Z soit une immersion, il faut et il suffit
que pour tout A, la restriction g, : f~}(U,) =A"}(U,) deglesoit (I, 4.2.4). Cela entraine
la conclusion en vertu de (8.12.3).

(iii) Il suffit, en vertu de (ii), de prouver que y admet un voisinage U tel que la
restriction f~*(U)—U de fsoit un morphisme pseudo-fini. Désignons par (U, ) le systéme
projectif filtrant décroissant des voisinages ouverts affines de y, et appliquons la méthode
de (8.1.2, a)). Puisque Y est noethérien, les restrictions f; :f~(U,)—>U, de f sont
de présentation finie et il en est de méme de f,. Par hypothése f, se factorise en
X, 2 Z, 2 Spec(0,), o u, est fini et g, est une immersion. Comme 0, est nocthérien,
il en est de méme de Z,, et comme Z, est de présentation finie sur Spec(0,), il existe
un A et un morphisme de présentation finie u, : Z,—U, tels que Z, s’identifie a
Z, Xy, Spec(0,) etu,a u; X1 (8.8.2, (i1)) ; en outre, il existe un morphisme g, : X, —Z,
tel que g, =g, X1 et que fy=u,0g, (8.8.2, (1)). De plus, on peut supposer A pris de
sorte que g, soit une immersion et %, un morphisme fini (8.10.5, (ii) et (x)), ce qui
prouve que f, est pseudo-fini.

(8.12.5) Nous pouvons maintenant donner du « Main theorem » de Zariski (III,
4.4.3), une démonstration n’utilisant pas les résultats cohomologiques de nature
« globale » du chap. III, mais faisant appel par contre aux propriétés plus fines des
anneaux locaux noethériens; nous généraliserons en outre ’énoncé du théoréeme en le
débarrassant des hypothéses noethériennes :

Théoréme (8.12.6) (« Main Theorem » de Zariski). — Soit Y un préschéma quasi-
compact et quasi-séparé. Si un morphisme f: XY est quasi-fini, séparé et de présentation finze,
il existe une factorisation de f
(8.12.6.1) xLy iy
o [’ est une immersion ouverte et u un morphisme fin.
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En vertu de (8.12.4, (ii)) et du caractére local (sur Y) des notions de morphisme
quasi-fini, séparé et de présentation finie, on peut se borner au cas ou Y= Spec(A)
est affine. Appliquant (8.9.1), on peut supposer qu’il y a un sous-anneau A, de A,
qui est une Z-algebre de type fini, et un A-isomorphisme X®, ASX, f s’identifiant
par cet isomorphisme a fyX1, ou f;: X,—Spec(A,) est un morphisme de type fini;
en outre (8.10.5, (v) et (xi)) on peut supposer que f, est séparé et quasi-fini; sil’on prouve
que f, est pseudo-fini, il en sera de méme de f d’apres (8.12.4, (i)). Comme A, est alors
noethérien et que les notions de morphisme de type fini, séparé et quasi-fini se conservent
par changement de base, il résulte de (8.12.4, (iil)) que 'on peut méme supposer que A
est un anneau local, essentiellement de type fini sur Z (1.3.8). Posons n=dim(A), et
procédons par récurrence sur n; pour n=o0, le théoréme est évident, A étant un corps
et le morphisme f étant déja fini (IL, 6.2.2). Posons B=T'(X, 0); désignons par C
la fermeture intégrale de A dans B, posons Z = Spec(C) etsoit g : X—Z le Y-morphisme
correspondant au A-homomorphisme canonique injectif G—B; en vertu de (8.12.3),
il s’agit de montrer que g est une immersion ouverte. Soit & le point fermé de Y, et
soit U=Y—{a}; U est noethérien et tous ses anneaux locaux sont essenticllement
de type fini sur Z et de dimension <z; compte tenu de I’hypotheése de récurrence,
et de (8.12.4, (iii)), on voit que la restriction f~!(U)—U de f est un morphisme
pseudo-fini. On en conclut (8.12.3) que, si 2 :Z—>Y est le morphisme structural,
la restriction f~Y(U)—A"*(U) de g est une immersion ouverte. Posons A’=A,
Y'=Spec(A"), X'= Xy, [ =fy) : X’=>Y'. Comme le morphisme canonique = : Y'Y
est plat, il résulte de (2.3.1) que B'=I(X’, Ok) s’identifie a la A’-algébre B®,A’.
D’autre part, comme A est un anneau local excellent (%7.8.3), le morphisme u:Y'—»>Y
est régulier, et a fortior: normal, et par suite (6.14.4) la fermeture intégrale de A’ dans B’
est égale @ C'=C®,A’. On voit donc que Z’'=Spec(C’) est égal a Zy, et le morphisme
g :X'—>7Z' provenant de l'injection C'—>B’ est égal a gy,. Comme u:Y =Y est
fidélement plat et quasi-compact, pour prouver que g est une immersion ouverte, il
suffit de prouver que g’ est une immersion ouverte (2.7.1, (x)). Notons maintenant
que 27'(a) est réduit au point fermé a’ de Y’ et par suite U'=Y'—{a'}=u""(U).
Si & :Z’'—Y’' est le morphisme canonique, le fait que la restriction f~(U)—A~*(U)
de g soit une immersion ouverte entraine qu’il en est de méme de la restriction
f YUY —k~1U’) de g'. Notons maintenant que f’ est un morphisme séparé et quasi-
fini (I, 6.2.4); comme A’ est complet, on déduit de (II, 6.2.6) que X’ est Y'-isomorphe
a une somme X;uX; 5 ou la restriction f’|X{=f:X{—>Y’ est un morphisme fini,
et X,Cf~HU’). Il en résulte que B’ est composée directe des deux A’-algébres
I'(X], O0x)=B] et I'(X], Ox,)=B;; on en conclut aussit6t que la fermeture intégrale C’
de A’ dans B’ est composée directe des fermetures intégrales Cj, C; de A’ dans Bj, B;
respectivement, d’ou Z'=ZnZ;, ou Z;=Spec(C;) (=1, 2); et le morphisme cano-
nique g’ : X'—>Z' est tel que g'|X; soitle morphisme canonique g : X;—Z; (i=1, 2).
Mais comme Bj est déja une A’-algebre finie, on a C{=B;, et g; est donc un isomor-
phisme. D’autre part, comme X;Cf'~!(U’) et est ouvert dans f'~!(U’), on sait
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déja que g, est une immersion ouverte. On conclut bien que g’ est une immersion
ouverte, C.Q.F.D.

Remarque (8.12.7). — Lorsque, dans (8.12.6), on suppose que Y est un schéma
affine, la démonstration par réduction au cas noethérien montre que, dans la factorisa-
tion (8.12.6.1), les morphismes f’ et u sont aussi des morphismes de présentation
Sfinie (1.6.2).

Corollaire (8.12.8). — Sotent Y un schéma quasi-compact tel qu’il existe un Oy-Module
ample (IL, 4.5.3), f:X—>Y un morphisme quasi-fini et quasi-projectif. Alors il existe une
Sactorisation de f en

xLy Ly

ol f' est une immersion ouverte et u un morphisme fini.

L’hypothése entraine que X s’identifie & un sous-Y-schéma quasi-compact d’un
Y-schéma de la forme Z=P; (II, 5.3.3). Il y a par suite un voisinage ouvert quasi-
compact U de X dans Z tel que X soit fermé dans U; comme Z est un schéma, I'injection
canonique U—Z est un morphisme de présentation finie ((1.2.7) et (1.6.2)), donc
le morphisme composé g:U-—->Z—>Y est aussi un morphisme de présentation finie (le
fait que P} est de présentation finie sur Y résultant aussit6t de la définition (IL, 4.1.1)).
Soit # I’Idéal quasi-cohérent de (@ définissant le sous-préschéma fermé X; comme U
est un schéma quasi-compact, # est limite inductive filtrante de ses sous-Idéaux quasi-
cohérents de type fini £, (I,9.4.9). Si X, est le sous-préschéma fermé de U défini
par #,,on a par suite X = QXA. Pour tout yeY, on adonc f~(y)= Q (Xang (),

et comme les ensembles X, ng~!(y) sont fermés dans espace noethérien g=!(y), il
existe pour tout y un indice A(p) tel que f~(y)=X,, ng !(y). Désignons par E,
I’ensemble des yeY tels que la fibre X, ng™*(y) de la restriction de g & X, soit un
k( p)-préschéma fini. L’hypothése que f est quasi-fini entraine, en vertu de ce qui précede,
que Y= QEA. Or, chacun des X, est, par définition, de présentation finie sur Y ; il résulte
donc de (9.2.3) et (9.2.6) (}) que les E, sont des ensembles constructibles dans le
schéma Y; comme ils forment un ensemble filtrant croissant, il existe un indice A tel
que E,=Y (1.9.9), et pour cet indice A, le morphisme f, : X, —Y, restriction de g
a X,, est donc quasi-fini. Comme il est de présentation finie et séparé, on peut lui
appliquer (8.12.6), et f, se factorise donc en

ix uy
X, — Y, —Y

ol J, est une immersion et #, un morphisme fini. Comme X est un sous-préschéma fermé
de X,, on a ainsi prouvé que f posséde la propriété (8.12.3, a)), d’out le corollaire en
vertu de ’équivalence de (8.12.3, a)) et (8.12.3, a’)).

(1) Le lecteur vérifiera que les corollaires (8.12.8) a4 (8.12.11) ne sont pas utilisés dans le § g.
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Corollaire (8.12.9). — Soit f: XY un morphisme localement quasi-fini (Exry;, 20).
Pour tout xeX il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un voisinage ouvert V de y=f{(x)
dans Y, tels que f(U)CV et une factorisation

u

vhviy

de la restriction de f a U, ol f' est une immersion ouverte et u un morphisme fin.

11 suffit évidemment de prendre pour V un voisinage affine de » dans Y, pour U
un voisinage affine de x dans X contenu dans f~!(U) et tel que f|U soit quasi-fini.
Le morphisme U—V restriction de f étant alors affine (donc quasi-projectif), on peut
lui appliquer (8.12.8).

Corollaire (8.12.310). — Sotent Y un préschéma intégre et normal, X un préschéma
intégre, f: X—Y un morphisme birationnel et localement quasi-fini (Exry;, 20). Alors f est un
isomorphisme local ; pour que f soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit en outre
séparé.

La seconde assertion résulte aussitét de la premiére et de (I, 8.2.8). Pour prouver
la premiére assertion, on peut supposer X et Y affines et f quasi-fini; considérons la
factorisation f=uof’ de (8.12.8), qui permet d’identifier X par ' a un sous-préschéma
induit sur un ouvert de Y’'. Comme X est intégre, on peut, en vertu de (I, 5.2.3),
remplacer Y’ par le sous-préschéma réduit de Y’ ayant pour espace sous-jacent X, donc
on peut supposer aussi que Y’ est intégre. En outre, puisque f est birationnel,  ’est aussi.
La conclusion résulte alors du lemme suivant :

Lemme (8.12.10.1). — Sotent Y' un préschéma intégre, Y un préschéma intégre et normal ;
alors un morphisme u : Y'Y fini et birationnel est un isomorphisme.

Posons en effet &/=u (Cy.), de sorte que &/ est une Oy-Algebre finie, Y’ s’identifiant
a Spec(«&/) (IL 1.3.6). Si R(Y) est le corps des fonctions rationnelles de Y, on a donc,
pour tout yeY, Oy Co/, CR(Y); mais comme ’anneau (y , est par hypothése intégra-
lement clos et a R(Y) pour corps des fractions, on a nécessairement 7, =0y ,, d’ou
le lemme.

Corollaire (8.12.31). — Soient Y un préschéma intégre, X un préschéma intégre et normal,
f:X—>Y un morphisme dominant et localement quasi-fini. Soient K et L (extension de K) les
corps de fonctions rationnelles de Y et X respectivement : et soit Y' la fermeture intégrale de Y relati-
vement ¢ L. (IN, 6.9.4); alors f se factorise d’une seule maniére en f:X Ly 4 Y, o f' est
birationnel, et correspond & I’ automorphisme identique de L; f' est alors un isomorphisme local, et
pour que f' soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit séparé.

L’existence et l'unicité de la factorisation de f résultent de (II, 6.3.9). Il résulte
de (I, 6.2.4, (v)), en se ramenant au cas affine, que f’ est localement quasi-fini; en outre,
il résulte de (I, 5.5.1) que, pour que f' soit séparé, il faut et il suffit que f le soit,
puisque u est affine, donc séparé; les deux derniéres assertions sont donc des conséquences
de (8.12.10) appliqué a f".
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8.13. Traduction en termes de pro-objets.

La proposition suivante est essentiellement équivalente & (8.8.2, (i)) :

Proposition (8.13.x1). — Soient S un préschéma, (X,, v,,) un systéme projectif filtrant
de S-préschémas; on suppose qu’il existe o tel que v,, soit un morphisme affine pour tout A>a
(ce qui entraine (IL, 1.6.2) que v,, est affine pour a<A<p), de sorte que la limite projective
X=lir_n X, existe dans la catégorie des S-préschémas (8.2.3). Soit Y un S-préschéma, et, pour
tout A>o, soit e, :Homg(X,;,Y) — Homg(X,Y) Papplication qui, a tout S-morphisme
f i XY, fait correspondre f=fiov,, oit v, : X—>X, est le morphisme canonique. La
Samille (e,) est un systéme inductif d’applications, qui définit donc une application canonique

(8.13.x.1) an;l Homg(X,, Y) - Homy(X, Y).

Supposons X, quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé), et le morphisme structural
Y —S localement de type fini (vesp. localement de présentation finie). Alors Papplication (8.13.1.1)
est injective (resp. bijective).

Posons en effet, pour A>a, Z,=Y XX,, de sorte que 'on a Z,=7Z,xx X,.
Posons de méme Z=YXxgX=Z,Xx X; on sait alors (8.2.5) que, si 'on pose aussi
Wy, =1X0y, : Z,~Z, pour a<ASyp et wy,=1Xv, :Z—>Z, pour a<}, Z est limite
projective du systéme projectif (Z,, w,,) et les w, sont les morphismes canoniques
correspondants. Notons d’autre part que le morphisme Z,—X_ est localement de type
fini (resp. localement de présentation finie) (1.3.4 et 1.4.3). Enfin, on sait que I'on a

Homg(X,, Y)=Homy, (X,,Z;) et Homg(X,Y)=Hom(X, Z)

(I, 3.3.14). 1l suffit maintenant d’appliquer (8.8.2, (i)) en y faisant X,=S, eten
y remplagant Y, par Z,.

Corollaire (8.13.2). — Avec les notations de (8.13.1), on suppose X, quasi-compact
et quasi-séparé, et les v, affines pour a<\; on suppose en outre que Y=li<__m Y,, o2 (Y,, t,)
est un systéme projectif filtrant de S-préschémas tel que, pour chaque o, le morphisme structural Y,—>S
sott localement de présentation finie. On a alors une bijection canonique
(8.13.2.1) Homg(X, Y) = ll(__m(h_;l)l Homg(X,, Y,)).

e

En effet, le fait que Y soit limite projective des Y, entraine en particulier que

P’application canonique Homg(X, Y) — l(ﬂ Homg(X, Y,) est bijective; et d’autre part,

e
les hypothéses entrainent, pour chaque p, I’existence d’une bijection canonique

Homg(X, Y,) ganoms(SA, Y,) en vertu de (8.13.1); d’ou la conclusion.
A :

(8.13.3) Les résultats précédents permettent d’interpréter dans la théorie des
préschémas les notions de « pro-variété » ou de « pro-schéma » qui s’introduisent dans
certaines applications (par exemple dans la théorie du corps de classes local suivant
les idées de Serre [39] ou dans la théorie de Néron sur la réduction des variétés
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abéliennes [32]). Rappelons rapidement ici la notion de pro-objet d’une catégorie,
renvoyant au chap. V pour de plus amples développements (nous n’utiliserons d’ailleurs
pas avant le chap. V Iinterprétation qui va suivre, et le lecteur peut donc omettre jusque-1a
la lecture de la fin de ce numéro). Etant donnée une catégorie C, la catégorie Pro(C)
des pro-objets de C a pour objets les systémes projectifs (dans 'univers ot 'on se place)
X =(X,),ex d’objets de € dont les ensembles d’indices (dépendant du systéme projectif
considéré) sont supposés préordonnés filtrants. Etant donnés deux tels pro-objets
X=(Xueuw X'=(X,)cw> les morphismes de X dans X’ sont par définition les éléments
de Tensemble h(r_n(h_n>1 Hom(X,, X,,)); la vérification du fait que I'on peut prendre
v ®

ces ensembles pour ensembles de morphismes est immédiate, la composition de systémes
de morphismes u : X, —>X/,, u¥ : X/, —X/!, qui sont inductifs en I'indice supérieur
et projectifs en 'indice inférieur, se faisant « argument par argument », autrement dit
en considérant le systéme des uLﬁ?:uQﬁ'ouﬁ,.

(8.13.4) Considérons alors un préschéma quasi-compact et quasi-séparé S, et
désignons par C la sous-catégorie pleine de la catégorie (Sch),s des S-préschémas, formée
des S-préschémas X ayant la propriété suivante : le morphisme structural X-—S se
factorise en X > Xo 4 S, ou g: X=X, estaffine et f:X,—>S de présentation finie; nous
dirons pour abréger que les préschémas de C sont essentiellement affines au-dessus de S.

Considérons d’autre part la sous-catégorie pleine €, de (Sch)g formée des
S-préschémas de présentation finie, et la catégorie Pro(C;) des pro-objets de C;. Nous dirons
qu’un objet X=(X,),cy de Pro(Cy) est essentiellement affine ’il existe un yeM tel que
pour tout p>7y, le morphisme de transition 2, : X,—X, soit affine (ce qui entraine
que pour Y<pXv, 7,,: X,—X, est affine). On notera qu’un objet de Pro(C;) isomorphe
a un objet essentiellement affine n’est pas nécessairement essentiellement affine lui-méme.
Nous désignerons par €’ la sous-catégorie pleine de Pro(C;) formée des pro-objets de C;
essentiellement affines.

Cela étant, il résulte de (8.2.2) et (8.2.3) que pour toutobjet X =(X), .y de C’,

le S-préschéma X=li(_r_n X, existe; en outre, comme, pour p assez grand, le morphisme
©
X=X, est affine (8.2.2), X est essentiellement affine au-dessus de S par définition.

Posons X =L(X); montrons qu’on a ainsi défini un foncteur canonique
(8.13.4.1) L:c¢'—»cC

On a en effet, pour deux objets X=(X,), X'=(X,) de C’, une application canonique
pour chaque p’
Er_r)l Homg(X,, X)) — Homs(l(ir_n X, X.)
w

définie dans (8.13.1.1), et d’autre part, par définition de la limite projective, une
bijection canonique

lim Homg(lim X,, X},) = Homg(lim X,,, lim X;,)

w © ©w w'
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d’ott une application canonique

(8.13.4.2) lim (lim Homg(X,,, X)) - Hom(lim X,,, lim X} )
w w w w

évidemment fonctorielle en X et X', et qui compléte la définition du foncteur L.

Proposition (8.13.5). — Les hypothéses et notations étant celles de (8.13.4), le foncteur L
est pleinement fidéle. St de plus S est un préschéma noethérien (ce qui implique déja que S est
quasi-compact et quasi-séparé (1.2.8)), L est une équivalence de catégories.

Dire que L est pleinement fidele signifie que I’application (8.13.4.2) est bijective
quels que soient X, X’ dans C’, ce qui est un cas particulier de (8.13.2) : en effet, les
morphismes structuraux X,—S étant de présentation finie, sont en particulier quasi-
compacts et quasi-séparés, donc les X, sont quasi-compacts et quasi-séparés.

Pour montrer que lorsque S est noethérien L est une équivalence de catégories,
il suffit, puisque ’on sait déja que L est pleinement fide¢le, de prouver que tout S-préschéma
essentiellement affine X est S-isomorphe a un objet de la forme L(X) ot Xe€’ (0, 8.1.5).

Or, il y a par hypotheése une factorisation X 5 Xo S du morphisme structural, f étant
de présentation finie et g affine. On peut donc écrire X = Spec(&/), ol & est une
O -Algébre quasi-cohérente (IL, 1.3.1). Or, comme X, est noethérien (puisqu’il en
est ainsi de S et que f est de type fini), . est limite inductive filtrante de la famille (<7,)
de ses sous-Oy -Algébres quasi-cohérentes de type fini (I, 9.6.6). Posons X, =Spec(%,);
les morphismes X, —>X, sont de type fini, donc de présentation finie puisque X, est
noethérien, et par suite il en est de méme des morphismes composés X, —-X,—S (1.6.2);
autrement dit, les X, appartiennent a C; et comme les morphismes X,—X, sont
affines, X =(X,) est un objet de ¢’ dont la limite projective existe et est S-isomorphe
a X en vertu de (8.2.2). Ceci achéve la démonstration.

Remarque (8.13.6). — Il résulte de (1.6.2) et de (II, 1.6.2) que si X et Y sont
essentiellement affines au-dessus de S, alors il en est de méme de X XgY. On en conclut
par exemple (Op, 8.2.5) qu'un C-groupe n’est autre qu’un (Sch)g-groupe qui est un
préschéma essentiellement affine au-dessus de S. D’autre part, les produits finis existent
dans la catégorie €’ : en effet, si X=(X,),cu, Y=(Y,),cr sont deux objets de C’, les
produits X, XY, sont des S-préschémas de présentation finie, et en prenant pour
morphismes de transition X XgY,—>X, XY, les produits des morphismes de transi-
tion X,—»X, et Y,—Y_, on voit aussitét que (X,XsY,) est produit de X et de Y
dans Pro(C,); en outre (I, 1.6.2) les morphismes de transition ainsi définis sont affines
pour p et p assez grands, donc le produit X xY ainsi défini appartient bien a ¢’. On
conclut alors comme plus haut qu’un €’-groupe est un Pro(C,)-groupe qui est essentiellement
affine. On déduit donc de (8.13.5) que les catégories des C’-groupes et des C-groupes
sont équivalentes lorsque S est noethérien. 11 semble plausible que lorsque S est le spectre
d’un corps £, la catégorie des C-groupes soit équivalente a celle des K-groupes, o K est
la catégorie des S-préschémas quasi-compacts; autrement dit, tout préschéma en groupes
sur £ qui est quasi-compact serait essentiellement affine. D’autre part, si 'on désigne
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par Cg-gr la catégorie des Cg-groupes, il est vraisemblable que la catégorie des C’-groupes
est équivalente a la sous-catégorie pleine de Pro(Cy-gr) formée des « groupes proalgé-
briques essentiellement affines », c’est-a-dire des systémes projectifs G=(G,),cy, ot lesG,
sont des groupes algébriques sur & et les morphismes de transition G,—G, sont affines
pour p assez grand (ce que I’on peut exprimer aussi en disant que G est extension d’un
groupe algébrique par un pro-groupe algébrique affine). La conjonction de ces deux
conjectures équivaut d’ailleurs a la suivante : tout préschéma en groupes quasi-compacts
sur k est « extension » d’un « groupe algébrique » (i.e. un préschéma en groupes de type
fini sur £) par un préschéma en groupes affine sur k.

Les seuls pro-groupes algébriques rencontrés en pratique jusqu’a présent étant en
fait essentiellement affines, il y aura donc sans doute avantage & substituer & I’étude des
groupes pro-algébriques généraux (introduits et étudiés par Serre [40]) celle des schémas
en groupes quasi-compacts sur %, dont la définition est conceptuellement plus simple.

8.14. Caractérisation d’un préschéma localement de présentation finie sur
un autre, en termes du foncteur qu’il représente.

(8.14.1) Etant donné un préschéma S, nous dirons encore, comme en (8.13.4),
qu'un systeme projectif filtrant (X,, v,,) de S-préschémas est essenticllement affine s’il
existe o tel que v, soit un morphisme affine pour A>a.

L’énoncé suivant, qui sera surtout utile au chap. V, précise (8.8.2, (i)) en lui
fournissant une réciproque :

Proposition (8.x4.2). — Soient S un préschéma, f:X—S un morphisme. Pour tout

S-préschéma ‘T, posons
hx(T) =Homg(T, X)

de sorte que hy est un foncteur contravariant de la catégorie (Sch),g des S-préschémas dans la
catégorie Ens des ensembles (O, 8.1.1), et X un objet représentant ce foncteur (Opy, 8.1.8).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est localement de présentation finie.

b) Pour tout systéme projectif filtrant (Z,) de S-préschémas, essentiellement affine (8.13.4)
et formé de préschémas quasi-compacts et quasi-séparés, Uapplication canonique (8.13.1.1)

(8.14.2.1) 1_1r_r>1hx(ZZ) —>sz(l<£1 Z,))

est bijective.

c) Pour tout systéme projectif filtrant (Z,) de S-préschémas, tel que les Z, soient des
schémas affines, Uapplication (8.14.2.1) est bijective.

c’) Pour tout ouvert affine U de S et tout systeme projectif filtrant (Z,) de U-préschémas,
tel que les Z, soient des schémas affines, Uapplication (8.14.2.1) est bijective.

Le fait que a) implique 5) n’est autre que (8.13.1); il est trivial que &) implique ¢)
et que ¢) implique ¢’). Reste a voir que ¢’) entraine @), et comme la propriété a) est locale
sur S, on peut se borner au cas ou S est affine.
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Supposons d’abord que X soit aussi affine; I’assertion & prouver est alors équivalente
au

Corollaire (8.14.2.2). — Soient A un anneau, B une A-algébre. Afin que, pour tout
systeme inductif filtrant (C,) de A-algébres, I’application canonique

(8 14.2. 3) 11._1’)1’1 HomA-alg.(Bs CA) g HonlA-alg. (Ba h_n>1 C)\)

soit bijective, il faut et il suffit que B soit une A-algébre de présentation finie.

Il reste seulement a montrer que la condition est nécessaire. Prenons d’abord
pour (G,) le systeme inductif filtrant des sous-A-algébres de type fini de B, de sorte
que H_rr)lCA=B. Le fait que (8.14.2.3) soit bijective entraine en particulier que

Papplication identique 1y se factorise en B—C,—B pour un A convenable, ce qui
entraine G, =B, donc B est une A-algébre de type fini. Posons alors B=C/J, ou
C=A[T,, ..., T,] et J est un idéal de C. Alors J est limite inductive filtrante des
idéaux de type fini J,CJ de C; posant C,=C/J,, et utilisant ’exactitude du
foncteur l_ii)n, on voit que B est encore isomorphe 2 la limite inductive du systéme inductif

filtrant (G,). Il existe donc un A et un A-homomorphisme # : B—>C, tels que le composé

B—C, 2 B (ou p, est ’homomorphisme canonique) soit I'identité. Soit ¢, : C—C,
I’homomorphisme canonique, et posons #=p,(¢,(T;)); on a donc p,(u(t))=p,(gA(T))),
autrement dit u(t;)—q¢,(T,)€J/J,. Il existe donc un p>r tel que les n éléments
u(t;)—q,(T;) appartiennent & J,/3, (1<i<n); si p,; : CG,—C, est ’homomorphisme
canonique, on a par suite p,;(u(£)) =p.a(92(T;)) =¢,(T;). Remplagant A par p et u
par p, ou, on peut donc supposer que u(4)=gq,(T;) pour tout i, et si r=p,oq, est
Phomomorphisme canonique C—C/J=B, on peut donc écrire u(r(T;))=g¢,(T;) pour
tout ¢, d’oit ¢, =wuor. Mais cela entraine nécessairement que J=3,, carsi z€J, on a
r(z)=o0; donc on a B=C,.

Passons maintenant au cas ot S est affine et X quelconque; tout revient a prouver
qu’un ouvert affine V de X est de présentation finie sur S, et en vertu de ce qui vient
d’étre démontré, il suffit de prouver que pour tout systeme projectif filtrant (Z,) de
S-préschémas affines, I’application

(8.14.2.4) 1_11>n Homg(Z,, V) » Homs(ll(_m Z,,V)

est bijective. Il est immédiat que cette application est injective, car si (2,), (v3) sont deux
systémes inductifs de S-homomorphismes v, : Z, >V, v} : Z,—V tels que les morphismes

correspondants . u, , by v , u, , " v
—> Ly —> V, — L, —

soient égaux (u, étant le morphisme canonique), alors les morphismes
u, vy Jj u, v j
Z—>5Z,—-V—>X Z—-272,—-V—-X

(o J est Pinjection canonique) sont égaux, ce qui entraine jou,=jov; par hypothése
pour un A convenable, donc v, =u;.
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Reste a prouver que (8.14.2.4) est surjective. Soit donc v : Z—V un S-morphisme;
par hypothése il existe un A et un S-morphisme w, : Z,—>X tels que jov se factorise

el Wy . . . .
en Z— Z, — X, et tout revient a prouver qu’il existe u>A tel que le morphisme
u w;\
Z,-%7,-53X

(ot u,,, est le morphisme de transition) se factorise en Z, v L X. Posons, pour tout
p=, U, =ugl(wrt(V)). Ona u;(U,)=u7"(U,)=u; (wy '(V))=0v"!(V)=Z. Comme
les Z, sont quasi-compacts et que les U,, étant ouverts, sont ind-constructibles (1.9.6),
on déduit de (8.3.4) qu’il existe p>A tel que U,=Z,. C.Q.F.D.

Remarque (8.14.3). — Le fait que 'application (8.14.2.1) soit injective lorsque f
est localement de type fini (8.8.2, (1)) améne naturellement a se demander si ce résultat
admet aussi une réciproque. Il n’en est rien, méme lorsque S et X sont affines, car il
existe des monomorphismes X —S qui ne sont pas de type fini (I, 2.4.2), et qui mettent
donc en défaut cette conjecture.

§ 9. PROPRIETES CONSTRUCTIBLES

Soient S un préschéma, f:X-—>S un morphisme de présentation finmie (1.6.1),
& un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. On se propose dans ce paragraphe
de donner des critéres assurant, par exemple, que l’ensemble des seS tels que le
E(s)-préschéma X, =f"!(s)=X xsSpec(k(s)) a une certaine propriété, ou tels que le
Ox-Module #
au moins ind-constructible (1.9.4); on verra que c’est le cas pour la plupart des propriétés
qui s’introduisent en Géométrie algébrique. En supposant seulement f localement de

s=F ®o k(s) a une certaine propriété, est localement constructible, ou tout

présentation finie, on donnera aussi (9.9) des critéres pour que ’ensemble des points xeX
ou la fibre Xy, (ou le O, ,-Module F;,) a une certaine propriété, soit localement
constructible. On verra au § 12 que ces résultats, joints & I’hypothéese supplémentaire que f
est plat (resp. propre et plat), permettent de prouver que les ensembles considérés dans X
(resp. dans S) sont méme ouverts dans de nombreux cas.

9.1. Le principe de I’extension finie.

Proposition (9.x.1) (Principe de ’extension finie). — Soient k un corps, C un ensemble
d’extensions de k. On suppose vérifides les conditions suivantes :

(i) St KecC et s’il existe un k-homomorphisme K—K' (oi K’ appartient a Iunivers
ou Pon se place), alors K'ecC.

(il) 8¢ Kece, il existe une sous-extension K’ de K, de type fini sur k, telle que K'ec.

(i) St KecC est le corps de fractions d’une k-algébre intégre de type fini A, il existe
feA—{o} tel que pour tout idéal maximal m de A on ait A,/meC.
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Soit alors Q une extension algébriquement close de k (dans Uunivers considéré). Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) C est mon vide.

b) Il existe K'eC qui est une extension finie de k.

c) On a Qec.

La condition (i) implique évidemment que 4) entraine ¢), et ¢) entraine triviale-
ment a); prouvons que a) entraine b). En vertu de (ii) et (iii) il existe une extension
K’eC qui est de la forme A/m, ot A est une k-algébre de type fini sur £ et m un idéal
maximal de A. On sait, par le théoréme des zéros de Hilbert (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 3, n® 1, cor. 2 du th. 1) que K’ est une extension finie de £.

Corollaire (9.x.2). — Sous les hypothéses (1), (ii), (iii) de (9.1.1), st k est algébriquement
clos et si C nest pas vide, C contient toutes les extensions de k dans Uunivers envisagé.

En effet, comme a) entraine ¢), on a keC, et la conclusion résulte de I’hypo-
thése (i).

Remarque (9.1.3). — En pratique, on vérifiera la condition (ii) de (9.1.1) en
notant que K est limite inductive de ses sous-extensions de type fini K, et en appliquant
les résultats du § 8, compte tenu éventuellement du fait que pour K,CKg, K; est fide-
lement plat sur K,. Fréquemment P’ensemble C est formé des corps appartenant a un
ensemble €' de k-algébres qui vérifie la condition suivante :

(i bis) St AeC’ et s’il existe un homomorphisme de k-algébres A—A' (od A’ appartient
a Punivers o Pon se place), alors A’ecC’.

Lorsqu’il en est ainsi, la condition (i) est trivialement satisfaite, et on vérifiera
généralement la condition (iii) de (9.1.1) en notant que le corps des fractions K de A
est la limite inductive des algebres A; (pour la relation D(f)2>D(g)), et en appliquant
les résultats du § 8, compte tenu éventuellement du fait que les morphismes D(g)—>D(f)
sont des immersions ouvertes.

Par contre, lorsque (i bis) n’est pas vérifiée, la démonstration de (iii) est souvent
plus délicate, et est liée & des critéres de constructibilité qui seront développés plus loin.
Voici des exemples typiques d’application du principe de I’extension finie :

Proposition (9.x.4). — Soient k un corps, Q une extension algébriquement close de K,
X et Y deux préschémas de type fini sur k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) 1l existe un Q-morphisme X g —Y g, (resp. un Q-morphisme possédant une (déterminée)
des propriétés (i) a (xiv) de (8.10.5)).

b) Il existe une extension finie k' de k et un k'-morphisme Xg,—>Yy, (vesp. un
k'-morphisme possédant la propriété considérée).

c) Il existe une extension K de k et un K-morphisme Xx)—Y g, (resp. un K-morphisme
possédant la propriété considérée).

On applique la remarque (9.1.3) en prenant pour €' Pensemble de toutes les
k-algébres A (de l'univers ou on est placé) telles qu’il existe un A-morphisme
X®,A > Y®A (resp. un morphisme ayant celle des propriétés de (8.10.5) que 'on
considére). La condition (ibis) de (9.1.3) est alors vérifiée grice au fait que les
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propriétés envisagées dans (8.10.5) sont toutes stables par changement de base. La
condition (iii) de (9.1.1) est donc satisfaite en vertu de (8.8.2, (i)) (resp. (8.10.5)),
puisque Spec(k) est quasi-compact et quasi-séparé. Reste a vérifier la condition (ii)
de (9.1.1) qui découle encore de (8.8.2, (i)) et de (8.10.5), en considérant K comme
limite inductive de ses sous-extensions de type fini. On conclut donc par (g.1.1).

En particulier, s’il existe une extension K de £ et un K-isomorphisme X(K)—~>Y(K),
on dit que X et Y sont géométriquement isomorphes.

Le corollaire suivant généralise (II, 6.6.5) :

Corollaire (9.1.5). — Soient k un corps, X un k-préschéma. S’il existe une extension K
de k telle que X g, soit projectif (vesp. quasi-projectif) sur K, alors X est projectif (resp. quasi-
projectif ) sur k.

Le morphisme Spec(K) — Spec(k) étant fidélement plat et quasi-compact, il
résulte déja de (2.7.1, (v)) que X est de type fini sur £. L’hypothése signifie qu’il existe
une immersion fermée (resp. une immersion) Xg—>Pi=P® K (L, 5.5.4, (ii)
et 5.5.3); appliquant (9.1.4) pour la propriété (iv) (resp. (ii)) de (8.10.5), on en
déduit qu’il y a une extension finie £’ de £ et une immersion fermée (resp. une immer-
sion) X;,—P, autrement dit X, est projectif (resp. quasi-projectif) sur £’. On
conclut alors par (II, 6.6.5).

Proposition (9.1.6). — Soient k un corps, Q une extension algébriquement close de k, X un
préschéma de type fini sur k, F, G deux Ox-Modules cohérents. Supposons qu’il existe un isomor-
phisme FO,Q T I®.Q. Alors il existe une extension finie k' de k et un isomorphisme
FOLk 5 IOk

Le raisonnement est le méme que dans (9.1.4), en appliquant (8.5.2, (i)) (on
utilise ici, dans la démonstration de la propriété (iii) de (9.1.1), le fait que les
morphismes D(g)—>D(f) (avec les notations de (9.1.3)) sont des immersions ouvertes,
et a jfortiori des morphismes plats).

9.2. Propriétés constructibles et ind-constructibles.

Définition (9.2.1). — Soit P(X, F,k) une relation. On dit que P est une propriété
constructible (resp. ind-constructible) de préschémas algébriques si les deux conditions suivantes
sont vérifibes :

(1) Si k est un corps, X un préschéma algébrique sur k, F un Ox-Module cohérent, k' une
extension de k, alors, pour que P(X, F, k) soit vraie, il faut et il suffit que P(Xy,), F k', k')
soit vraie.

(i1) Sotent S un préschéma intégre noethérien, de point générique v, u : X—S un morphisme
de type fini, F un Ox-Module cohérent. Pour tout seS, posons X,=u""(s)=X xsSpec(k(s)),
Fo=F Ougk(s). Soit E Uensemble des seS tels que P(X,, F,, k(s)) soit vrate. Alors Pun
des ensembles E, S—ZE (resp. l’ensemble E) contient un ouvert non vide (et par suite est un
voisinage de v) (resp. contient un ouvert non vide s’il contient v).
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Remarques (9.2.2). — (i) Il s’agit la bien entendu d’une convention de langage
de nature métamathématique et non d’une définition mathématique proprement dite.
On a des « définitions » analogues pour des relations entre £, un ou plusieurs £-préschémas
algébriques, des k-morphismes entre ces préschémas, des Modules cohérents sur ces
préschémas ou des homomorphismes entre ces Modules.

(ii) Nous aurons aussi a considérer des relations o figurent des parties constructibles
de préschémas. Par exemple, soit P(X, Z, k) une relation; nous dirons (par abus de
langage) que P est une propriété constructible (resp. ind-constructible) de la partie
constructible Z de X si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1° Si k£ est un corps, X un préschéma algébrique sur £, Z une partie constructible
de X, k' une extension de £, alors, pour que P(X, Z, k) soit vraie, il faut et il suffit que
P(Xy, p~Z), k') soit vraie (p:X,,—X étant la projection canonique).

2° Soient S un préschéma intégre noethérien, de point générique %, u:X—S
un morphisme de type fini, Z une partie constructible de X. Pour tout seS, posons
X,=u"(s), Z,=Z nX,. Soit E ’ensemble des seS tels que P(X,, Z,, k(s)) soit vraie.
Alors 'un des ensembles E, S—E (resp. ’ensemble E) contient un ouvert non vide (resp.
contient un ouvert non vide §’il contient 7).

On notera que dans la condition 20 il faut supposer que Z est une partie construc-
tible de X, et non seulement que Z, est une partie constructible de X, pour tout s; la premiére
de ces deux propriétés entraine la seconde (1.8.2), mais non réciproquement.

(iii) Si P est une propriété constructible, il est clair qu’il en est de méme de
«non P ». Si P, Q sont deux propriétés constructibles (resp. ind-constructibles), il en est
de méme des propriétés « P ou Q » et « P et Q »; en effet, si, sous les hypothéses
de (9.2.1, (ii)), E, E’ sont deux parties de S et si E contient un ouvert non vide, il en
est de méme de EUE’, etsi S—E et S—E’ contiennent chacune un ouvert non vide,
il en est de méme de S—(EUE")=(S—E)n(S—E’).

(iv) Soit P(X, #, k) une relation vérifiant la condition (9.2.1, (i)); soient S un
préschéma, u:X—S un morphisme de type fini; avec les notations de (9.2.1, (ii)),
soit E ’ensemble des seS tels que P(X,, #,, k(s)) soit vraie. Soit d’autre part g : S'—S
un morphisme quelconque, et posons X'=Xy,), F'=F @y 0y; alors il résulte de la
transitivité des fibres (I, 3.6.4) et de la condition (9.2.1, (1)) que lensemble des s'eS’
tels que P(X.,, F., k(s'")) soit vraie est égal & g='(E). Cela s’étend aussitot au cas ou il
figure dans P plusieurs préschémas, Modules, morphismes de préschémas ou homo-
morphismes de Modules, ainsi qu’aux propriétés du type considéré dans (ii).

(v) Comme nous le verrons dans la suite de ce paragraphe et dans le courant du
reste du chap. IV, la plupart des propriétés P vérifiant la condition (9.2.1, (i)) vérifient
aussi (9.2.1, (ii)). Comme exceptions possibles, notons la propriété d’étre projectif, ou
quasi-projectif, ou affine, ou quasi-affine sur le corps de base (pour un préschéma algé-
brique) ; nous verrons (9.6.2) que ces propriétés sont ind-constructibles, mais nous don-
nerons plus tard un exemple ol S est une partie ouverte non vide de Spec(Z) (ou une
partie ouverte d’une courbe elliptique sur un corps fini) et ol toutes les fibres X,
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sauf la fibre générique X, sont projectives sur k(s) (tous les préschémas X, étant de
dimension 2).

Proposition (9.2.3). — Soient P une propriété constructible (resp. ind-constructible) de
préschémas algébriques, S un préschéma, X un préschéma de présentation finie sur S, F un Ox-Module
quasi-cohérent de présentation finie. Alors Uensemble E des seS tels que P(X,, F,, k(s)) soit
vraie est localement constructible (resp. ind-constructible). En outre, si S est irréductible de point
générique w, un des deux ensembles E, S—E est un voisinage de v dans S (resp. E est un
voisinage de 1 s’il contient ce point).

Pour démontrer ces assertions, on peut se borner au cas ot S =Spec(A) est affine.
On sait alors qu’il existe un sous-anneau A, de A qui est une Z-algé¢bre de type fini,
un Ag-préschéma de type fini X, et un 0y -Module cohérent & tels que X soit isomorphe
a Xe®, A et Fa F,8, A (8.9.1). Soit p :S—5,=_Spec(A,) le morphisme corres-
pondant a Pinjection A,—A, et soit E, ensemble des s,eS, tels que

P((X0)sys (F0)s0s E(50))

soit vraie; alors, en vertu de (9.2.2, (iv)), on a E=p"*(E;); on peut par suite
(1.8.2) se borner au cas o S est le spectre d’une Z-alge¢bre de type fini, donc un
schéma noethérien. Utilisons le critére de constructibilité (0, 9.2.3) (resp. le critére
de ind-constructibilité (1.9.10)); on est alors ramené, en utilisant comme ci-dessus
(9.2.2, (iv)) et en remplagant S par un sous-schéma fermé intégre de S, au cas ou S est
noethérien et intégre, et ou il faut prouver que E est rare dans S ou contient un ouvert
non vide de S (resp. que E contient un ouvert non vide de S s’il contient le point géné-
rique) ; mais cela est garanti en vertu de la condition (9.2.1, (ii)).

On notera que 'on n’a utilisé (9.2.1, (ii)) que lorsque S est le spectre d’un anneau
intégre de type fini sur Z. Il est clair d’autre part que I’énoncé de (9.2.3) s’applique
aussi lorsqu’il figure dans P plusieurs préschémas, Modules sur ces préschémas, mor-
phismes de préschémas ou homomorphismes de Modules. Il s’applique encore lorsqu’il
y figure des parties (en nombre fini) des préschémas considérés, pourvu qu’on impose
a ces parties la condition d’étre localement constructibles. En effet, la restriction au cas
ou S est affine montre qu’on peut se borner au cas ou ces parties sont constructibles : on
applique alors (8.3.11) qui montre (avec les notations précédentes) qu’une partie
constructible de X est I'image réciproque d’une partie constructible de X, pour un
choix convenable de A,. '

Corollaire (9.2.4). — Soient P une propriété constructible (resp. ind-constructible) de pré-
schémas algébriques, X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f:X—>Y un S-morphisme.
Pour tout seS, posons X, =X xgSpec(k(s)), Y,=Y XgSpec(k(s)), fi=fx1 : X,—~Y,. Alors
Pensemble E des seS tels que pour tout yeY,, la propriété P(f71(9), k(»)) soit vraie, est loca-
lement constructible (resp. ind-constructible).

En effet, soit Z I’ensemble des yeY tels que P(f~*(), k(y)) soit vraie. Comme
les fibres f~'(y) et f;'(») sont isomorphes, on voit que E est I’ensemble des seS tels
que Y,CZ; si g:Y—->S est le morphisme structural, on a donc E=S—g(Y—2Z).

58



§9 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 59

Or, f est de présentation finie (1.6.2, (v)), donc il résulte de (9.2.3) que Z est localement
constructible (resp. ind-constructible) dans Y, donc Y—Z est localement construc-
tible (resp. pro-constructible) dans Y. Comme g est de présentation finie, g(Y—Z) est
localement constructible (resp. pro-constructible) dans S, en vertu du théoréme de
Chevalley (1.8.4) (resp. de (1.9.5, (vii))); donc E est localement constructible (resp.
ind-constructible) dans S.

Remarque (9.2.5). — On notera que si P est une propriété de préschémas algé-
briques pour laquelle la prop. (9.2.3) est vraie, alors P satisfait aussi a2 la condition
(9.2.1, (ii)) : cela résulte en effet du fait que dans un espace irréductible noethérien,
un ensemble constructible est rare ou contient un ouvert non vide (0, 9.2.3).

Proposition (9.2.6). — Désignons par P une des propriétés suivantes d’un k-préschéma
algébrique X :

(i) X est vide.

(il) X est fini sur k.

(i) X est radiciel sur k.

(iv) dim(X) appartient & une partie donnée ® de Pensemble Z—=1Z u{—o}.

Alors P est constructible.

Il est clair que (i) et (ii) sont des cas particuliers de (iv), en prenant respective-
ment pour ® Densemble {—oo} et Iensemble {—o,0}. On n’a donc qu’a
démontrer (iii) et (iv). Dans chacun de ces deux cas la condition (i) de (9.2.1)
est remplie en vertu de (2.7.1, (xv)) et (4.1.4). D’autre part, dans le cas (ii), la
propriété P vérifie la conclusion de (9.2.3) en vertu de (1.8.7%); il reste donc a voir
qu’il en est de méme dans le cas (iv). Cela va résulter de la proposition plus précise
suivante :

Proposition (9.2.6.x). — St f: X—S est un morphisme de présentation finie, la fonction
s~>dim(f~1(s)) est localement constructible.

La question est locale sur S, donc on peut supposer que S=Spec(A) est affine
et prouver que pour tout n, ’ensemble E des seS tels que dim(X,)=7 est constructible.
Le méme raisonnement que dans (9.2.3) raméne au cas ou A est noethérien et intégre,
et il suffit alors de prouver le

Corollaire (9.2.6.2). — Soient S un préschéma intégre noethérien de point générique v,
[+ X—>S un morphisme de type fini. Alors il existe un voisinage de n dans S tel que la fonc-
tion s~>dim(X,) soit constante dans ce voisinage.

Les images par f des composantes irréductibles (en nombre fini) de X qui ne
rencontrent pas X,, sont contenues dans des parties fermées de S ne contenant pas 7
(puisque S est intégre (0;, 2.1.5)), donc (en remplacant S par un voisinage ouvert
de 7) on peut se borner au cas ou toutes les composantes irréductibles X; de X
rencontrent X, ; désignons encore par X; le sous-préschéma fermé réduit de X ayant X;
pour espace sous-jacent; comme dim(X,)=sup (dim((X,),)) (4.1.1), on peut se borner

au cas ou X est irréductible. Il existe alors un recouvrement fini (U;) de X par des
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ouverts affines partout denses, et les nombres dim((U,),) sont tous égaux & n=dim(X,)
(4.1.1.3); on peut par suite se borner au cas ou X est affine, donc aussi X, . Il existe
alors, en vertu de (4.1.2), un ouvert non vide W de X tel que WD X, , et un
k(xn)-morphisme fini surjectif £ : W, -V, (=Spec(k(n)[T;, ..., T,])); en appliquant
(8.8.2, (i)) et la méthode de (8.1.2, a)), on en déduit (en remplagant au besoin S
par un voisinage de 1) que 'on a h=g,, ot g:W-=>Vi(=Spec(A[T,, ..., T,])) est
un S-morphisme, et on peut supposer ce morphisme fini et surjectif en vertu de (8.10.5,
(vi) et (x)). On en conclut que pour tout seS, le morphisme g, : W, —Vg, est fini
et surjectif, donc que dim(W,)=n (4.1.2).

9.3. Propriétés constructibles de morphismes de préschémas algébriques.

Proposition (9.3.1). Soit P(X, k) une propriété constructible (resp. ind-constructible)
de préschémas algébriques. Désignons par P'( f, X, Y, k) la relation suivante : f:X—>Y est un
k-morphisme de k-préschémas algébriques tel que pour tout yeY, on ait la propriété P(f~( ), k()).
Alors P’ est une propriété constructible (resp. ind-constructible).

En effet, comme P vérifie la condition (g.2.1, (i), il en est de méme de P’ en
vertu de la transitivité des fibres (I, 3.6.4); par ailleurs le fait que P’ vérifie la condi-
tion (9.2.1, (ii)) résulte de (9.2.4), en raison de la remarque (g9.2.5).

Proposition (9.3.2). — Désignons par P une des propriétés suivantes d’un k-morphisme
S X—=Y de k-préschémas algébriques :

(1) f est surjectif.

(i1) f est quasi-fini.

(iii) f est radiciel.

(iv) Pour tout yeY, dim(f~'(y)) appartient & ® (notation de (9.2.6)).

Alors P est constructible.

Cela résulte aussitét de (9.3.1) et (9.2.6) si on tient compte de ce que f est
de type fini (1.5.4, (v)) de la caractérisation des morphismes radiciels (I, 3.5.8), et
de celle des morphismes quasi-finis (IL 6.2.2).

Proposition (9.3.3). — Supposons vérifiées les hypothéses de (8.8.1) dont nous gardons les
notations ; supposons en outre que S, soit quasi-compact, X, et Y, de présentation finie sur S, et soit
Jo : XY, un S -morphisme. Soit P une propriété ind-constructible de morphismes de préschémas
algébriques. Pour tout s€S (resp. 5,€S,) posons X, =X XgSpec(k(s)), Y,=Y Xg(Spec(k(s))),
So=fx1 1 XY, (resp. X, ,, =X, Xg,Spec(k(sy)), Y, =Yaxg, Spec(k(sy)), fo, 5, =
Hix1 Xy, =Y, ). Alors, afin que pour tout seS on ait la propriété P( f,), il faut et il suffit
qu'il existe N> o tel que pour tout $,€S,, on ait P(f, ).

En effet, soit E (resp. E,) ’ensemble des seS (resp. s,€S,) tels que la
propriété P(f,) (resp. P(f, ,,)) soit vraie; il résulte de (9.2.2,(iv)) que 'ona E, =u;'(E,)
pour A<y, et E=u;!(E,); en outre, en vertu de (9.2.3), E (resp. E,) est ind-
constructible dans S (resp. S,); la proposition résulte donc de (8.3.4) appliqué a la
partie ind-constructible E de S.
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On généralise sans peine ce résultat a des propriétés P du type considéré dans
(9.2.3, (i) et (ii)).

Remarque (9.3.4). — La conjonction de (9.3.3) et de (9.3.2, (ii)) démontre
Passertion (6.10.5, (xi)).

Proposition (9.3.5). — Soit P(X, Y, k) la propriété : « X et Y sont deux préschémas
de type fini sur le corps k, et il existe une extension k' de k et un K'-morphisme g : Xyn—Y,
vérifiant Q(g) », ou Q est une des propriétés (i) a (xiv) de (8.10.5). Alors P est une propriété
ind-constructible.

La définition de P montre en effet que la condition (9.2.1, (i)) est satisfaite,
compte tenu de ce que la propriété Q(g) est stable par changement du corps de base,
et de ce que deux extensions de £ peuvent toujours étre considérées comme des sous-
extensions d’une troisieme extension de £. Pour vérifier (9.2.1, (ii)), on peut se borner
au cas ol S=Spec(A) est affine; si K==£«(yn), corps des fractions de A, il existe par
hypothése et en vertu de (9.1.4) une extension finie K’ de K et un K’-morphisme
g (X)gy > (Y, k), vérifiant Q(g'), et K’ est évidemment le corps des fractions
d’une A-algebre intégre finie A’. Si 'on pose S'=Spec(A’), il résulte alors de (8.10.5)
qu’il y a un voisinage U’ du point générique 7’ de S’ tel que, si I'on pose X'=X®,A’,
Y'=Y®,A’, il existe, pour tout s’€U’, un morphisme X —Y ayant la propriété Q.
Mais le morphisme £ : §'—S est fini, donc fermé, et comme %~*(n)={'}, £(U’) contient
un voisinage ouvert U de 7 dans S; pour tout seU, il y a donc un s’eU’ tel que
h(s')=s, et comme X[ =X ®, k(s"), Y, =Y®,k(s'), la propriété P(X,, Y, k(s)),
est vraie pour tout seU.

Exemple (9.3.6). — Prenons par exemple pour Q la propriété d’étre un isomor-
phisme. Alors, en conjuguant (9.3.5) et (9.3.3), on a la propriété suivante : les notations
et hypothéses étant celles de (8.8.1), S, étant quasi-compact, X, et Y, de présentation
finie sur S,, afin que, pour tout seS, X, et Y, soient géométriquement isomorphes (9.1.4),
il faut et il suffit qu’il existe 2>« tel que, pour tout 5,€8,, X, , et Y, , soient géomé-
triquement isomorphes.

On a un résultat analogue lorsque les préschémas que 'on considére sont munis
de « lois de composition » d’une certaine espece (0, 8.2.1), par exemple des
« préschémas en groupes », « préschémas en anneaux », etc. (O, 8.2.3). Alors ’énoncé
précédent est encore valable lorsque par « isomorphisme » on entend des isomorphismes
de préschémas qui sont des homomorphismes pour les lois de composition considérées
(01> 8.2.2); il suffit ici d’utiliser non seulement (8. 10. 5) mais aussi (8.8.2, (i)) en remar-
quant que la notion d’homomorphisme pour une loi de composition s’exprime en écrivant
que des diagrammes de morphismes de préschémas sont commutatifs (il faut bien entendu
que les morphismes de transition X,—X, et Y,—Y, pour A<y soient des homo-
morphismes pour les lois de composition envisagées).

On peut aussi, au lieu de considérer des morphismes de préschémas comme
dans (9.3.5), considérer des homomorphismes de Modules, en utilisant (9.1.6) au lieu

de (9.1.5).
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9 .4. Constructibilité de certaines propriétés des modules.

Notations (9.4.1). — Dans ce numéro et les suivants jusqu’a la fin du § 9, nous
utiliserons systématiquement les notations suivantes : étant donné un morphisme f : X—S,
nous poserons, pour toutseS, X, =f""(s)=X x¢Spec(k(s)); pour tout Ox-Module quasi-
cohérent F, F, désignera le Ox-Module F®q k(s), et pour tout homomorphisme
u:F—>% de ¥ dans un Oyx-Module quasi-cohérent ¥, u,:%F,—>¥, sera le mor-
phisme p"(z), en désignant par p la projection canonique X,—>X. Pour toute section g
de & au-dessus de X, on désignera par g, 'image de g par I’homomorphisme canonique
r'x, #) -rX,, #,). Pour toute partic Z de X, on notera Z, I'image réciproque
p Y Z)=ZnX, (I,3.6.1). Enfin, si Y est un second S-préschéma et 2:X—>Y un
S-morphisme, on notera %, le morphisme Ax1 :X,—>Y,.

Proposition (9.4.2). — Soient S un préschéma intégre de point générique w, f:X—->S
un morphisme de présentation finie, F, G, H trois Ox-Modules quasi-cohérents de présentation
Sfinie. Sotent u : F %G, v:G—~>H deux homomorphismes de Ox-Modules, et supposons que la

u v
suite F, - 9, 5 H, soit exacte. Alors il existe un voisinage ouvert U de v dans S tel que,

pour tout seU, la suite F ,i gs_li‘; H, soit exacte.

Avec les notations générales de (9.2.1), il s’agit ici de la relation
PX, F, 9, H#,u,0v,k) : « X est un préschéma algébrique sur le corps £, F Sgiw
une suite exacte de Ox-Modules quasi-cohérents ». Comme, pour toute extension £’ de £,
la projection canonique X;,—X est un morphisme fidélement plat (2.2.13), la
condition (9.2.1, (i) est satisfaite (2.2.7). En vertu de (9.2.3), on peut se borner au
cas ou S est intégre et noethérien, auquel cas X est noethérien, et &, ¥, 5 sont des
Ox-Modules cohérents. L’hypothese implique qu’il existe un voisinage ouvert U de 7
dans S tel que la suite Z|f~'(U) - % |f~(U) - | f*(U) soit exacte, en vertu
de (8.5.8, (i)) appliqué suivant la méthode générale de (8.1.2, a)), et 'on peut donc
dé¢ja supposer que la suite F 5 @ 5 # est exacte; il suffit évidemment de prouver
que 'on a Ker(y,)=(Kerv), et Im(y,)=(Imu), pour tout s voisin de » dans S;
par suite (tenant compte de ce que les Ox-Modules &, ¥, S sont cohérents et de
(0;, 5-3-4)) on est ramené a prouver la proposition dans le cas particulier ol la suite
0>F5 G5 # >0 est exacte. Or, il y a alors un ouvert U dans S contenant % et
tel que | f~'(U) soit plat sur U (6.9.1); il résulte donc de (2.1.8) que pour tout
seU, la suite 0>%F,—>¥,—~#,—0 est exacte, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (9.4.3). — Sotent S un préschéma intégre, de point générique =, f :X—>S un
morphisme de présentation finie. Soit L'=(L");cq un complexe de Ox-Modules quasi-cohérents
de présentation finie. Pour tout 1, il existe un voisinage ouvert U de v dans S tel que les homomor-
phismes canoniques

(9-4-3-1) (#(L)), > H(L))
sotent bijectifs pour tout seU.

62



§o ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 63

On peut évidemment se borner 4 un complexe a trois termes de degrés —1, 0, 41 :

MENSP et a i=o; I’homomorphisme & considérer est alors I’homomorphisme
canonique (Ker »/Im ), - Ker(s,) [Im(x,). Utilisant (8.9.1) et (8.5.2, (i)), on voit
qu’on peut se ramener au cas ot S (donc aussi X) est noethérien, et par suite M, N, P
des Ox-Modules cohérents; alors Im(u) et Ker(s) sont aussi cohérents (0, 5.3.4) et
en outre il existe un voisinage U de 7 tel que pour seU, on ait Ker(s,)=(Ker(v)),
et Im(u,)=(Im(x)), (9.4.2); la conclusion résulte alors de (9.4.2) appliqué a la
suite exacte 0 — Im(x) - Ker(v) - Ker () /Im(x) — o, compte tenu de ce que @, = k(7)
(puisque S est inteégre) et par conséquent la suite

0 - (Im u), — (Ker 2),, > (Ker v/Im u), - o
est exacte.
Proposition (9.4.4). — Soient f: X—>S un morphisme de présentation finie, F, G, H#
trois Ox-Modules quasi-cohérents de présentation finie. Soient u : F —~%G, v : G—H# deux homo-

morphismes de Ox-Modules. Alors Pensemble E des seS tels que la suite F ,i g,—v; H,
soit exacte est localement constructible.

Compte tenu de (9.2.3), il faut établir que la propriété P considérée dans (9.4.2)
est constructible. On a déja remarqué dans la démonstration de (9.4.2) que la condi-
tion (9.2.1, (1)) est satisfaite pour cette propriété, et il reste a vérifier la condition (9.2.1,
(ii)). Supposons donc S intégre noethérien, de point générique =, et prouvons que E ou
S—E est un voisinage de n. Si n€E, notre assertion résulte de (9.4.2), et 'on peut

donc se borner au cas ot n¢E, autrement dit, la suite &, —ll g, i A, n’est pas
exacte. Distinguons alors deux cas :

1° Posons w=vou, et supposons d’abord que w,=v,0u,+0. Comme &, ¥, #
sont cohérents, il en est de méme de A =Ker(w) (0;, 5.3.4); il résulte donc de (9.4.2)
appliqué a la suite exacte 0 > A — F % o# quily a un voisinage U de 7 dans S tel que,
pour seS, Ker(w,)=",; en restreignant S, on peut donc supposer cette relation vérifiée
pour tout seS. Soit j I'injection canonique A" —%, et posons .# = Coker(j); l'exac-
titude a droite du foncteur % -~>%, entraine que M, = Coker(j,) pour tout seS.
L’hypothése w,+ o signifie que M, +o0; comme M est cohérent (0;, 5.3.4), il résulte
de (1.8.6) qu’il y a un voisinage ouvert U de n dans S tel que M,+0 pour seU,
donc w,*o0 pour seU, et a fortiori S—E est un voisinage de .

2° Supposons que w,=o0; en vertu de (8.5.2, (i)), appliqué suivant la méthode
générale de (8.1.2, a)), il existe un voisinage ouvert U de v tel que w|f~!(U)=o0;
remplagant S par U, on peut déja supposer w=o0 dans X. Alors & 5% 5 # estun
complexe a trois termes #°, auquel on peut appliquer (9.4.3); par hypothése on a
(L)) =H"(L;) 0, et H°(L) est cohérent (0, 5.3.4 et 5.3.3), donc il résulte
de (1.8.6) qu’il y a un voisinage ouvert U de 7 tel que (#°(&")),#+0 pour tout seU;
mais comme on peut supposer que H#°(L;)=(#"(ZL")), pour seU par (9.4.3), on
voit de nouveau que S—E est un voisinage de v dans S.
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Corollaire (9.4.5). — Sotent f: X—>S un morphisme de présentation finie, F, 4 deux

Ox-Modules quasi-cohérents de présentation finie, u : F —% un homomorphisme de O -Modules

Alors Pensemble des seS tels que ug soit injectif (vesp. surjectif, bijectif, nul) est localement
constructible.

11 suffit d’appliquer (9.4.4) aux suites 0 — FH5G FS5G>0,0>F >G>0,
759%g.

Corollaire (9.4.6). — Soient f:X->S un morphisme de présentation finie, F un
Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Soit h une section de F au-dessus de X; pour
tout seS, soit h, la section correspondante de F, au-dessus de X, (pour le morphisme projec-
tion X,—X). Alors, Pensemble des seS tels que h,=o0 est localement constructible.

Il suffit de remarquer que % correspond a2 un homomorphisme u:0yx—%
(0, 5.1.1) et A, a 'homomorphisme u«,.

Proposition (9.4.7). — Soient f:X—>S un morphzsme de présentation finie, F un
Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. L’ensemble E (resp. E') des seS tels que F,
sott un @Xs-Module localement libre (vesp. localement libre de rang n) est localement constructible.

Si X est un préschéma algébrique sur un corps £, & un @Oyx-Module cohérent, £’
une extension de £, alors, pour que % soit localement libre (resp. localement libre de
rang n), il faut et il suffit qu’il en soit de méme de F ®,k’, puisque la projection X;,—>X
est un morphisme fidélement plat (2.2.7). Autrement dit, la condition (g9.2.1, (i))
est vérifiée pour les propriétés dont on veut démontrer la constructibilité, et il reste a
vérifier (9.2.1, (ii)); on peut donc encore supposer que S est affine, noethérien et
intégre. Il y a de nouveau quatre cas a envisager :

1° neE. Il résulte de (8.5.5), appliqué suivant la méthode généralede (8.1.2, a))
qu’il existe un voisinage ouvert U de » dans S tel que & |f~!(U) soit localement libre;
a fortiori & , est localement libre pour tout seU.

20 neE’. Méme raisonnement que dans le 1°.

3° neS—E. Comme &, est un @Xn-Module cohérent, dire qu’il n’est pas localement
libre équivaut a dire qu’il #’est pas plat sur Gxn (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2,
cor. 2 du th. 1). Le fait que S—E est un voisinage de 7 résultera donc du lemme plus
général suivant (appliqué au cas ou g est 'identité) :

Lemme (9.4.7.1). — Soient S un préschéma intégre noethérien, de point générique =,
X, Y deux S-préschémas de type fini sur S, g :X—Y un S-morphisme, F un Ox-Module
cohérent. Si F . nest pas g, -plat, alors il existe un voisinage ouvert U de w dans S tel que pour
tout s€U, F_ ne soit pas g-plat.

Compte tenu de (2.1.2) et de Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier, § 2, n° g,
Remarque 1, ’hypothése signifie qu’il existe un ouvert non vide V de Y,, et un
homomorphisme injectif v : .#—>A" de Op-Modules cokérents, tel que I’homomorphisme
10y : F,Q M —~>F B0 N ne soit pas injectif. On a V=Y, nW, ou W est ouvert
dans Y (I,3.6.1), et il résulte de (8.5.2, (i) et (ii)), appliqué suivant la méthode
de (8.1.2, a)), qu’il existe un voisinage ouvert U, de n dans S, deux @,-Modules
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cohérents ¥, # (oo Z=Wnh '(Uy), h: Y-S étant le morphisme structural) et un
Oz-homomorphisme u : 9 —# tel que A =9, /=3, et v=u,; on peut donc
supposer U, pris tel que pour seU,, u,: ¥, —H#, soit injectif (9.4.5). Mais pour
tout seU,, ’homomorphisme I®us:ys®@zlga_)‘gs®<9z;'%s n’est autre que (1®u),;
I’hypothése que (1®u), est non injectif entraine donc (9.4.5) Pexistence d’un ouvert
non vide UCU, tel que pour tout seU, (1®u), soit non injectif, et par suite &, n’est
pas g,-plat pour tout seU.

4° neS—E’. Il est clair que S—ECS—FE’, etsi neS—E, S—E’ est a fortiori
un voisinage de n d’aprés le 3°. Supposons donc neE, donc &, localement libre; ces
hypothéses entrainent que X, est non connexe, et que les rangs du (DXn-Module localement
libre &%, ne sont pas les mémes sur les diverses composantes connexes de X,. Or, il
résulte de (8.4.2), appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), que 'on peut supposer
(en remplagant S par un voisinage ouvert de ) que X et X, ont le méme nombre de
composantes connexes, les composantes connexes de X, étant les intersections de X,
et des composantes connexes de X. La conclusion résulte alors du raisonnement fait
dans le 2°, appliqué a chacune des composantes connexes de X (qui sont en nombre
fini).

Remarque (9.4.7.2). — Le lemme (9.4.7.1) sera plus tard généralisé et débarrassé
d’hypothéses noethériennes (11.2.8).

Proposition (9.4.8). — Soient S un préschéma localement noethérien, f : X —S un morphisme
de type fini, F un Ox-Module cohérent. On suppose que pour tout seS, X, soit un préschéma
localement intégre. Alors ensemble E (resp. E') des seS tels que F¢ soit un Ox -Module de
torsion (resp. un 0X3-Module sans torsion) est localement constructible.

On peut évidemment supposer S=Spec(A) affine et noethérien et prouver que E
(resp. E’) est alors constructible en utilisant le critére (O, 9.2.3); remplacant S par
le sous-préschéma fermé réduit de S ayant pour espace sous-jacent une partie fermée
irréductible Y de S, et notant (I, 3.6.4) que pour seY, la fibre (X)), s’identifie cano-
niquement a X, et le faiscecau (F®q 0Oy), a F,, on voit qu’on est ramené au cas ol S
est intégre de point générique v, et & prouver que E ou S—E (resp. E’ ou S—E’)
est un voisinage de » dans S. Notons en outre que X est réunion finie d’ouverts affines U,
de type fini sur S, et chacun des (U;), est induit sur un ouvert de X,, donc localement
intégre; en outre, si (U;), est vide (resp. non vide), on sait que (U,), est aussi vide (resp.
non vide) dans un voisinage de 7 (9.2.6). On peut donc supposer tous les (U;), non
vides et intégres, et dire que &, est de .torsion (resp. sans torsion) équivaut a dire que
chacun des % ,|(U;), est de torsion (resp. sans torsion). On est donc ramené au cas
out X =Spec(B) est affine, et F =ﬁ, ol M est un B-module de type fini; on posera
B,=B®, k(s), M,=M®, k(s) et ’on peut supposer B, intégre. Nous avons quatre cas
a envisager :

1° neE; M, est donc un B,-module de torsion de type fini, et il y a par suite un
h+o dans B, tel que £M, =o0; en vertu de (8.5.2, (i)), appliqué suivant la méthode
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de (8.1.2, a)), on peut (en remplacant au besoin S par un voisinage de u) supposer
que hel'(X,, 0Xn) est de la forme g, , ou gel'(X, 0); soit u : F—>F I’endomorphisme
de # défini par la multiplication par g; par hypothése, on a u,=o0, donc (9.4.5)
Iendomorphisme u, : # ,—%,, défini par la multiplication par g,, est nul dans un
voisinage de . D’autre part, soit v : Ox—0y ’endomorphisme défini par la multipli-
cation par g; comme B, est intégre et h=g,+0, v, est injectif, et il résulte donc
de (9.4.5) que v, est un endomorphisme injectif de Oy, pour s voisin de %, autrement
dit, g, est un élément Oy -régulier pour ces valeurs de s; donc Z est de torsion dans
un voisinage de 7.

20 neS—E. Dire qu’un B,-module de type fini M, n’est pas un module de torsion
signifie que son quotient M, /T par son sous-module de torsion est =+ o0, et comme c’est
un B, -module sans torsion de type fini, il est isomorphe 4 un sous-module d’un
B,-module B}; il existe par suite un homomorphisme w :M,—B, qui est #o.
Appliquant (8.5.2, (i)) suivant la méthode de (8.1.2, a)), on en déduit (en remplagant
au besoin S par un voisinage de %) qu’il existe un homomorphisme v : # —0y tel que
v,=w. L’hypothése v,+0 entraine donc (9.4.5) que »,%0 dans un voisinage de =,
et comme X, est localement inteégre, &, n’est pas de torsion pour ces valeurs de s.

3° neE’. Comme M, est un B -module de type fini sans torsion, il existe un
homomorphisme injectif w : M, —B}. Utilisant (8.5.2, (i)) et (9.4.5) comme dans
le 2° (en restreignant au besoin S), on en déduit qu’il existe un homomorphisme
v:F—>0% tel que v,=w, et que pour s voisin de u, v, : F,—0% est injectif; pour
ces valeurs de s, &, est donc sans torsion.

4° neS—E'. Soit T le sous-module de torsion de M,; par hypothése T=+o,
et T est de type fini puisque M, est noethérien. Utilisant cette fois (8.5.2, (i) et (ii))
on voit (en restreignant au besoin S) qu’il existe un @Ox-Module cohérent & et un homo-
morphisme injectif « :%—>% tels que gn=T et que u, soit I'injection canonique
TI—»”/,]. Il résulte alors du 1° et de (1.8.6) que dans un voisinage de 7, ¥, est un
Ox-Module de torsion #o0, et d’autre part il résulte de (9.4.5) que dans un voisinage

de 7, u, est injectif. On en conclut que dans un voisinage de 7, le sous-Module de torsion

de &, n’est pas nul. C.Q.F.D.

Remarque (9.4.9). — La propriété « X est un k-préschéma algébrique localement
intégre » ne vérifie pas la condition (9.2.1, (i)), et il n’est donc pas certain que
Pénoncé (9.4.8) soit encore valable quand on ne fait aucune hypothése sur S et qu’on
suppose seulement que f est un morphisme de présentation finie et # un 0x-Module
de présentation finie. Considérons toutefois le cas particulier suivant : S, étant un
préschéma localement noethérien, soient f; : Xg—S, un morphisme de type fini, tel
que les fibres (X,)
cohérent; soit g : S—S, un morphisme quelconque, posons X=X, Xg S, F=%,®, 0,

., soient localement intégres (pour tout s,eS,), et F, un Oy -Module

S=fox 153 : XS, et supposons que pour tout seS, la fibre X, soit encore localement
integre. Alors ’ensemble E (resp. E’) des seS tels que &, soit de torsion (resp. sans
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torsion) est encore localement constructible. En effet, soit seS et soit s,=g(s); il suffira
(compte tenu de (1.8.2)) de prouver que, pour que %, soit de torsion (resp. sans
torsion), il faut et il suffit que (F,), le soit. Or, Supp(&#,) est I'image réciproque
de Supp((#,),,) par la projection p : X —(X,), (I, 9.1.13); comme p est fidélement
plat et quasi-compact, dire que Supp(#,) contient un point maximal de X, équivaut
a dire que Supp((#,),,) contient un point maximal de (X,), (1.1.5 et 2.3.4); d’ou
notre assertion en ce qui concerne 'ensemble E (I, 7.4.6). Si le sous-Module de
torsion J de (&), n’est pas nul, J ®, k(s) (qui est de torsion d’aprés ce qui précede)
n’est pas nul et s’identifie & un sous-Module de &, (2.2.7), donc le sous-Module de
torsion de &, n’est pas nul. Enfin, si (&), est sans torsion, on peut supposer (en
considérant un ouvert affine de (X,),) que (&),
d’un 0&0)30, donc &, est isomorphe a un sous-Module d’un 0%, (2.2.7), et ceci établit

est isomorphe a un sous-Module
notre assertion concernant E’.

9.5. Constructibilité de propriétés topologiques.

Proposition (9.5.1). — Sotent f:X—>S un morphisme de présentation finie, Z une
partie localement constructible de X. Alors Uensemble E des seS tels que Z,+=O est localement
constructible.

En effet, on a E=f(Z), etil suffit d’appliquer le th. de Chevalley (1.8.4).

Corollaire (9.5.2). — St Z', Z'' sont deux parties localement constructibles de X, ensemble
des seS tels que Z,CZ; (resp. Z,=1Z.") est localement constructible.

En effet, la relation Z;CZ; équivaut a (Z’n(CZ"))szﬁ et Z’nCZ” est
localement constructible.

Proposition (9.5.3). — Soient f: X—S un morphisme de présentation finie, Z, Z' deux
parties localement constructibles de X telles que ZCZ'. Alors Uensemble E des seS tels que Z,
soit dense dans Z est localement constructible dans S.

Il faut vérifier les deux conditions de (9.2.2, (ii)). En ce qui concerne la
premiére, considérons un préschéma X algébrique sur un corps k, deux parties
constructibles Z, Z' de X telles que ZCZ’, et une extension £’ de k. Alors la projection
canonique p : X;,—>X est un morphisme fid¢lement plat et quasi-compact, et 'on
a donc p~Y(Z)=pYZ) et p~“(Z')=p~YZ') en vertu de (2.3.10); comme p est
surjectif, la relation Z=7Z’ est équivalente & p~Y(Z)=p"*(Z’).

Vérifions maintenant la seconde condition, et supposons donc S affine, noethérien

et intégre, de point générique ». Distinguons deux cas :

1° neS—E, autrement dit, Z, n’est pas dense dans Z;; il existe donc dans X
un ouvert V tel que VnZ, =0 et VnZ;+0. Comme X est noethérien, V est locale-
ment constructible, donc il en est de méme de VnZ, et en vertu de (9.5.1),il y a un
voisinage U de 7 dans S tel que pour tout seU, on ait (VnZ),=0 et (VnZ'),+9;
cela entraine que Z, n’est pas dense dans Z, pour seU, autrement dit UCS—E.
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2° nekE, donc Z, est dense dans Z;. Montrons d’abord que ’on peut supposer Z’

Jermé. En effet, Z, est dense dans Z (adhérence prise dans X, ); posons V,,:X,]—Z_,,
qui est ouvert dans X, et ne rencontre pas Z;; on peut supposer V, de la forme VnX,,
ou V est ouvert (donc constructible) dans X, et ’hypothése V,nZ; =0 entraine alors
V,nZ,=@ pour tout s voisin de 7 en vertu de (9.5.1). Remplagant S par un voisinage
ouvert de v, on peut donc supposer que VnZ’'=y, donc VnZ'=0 (adhérence prise
dans X), et par suite (—Z—’)n=Z_;,, d’ou notre assertion. L’ensemble Z’ est alors réunion
de ses composantes irréductibles en nombre fini, et en restreignant encore S i un
voisinage de v, on peut supposer que toutes les composantes irréductibles Z; de Z'
rencontrent X, d’ou résulte que X, contient les points génériques des Z; (0, 2.1.8).
Dire que Z, est dense dans Z, équivaut alors a dire que chacun des (ZnZ;), est dense
dans (Z]),, et I'on est ainsi ramené au cas ou Z’ est irréductible. Remplagant alors au

8

besoin X par le sous-préschéma réduit ayant Z’ pour espace sous-jacent, on voit qu’on
peut supposer que Z'=X et que X est intégre et domine S. Enfin, en recouvrant X par
un nombre fini d’ouverts affines W; et remplagant Z par ZnW;, on peut supposer
que X =Spec(A), o A est un anneau noethérien intégre. Comme X, est noethérien
intégre et que Z, est constructible dans X, et dense dans X,, Z, contient un ouvert
non vide de X, (0Oy;, 9.2.2), que 'on peut supposer de la forme (D(t)),, ol ¢ est un
élément +0 de A. En remplagant au besoin S par un voisinage de 7, on peut en outre,
en vertu de la relation (D(#)),CZ,, supposer que D({)CZ (9.5.2). Enfin, comme
’homothétie de rapport ¢, dans 0Xn est injective, il résulte de (9.4.5) que pour s voisin
de 7, ¢, est Oy -régulier, donc (X,), est dense dans X, et a fortiori il en est de méme
de Z, qui contient (X,),.

Corollaire (9.5.4). — Soient f: X—S un morphisme de présentation finie, Z une partie
localement constructible de X. L’ensemble E des s€S tels que Z, soit fermé (resp. ouvert, resp.
localement fermé) dans X, est localement constructible dans S.

Dire que Z, est ouvert dans X signifie que (X—2Z),=X,—Z, est fermé dans X,
et comme X—Z estlocalement constructible, on peut se borner a considérer I’ensemble
des seS tels que Z, soit fermé et ’ensemble des s€S tels que Z, soit localement fermé.

Vérifions encore dans chaque cas les deux conditions de (9.2.2, (ii)). La premiére
résulte du fait que p : X;,—>X est fidelement plat et quasi-compact, et de (2.3.12)
et (2.3.14). Vérifions donc la seconde condition, S étant supposé affine, noethérien et
integre, de point générique . Posons Z'=Z; le méme raisonnement que dans (9.5.3)
montre que Z; est égal a ’adhérence de Z, dans X, ; en vertu de (9.5.3), il y a donc
un voisinage U de 7 tel que pour seU, Z, soit dense dans Z;, ce dernier étant fermé
dans X,. Dire que Z, est fermé dans X, signifie alors que Z,=0, ou Z"=7Z'—Z; il
résulte donc de (9.5.1) que Pensemble E des seS ou Z;=0 est tel que E ou S—E
contienne un voisinage de v. Dire que Z, est localement fermé dans X, signifie que Z,’
est fermé dans X_; il suffit donc d’appliquer le résultat précédent en remplagant Z par Z”,
qui est localement constructible dans X.
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Proposition (9.5.5). — Soient f: X—S un morphisme de présentation finie, Z une partie
localement constructible de X telle que, pour tout seS, Z soit localement fermé dans X,. Pour
tout seS, soit D(s) CZu{—co} Pensemble des dimensions des composantes irréductibles de Z,.
Alors la fonction s~>D(s) est localement constructible dans S.

Soit @ une partie finie de Zu{—oo}; il s’agit de montrer que ’ensemble des seS
tels que D(s)=® est localement constructible; compte tenu de (9.2.3), nous avons
encore a vérifier les deux conditions de (9.2.2, (ii)).

En ce qui concerne la premicére, il s’agit de voir que si X est un préschéma algé-
brique sur un corps £, Z une partie localement fermée de X, £’ une extension de £,
p : Xyy—>X la projection canonique, alors ’ensemble des dimensions des composantes
irréductibles de Z est le méme que celui des dimensions des composantes irréductibles
de p~Y(Z); compte tenu de l'existence d’un sous-préschéma de X ayant Z pour espace
sous-jacent (I, 5.2.1), cela résulte de (4.2.8).

Pour la seconde condition de (9.2.2, (ii)), on est dans le cas ot S est noethérien
et intégre de point générique 7, et f: X—S est un morphisme de type fini, de sorte
que X est noethérien. Le sous-espace Z, de I’espace noethérien X, est par hypothése
localement fermé, donc a un nombre fini de composantes irréductibles Z , qui sont
localement fermées dans X. Il existe par suite pour chaque indice 7 une partie localement
fermée Z, de X telle que (Z,),=2Z,,, doncsi Z'= L}Z,—, ona Z;=Z%,. Mais comme Z
et Z' sont localement constructibles, on peut, en remplagant S par un voisinage de 7,
supposer que Z'=7Z (9.5.1). En outre, pour i%j, Z, nZ; est rare et fermé dans Z,,;
donc (9.5.3 et 9.5.4), on peut encore supposer, en restreignant S, que pour j=¥i,
(Z;)yn (Z;), est rare et fermé dans (Z;),. Comme Z; est localement fermé dans X, il y a
un sous-préschéma de X ayant Z; pour espace sous-jacent Z; (et encore noté Z,), qui
est de type fini sur S (I, 6.3.5). Posons U,.=Z‘-—’_l¢Ji(Zin Z;), qui est ouvert dans Z
et tel que, pour tout seS, (U;), soit ouvert partout dense dans (Z,),; en outre, par
construction, les U; sont deux a deux sans point commun. Comme (Z;), est un
k(s)-préschéma algébrique, I’ensemble des dimensions des composantes irréductibles

de Zszg(Zi)s est le méme que ’ensemble des dimensipns des composantes irréduc-
tibles de la réunion des (U;), (4.1.1.3), chacune de ces composantes étant déja une
composante irréductible de 'un des (U;),. On peut donc se borner au cas ot Z=1U,;
en outre, comme Z, est alors irréductible, il n’y a qu’une seule composante irréductible
de Z qui rencontre X, (01, 2.1.8), et 'on peut évidemment, en restreignant Z, supposer Z
irréductible. On est finalement ramené a prouver le cas particulier suivant de (9.5.5) :

Corollaire (9.5.6). — Soient S un préschéma noethérien et irréductible de point générique v,
X un préschéma irréductible, f:X—>S un morphisme dominant de type fini. Alors il existe un
voisinage U de w dans S tel que, pour tout seU, toutes les composantes irréductibles de X, soient
de dimension n=dim(X,).

On peut évidemment se borner au cas ot S=Spec(A) est affine, A étant
donc noethérien; remplagant f par f,4, qui est de type fini (1.5.4, (vi)), on peut
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supposer A intégre et X réduit, donc intégre puisqu’il est irréductible. On sait (4.1.2)
qu’il existe un ouvert W dense dans X, et un k(n)-morphisme fini et surjectif
k : W—V((k(n))")=Spec(B’), ou B'=k(n)[T,, ..., T,] (T, indéterminées). Si V est
un ouvert de X tel que VnX, =W, on sait (9.5.3) que pour s voisin de » dans S,
V, est un ouvert dense dans X,, et I'on peut par suite (4.1.1.3) se borner au cas
ot V=X, W=X, . Posons B=A[T;, ..., T,] et Y=Spec(B)=V};, de sorte que
Spec(B")=Y,; il résulte de (8.8.2, (i)) et (8.10.5, (vi) et (x)), appliqués suivant la
méthode de (8.1.2, a)), qu’en remplacant au besoin S par un voisinage de 7, on peut
supposer que k=g, ol g:X-—Y est un morphisme fini surjectif; autrement dit,
on a X=Spec(C), ou C est une B-algebre finie et ’homomorphisme B—C corres-
pondant a g est injectif; comme C est un anneau intégre, C est donc un B-module de type
fini sans torsion, et C,=C®,k(n) est donc un module de type fini sans torsion sur
B,=B'=B®, k(n)=k(n)[Ty, ..., T,] (étant un module de fractions dont les dénomi-
nateurs sont dans A—{0}CB—{o}). Il résulte donc de (9.4.8) qu’il y a un voisinage U
de n dans S tel que pour seS, C,=C®,k(s) soit un module de type fini sans torsion
sur B,=B®,k(s)=k(s)[T,, ..., T,], et en particulier 'homomorphisme g, : B,—C,
est injectif. Comme aucun élément de B, n’est diviseur de o dans C,, pour tout idéal
premier minimal p; de C, (dont les éléments sont diviseurs de o dans C
sairement p;nB,=o0, donc ’homomorphisme canonique B,—C,/p; est injectif. On en
déduit que pour chaque composante irréductible Z;=Spec(C,/p;) de X,, la restriction
a Z; de g est un morphisme fini et dominant Z,—Y,, donc surjectif (IL, 6.1.10). On
conclut par suite de (4.1.2) que dim Z;=n, ce qui achéve la démonstration.
Remarque (9.5.7). — On aura soin de noter que sous les hypothéses de (9.5.6)
il peut se faire que X, ne sott irréductible pour aucun s+ v dans un voisinage de v, autrement
dit, la propriété « X est un k-préschéma algébrique irréductible » n’est pas constructible.

), on a néces-

Prenons par exemple S=Spec(£[T]), ou £ est un corps algébriquement clos, T une
indéterminée; on a donc k(n)=K=k(T). Soit L une extension finie séparable de K
de degré >1, et soit X la fermeture intégrale de S dans L (II,6.3.4); on a donc
X =Spec(B), ou B est la fermeture intégrale de £[T] dans L. On sait que B est un anneau
de Dedekind, et que tous les idéaux maximaux de £[T], sauf un nombre fini, sont non
ramifiés dans B; comme en outre le corps résiduel de tout idéal maximal de B est néces-
sairement £ (puisque c’est une extension finie de £), on voit que pour presque tous les
idéaux maximaux i, de £[T], B,=B/i,B est composée directe de [L :K] corps
isomorphes a £, autrement dit X, n’est pas irréductible, bien que X, =Spec(L) le soit.
Le méme exemple montre que la propriété « X est un k-préschéma algébrique intégre »
n’est pas constructible. Enfin il en est de méme de la propriété « X est un £-préschéma
algébrique réduit ». Il suffit pour le voir de prendre encore S==Spec(k[T]), ou cette
fois £ est un corps algébriquement clos de caractéristique p>o, et pour X la fermeture
intégrale de S dans L =K' (ot K=k(T)), de sorte que X =Spec(B) avec B=k[T"?]
(k étant parfait) ; tout idéal maximal de £[T] est de la forme (T—a) avec ack; 'unique
idéal de B au-dessus de 'idéal (T—a) est I'idéal principal (T"#—a'?) etil estimmédiat
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que 'anneau quotient B/(T—a)B admet par suite des éléments nilpotents; autrement
dit, X, n’est réduit pour aucun s 7, tandis que X, =Spec(L) est intégre.

Nous verrons un peu plus loin (9.7) que l'on obtient par contre des propriétés
constructibles lorsqu’on considére les notions « géométriques » correspondantes aux
notions de préschéma irréductible, réduit ou intégre (4.5 et 4.6).

9.6. Constructibilité de certaines propriétés des morphismes.

Proposition (9.6.x). — Sotent X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f:X—>Y
un S-morphisme. Soit E Pensemble des se€S  pour lesquels f, a une des propriétés suivantes : étre :

(1) surjectif ;

(i1)  dominant ;

(iil)  séparé ;
(iv)  propre;
(v)  radiciel ;
(vi) fini;
(vii) quasi-fini ;

(viii) une immersion ;

(ix) une immersion fermée ;

(x)  une immersion ouverte ;

(xi) un isomorphisme ;

(xii) un monomorphisme.

Alors E est localement constructible dans S.

Les assertions de (i), (v) et (vii) ne sont insérées que pour mémoire, ayant déja
été établies dans (9.3.2).

(ii) : Notons d’abord que f est de présentation finie (1.6.2, (v)), donc, en vertu
du théoréme de Chevalley (1.8.4), f(X) est localement constructible dans Y. Par
ailleurs, on a f,(X,)=(f(X)), (I, 3.6.1); I’ensemble des s tels que f, soit dominant est
Pensemble des s tels que (f(X)), soit dense dans Y,; la conclusion résulte donc dans
ce cas de (9.5.3).

(i) : Comme f:X-—>Y est de présentation finie, 'immersion diagonale
A; 1 X—+>XXyX est de présentation finie (1.6.2, (iv) et (v)); il résulte donc de (1.8.4.1)
que A(X)=Ax est une partie localement constructible de XxyX. Dire que f, est
séparé signifie (compte tenu de (I, 5.3.4)) que (Ax), est fermé dans X, Xy X, = (X xyX),;
la conclusion résulte donc ici de (9.5.4).

(iv) : Montrons que la propriété « X et Y sont des préschémas algébriques sur
un corps £, et f: X—Y un k-morphisme propre » est constructible. La condition (9.2.1,
(i)) est vérifiée en vertu de (2.7.1, (vii)). On peut donc se borner au cas ot S est affine,
noethérien et intégre, de point générique 7, et on doit prouver que E ou S—E est un
voisinage de #. Supposons d’abord que ne€E; il résulte de (8.10.5, (xii)) appliqué

suivant la méthode de (8.1.2, a)) qu’en remplagant S par un voisinage de v, on peut
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supposer que f est lui-méme un morphisme propre; on sait alors qu’il en est de méme
de f, pour tout seS (I, 5.4.2, (iii)). Supposons au contraire que neS—E, et
distinguons deux cas :

1° Supposons que f, soit non séparé; alors il résulte de (iii) que f; est non séparé
(et a fortior: non propre) dans un voisinage de 7.

2° Supposons f, séparé; Y est réunion finie d’ouverts affines V;, et pour que f,
soit propre, il faut et il suffit que chacune de ses restrictions f;((V;),) = (V,), le soit (II,
5.4.1); on peut donc se borner au cas ol Y est affine, donc un schéma. Dire que f,
n’est pas propre signifie (II, 5.6.3) qu’il existe un morphisme de {pe fini h:Z—>Y,
tel que le morphisme (f,)y : X, ><Y,,Z—>Z ne soit pas fermé. Comme Y est un schéma,
on déduit de (8.8.2, (i) et (ii)) (en restreignant au besoin S a4 un voisinage de ) qu’il
existe un morphisme de type fini g : Y'Y tel que Z soit isomorphe 2 Y, et que g,=#;
si Pon pose X'=XXyY', f'=fy,: X'=>Y', ona (f,)z=/f,, etpar hypothése il existe
donc une partie fermée M’ de X; telle que f,(M’) ne soit pas fermé dans Y;. Or M’
est la trace sur X d’une partie fermée N’ de X'; comme X’ est noethérien et f” de type
fini, f*(N’) est constructible dans Y’ (1.8.4) et par hypothése (f'(N’)),=f, (N;)=f, (M’)
n’est pas fermé dans Y;. On conclut alors de (9.5.4) qu’il existe un voisinage U de
dans S tel que pour seU, (f'(N)),=f,(N;) ne soit pas fermé dans Y;; autrement dit,
le morphisme f, n’est pas fermé, et a fortiori le morphisme f, n’est pas propre.

(vi) La propriété est conjonction des propriétés (iv) et (vii) (8.11.1), donc la
proposition résulte dans ce cas de ce qui a déja été prouvé.

(ix) La vérification de la condition (g9.2.1, (i)) résulte de (2.7.1, (xi)). On peut
donc se borner au cas ou S est affine, noethérien et intégre de point générique 7, et a
prouver que E ou S—E est un voisinage de 7. Si n€E, on peut (en remplagant S
par un voisinage de 7) supposer que f est une immersion fermée en vertu de (8.10.5,
(iv)), et alors il est clair.que f, est une immersion fermée pour tout seS (I, 4.3.2).
Supposons donc que neS—E et distinguons deux cas :

1° f, n’est pas un morphisme fini. Alors il résulte de (vi) que dans un voisinage
de 7, f, n’est pas fini, ni a fortiori une immersion fermée.

20 f, est fini; alors, en vertu de (8.10.5, (x)), on peut supposer (en restreignant
au besoin §) que f lui-méme est un morphisme fini. Dans ce cas &=/ (X)=f ()
est un Oy-Module cohérent (II, 6.1.3) et f=&7(u), od u:Oy—>< est un homomor-
phisme de Oy-Algébres (II, 1.1.2); comme f, n’est pas une immersion fermée par
hypothése, u, n’est pas surjectif (II, 1.4.10), donc (9.4.5) il existe un voisinage de 7
dans lequel u, n’est pas surjectif, et par suite (I, 4.2.3) f, n’est pas une immersion fermée.

(viii) La vérification de la condition (9.2.1, (i)) se fait comme dans (ix), en
utilisant cette fois (2.7.1, (x)) et le fait que toute immersion d’un préschéma noethérien
dans un autre est quasi-compacte. On est donc ramené au cas ou S est affine, noethérien
et intégre de point générique 7, et & prouver que E ou S—E est un voisinage de 7.
Si neE, on conclut comme dans (ix) a I’aide de (8.10.5, (ii)). Si neS—E, on distingue
de nouveau deux cas :
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1° f.(X,) n’est pas une partie localement fermée de Y,. Comme f{X) est construc-
tible dans Y (1.8.4) et que f,(X,)=(f(X)),, on déduit de (9.5.4) que pour s voisin
de =, f,(X,) n’est pas localement fermé dans Y,, et a fortiori f, n’est pas une immersion.

2° f,(X,) est localement fermé dans Y,. Comme f(X) est constructible dans Y
(1.8.4) et qu’il en est de méme de f(X) puisque Y est noethérien, il résulte de (8.3.11)
qu’en restreignant au besoin S, on peut supposer que f{X) est localement fermé dans Y.
Il y a alors un ouvert V de Y contenant f(X) et dans lequel f{X) est fermé. Comme Y
est noethérien, V est de type fini sur S, et en remplacant Y par V, on peut donc se
ramener au cas ou f(X) est fermé dans Y. Mais alors f,(X,)=(f (X)), est fermé dans Y,
pour tout seS, et dire que f, est une immersion équivaut a dire que f, est une immersion
fermée; on est donc ramené a ce qui a été démontré dans (ix).

(x) Utilisant cette fois (2.7.1, (ix)) et (8.10.5, (iii)), on est ramené au cas ou S est
affine, noethérien, intégre de point générique 7, et oi neS—E. Distinguons trois cas :

10 f(X,) n’est pas ouvert dans Y, . Comme f(X) est constructible dans Y (1.8.4),
on déduit de (9.5.4) que f,(X,) n’est pas ouvert dans Y, pour s voisin de v, et a fortior: f,
n’est pas une immersion ouverte.

20 f(X,) est ouvert dans Y, mais f, n’est pas une immersion. Il résulte alors
de (viii) que pour s voisin de » dans S, f, n’est pas une immersion, ni a fortiori une immersion

ouverte.

3° f,(X,) est ouvert dans Y, et f, est une immersion. Comme f(X) est construc-
tible dans Y, il résulte de (8.3.11) qu’en restreignant au besoin S, on peut déja supposer
que f(X) est ouvert dans Y. Comme Y est noethérien, le sous-préschéma induit sur f{X)
est de type fini sur S, donc on peut se ramener au cas ol f est surjectif en remplacant Y
par f(X). Par hypothése, f, est une immersion fermée, donc on peut, comme dans (ix),
supposer que f est une immersion fermée, et par suite que X est un sous-préschéma fermé
de Y défini par un Idéal cohérent # de Oy. Par hypothése f, n’est pas un isomorphisme,
donc _#,+0; on en conclut (9.4.5) que dans un voisinage de 7, on a £ %o,
et par suite 'immersion fermée surjective f, n’est pas ouverte.

(xi) La propriété est conjonction des propriétés (i) et (x) et résulte donc de ce
qui a été démontré.

(xii) En vertu de (I, 5.3.8), dire que f, est un monomorphisme signifie que
Ay =(4)), : X,—~>X, Xy, X, = (XXyX), est un isomorphisme, et comme X XxyX est un
S-préschéma de présentation finie (1.6.2, (iv)), la conclusion résulte de (xi).

Proposition (9.6.2). — Soient X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f:X—>Y
un S-morphisme.

I) Soit E Pensemble des s€S pour lesquels f, a Pune des propriéiés suivantes : étre :

() affine;

(ii) quasi-affine ;

(iii) projectif;

(iv) quasi-projectsf.

Alors E est ind-constructible dans S.
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II) Soit & un Ox-Module inversible. Alors Pensemble E' des seS tels que L, soit un
Ox -Module ample (resp. trés ample) relativement & f,, est ind-constructible dans S.

I) Vérifions les conditions (i) et (ii) de (9.2.1). En ce qui concerne la condi-
tion (9.2.1, (i)), elle résulte, pour les propriétés (i) et (ii), de (2.7.1, (xiii) et (xiv));
pour les propriétés (iii) et (iv), elle résulte de (9.1.5). Vérifions ensuite la condition
(9.2.1, (ii)), en supposant donc S noethérien, intégre et de point générique v, et que
Jo : X,—Y, ait 'une des propriétés (i) a (iv) de I’énoncé. Appliquant (8.10.5, (viii),
(ix), (xiii) et (xiv)) suivant la méthode de (8.1.2, a)), on voit d’abord qu’il existe un
voisinage ouvert U de 7 tel que, si V et W sont les images réciproques de U dans X et Y
respectivement par les morphismes structuraux, la restriction V—+W de f a celle des
propriétés (i) a (iv) que ’on considére. La conclusion résulte alors de ce que ces propriétés
sont toutes stables par changement de base.

II) On procéde de la méme fagon. La condition (9.2.1, (i)) résulte cette fois
de (2.7.2). Pour la condition (g9.2.1, (ii)), avec les mémes notations que dans I), il
résulte de (8.10.5.2) que pour un voisinage U de v dans S, la restriction Z|V est
ample (resp. trés ample) relativement a la restriction V—-W de f. La conclusion résulte
encore de la stabilité des propriétés considérées par changement de base (I, 4.6.13
et 4.4.10).

On peut améliorer (9.6.2, II)) sous certaines conditions :

Proposition (9.6.3). — Soient X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f:X—>Y
un S-morphisme propre, £ un Ox-Module inversible. Alors Uensemble E (resp. E') des seS
tels que &, soit un Ox-Module ample (resp. trées ample) relativement a f, :X,—~Y, est
localement constructible dans S.

Soient £ un corps, Z, T deux préschémas algébriques sur £, # un @,-Module
inversible, g : Z—T un k-morphisme de type fini; alors, si P(Z, T, #, g, k) désigne la
relation : « # est ample (resp. trés ample) relativement a g », on a déja remarqué
dans (9.6.2) que P(Z, T, #, g, k) vérifie la condition (9.2.1, (i)) en vertu de (2.7.2).
On sait déja d’autre part que E et E’ sont ind-constructibles. Il reste donc & voir que si S
est noethérien, intégre, de point générique n etsi neS—E (resp. neS—E’), alors S—E
(resp. S—E’) contient un voisinage de ». Nous considérerons séparément le cas de E’
ct celui de E.

I) Cas de E'. — Notons que puisque f est séparé et Y quasi-compact, il existe un
entier 4 tel que, pour ¢>#k, on ait Rif (Z)=o (I, 1.4.12); d’autre part, puisque f
est propre et Y noethérien, les Rf (%) sont tous des Oy-Modules cohérents (III, 3.2.1);
comme ils sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de ¢, le théoréme de platitude
générique (6.9.1) montre qu’en restreignant S & un voisinage de 7, on peut supposer
que Z et les Rf (&) sont tous S-plats. On conclut alors de (III, 6.9.9) que I’homo-
morphisme canonique

(9-6.3.1) S (ZL)®ogk(s) = (f),(Z))
est un isomorphisme.
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Cela étant, il résulte de (II, 4. 4.4) que dire que £, n’est pas trés ample relativement
a f, signifie que : ou bien ’homomorphisme canonique (f,)"((f)),(&,)) &, n’est pas
surjectif; ou bien ’homomorphisme précédent est surjectif et le morphisme canonique
r: X, —P((f,).(Z,)) n’est pas une immersion. Compte tenu de I'isomorphisme (9.6.3.1),
ces conditions s’écrivent respectivement sous la forme : 1° ’homomorphisme canonique
(FFUfi(&))—~>Z, nest pas surjectif; 20 Phomomorphisme précédent est surjectif et le
morphisme canonique X,—>P((f (&)),) n’est pas une immersion.

Supposons d’abord que ’homomorphisme canonique (f*(f,(-#))), %, nesoit pas
surjectif. Comme f,(#) est cohérent, il en est de méme de f"(f,(£)), et alors il résulte
de (9.4-5) que pour tout s dans un voisinage de n, ’homomorphisme (f"(f,(%))),~Z,
n’est pas surjectif, ce qui prouve dans ce cas que S—E’ est un voisinage de 7.

Supposons en second lieu que I’homomorphisme canonique (f"(f,(£))),~<Z,
soit surjectif mais que le morphisme X—P((f (%)),) ne soit pas une immersion. Alors
le méme raisonnement que ci-dessus montre d’abord que pour tout s assez voisin de 7,
Phomomorphisme (f*(f.(£))),—Z, est surjectif; d’autre part, en vertu de (9.6.1,
(viii)), pour s assez voisin de v, le morphisme X,—P((f,(-Z)),) n’est pas une immersion
ce qui acheéve la démonstration dans le cas de E'.

II) Cas de E. — Considérons d’abord le cas particulier ot Y=S :

Corollaire (9.6.4). — Soient f:X—~>S un morphisme propre de présentation finie,
&L un Ox-Module inversible. Alors, Uensemble E des seS tels que L, soit ample (relativement
a f,) est ouvert dans S, et L | f ' (E) est ample relativement a la restriction f~'(E)—~E de f.

Comme la condition (9.2.1, (i)) est vérifiée par la propriété P définie plus haut,
le résultat de (9.2.2, (iv)) et le raisonnement de (9.2.3) montrent qu’on peut se borner
au cas ou S est noethérien; mais alors le résultat découle de (III, 4.7.1) et de la stabilité
de P'amplitude par changement de base (II, 4.6.13).

Corollaire (9.6.5). — Sous les hypothéses de (9.6.4), pour que £ soit ample relativement
a f, il faut et il suffit que, pour tout seS, L, soit ample relativement a f,.

(9.6.6) Fin de la démonstration de (9.6.3). — Revenons au cas général, S étant
noethérien, intégre et de point générique meS—E. Comme f est propre, il résulte
de (9.6.4) que 'ensemble V des yeY tels que £, soit un Ox-Module ample, relati-
vement au morphisme f, : X, — Spec(k(p)) estouvert,donc F=Y—V estfermédansY.
Cela étant, comme f; est propre et que, pour tout yeY au-dessusde seS, ona &, =(%,),,
il résulte de (9.6.5) que pour que s appartienne 2 S—E, il faut et il suffit que I'on
ait F,+©0. Mais comme F est fermé dans Y et que F, 40, il résulte de (9.5.1) que
I’ensemble des seS tels que F,+0 est un voisinage de » dans S. C.Q .F.D.

Remarques (9.6.7). — (i) Pour chacune des propriétés P considérées dans (9.6.1)
la proposition (9.3.3) est applicable, et ces propriétés (pour les morphismes f,) sont
donc « stables » par passage d’une limite projective d’un systéme projectif essentiellement
affine (8.13.4) de préschémas X, a I'un convenable d’entre eux.

(i1) Soit Z une partie localement constructible de X telle que, pour tout seS, ZnX,
soit ouvert dans X, et désignons par Z, le sous-préschéma de X, induit sur 'ouvert ZnX,.
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Alors, dans les propositions (9.6.1) et (9.6.2, (I)), on peut partout remplacer f, par
sa restriction f,|Z, :Z,—~Y, sans changer les conclusions. En effet, la vérification
de (9.2.1, (i)) se fait comme dans (9.6.1) et (9.6.2). D’autre part, dans la réduction
au cas ou S est noethérien, faite dans (9.2.3), si Z=¢"(Z,), ot ¢:X—->X, estla
projection canonique et Z, une partie constructible de X, (8.3.11), le fait que (Z,),,
soit ouvert dans (X,), , pour s,=p(s), découle de (2.4.10) et de ce que la projection
X,—>(X,),, est surjective. On est donc ramené a vérifier (9.2.1, (ii)) sous les nouvelles
hypothéses. Or, comme Z, est ouvert dans X, , il existe un ouvert Z'CX tel que
Z,=7'nX,; comme X est alors noethérien, Z’ est constructible, et il en est de méme
de Z par hypothese; on conclut donc de (9.5.2) et de (0, 9.2.2) qu’il y a un voisinage U
de n dans S tel que Z,=Z, pour seU. Remplacant S par U, on peut donc se borner
au cas ou Z est ouvert dans X, et alors on est ramené a ce qui a été prouvé dans (9.6.1)

et (9.6.2).

9.7. Constructibilité des propriétés de séparabilité, d’irréductibilité géomé-
trique et de connexité géométrique.

Lemme (9.7.x). — Soient S un préschéma irréductible de point générique w, f:X—>S
un morphisme de présentation finie. Si X, a n composantes irréductibles (resp. n' composantes
connexes), il existe un voisinage ouvert U de m dans S tel que pour tout seU, X, ait au moins
n composantes trréductibles (resp. n’ composantes connexes).

On peut se borner au cas ot S est affine, donc X quasi-compact et quasi-séparé.

Soient V; (1<i<n) les intérieurs des composantes irréductibles de X,, qui sont
deux 2 deux disjoints et quasi-compacts, et dont la réunion est dense dans X, ; en vertu
de (8.2.11), appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), il existe pour chaque 7 un
ouvert quasi-compact W; dans X tel que W;nX =V,; comme X est quasi-séparé,
les intersections W;n'W; sont quasi-compactes (1.2.7), donc, en remplagant S par un
voisinage de v, on peut supposer que W;nW,=0 pour i#%; en vertu de (8.3.3).
En outre, comme les W, sont constructibles, il y a un voisinage U de n dans S tel que
pour tout seU les (W), soient non vides (9.5.1 et 9.2.3) et que la réunion des (W,),
soit dense dans X, (9.5.3 et 9.2.3). Cela étant, les composantes irréductibles (en nombre
fini) des (W,), sont aussi les composantes irréductibles de la réunion des (W;), (0, 2.1.7%),
donc les adhérences dans X, de ces composantes sont les composantes irréductibles
de X, (0;, 2.1.6) et leur nombre est évidemment >n.

Soient maintenant C; (1<j<n’) les composantes connexes de X,, qui sont des
ouverts quasi-compacts de X,, deux a deux disjoints. Si on remplace les V; par les G;
dans le raisonnement précédent, on voit (utilisant deux fois (8.3.3)) qu’on peut
supposer X réunion de n’ ouverts quasi-compacts M; (1<j<n’) deux a deux disjoints
et que, dans un voisinage de v, les (M,), soient non vides. Comme la réuniondes (M;),
est X,, les composantes connexes des (M), sont les composantes connexes de X,, donc

leur nombre est >n'.
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Lemme (9.7.2). — Soient S un préschéma irréductible de point générique v, f:X—>S
un morphisme de présentation finie. St X, n’est pas réduit, il existe un voisinage ouvert U de
dans S tel que, pour tout seU, X, ne soit pas réduit.

En effet, soit 4" le Nilradical de Oy; il résulte de (8.2.13), appliqué suivant la
méthode de (8.1.2, a)) que 4", est le nilradical de 0Xn, et ’hypothése est que A" +o.
On conclut de (9.4.5) et (9.2.3) qu’il y a un voisinage U de 7 tel que, pour tout seU,
A, s'identifie 4 un Idéal de Oy et A" #0; comme 4", est évidlemment contenu dans
le Nilradical de Ox,, on voit que X, n’est pas réduit pour seU.

(9.7.3) Etant donné un polynéme FeA[T,, ..., T,], ol A est un anneau et
les T; des indéterminées, pour tout homomorphisme d’anneaux p : A—B, nous dési-
gnerons par F, ou F le polynome de B[T,, ..., T,] obtenu en remplagant chaque
coefficient de F par son image par p. Si £ est un corps, Fek[T,, ..., T,] un polyndéme
non constant et X =Spec(k[T,, ..., T,]/(F)), dire que X est inteégre (ou que I'idéal (F)
est premier) signifie que F est irréductible (c’est-a-dire que dans toute factorisation F=F,F,
en polynémes de £[T,, ..., T,], F,; ou F, est de degré o); cela résulte de ce que
Panneau k[T, ..., T,] est factoriel. On en déduit aussitot ((4.6.2) et (4.5.2)) :

Lemme (9.7.4). — Soient k un corps, Q une extension algébriquement close de k, ¥ un
polyndme non constant de k[T, ..., T,]. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X=Spec(k[Ty, ..., T,]/(F)) est géométriquement intégre.

b) F est irréductible pour toute extension K de k.

¢) Fiq est irréductible.

Nous dirons dans ce cas que F est géométriquement irréductible.

Lemme (9.7.5). — Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions, F un polynéme
non constant de A[Ty, ..., T,] de degré d tel que F g, soit géométriquement irréductible. Alors
il existe f+o0 dans A tel que pour tout xeD(f), F, soit géométriquement irréductible.

Posons F=2¢T* avec comme d’ordinaire €= Caragays Lo=T1T3*. .. Tpm,
|a|=oc1—|—oz2—|—...—lioc”<d (un au moins des ¢, tels que |a|=d n’étant pas nul).
Comme les ¢, non nuls sont inversibles dans K, on peut supposer, en remplagant au
besoin A par un anneau A, (g+o0 dans A) que les ¢, non nuls sont inversibles dans A.
Il en résulte que pour tout xeSpec(A), F est de degré d.

Nous démontrerons d’abord un lemme préliminaire.

Lemme (9.7.5.1). — Sotent A un anneau intégre, S=Spec(A), m le point générique
de S, B Panneau de polyndmes A[T,, ..., T,], (P)ier une famille finie d’éléments de B,
a lidéal de B engendré par les P,. Pour tout seS, soit a,l’idéal de k(s)[T,, ..., T,] engendré
par les polyndmes (P;) g (1€1). Alors, si V(a,)=0, il existe un voisinage U de v dans S
tel que V(a,)=0 pour tout seU. :

En effet, soit Y= Spec(B), et soit Z la partie fermée V(a) de Y; comme a est un
idéal de type fini, Z est constructible dans Y (0, 9.1.5) et avec les notations introduites
en (9.4.1), on a V(a,)=2Z, pour tout se€S; comme le morphisme structural Y—S
est de présentation finie, la conclusion du lemme résulte de (9.5.1) et (9.2.3).
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Soit (p,q) un couple d’entiers >o tels que p+¢g=d; introduisons des
indéterminées Ty, T pour tous les systtmes d’entiers B, y tels que |[B|<p et
|Y|<g¢; pour tout systtme d’entiers « tel que |a|<d, considérons le polynéme de

B=A[Tg, T ]ja1<pivi<a * Pu(T, Ty) = . X TyT/—c,. Soit Q une cléture algébrique
HEEE +y=a

de K; dire qu’il existe deux polynémes F,, F, de Q[T,, ..., T,], de degrés respectifs p
et ¢, tels que F,F,=Fy signifie que le systtme d’équations P,(t;, ') =0 (J«|<d)
admet une solution (f3, %)) (|B|<p, |y|<g) formée d’éléments de Q. Soit a Iidéal
de B engendré par les P, ; I'interprétation précédente, et le théoréme des zéros de Hilbert,
montrent que hypothése sur Fg, implique que V(a,) =9, en désignant par 7 le point
générique de Spec(A); le lemme (9.7.5.1) prouve donc que dans un voisinage de 7,
on a V(a,)=o0, et par suite pour ces valeurs de x, F,) n’admet pas de factorisa-
tion Fyu=G,G,, ou G,, G, sont des polynémes de degrés respectifs p et ¢, dont les
coefficients sont dans une cloture algébrique de k(x). Il suffit d’appliquer ce résultat a
tous les couples d’entiers (p, ¢) telsque p>o0, ¢g>0 et p+ g=d, pour obtenir la conclusion
du lemme (9.7.5).

Proposition (9.7.6). — Soient S un préschéma noethérien intégre de point générique n,
[+ X—S un morphisme de type fini, F un Ox-Module cohérent. Si F est sans cycle premier
associé immergé, il existe un voisinage U de v dans S tel que, pour tout seU, F, soit sans cycle
premier associé immergé.

m
Comme X, est noethérien, il existe un homomorphisme injectif » :,9‘7,]»@1?,.,
1=

ot chacun des &; est irredondant et Ass(#,) est Pensemble des x;, ot {x}=Ass(%;)
(3.2.6); si Z; est I'adhérence de {x;} dans X,, on a Z;=Supp(¥,) (3.1.4), et par
hypothése les Z; sont les composantes irréductibles de Z==Supp(#,). II résulte de
(8.5.2, (i) et (ii)) (en restreignant au besoin S & un voisinage de 7) et (8.5.8) qu’il
existe des Ox-Modules cohérents &, et un homomorphisme injectif u : % 9‘6:9133} tels
que (#,),=9%,; pour tout i et v=u,. Si Y,=Supp(#;), on a (Y,;),=Supp((%,),)
pour tout seS (I, 9.1.13) et en particulier (Y;),=Z; pour tout . L’hypothése entraine
que pour i%j, Z,—(Z,nZ;) est ouvert dense dans Z;; on déduit donc de (9.5.3)
et (9.5.4) que dans un voisinage de 7, (Y;),—((Y;),n(Y;),) est ouvert et dense
dans (Y;),. Supposons que ’on ait prouvé que chacun des (%)), est sans cycle premier
associé pour seU. Alors les éléments de Ass((#;),) sont les points maximaux de (Y,),;
aucun d’eux ne peut donc appartenir a un (Y;), pour i#j, et la proposition sera
démontrée. On peut donc supposer que &, est irredondant; en outre, on peut se borner
au cas ot S=Spec(A) est affine; X est alors réunion d’un nombre fini d’ouverts affines V;
et si V;nSupp(#,)=0, on aura aussi V;nSupp(F,)=0 pour s voisin de 7 (9.5.1),
donc on peut se borner au cas ou X ==_Spec(B) est aussi affine et ol le morphisme
f:X—>S est dominant; A est donc un anneau nocthérien intégre, sous-anneax d’une
A-algebre de type fini B, et F= I\N'I, ol M est un B-module de type fini; par hypothése,
si K est le corps des fractions de A, le Bg-module M, est irredondant. Soit q "'unique

78



§9 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 79

élément de Ass(Mg,), et soit p I'idéal premier de B image réciproque de q par Pappli-
cation canonique B—By,. On sait (5.11.1.1) qu’il existe une filtration finie (N,)o<n<n
de My, telle que Ny=My), N,=o0, et que N;/N,,; soit isomorphe a4 un sous-
Bg-module #o0 de Bg/q. Soit M, 'image réciproque de N, par I’application cano-
nique M—>My,. Il résulte de (9.4.4) que pour s assez voisin de 0, (M,) ) S'identifie
a un sous-By-module de My, et le quotient (M) /(Myy1)e & un sous-
Bisy-module +o0 de By /Py = B/p)xe- Compte tenu de (3.1.7), on voit qu’on
est ramené a prouver, avec les mémes notations, que si B est intégre, alors B, n’a pas
d’idéaux premiers associés immergés pour s voisin de . Or, en remplagant au besoin A
par A, et B par B, (ol g est un élément +o0 de A), on peut supposer que B contient
une A-algébre de polynémes C=A[T,, ..., T,] telle que B soit un C-module de type
fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3, n° 1, cor. 1 du th. 1). Comme By, est un
Cg-module sans torsion, on peut appliquer de nouveau le raisonnement fait plus haut
en remplacant B, M et q par C, B et (o) respectivement, et il suffit donc de voir que
pour s voisin de 7, Cyy) n’a pas d’idéaux premiers associés immergés. Mais cela est
évident puisque Ciyi)=Fk(s)[Ty, ..., T,] est un anneau intégre. C.Q.F.D.

Théoréme (9.7.7). — Soit f:X-—>S un morphisme de présentation finie, et soit E
Pensemble des seS  pour lesquels X, a Pune des propriétés suivantes : étre :

(1)  géométriquement irréductible ;

(ii) géométriquement connexe ;

(ii1) géométriquement réduit ;

(iv) géométriquement intégre.

" Alors E est localement constructible dans S.

Pour voir que les propriétés envisagées sont constructibles, remarquons d’abord
qu’elles vérifient trivialement la condition (9.2.1, (i)), en vertu de (4.5.6, (i)) et (4.6.5,
(1)). Il reste donc a vérifier (9.2.1, (ii)), donc on peut supposer S=Spec(A) affine
noethérien et intégre de point générique v. En vertu de (4.6.8), il existe une extension
finie K’ de K=Ek(y) telle que (X,)x, soit tel que ses composantes irréductibles (resp.
connexes) soient géométriquement irréductibles (resp. géométriquement connexes) et
que ((X,)&))ra SOit géométriquement réduit. Comme il existe une base de K’ sur K
formée d’éléments entiers sur A, ’anneau intégre A’ engendré par ces éléments est fini
sur A et a K’ pour corps des fractions. Posons S’=Spec(A’); le morphisme g :S'—S
est fini et dominant, donc surjectif (II, 6.1.10). Posons X’=Xy,, de sorte que si 7’
est le point générique de S’, on a X, =(X,)x); 'ensemble E’ des s'eS’ tels que X,
ait Pune des propriétés (i), (i), (iii) ou (iv) est égal & g~ *(E) (9.2.2, (iv)) (E corres-
pondant bien entendu 2 la méme propriété); g étant surjectif, on a E=g(E’) et
S—E=g(S’—E’); en outre, g est fermé et g~'(n) ={»'} puisque A’ est intégre et fini
sur A (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° 1, cor. 1 de la prop. 1), donc I'image par g
de tout voisinage de 7’ est un voisinage de u. Le théoréme sera donc démontré si 'on
prouve que E’ ou S'—E’ est un voisinage de %’. Autrement dit, on peut désormais
supposer que les composantes irréductibles (resp. connexes) de X, sont géométriquement

79



8o A. GROTHENDIECK Chap. IV

irréductibles (resp. géométriquement connexes) et que (X,),q est géométriquement
réduit.

Supposons d’abord que meS—E pour une des propriétés (i) a (iv). Si X, n’est
pas géométriquement irréductible (resp. géométriquement connexe), il n’est pas irréduc-
tible (resp. connexe) en vertu de I’hypothése précédente, donc il en est de méme de X,
pour s dans un voisinage de 7 (9.7.1), et a fortiori dans ce voisinage X, n’est pas géomé-
triquement irréductible (resp. géométriquement connexe). D’autre part, si X, n’est pas
géométriquement réduit, il n’est pas réduit (sans quoi il serait égal a (X,),q qui est
géométriquement réduit par hypothése); donc, dans un voisinage de %, X, n’est pas
réduit (9.7.2) et a fortiori n’est pas géométriquement réduit. Enfin, si X, n’est pas
géométriquement intégre, ou bien il n’est pas réduit, et alors on vient de voir que X,
n’est pas réduit (ni a fortiori intégre) dans un voisinage de 7; ou bien X est réduit (donc
géométriquement réduit par hypothése), et alors il n’est pas géométriquement irréduc-
tible, et on a vu ci-dessus qu’il en est alors de méme de X, pour s voisin de 7; a fortiori X,
n’est pas géométriquement intégre pour ces valeurs de s.

Nous allons donc désormais supposer que neE et examiner séparément chacune
des propriétés considérées.

1° Supposons que X, soit géométriquement intégre. Soit L le corps des fonctions
rationnelles sur X, ; 'hypothése sur X, implique que L est extension séparable de K
(4.6.3), donc extension séparable finie d’une extension pure K(T,, ..., T,) (T, indé-
terminées); il y a par suite un élément xeL, entier sur 'anneau K[T,, ..., T,], et tel
que L=K(T,, ..., T,)(x); soit GeK[T,,...,T,, T,,,] son polynéme minimal. Il
existe un élément g+ o de A tel que tous les coefficients +0 de G (qui appartiennent
a K) soient dans ’anneau A ; remplagant A par A, (ce qui revient & remplacer S par un
voisinage de 1), on peut donc supposer que G a ses coefficients dans A; désignant par F le
polynéme G considéré comme élément de A[T,, ..., T,, T, ], on a donc G=F,,.
Posons Y=Spec(A[T,, ..., T, ]/(F)), desorte que Y,=Spec(K[T,, ..., T,;1]/(G));
Y, est un schéma intégre ayant L pour corps des fonctions rationnelles. Comme X,
et Y, sont noethériens, il existe un ouvert non vide VCY, et une immersion ouverte
v: V=X, (nécessairement dominante) (I, 6.5.1, (ii) et 6.5.4, (ii)). Soit W un ouvert
de Y tel que WnY,=V; appliquant (8.8.2, (i)) et (8.10.5, (iii)) suivant Ja méthode
de (8.1.2, a)), on voit qu’en remplagant au besoin S par un voisinage de 7, on peut
supposer que ?v=uw, ou w :W-—>X est une immersion ouverte.

Cela étant, on a vu (4.6.3) que le critére pour qu’un préschéma algébrique intégre
soit géométriquement intégre ne dépend que de son corps de fonctions rationnelles;
comme X, est géométriquement intégre par hypothése, il en est de méme de Y,, et la
définition de G entraine donc que ce polynéme est géométriquement irréductible (9.7.4).
Appliquant (9.7.5), on voit qu’il y a un voisinage U de % dans S tel que F,, soit
géométriquement irréductible pour tout seU, donc Y, est géométriquement intégre
pour seU (9.7.4); en outre on peut supposer que pour s€ U, W, n’est pas vide (9.5.1),
et par suite est géométriquement intégre (4.6.3); enfin, on peut supposer aussi que
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pour seU, w,: W,—»X, est une immersion ouverte (9.6.1, (x)), et que son image
dans X, est partout dense (9.5.3). Autrement dit, pour seU, il y a dans X, un ouvert
partout dense W, qui est géométriquement intégre; le critére (4.5.9, ¢)) montre donc
déja que X, est géométriquement irréductible pour seU. Enfin, comme X, est réduit
et par suite n’a pas de cycle premier associé immergé (3.2.1), on peut aussi supposer
que pour seU, X, n’a pas de cycle premier associé immergé (9.7.6); soit alors (pour
un seU fixé) Q une extension algébriquement close de k(s), et soit p : (X,)q—>X,
la projection canonique; p~*(W;) est un ouvert dense dans (X,)q, (2.3.10) et est intégre
par hypothése; en outre (X,)q) n’a pas de cycle premier associé immergé (4.2.7),
donc on conclut de (3.2.1) que (X,)q est réduit; cela achéve de prouver que X, est
géométriquement intégre (4.6.1).

2° Supposons que X, soit géométriquement irréductible; comme X, , est aussi
de type fini sur S (1.5.4, (vi)) on peut, en tenant compte de (I, 5.1.8), remplacer X
par X ,; alors X, est aussi intégre, et comme par hypothése X, est géométriquement
réduit, il est géométriquement intégre. On est alors dans les conditions de 1° et on en
conclut (revenant aux hypothéses initiales) que X, est géométriquement irréductible
pour s voisin de 7.

3° Supposons X, géométriquement connexe, et soient Z; (1<i<n) les compo-
santes irréductibles de X,; il existe (en vertu de (5.10.8.1) appliqué a F={0})
une application surjective j—v(j) d’un intervalle [1,m] de N sur [1,n] telle que
ZyynZy; yF9 pour 1<j<m. Pour tout 7, soit X; 'adhérence de Z; dans X, et
soit Y la réunion des X;; comme Y, =X, par définition, on peut supposer, en vertu
de (9.5.1), que Y,=X, pour tout seS, donc que X, est réunion des (X,),. Or, en
considérant les sous-préschémas fermés réduits de X ayant les X; pour espaces sous-
jacents, on voit par 2° qu’il existe un voisinage U de 7 dans S tel que pour seU
les (X;), soient géométriquement irréductibles (puisque les (X,), peuvent étre supposés
géométriquement irréductibles, comme on I’a vu au début). En outre, on peut aussi
supposer que pour seU, on a (X,;),n(X;1y),¥9 (9.5.1) pour 1<j<m; on en
conclut aussitot que X, est connexe, donc (4.5.13.1) géométriquement connexe
pour seU.

4° Supposons X, géométriquement réduit; soient Z; les composantes irréductibles
de X,, W; lintérieur de Z; dans X, ; il y a pour chaque 7 un ouvert V; de X tel que
W;=V;n X, pour tout {; comme les W; sont ouverts et deux a4 deux disjoints et que
leur réunion est dense dans X,, on peut (9.5.1, 9.5.3 et 9.5.4) supposer que pour §
voisin de 7, les (V;), sont des ouverts deux a deux disjoints dans X, et que leur réunion
est dense dans X,. En outre, comme les W; sont géométriquement réduits et ont été
supposés au début géométriquement irréductibles, il résulte du 1° que pour s voisin
de 7, les (V,), sont géométriquement intégres, et a fortiori réduits. D’autre part, on tire
de (9.7.6) que pour s voisin de 7, X, n’a pas de cycle premier associé immergé, puisqu’il
en est ainsi de X, qui est réduit (3.2.1); on conclut donc de (3.2.1) que X, est réduit,
et de (4.6.1) qu’il est géométriquement réduit.

81
11



82 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Les parties de I’énoncé (9.7.7) concernant les propriétés (i) et (ii) se généralisent
comme suit :

Proposition (9.7.8). Sotent S un préschéma irréductible de point générique 7, et
f XS un morphisme de présentation finie. Soit n (vesp. n') le nombre géométrique de compo-
santes irréductibles (vesp. connexes) de X, (4.5.2). Alors il existe un voisinage U de v dans S

tel que pour tout seU le nombre géométrique de composantes irréductibles (resp. connmexes) de X,
soit égal @ n (resp. n').

Compte tenu de ce que le nombre géométrique de composantes irréductibles
(resp. connexes) d’un préschéma algébrique est invariant par extension du corps de
base (4.5.6), on voit par la méthode de (9.2.3) que P'on peut se ramener au cas ou S
est affine, noethérien et intégre. En outre, en raisonnant comme au début de la
démonstration de (9.7.7), on voit qu’on peut supposer que les composantes irréduc-
tibles (resp. connexes) de X, soient géométriquement irréductibles (resp. géométriquement
connexes). On sait déja (9.7.1) que pour tout s voisin de 7, X, a au moins n composantes
irréductibles et ' composantes connexes. D’autre part, si Z; (resp. Z;) sont les compo-
santes irréductibles (resp. connexes) de X, X; (resp. X/) le sous-préschéma fermé réduit
de X ayant pour espace sous-jacent 'adhérence de Z; (resp. Z;) dans X, il résulte
de (9.5.1) que dans un voisinage de 7, les (X;), (resp. (X]),) forment un recouvrement
de X, et que les (X/), sont deux a deux disjoints; comme les (X;); (resp. (X]),) sont
géométriquement irréductibles (resp. géométriquement connexes) en vertu de (9.7.7)
pour s voisin de 7, on voit que X, a au plus # composantes irréductibles et au plus
n’ composantes connexes, d’oll la proposition.

Corollaire (9.7.9). — Soit f: X—S un morphisme de présentation finie. Pour tout seS,
soit n(s) (resp. n'(s)) le nombre géométrique de composantes irréductibles (resp. connexes)
de f7s) (4.5.2). Alors la fonction s~>n(s) (resp. s~>n'(s)) est localement constructible
dans S.

I1 s’agit de montrer que la propriété « X est un préschéma algébrique sur un
corps £ et le nombre géométrique des composantes irréductibles (resp. connexes) de X
est égal & n (resp. n’) » est constructible. Il résulte de (4.5.6) que cette propriété vérifie
la condition (9.2.1, (i)), et on est donc ramené au cas ou S est affine, noethérien et
intégre de point générique ; la conclusion résulte alors de (9.7.8).

Corollaire (9.7.10). — Soit X un préschéma localement noethérien tel que, st X' est le
normalisé de X,,q, le morphisme canonique f: X' —>X soit fini. Alors I’ensemble des points xeX
tels que X soit géométriquement unibranche au point x est localement constructible dans X.

En effet, cet ensemble est par définition I'ensemble des points xeX tels que le
nombre de points géométriques de f~(x) soit égal & 1. Mais comme f est fini, ce nombre
est aussi le nombre géométrique des composantes irréductibles de 'espace discret f~(x)
(compte tenu de la définition du normalisé (II, 6.3.8) et de (4.5.11)); la conclusion
résulte donc de (9.7.9).

Remarque (9.7%.x1). — Soit Z une partie localement constructible de X telle que, pour
tout seS, ZnX, soit ouvert dans X,, et désignons par Z, le sous-préschéma de X, induit
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sur Pouvert ZnX,. Alors, dans le théoréme (9.7.7), on peut remplacer X, par Z,
sans changer la conclusion : on le voit en répétant le raisonnement fait dans (9.6.7, (ii)).

Proposition (9.7.12). — Soient f: X—S un morphisme de présentation finie, et g : S—>X
une S-section de X (I, 2.5.5). Pour tout seS, soit X° la composante connexe de f~'(s) qui
contient g(s); alors, la réunion X° des X° pour seS est une partie localement constructible de X.

Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas out S est affine et noethérien. On
peut toujours supposer S =Spec(A) affine; avec les notations de (9.2.3), on a f=(f;)),
o fy : X,—S, est un morphisme de type fini, et on peut en outre supposer qu’il existe
une Sy-section g, : Sp—>X, telle que g=(gy)i (8.9.1). Remarquons maintenant que
si p est le morphisme S—S,, alors, pour tout syeS,, la composante connexe (X,)3
de f;7'(s,) qui contient go(s,) est géométriquement connexe (4..5.13), et par suite, si so=p(s),
on a XI=¢"'((Xp)?) o g¢:X,—>(X,), est la projection canonique ((4.5.8) et
(4-4.1)); notre assertion résulte donc de (1.8.2).

Utilisons alors le critére de constructibilité (0, 9.2.3) : soient x un point de X,
Z le sous-préschéma réduit de X ayant {—x} comme espace sous-jacent, Y le sous-
préschéma réduit de S ayant@ comme espace sous-jacent; comme la restriction de f
a Z se factorise en Z—Y—>S (I, 5.2.2), on peut remplacer S par Y, autrement dit
supposer que f(x)=7, point générique du préschéma intégre S. Par hypothése, X,
est somme de deux sous-préschémas XJ, X!, induits sur des ouverts complémentaires
de X,. En vertu de (9.5.4) et (9.5.1), on peut donc, en remplagant au besoin S par
un voisinage de 7, supposer que X est réunion de deux ouverts disjoints X° X' tels
que (X%,=XJ et (X"),=X]. Comme g:S—X est continu et injectif, S est réunion
des deux ouverts disjoints g~ (X% et g~ !(X'); mais comme S est irréductible, et
a fortiori connexe, un de ces deux ouverts est vide, et comme g(n)eX?) par définition,
ona g '(X')=0. En d’autres termes, g est une S-section de X°; d’autre part, comme (X°),
est géométriquement connexe (4.5.13), il en est de méme de (X°), pour tout s voisin
de 1 (9.7.7); comme g(s)e(X%,, on a bien (X%,=X!. C.Q.F.D.

9.8. Décomposition primaire au voisinage d’une fibre générique.

Proposition (9.8.1). — Sotent f:X—>S un morphisme de présentation finie, F un
Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Alors Pensemble E des seS tels que F, soit un
0X3-M0dule sans cycle premier associé immergé est localement constructible.

On sait que pour les Modules quasi-cohérents sur les préschémas algébriques, la
propriété d’étre sans cycle premier associé immergé est invariante par changement du
corps de base (4.2.7); on peut donc se borner au cas ou S est affine, noethérien et intégre
de point générique v, et & prouver que dans ce cas E ou S—E est un voisinage de 7.
On a vu dans (9.7.6) que si n€E, E est un voisinage de »; reste donc a considérer le
cas ou #, a des cycles premiers associés immergés. On peut se borner au cas o X est
affine, et ottil y a un sous-@xn-Module cohérent 5 de &, dont le support Z’ est non vide

et rare par rapport au support Z de # (3.1.3); alors, en vertu de (8.5.2, (i) et (ii))
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et (8.5.8), appliqués suivant la méthode de (8.1.2, a)), il existe un sous-Ox-Module
cohérent ¥ de F tel que ¥,=#; si Y=Supp(F), Y'=Supp(¥9), on a par suite
Y,=Supp(#,), Y,=Supp(¥%,) pour tout seS (I, 9.1.13) et en particulier Z=Y,,
Z'=Y,; comme Z—Z’ est dense dans Z et Z’'+(, il y a un voisinage U de 7 tel que
pour seU, Y,—Y, soit dense dans Y,, et Y,+0 (9.5.1 et 9.5.3); en considérant un
point générique d’une composante irréductible de Y, et un voisinage assez petit de ce
point dans X, on déduit aussitot de (3.1.3) que &, admet des cycles premiers associés
immergés.

(9.8.2) Soient S un préschéma noethérien intégre, de point générique 7, f: X—>S
un morphisme de type fini, # un Og-Module cohérent. Considérons une décomposition
irredondante réduite (9;);c; de &, (3.2.6); les &; sont donc des quotients de &#,
et il y a un homomorphisme injectif # : 9",,—>(~? 9,; en outre Ass(¥%,) est réduit & un
point x;. Soit Z; Padhérence de {x;} dans X, de sorte que (Z,),=Supp(¥;). Désignons
par #, I'Idéal cohérent de Oy définissant le sous-préschéma fermé réduit de X d’espace
sous-jacent Z; (sous-préschéma encore noté Z;). En vertu de (8.5.2) et (8.5.8), appliqués
suivant la méthode de (8.1.2, a)), on peut (en restreignant au besoin S & un voisinage
de ) supposer qu’il existe des quotients F#; de F (iel) tels que ¥;=(F;), pour tout i,
et un homomorphisme g : % —->€i-_)37,- tel que h=g,. En outre (I, 9.3.5), il existe un

entier m tel que (F7'F;), =(F)7%;=0 et en restreignant de nouveau S, on peut donc
supposer que l'on a aussi #7'#,=o0 (8.5.2.5), donc que le support de &; est contenu
dans Z;; mais comme il est fermé et contient x;, il est nécessairement égal a Z;.

Proposition (9.8.3). — Sous les conditions de (9.8.2), pour tout seS, et tout icl,
désignons par x;, (x€J,;) les points maximaux de (Z;),. 1l existe un voisinage U de v dans S
tel que, pour tout seU, les x;, (pour i€l et, pour chaque i, ac], ;) soient deux & deux distincts
et que Ass(F,) soit Uensemble des x;,, (autrement dit, les cycles premiers associés & F, sont les
composantes irréductibles des (Z;),). En outre, on peut prendre U tel que, pour que I’adhérence
de {x,,} dans X, soit un cycle premier associé maximal de F,, il faut et il suffit que (Z,;),
(adhérence de {x;} dans X,) soit un cycle premier associé maximal de F,.

Il résulte de (3.1.3, ¢’)) que pour chaque ¢, il existe un ouvert W; dans X, tel
que W;n(Z,), soit non vide, et un @Xn-Module cohérent #;, de support W;n(Z,),,
tels qu’il y ait un homomorphisme injectif o; : #;—%, |W,. Soit V; un ouvert de X
tel que V;nX,=W,; appliquant, comme dans (9.8.2), les résultats de (8.5.2)
et (8.5.8), on peut (en restreignant S) supposer qu’il existe un Module cohérent &,
de support Vi;nZ;, et un homomorphisme u; : F;—>ZF |V, tels que #,=(F]), et
v;=(%;),. Nous allons démontrer qu’il y a un voisinage U de 7 tel que pour seU, les
propriétés suivantes soient vérifides :

(i) Les (&), sont sans cycle premier associé immergé.

(ii) L’homomorphisme g, : % 3——>6i3(.9',-)3 est injectif.

(i) (Z,),n(V;), est dense dans (Z;),, (¥;), a pour support (Z),n(V,), et
(%), : (F1y—>F | (V,), est injectif.
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(iv) Pour i+j, toute composante irréductible de (Z,), est distincte de toute
composante irréductible de (Z;),.

Or, (i) a déja été vu (9.7.6); (ii) est un cas particulier de (9.4.5); (iii) résulte
de méme de (9.5.3) et (9.4.5). Enfin, si i+j, (Z,),n(Z,),=(Z;nZ,), estrare dans (Z,),
ou dans (Z,),; supposons par exemple que (Z;nZ;), soit rare dans (Z;),; alors il
résulte de (9.5.3) et (9.5.4) que pour s voisin de n, (Z;nZ,),=(Z,),n(Z;)
dans (Z;),, ce qui montre qu’aucune composante irréductible de (Z;), ne peut étre
contenue dans une composante irréductible de (Z;),, ni a fortiori lui étre égale.

Cela étant, il résulte de (ii) et de (3.1.7) que pour seU, on a
Ass(Z,)cUAss((#)),),

s st rare

de (i) que Ass((#;),) est I'ensemble des x;, (x€],;). D’autre part, en vertu de (iii)
et du critére (3.1.3, ¢')), chacun des x;,, (x€], ;, t€l) appartient & Ass(#,). Enfin (iv)

signifie que les sont deux a deux distincts.

Xisor
Reste a prouver la derniére assertion de 1’énoncé. Or, il résulte de (i) que pour s

et pour un ¢ donnés, aucun des ensembles {x‘m} ne peut étre contenu dans un autre
pour a€],,. D’autre part, si (Z;),C(Z,),, on peut supposer U pris tel que (Z,),C(Z,),
pour seU (9.5.1), donc chaque x;,, appartient & ’adhérence d’un x,,; au contraire,
si (Z;),n(Z;), est rare dans (Z;),, on a vu en prouvant (iv) que (Z;),n(Z;), est rare
dans (Z;),, donc aucun des %, n’est adhérent & un x,,. En particulier, si (Z,), est
maximal, ce qui équivaut a dire que (Z;),n(Z;), est rare dans (Z;), pour fout i j,
on en conclut que (Z;),n(Z;), est rare dans (Z;), pour tout i#j, donc que tout
Xjse (2€], ;) est maximal. C.Q.F.D.

Corollaire (9.8.4). — Les notations et hypothéses étant celles de (9.8.2), il existe un
voisinage U de n dans S tel que, pour tout seU, chacun des (F,), soit sans cycle premier associé
immergé ; en outre, si (Fin)acy,; ¢t Uunique décomposition irredondante réduite de (F)),,
alors, pour tout se€U, la famille (F,,)ic1acy,; ¢St une décomposition irredondante réduite
de F,.

La premiére assertion résulte de (9.8.1) et de la définition des &,. D’autre part,
on a vu dans (9.8.3) que ’homomorphisme % s»@(ﬂ}), est injectif et par définition

il en est de méme de chacun des homomorphismes (f,.)s—»%)fm, donc I’homo-

morphisme % s»i@a.g"'isa est injectif. Comme on peut supposer (9.4.5) que pour se€U
chacun des (%)), est un quotient de F, les &, sont des quotients de &, et il reste
a vérifier (3.2.5) que les x;, sont deux a deux distincts et appartiennent & Ass(#,),
ce qui a été prouvé dans (9.8.3).

Proposition (9.8.5). — Soient f:X—>S un morphisme de présentation finie, F un
Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Pour tout seS, soit E(s) (resp. E'(s)) Pensemble
Sfini (partie de Zu{—o0}) des dimensions des cycles premiers associés & F, (resp. des cycles
premiers maximaux associés & F,, c’est-a-dire les composantes irréductibles de Supp(F,)). Alors

les fonctions s~>E(s) et s~>E'(s) sont localement constructibles dans S.
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Il résulte de (4.2.7) et (4.2.8) que la condition (9.2.1, (i)) est satisfaite pour
les propriétés dont nous voulons démontrer qu’elles sont constructibles. On est donc
ramené au cas ou S est affine, noethérien et inteégre, et a prouver que E et E’
sont constantes au voisinage du point générique n de S; mais cela résulte de (9.8.3)
et (9.5.5).

Proposition (9.8.6). — Avec les hypothéses et notations de (9.8.2), soit i€l tel que (Z,),
soit maximal (autrement dit, une composante irréductible de Supp(F,)). Alors, il existe un
voisinage U de v dans S tel que pour tout seU et tout ac],;, la longueur géométrique de F
en X, (relative a k(s)) (4.7.5) est égale @ la longueur géométrique de F,
a k(n)).

On peut évidemment se borner au cas ot S=Spec(A) est affine; montrons d’abord
qu’on peut se ramener au cas ol le sous-préschéma (Z;), de X, , qui est réduit, est géomé-
triquement intégre. 1y a en effet une extension finie K’ de K =k(7) telle que (((Z;),)x))re
soit géométriquement réduit et que les composantes irréductibles de ((Z;),)x, soient

en x; (relative

géométriquement irréductibles (4.6.8). Procédons comme dans la démonstration de
(9.7.7) en considérant une sous-A-algebre A’ de K’ ayant K’ pour corps des fractions
et finie sur A. On pose S’=Spec(A’) et on considére le morphisme fini surjectif g : S'—S;
soient ensuite X'=Xy, et F'=F®y 0 et soit 1’ le point générique de S'. Pour
tout s'e€S’, soit s=g(s"); si T est une composante irréductible de Supp(Z,), les
composantes irréductibles T; de Ty, sont des composantes irréductibles de Supp(#.)
et dominent T (4.2.7) et les multiplicités radicielles de T par rapport a &, et de
chaque T] par rapport a &% sont les mémes (4.7.9). Le raisonnement de la premiére
partie de (9.7.7) montre donc qu’on peut se borner 2 démontrer la proposition pour X’
et &F'; et en vertu du choix de K’, les sous-préschémas réduits ayant pour espaces sous-
jacents les composantes irréductibles de ((Z;),) k) sont géométriquement intégres (4.6.1).

Supposons donc désormais (Z;), géométriquement intégre; alors (9.7.7), il en
est de méme de (Z,), pour s voisin de 7; la définition (4.7.5) montre qu’il suffira donc
de prouver que la longueur du @Xm m{-modulc (F )z, est égalea celle du Ox, xis-module (F 3)%
(on a ici supprimé lindice «, inutile par hypothése). La question étant évidemment
locale sur X, on peut supposer (en se restreignant a un voisinage de x;) que F =%,
donc que &, est irredondant sur X = Spec(B) affine, et on écrira Z au lieu de Z;, et x
pour le point générique de Z (et de Z,). L’anneau noethérien B contient donc A comme
sous-anneau, et F = l\N/I, ol M est un B-module de type fini; en outre, si K est le corps
des fractions de A, le Bg-module My, est #o et irredondant. Soit q I'unique
élément de Ass(M,)) et soit p l'idéal premier de B, image réciproque de q. En utili-
sant (5.11.1.1) comme dans la démonstration de (9.7.6), on se raméne au cas ou B
est intégre et M un sous-module o de B; alors & est un sous—@xn-Module non nul
de 0Zn’ et en vertu de (9.4.5), pour s voisin de 0, & est isomorphe a un sous-Ox -Module
non nul de @ ; comme Z, est géométriquement intégre, les longueurs de (£,), et
de (#,),, sont toutes deux égales & 1, ce qui achéve la démonstration.
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Corollaire (9.8.7). — Sowent f:X—~>S un morphisme de présentation finie, F un
Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Pour tout seS, soit M(s) Uensemble des
couples (d, m) tels qu’il existe une composante irréductible de Supp(F,) de dimension d et de
multiplicité radicielle m pour F, (4.7.8). Alors la fonction s~>M(s) est localement constructible
dans S.

Il résulte de (4.2.7) et (4.7.9) que la condition (9.2.1, (i)) est satisfaite pour
la propriété dont nous voulons démontrer qu’elle est constructible. On est donc ramené
au cas ou S est affine, noethérien et intégre et & prouver que M est constante dans un
voisinage du point générique de S; mais alors la proposition résulte de (9.8.3) et (9.8.6).

Proposition (9.8.8). — Soient f:X—>S un morphisme de présentation finie, F un
Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Pour tout se€S, soit l(s) la somme des multiplicités
totales pour F , (relatives @ k(s)) des points génériques des composantes irréductibles de Supp(ZF )
(4.7.12). Alors la fonction s~>I(s) est localement constructible dans S.

' Compte tenu de (4.7.12), la condition (9.2.1, (1)) est satisfaite pour la propriété
dont nous voulons démontrer qu’elle est constructible, et on est donc ramené au cas
ou S est affine, noethérien et intégre de point générique v, et a montrer que [ est
constante dans un voisinage de ». Utilisant les notations de (9.8.2), cela résulte de la
définition (4.7.12), du fait que le nombre géométrique des composantes irréductibles
de chaque (Z;), est constant dans un voisinage de 7 (9.7.8), que la longueur géomé-
trique de &, en x;, est également a celle de F, en x; pour chaque 7 tel que (Z;), soit
maximal (9.8.6) et enfin de ce que 'adhérence de {x;,,} est un cycle premier associé
maximal de &£
de &, (9.8.3).

Remarque (9.8.9). — On peut préciser de diverses facons les propositions précé-
dentes; bornons-nous a un énoncé a titre d’exemple. Disons qu’une partie finie P d’un

, si et seulement si (Z,), est un cycle premier associé maximal

k-préschéma algébrique X est saturée si, pour tout couple de points x, y de P, les points

génériques des composantes irréductibles de {_x—}n{y—} appartiennent aussi a P; pour
toute partie finie QQ de X, il existe une plus petite partie finie P de X contenant Q et
saturée; nous dirons que P est le saturé de Q). Pour tout Ox-Module cohérent #, nous
appellerons squelette primaire de F le systeme (P, Q, w, d, m) ot Q=Ass(F), P est

le saturé de Q, » la relation d’ordre {?}C{j} sur P, 4 la fonction x~—>dim{7} sur P,
m la fonction x->longe &, définie sur Pensemble des éléments de Q maximaux pour
la relation w. Appelons d’autre part squelette virtuel tout systeme (P, Q, o, d, m), ou P
est un ensemble, QQ une partie de P, o une relation d’ordre sur P, d une application
de P dans N, m une application dans N de ’ensemble des éléments maximaux de Q;
on définit de facon évidente la notion d’isomorphisme de deux squelettes virtuels. Enfin,
avec les notations précédentes, appelons type primaire de F la classe (pour la relation
d’isomorphie des squelettes virtuels) du squelette primaire de . Il résulte de (4.2.6),
(4.2.7), (4.2.8), (4.5.1) et (4.7.9) que si, pour une extension algébriquement close £’
de k, on pose X'=XQ® k' et F'=FQ.k', le type primaire de F' est indépendant de
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Pextension algébriquement close £’ de £ considérée; nous dirons que c’est le éype primaire
géométrique de F. Ces définitions posées, I’énoncé que nous avons en vue est le suivant :

(9.8.9.1) Soient f:X—>S un morphisme de présentation finie, F un Ox-Module quasi-
cohérent de présentation finie. Pour tout seS, soit T(s) le type primaire géoméirique de F,.
Alors la fonction s~>'T'(s) est localement constructible dans S.

Compte tenu des remarques qui préceédent, on est ramené comme d’ordinaire 2
prouver que si S est affine, noethérien et intégre de point générique n, T(s) est constante
au voisinage de %. Raisonnant comme au début de (9.7.7), on peut supposer que
toutes les parties irréductibles de X, qui interviennent sont géométriquement irréductibles,
et alors la proposition résulte de (9.5.1), (9.5.5), (9.8.3) et (9.8.6); nous laissons
les détails au lecteur. On pourrait généraliser en considérant plusieurs Modules cohérents
et en définissant leur « squelette primaire simultané », etc. La conclusion générale de
ce qui a été vu depuis le début de ce paragraphe est que pour toutes les propriétés du
type envisagé (et pour un S irréductible) les propriétés valables sur la « fibre générique »
le sont encore sur toutes les fibres voisines.

9.9. Constructibilité des propriétés locales des fibres.

Proposition (9.9.x). — Soient f: X—S un morphisme localement de présentation finie,
Z une partie localement constructible de X telle que pour tout s€S, Z, soit fermé dans X,, ® une
partie finie de Zu{tco}. Alors les parties suivantes de X sont localement constructibles :

(i) L'ensemble des xeX tels que dim,(Z,) appartienne @ ®.

(ii) L’ensemble des xeX tels que codim,(Zy,, X,,) appartienne a ®.

(iii) L’ensemble des xeX tels que Panneau local O, , soit équidimensionnel.

On notera que les propriétés (i) et (ii) s’expriment encore en disant que les fonc-
tions x~>dim,(Z;,) et x~>codim,(Z,,, Xy,) sont localement constructibles dans X (Oyy,
9.3.1).

Les questions étant locales sur X, on peut se borner au cas o S=Spec(A) et
X==S8pec(B) sont affines et oi f est un morphisme de présentation finie; il existe alors
un sous-anneau A, de A qui est une Z-algébre de type fini, un Aj-préschéma de type
fini X, et une partie constructible Z, de X, tels que X=X,®, A et Z=h"Y(Z,), ou
h : X—X, estla projection canonique ((8.9.1) et (8.3.11)). En outre, pour tout seS,
si s, est la projection de s dans S;=Spec(A,), on a X,=(X;),®, k(s), et k, est la
projection X,—(X,),,, on a Z,=h;'((Z,),). Comme le morphisme £, est fid¢lement
plat et quasi-compact, ’hypothése que Z, est fermé dans X, entraine que (Z,), est
fermé dans (X,), (2.3.12).

Cela étant, la transitivité des fibres (I, 3.6.4) et la prop. (4.2.7) entrainent que
Pensemble des dimensions des composantes irréductibles de Z, contenant x est le méme
que Plenscmble des dimensions des composantes irréductibles de (Z,), contenant
%y=h,(x). En particulier, on a dim,(Z,)=dim,((Z,),). D’autre part, si Z® sont les
composantes irréductibles de Z, contenant x et X'* les composantes irréductibles de X,

88



§9 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 89

contenant x, on a codimI(Zs,Xs)=igf(sup(codim (Z®, X)), (a, B) variant dans

I’ensemble des couples tels que xeZ® cX® (0, 14.2.6). Comme les préschémas algé-
briques irréductibles sont biéquidimensionnels (5.2.1), on peut écrire, en vertu de
(0, 14.3.3.1)

(9.9.1.1) codim,(Z,, X,) = igf(sgp(dim(Xg“)) —dim(Z®)))

avec le méme choix des couples («, B). Comme £, est fidélement plat et quasi-compact,
pour tout couple formé d’une composante irréductible (X% de (X,), contenant x,
et d’'une composante irréductible (Z))% de (Z,),, contenant x, et contenue dans (Xg)%,
il existe un couple (X, Z®) du type décrit plus haut et tel que Z® domine (Z,)¥
et que X domine (X)® (2.3.5). La formule (9.9.1.1) (et la formule analogue
appliquée a (X,),,) montrent alors, en vertu de (4.2.7), que 'on a

COdimz(Zs’ Xs) = COdim%( (ZO) 8?2 (XO) so) M

On voit ainsi que si E (resp. E;) est I’ensemble des xeX (resp. des x,eX,) véri-
fiant 'une des conditions (i), (ii), (iii) de I’énoncé (resp. la méme condition), on a
E=#/"'(E,), et en vertu de (1.8.2), on voit qu’'on peut se borner au cas ol A est
noethérien, donc aussi B. Compte tenu de (0, 9.2.3), ainsi que de (9.9.1.1), on est

ramené a voir que pour tout xe€X, il y a un voisinage V de x dans {;} tel que, pour
tout x'eV, Pensemble des dimensions des composantes irréductibles de X, (resp. Zy,,)
contenant x’ est le méme, et en outre qu’il en est de méme de ’ensemble des couples
(dim(Z{f))), dim(X{%,))) pour les couples formés d’une composante irréductible X%,
de X, et d’une composante irréductible Z{ = de Z;, contenue dans X, et
contenant x’. On peut évidemment pour cela remplacer S par le sous-préschéma réduit S’
de S ayant {37(;)3 pour espace sous-jacent, et X par X'=jf"1(S’), les fibres de X et X’
aux points de S’ étant les mémes. Autrement dit, on peut se borner au cas ot S est intégre
et ol n=f(x) est son point générique.

Par hypothése Z, est fermé dans X,; comme Z est constructible, il résulte de
(8.3.11), appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), que I'on peut, en remplagant
au besoin S par un voisinage ouvert de 7, supposer que Z est fermé dans X. Soient X
(resp. Z;) les composantes irréductibles de X (resp. Z) contenant x; en vertu de
(0, 2.1.8),les X;nX, (resp. Z;nX,) sont les composantes irréductibles de X, (resp. Z,)
contenant x; en vertu de (9.5.1), on peut supposer en outre, en restreignant au besoin S
a un voisinage de 7, que les X; (resp. Z;) sont exactement les composantes irréductibles
de X (resp. Z) rencontrant {x} et que les (Xi)sng_} et (Z,-)sn{—x—} sont non vides
pour tout seS. Cela étant, il résulte encore de (9.7.1) que 'on peut supposer, en
restreignant S, que les couples (z, 7) tels que (Z;),C(X;), sont les mémes pour tout seS.
La conclusion résulte alors de (9.5.6) : pour tout s assez voisin de v, toutes les compo-
santes irréductibles de (X;), (resp. (Z;),) ont une méme dimension égale a celle de (X;),
(resp. (Z;),). En outre, si (7, j) est un couple tel que Z;¢X;, (X;), ne contient pas le
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point générique de (Z;),, donc dim((X;nZ;),)<dim((Z;),); par suite, la dimension
commune des composantes irréductibles de (X;),n (Z;), est, pour tout seS, strictement
inférieure a4 la dimension commune des composantes irréductibles de (Z;),, ce qui
prouve qu’aucune des composantes irréductibles de (Z;), n’est contenue dans une compo-

sante irréductible de (X;), pour seS. C.Q.F.D.

Proposition (9.9.2). — Soient f:X—>S un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie, ® une partie finie de Zu{tco}. Les
parties suivantes de X sont localement constructibles :

(1) L’ensemble des points xeX tels que F, soit équidimensionnel au point x (5.1.12).

(ii) Lensemble des xeX tels que les longueurs géométriques de F, relatives @ k( f(x)),
aux points génériques des composantes irréductibles de Supp(F ) contenant x (4.7.5), appar-
tiennent @ .

(ii) L’ensemble des xeX tels que les dimensions des cycles premiers associés a F, et
contenant x appartiennent a @.

(iv) L’ensemble des xeX tels que F, soit géométriquement réduit au point x (4.6.17).

(v)  Lensemble des xeX tels que F,y soit géométriquement intégre au point x (4.6.22).

(vi) L’ensemble des xeX tels que dim.proj((F,),)€®.

(vii) L’ensemble des xeX tels que coprof((Fy,),)e®.

(viii) L’ensemble des xeX tels que F, possede la propriété (S,) au point x (5.7.2).

(ix) Lensemble des xeX tels que F, soit un Oy, -Module de Cohen-Macaulay au

point x (5.7.1).
(i) Le support Z de & est localement constructible et fermé dans X (8.9.1),
et en considérant un sous-préschéma de X ayant Z pour espace sous-jacent et qui soit

f(x)

de présentation finie sur S (8.9.1), on voit que P’assertion (i) est un cas particulier
de (9.9.1, (iii)).

(i1) Toutes les propriétés envisagées sont locales sur X, et on se bornera donc au
cas ot X ==Spec(B) et S=Spec(A) sont affines et f un morphisme de présentation
finie. On garde les notations du début de la démonstration de (9.9.1), et on suppose
en outre A, choisi de sorte qu’il existe un @y -Module cohérent F; tel que F soit
isomorphe a % ®, A. Alors ((4.2.7) et (4.7.9)) Pensemble des longueurs géométriques
de (#,)j.y aux points génériques des composantes irréductibles de Supp((Fy)say)
qui contiennent x, est le méme que I’ensemble analogue pour x et % ,; autrement dit,
si E (resp. E,) est Pensemble des xeX (resp. des x,eX,) vérifiant la condition (ii)
de I’énoncé, on a E=/4"*(E,), et en vertu de (1.8.2), on voit qu’on peut se borner
a considérer le cas ou A est noethérien. Comme dans la démonstration de (9.9.1), on
voit qu’on est ramené & montrer que, pour tout xeX, il existe un voisinage V de x

dans {_x} tel que, pour tout #'e€V, lensemble des longueurs géométriques de F,,
aux points génériques des composantes irréductibles de son support contenant x’ soit

le méme. En outre, si S’ est le sous-préschéma réduit de S ayant {f(x)} pour espace
sous-jacent, et si X'=f"*(S’), les fibres de X et de X’ aux points de S’ sont les mémes,
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donc on peut remplacer S par S’ et X par X', autrement dit supposer que S est intégre
et que 7 =f(x) est son point générique.

Or, si 'on pose Z=Supp(Z), le méme raisonnement que dans la démonstration
de (9.9.1) montre que, si Z; sont les composantes irréductibles de Z contenant x, on

peut supposer que ce sont exactement les composantes irréductibles de Z rencontrant {7}
et que (Z;),n{x}+0 pour tout seS. La conclusion résulte alors de (9.8.3) et (9.8.6).

(iii) On se raméne comme dans (ii) au cas ol S est noethérien et intégre et
n=f(x) son point générique, en utilisant (4.2.7). Comme dans la démonstration

de (9.9.1), on est ramené a montrer qu’il existe un voisinage V de x dans {7} tel que,
pour tout x'eV, l'ensemble des dimensions des cycles premiers associés a F,, qui
contiennent x’ soit le méme. Or, si Z; sont les adhérences dans X des cycles premiers
associés & &, qui contiennent x (cf. (9.8.2)), il résulte de (9.8.3) et (9.5.1) que pour

tout s assez voisin de v, les cycles premiers associés & F, qui rencontrent {x} sont des
composantes irréductibles des (Z;), et, en vertu de (9.5.6), toutes ces composantes
irréductibles ont méme dimension égale a dim((Z;),), d’ou la conclusion.

(iv) On raisonne comme dans (iii), en utilisant cette fois (4.7.11). Avec les mémes
notations que dans (iii), les cycles premiers associés & %, qui sont des composantes
irréductibles de (Z;), sont immergés si et seulement si (Z;), est un cycle premier
associé¢ immergé de & ,. On conclut déja que si x appartient & un (resp. n’appartient

a aucun) cycle premier associé immergé de #,, I'ensemble des x’e@ tels que «’

appartienne a un (resp. n’appartienne a aucun) cycle premier associé immergé

de #,,, est un voisinage de x dans {;} La conclusion résulte de cette remarque,
de la caractérisation des points ot un Module est géométriquement réduit (4.7.10),
et de (ii).

(v) Compte tenu de (4.7.11), on se raméne encore au cas ou S est noethérien
et intégre et ot m=f(x) est son point générique. Soit Y un sous-préschéma fermé de X
ayant Supp(%) pour espace sous-jacent. Raisonnant comme au début de la démons-
tration de (9.7.7), on voit qu’il existe une A-algébre intégre finie A’ (de sorte que
si S’=Spec(A’), le morphisme S’—S est fini et surjectif) telle que si Y'=Y,) et
si 9’ est le point générique de §’, les composantes irréductibles de Y, soient géométri-
quement irréductibles. D’autre part, si X'=Xy,, le morphisme projection A:X'—X
est 1ini et surjectif, donc fermé; par suite, si x” est un point de X’ au-dessus de x, on a

h({;c’_})z{_ﬂ et I'image par & d’un voisinage de ' dans {x'} est un voisinage de x
dans {x}. Compte tenu de (4.7.11) et posant F'=F4,, on est donc ramené 2
prouver que si &, est (resp. n’est pas) géométriquement intégre au point #’, I’ensemble
des y'e{x'} tels que F/ ) (o0 f'=fg,:X'—>S’) soit (resp. ne soit pas) géométri-
quement intégre au point »* est un voisinage de x’ dans {+'}. On peut donc se borner
au cas ot X'=X et ou les composantes irréductibles de Y, sont géométriquement irréduc-

tibles; si Pon désigne par Z; des parties fermées de X telles que les Z;nX, soient les
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composantes irréductibles de Y,, il résulte de (9.7.7), (9.7.8) et (9.5.3) que pour
tout s voisin de v, les (Z;), sont les composantes irréductibles de Y, et qu’elles sont
géométriquement trréductibles. Dire qu’en un point yeX,, &, est géométriquement intégre
signifie alors que & est géométriquement réduit en ce point et en outre que y n’appar-
tient qu'a un seul des (Z;), (4.6.22). La conclusion résulte donc d’une part de (iv)
et d’autre part de (9.5.1) appliqué a l'intersection de {_x} et de chaque Z,.

(vi) Gardant les mémes notations que dans (ii), il résulte de (6.2.1) que
on a dim.proj((#,),) =dim.proj(((#,),,)s); on peut donc encore se borner au
cas ou A est noethérien. En outre, on se raméne encore 4 montrer que, pour tout
xeX, il existe un voisinage V de x dans {7} tel que, pour tout x'eV, on ait
dim. proj((#y)),) =dim.proj((#y,),); et comme ci-dessus, on peut supposer que S
est intégre et que n=f(x) est son point générique, de sorte que 'on a (F,),=F,.
En vertu du théoréme de platitude générique (6.9.1), on peut, en remplacant au
besoin S par un voisinage ouvert de 7, supposer que le morphisme f est plat et que F
est f-plat; on a alors dim.proj((#y,)),)=dim.proj(#,) pour tout x'eX en vertu
de (6.2.3). Cela étant, en vertu de (6.11.1), on peut (en remplagant au besoin X
par un voisinage ouvert de x) supposer que dim.proj(#,)<dim.proj(#,) pour tout
x'eX. D’autre part, si dim.proj(#,)=n, il y a par hypothése un @,-module de type
fini M tel que Extg (#,, M)#o0 (0,17.2.4). Or, il existe un 0Ox-Module cohérent &
tel que M=%, (en remplacant au besoin X par un voisinage ouvert de x (0;, 5.3.8));
en vertu de (T, 4.2.2), on a donc (&xt5 (F, F))p+0. Mais &Eato (F, F) est un
0Ox-Module cohérent (0, 12.3.3), donc son support Y est fermé (0;, 5.2.2); comme

il contient x, il contient aussi {7}, d’ott ’'on conclut (en appliquant encore (T, 4.2.2))
que lon a dim.proj(&%,)>n pour tout x'e{x}, ce qui achéve de prouver I'assertion
dans le cas (vi).

(vil) Comme B est une A-algébre de type fini, X est S-isomorphe a un sous-
schéma fermé d’un S-schéma de la forme Y=Spec(A[T;, ..., T,]); si j:X—=>Y est
linjection canonique, et ¥=j (&), on a ¥,=(j,) (F, pour tout seS, et, en vertu
de (0, 16.4.11), on peut se borner 2 démontrer Passertion pour Y et &. Autrement
dit, on peut supposer que B=A[T,, ..., T,], de sorte que chacun des schémas
X,=Spec(k(s)[Ty, ..., T,]) est régulier (0, 17.3.7). Soit alors W= Supp(#), de sorte
que W,=Supp(#,) (I, 9.1.13); on a, par (6.11.2.1)

(9.9.2.1) coprof((# ,(z))z) =dim. proj((# ,(x))x) — codimz(W,(x) , X,(x)) .

Mais comme W est constructible (8.9.1) et chaque W, fermé, il résulte de (vi) et
de (9.9.1, (ii)) que les deux fonctions du second membre de (9.9.2.1) sont construc-
tibles; il en est donc de méme de leur différence ce qui achéve de prouver la proposition
dans le cas (vii).

(viii) Soit U, I’ensemble des xeX tels que coprof((#,),)<n, et posons
Z,=X—U,; il résulte de (vii) que les Z, sont constructibles; en outre, comme la fonc-
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tion x~>dim,(W,) est constructible en vertu de (9.9.1, (i)), elle ne prend qu’un
nombre fini de valeurs, donc les nombres dim(W;,) ont une borne supérieure finie m
lorsque x parcourt X; comme coprof((#,),) <dim((#,),) <dim(W,), on voit que
Pona Z,=0 pour n>m. Enfin, il résulte de (6.11.2, (i)) que pour tout z et tout seS,
(Z,), est fermé dans X,. D’aprés (5.7.4), Pensemble des xeX ol (Fy,), possede la
propriété (S,) est ’ensemble des xeX vérifiant toutes les relations

(9.9.2.2) codim,((Z,) 4, Wia) > n+£

pour tout n>o0; comme cette relation est automatiquement vérifiée pour #>m, on n’a
a considérer les relations (9.9.2.2) que pour o<z<m. Mais en vertu de (9.9.1, (ii)),
Pensemble V, , des x vérifiant (9.9.2.2) est constructible, et il en est de méme de
Pintersection de ces ensembles pour o<z<m.

(ix) L’assertion résulte ici aussitét de (vii), 'ensemble des xeX ou (Fy,), est
un module de Cohen-Macaulay étant défini par la relation coprof((#,),) =o.

Corollaire (9.9.3). — Soient f:X—>S un morphisme de présentation finie, F un
Ox-Module de présentation finie, P Pune des propriétés (1) a (ix) de (9.9.2). Alors Uensemble
des seS tels que la propriété P soit vraie en tous les points xeX,, est localement constructible
dans S.

En effet, son complémentaire est 'image par f du complémentaire de ’ensemble E
des points ou P est vraie. Comme E est localement constructible dans X, il en est de
méme de X—E, donc f(X—E) est localement constructible dans S en vertu du
théoréme de Chevalley (1.8.4).

Proposition (9.9.4). — Soit f:X—>S un morphisme localement de présentation finie.

Lensemble des xeX tels que X, ait au point x Pune (déterminée) des propriétés
suivantes :

(1) étre géométriquement régulier ;

(1) posséder la propriété (R,) géométrique ;

(iii) étre géométriquement normal ;

(iv) étre géométriquement réduit (i.e. séparable);

(v) étre géométriquement ponctuellement intégre ;
est une partie localement constructible de X.

Pour les propriétés (iv) et (v), cela résulte de (9.9.2, (iv) et (v)) appliqué & F = 0x.
Pour les autres propriétés, compte tenu de (6.7.8), on se raméne, comme au début
de (9.9.2) au cas ou S est noethérien et intégre et de point générique n=f(x). En
outre, en vertu du théoréme de platitude générique (6.9.1), on peut, en remplacant S
par un voisinage ouvert de v, supposer que f est un morphisme plat. Dire que X, est
géométriquement régulier au point y signifie alors que f est régulier au point y (6.8.1),
et on sait que I’ensemble L de ces points est ouvert dans X (6.8.7), ce qui prouve la
proposition dans le cas (i).

Pour prouver le cas (ii), posons F=X—L, qui est fermé dans X. Dire que X,
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vérifie la propriété géométrique (R,) au point yef ~!(s) signifie, ou bien que 'on a yeL,
ou bien que les points génériques z; des composantes irréductibles de 'ensemble fermé F,
qui contiennent y vérifient la relation dim(0x, ,)>k+1 (compte tenu de (4.2.%)
et (5.2.3)); autrement dit, les points yeF, ou X, vérifie la propriété (R,) géométrique
sont ceux tels que codim,(F,, X))>k+41 (5.1.2). La conclusion résulte donc de (i)
et de (9.9.1, (ii)).

Enfin, dans le cas (iii), la conclusion résulte de (ii), de (9.9.2, (viii)), du fait que
la propriété (S,) est stable par extension du corps de base (6.7.1) et enfin du critére
de Serre (5.8.6).

Corollaire (9.9.5). — Soit f:X—~>S un morphisme de présentation finie, et notons P
Pune des propriétés (i) a (v) de (9.9.4). Alors Pensemble des seS tels que la propriété P soit
vraie en tous les points xeX,, est localement constructible dans S.

La démonstration a partir de (9.9.4) est la méme que celle de (9.9.3) a partir
de (9.9.2).

Proposition (9.9.6). — Soient f : X—S un morphisme localement de présentation
finie, L, un complexe formé de Ox-Modules quasi-cohérents de présentation finie ; pour tout seS,
soit (£.), le complexe L .®o k(s) de Ox -Modules cohérents de type fini. Alors, pour un
entier n donné, Pensemble des xeX tels que (H,((L.)m)).=0 est localement constructible
dans X.

On peut se borner au cas ot Z;=o0 sauf pour =0, 1 ou 2, et ol z=1. En outre,
la question étant locale sur X, on peutse borner au cas o S=_Spec(A) et X =Spec(B)
sont affines, B étant une A-algébre de présentation finie. Il existe alors un sous-anneau
noethérien A, de A, un A,-préschéma de type fini X, et un complexe £ de Oy -Modules
cohérents, nuls sauf en dimensions o, 1 et 2 et tels que X=X®, A et £, =29Q, A.
Pour tout seS, si s, est la projection de sdans S,=Spec(A,), ona X =(X;), O, k(s),
et le morphisme projection X,—(X,), est fidelement plat; on en conclut que l'on a
%,,((Sf.)s):fn((,?i"))s”)@k(sﬂ)k(s), et par suite, si E (resp. E;) est ensemble des xeX
(resp. %eX,) tels que (H,(L))a=0 (resp.  (Fo((£)))=0), on a
E=h"1Ey), od & :X-—>X, estla projection canonique. En vertu de (1.8.2), on peut
donc se borner au cas ot A est noethérien; il s’agit de voir (Oy;, 9.2.3) que si xeX est
tel que (,((ZL.)m)),=0 (resp. =+0), il existe un voisinage ouvert V de x dans {_x}
tel que, pour tout x'eV, on ait (#,((Z.))))r =0 (resp. *0). Remplagant S par
le sous-préschéma réduit de S ayant W} pour espace sous-jacent, on peut supposer
que S est intégre et que f(x)=" est son point générique. Alors, en restreignant S a un
voisinage ouvert de 7, on peut supposer que pour tout s€S, ona (#,(Z.)),=#,((Z.),)

n

(9.4.3), et par suite, si Z est le support de £,(%.), le support de £, ((Z.),) est
Z,=7ZnX, (I,9.1.13.1). L’hypothese est que Znn{T}=G (resp. #¢). Comme
Zn{;c_} est fermé dans I’espace noethérien X, on conclut de (9.5.1) qu’il y a un voisi-
nage U de » dans S tel que, pour tout seU, on ait Z,n{_x_}=@ (resp. +0). L’ensemble
V=f ‘l(U)n{—x} répond donc & la question.
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§ 10. PRESCHEMAS DE JACOBSON

On a déja eu l'occasion d’observer (5.2.5) que méme les préschémas excellents
(7.8.5) ne se comportent pas toujours comme les « variétés » de la Géométrie algébrique
classique, notamment en ce qui concerne les questions de dimension; c’est ainsi que si X
est le spectre d’'un anneau de valuation discréte complet, ’ensemble des points fermés
de X (réduit a un seul élément) n’est pas partout dense dans X, et que son complé-
mentaire (réduit 2 un seul élément) est un ouvert partout dense dans X mais dont la
dimension est nulle, donc <dim(X). On examine dans ce paragraphe des conditions
générales moyennant lesquelles de tels phénomenes ne se présentent pas; il en résulte
un comportement plus satisfaisant a certains égards pour les relations entre dimension,
codimension, profondeur et coprofondeur dans ces préschémas (10.6 et 10.8). En outre,
dans les préschémas considérés, le fait que I’ensemble des points fermés soit partout
dense (et méme « trés dense » (10.1.3)) permet de ne considérer que ces points dans
beaucoup de démonstrations; on rejoint ainsi le point de vue classique des « variétés
algébriques » qui, de notre point de vue, sont les ensembles de points fermés des
préschémas algébriques sur un corps, et on fait le lien entre le langage des schémas et celui
des « variétés » ou « espaces algébriques » de Serre (10.9 et 10.10).

10.1. Parties trés denses d’un espace topologique.

(ro.x.x) On dit qu’une partie d’'un espace topologique X est quasi-constructible
si elle est réunion finie de parties localement fermées de X. On dit qu’une partie T de X
est localement quasi-constructible si pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert V de x tel
que TNV soit quasi-constructible dans V. Il est clair que toute partie quasi-constructible
de X est localement quasi-constructible : la réciproque est vraie si X est quasi-compact.
Le raisonnement de (0, 9.1.3), o on supprime le mot « rétrocompact », montre
que Pensemble des parties quasi-constructibles (resp. localement quasi-constructibles)
de X, que nous désignerons par Q¢(X) (resp. Lqc¢(X)) est stable par réunion finie,
intersection finie et passage aux complémentaires. Si f:X—>Y est une application
continue, il résulte aussitot de ces définitions que, pour toute partie quasi-constructible
(resp. localement quasi-constructible) Z de Y, f~'(Z) est quasi-constructible (resp.
localement quasi-constructible) dans X.

Les parties constructibles (resp. localement constructibles) de X sont évidemment
quasi-constructibles (resp. localement quasi-constructibles); la réciproque est vraie
lorsque X est noethérien (resp. localement noethérien).

Dans ce qui suit, nous désignerons respectivement par O(X), F(X), £f(X), €(X),
L¢(X) P’ensemble des parties de X qui sont respectivement ouvertes, fermées, localement
fermées, constructibles, localement constructibles.
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Proposition (x0.1.2). — Soient X un espace topologique, X, une partie de X. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) Pour toute partie localement fermée Z+0 de X, on a ZnX,+0.

a’) Pour toute partie fermée Z de X, on a Z=7ZnX,.
b)  Pour toute partie Z+O de X localement quasi-constructible, on a ZnX,+0.

b’) Pour toute partie localement quasi-constructible Z de X, on a ZCZnX, (autre-
ment dit ZnX, est dense dans Z).

c)  Lapplication U~»>UnX, de O(X) dans O(X,) est injective (donc bijective).

c') Lapplication F~FnX, de F(X) dans F(X,) est injective (donc bijective).

c”’) Lapplication Z~ZnX, de Qc(X) dans Qc(X,) est injective (donc bijective).

c'"") Lapplication Z~>ZnX, de Lqc(X) dans 2qc(X,) est injective.

En outre, lorsque ces conditions sont vérifices, Uapplication Z~ZnX, de Lqc(X) dans
Lqc(X,) est bijective.

Notons que les assertions de surjectivité dans ¢) et ¢’) sont triviales; elles entrainent
que toute partie localement fermée dans X, est trace sur X, d’une partie localement
fermée dans X, donc P’application Q¢(X) - Q¢(X,) définie dans ¢”’) est aussi surjective.

Nous prouverons les implications

¢""')=>c")=>¢")=>c)=>b)=>b")=>a’) =>a)=>c"").

Les trois premiéres sont triviales. Pour voir que ¢) implique 4), notons d’abord
que ¢) entraine que X, est dense dans X. Remplagant X et X, par un ouvert conve-
nable U de X et par UnX, respectivement, on peut donc se borner au cas oit Z est
localement fermée dans X, donc Z=VnCW, ol V et W sont ouverts dans X;
Phypothése Z+ signifie que V&W, ou encore VUWEW. En vertu de ¢), on a
donc (VUW)nX,;+WnX,, donc VaX & W, et par suite (VnCW)nX(,:l:@.

Pour voir que ) entraine &), il suffit d’appliquer ) a ZnU, ou U est un

voisinage ouvert arbitraire d’un point de Z. Comme Zn X,C Z, il est trivial que &’)
implique @'). Pour montrer que a’) entraine @), remarquons que si Z est localement
fermée dans X, on peut écrire Z=F—F’ ou F et I’ sont fermés dans X et F'CF; d’ou
ZnX,=(FnX,)—(FnX,). Silonavait ZnX;=0, onendéduirait FnX,=FnX,,
donc F=F’ en vertu de 4'), c’est-a-dire Z=9.

Pour voir que a) entraine ¢’”’), il suffit de montrer que si Z+0 est localement
quasi-constructible, on a ZnX,+0 : en effet, la relation Z'nX,=Z"nX, est équi-
valente & ((Z’'VZ")—(Z'nZ"))nX,=0. Autrement dit, il suffit de prouver que a)
entraine 4); en outre, remplagant X et X, par un ouvert U de X et par UnX, respec-
tivement, on est bien ramené au cas ou Z est localement fermé dans X, d’ou la conclusion.

Reste & montrer que I’application £qc¢(X)—Lqc(X,) est surjective. Soit donc Z,
une partie localement quasi-constructible de X, : il y a un recouvrement (V)
de X, par des ouverts de X, tel que ZynV_ soit quasi-constructible dans V_ (et
donc aussi dans X;). En vertu de ¢), il y a pour tout « un seul ouvert U, de X
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tel que X,nU,=V,, et en vertu de ¢’) un seul ensemble quasi-constructible Z,
dans X tel que Z;nV,=X,nZ,. Si « et B sont deux indices quelconques, on a
ZinUnXy=U,nZ;n V=V ,nZnVy=Z,nX;nV,CZ nX,; comme Z;nU, etZ,
sont quasi-constructibles dans X, il résulte de ¢”’) que ZznU,CZ,. Sil’on pose Z= LuJ Z,,
on a donc ZnU,=Z, pour tout «; d’ailleurs, comme les V, recouvrent X, il résulte
de ¢) que les U, recouvrent X, et 'on voit donc que Z est localement quasi-constructible
dans X et Z,=7ZnX,.

Définition (x0.x.3). — Lorsqu’une partie X, d’un espace topologique vérifie les conditions
équivalentes de (10.1.2), on dit que X est trés dense dans X.

On a déja vu au cours de la démonstration de (10.1.2) que X, est alors dense
dans X.

Corollaire (10.1.4). — Si X, est trés dense dans X et U une partie ouverte de X, Un X,
est trés dense dans U. Inversement, si (U,) est un recouvrement ouvert de X tel que U, nX, soit
tres dense dans U, pour tout o, alors X est trés dense dans X.

Comme toute partie localement fermée dans U est localement fermée dans X,
la premiére assertion résulte du critére a) de (10.1.2); il en est de méme de la seconde,
car si Z+@ est localement fermée dans X, ZnU, est localement fermée dans U,
pour tout «, et ZnU_+¢ pour un « au moins.

10.2. Quasi-homéomorphismes.

Proposition (10.2.1). — Soient X,, X deux espaces topologiques, f:Xo—>X une appli-
cation continue. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Lapplication U~sf~Y(U) de O(X) dans O(X,) est bijective.

a’) Lapplication F-~>f~YF) de F(X) dans F(X,) est bijective.

b) La topologie de X, est image réciproque par f de celle de X, et f(X,) est trés dense
(10.1.3) dans X.

c) Le foncteur F—~sf(F) de la catégorie des faisceaux d’ensembles (vesp. des faisceaux
de groupes abéliens) sur X dans la catégorie des faisceaux d’ensembles (vesp. des faisceaux de
groupes abéliens) sur X, est une équivalence de catégories.

Il est clair que a) et a’) sont équivalentes, et ¢) implique que la topologie de X,
est image réciproque par f de celle de X. D’autre part, si f{X,) n’est pas trés dense
dans X, il y a deux ouverts distincts U, U, de X tels que U, nf(X,)=U,nf(X,), et
par suite f~'(U;)=f"*(U,), ce quiachéve de montrer que a) entraine ). Inversement,
la condition 4) implique que les applications U~>Unf(X,) de O(X) dans O(f(X,))
et VesfYV) de O(f(X,)) dans D(X,) sont bijectives, donc il en est de méme de leur
composée U-~>f~1(U).

Pour voir que a) entraine ¢), il suffit d’appliquer la définition de f* (F) (0, 3.7.1)
et les axiomes des faisceaux : @) entraine que pour tout ouvert U de X, lapplication
canonique I'(U, #)— I'(f~(U),f (F)) est une bijection fonctorielle en F, d’ou ¢).
Il reste 2 montrer que ¢) entraine b).
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Supposons d’abord que f(X,) ne soit pas trés dense dans X; il existe alors deux
parties fermées distinctes YD Y’ de X telles que Ynf(X,)=Y'nf(X,). Soit &F
(resp. &) le faisceau de groupes abéliens sur X image directe par I'injection cano-
nique Y—->X (resp. Y'—X) du faisceau ‘simple associé au préfaisceau constant Z
sur Y (resp. Y’); la définition de £~ (0, 3.7.1) montre que f (&) est isomorphe & f*(F")
mais & n’est pas isomorphe a &, donc la condition ¢) n’est pas vérifiée. (On notera
que le foncteur f* n’est méme pas alors fidéle, car si u et v sont Pautomorphisme identique
et 'endomorphisme nul de & |F’, f (u) et f (v) sont égaux.)

Montrons maintenant que ¢) entraine que la topologie de X est I'image réciproque
de celle de X par f. Notons que si la condition ¢) est vérifiée pour la catégorie des
faisceaux d’ensembles, elle I’est aussi pour la catégorie des faisceaux de groupes abéliens,
car il résulte aussitét des définitions (0y, 8.2.5) que cette derniére n’est autre que la
catégorie des objets en groupes abéliens dans la catégorie des faisceaux d’ensembles. Il suffira’
donc de prouver notre assertion en supposant ¢) vérifiée pour les catégories de faisceaux
de groupes abéliens sur X et X,. Or, si Zy désigne le faisceau simple sur X associé au
préfaisceau constant égal 2 Z, on a un isomorphisme canonique I'(X, #)= Hom(Zy, &)
fonctoriel en # (méme raisonnement que dans (0;, 5.1.1)); comme il est clair par défi-
nition (0;, 3.7.1) que f{Zy)=Zy, , I'hypothése que [~ est une équivalence entraine que
’homomorphisme canonique I'(X, #) — I'(X,, f (F)) est bijectif pour tout faisceau de
groupes abéliens F sur X. Or, soit Y, une partie fermée de Xg; soit % le faisceau sur X
image directe par I'injection canonique Y,—X, du faisceau simple associé au préfaisceau
constant Z sur Y,. Comme f* est une équivalence, %, est isomorphe a un faisceau de
la forme f*(F), ou & est un faisceau de groupes abéliens sur X. Considérons alors la
section s, de #, au-dessus de X, telle que (sy),, =1, S1 %€Y,, (S9)s, =0, Si Xo¢ Y.
Les remarques précédentes montrent qu’il existe une section s de & au-dessus de X
telle que (sy),, =5,y pour tout x,eX, (les fibres (#,),, et F,, étant canoniquement
identifiées (0;, 3.7.1)); cela entraine que Y, est I'image réciproque par f de ’ensemble Y
des xeX tels que s,+0,, ety est fermé dans X. C.Q.F.D.

Définition (10.2.2). — Lorsqu’une application continue f : Xo—>X vérifie les conditions
équivalentes de (10.2.1), on dit que f est un quasi-homéomorphisme de X, dans X.

En vertu de (10.2.1, b)), dire qu’une partie X, d’un espace topologique X est
trées dense dans X signifie donc que linjection canonique X,—X est un quasi-

homéomorphisme.

Corollaire (1x0.2.3). — Le composé de deux quasi-homéomorphismes est un quasi-
homéomorphisme.

Cela résulte aussitét de (10.2.1, a)).

Corollaire (10.2.4). — Sotent f: X—Y un quasi-homéomorphisme, Y' une partie locale-

ment quasi-constructible de Y, X'=f"Y(Y"); alors la restriction f'=f|X':X' =Y est un
quasi-homéomorphisme.

11 est clair en vertu de (10.2.1, b)) que la topologie induite sur X' par celle de X
est 'image réciproque par f de la topologie induite sur Y’ par celle de Y. D’autre part,
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soit Z+0 une partie fermée dans Y', et z€Z; il y a un voisinage ouvert U de z dans Y
tel que UnY’ soit réunion d’un nombre fini de parties Y/ fermées dans U} si j est un
indice tel que zeY;, ZnY] est donc fermé dans U. Puisque f(X)nU est trés dense
dans U (10.1.4), ZnYy’nf( ) n’est pas vide (10.1.2, a)), ni a fortiori Znf(X); mais
comme ZCY', ona Znf(X)=Znf'(X'); lecritere (10.1.2, a)) montre donc que f'(X’)
est trés dense dans Y’, et ’on conclut a I’aide de (10.2.1, b)).

Corollaire (r0.2.5). — Soient f: X—Y une application continue, (V,) un recouvrement
ouvert de Y. Si, pour tout «, la restriction f~'(V,) =V, de f est un quasi-homéomorphisme,
alors f est un quasi-homéomorphisme.

Cela résulte aussitot du critére (10.2.1, b)) et de (10.1.4).

Corollaire (10.2.6). — Soient f:X—->Y un quasi-homéomorphisme, Y' une partie
localement quasi-constructible de Y, X'= f~'(Y'). Pour que Y’ soit quasi-compact (resp. noethérien,
resp. rétrocompact dans Y), il faut et il suffit que X' soit quasi-compact (resp. noethérien, resp.
rétrocompact dans X).

Démontrons d’abord les deux premiéres assertions; en vertu de (10.2.4), on peut
se borner au cas o Y'=Y. Dire que X est quasi-compact (resp. noethérien) signifie
que pour toute famille filtrante croissante (U,) dans O(X) ayant X pour plus grand
élément (resp. pour toute famille filtrante croissante (U,) dans D(X)), il existe v tel
que U,=U, pour a>y. Comme U-~>f"'(U) est une bijection de O(Y) sur O(X),
notre assertion résulte aussitét de la remarque précédente.

Les ouverts quasi-compacts de X sont donc les ensembles de la forme f~'(U)
ou U est ouvert quasi-compact dans Y, en vertu de (10.2.1, a)) et de ce qui précede.
Pour que X' soit rétrocompact dans X, il faut et il suffit alors que pour tout ouvert
quasi-compact U dans Y, f~*(U)nX'=f"1(UnY’) soit quasi-compact (O, 9.1.1);
la premiére partie de la démonstration montre que cela équivaut a dire que UnY’
est quasi-compact pour tout ouvert quasi-compact U, c’est-a-dire que Y’ est rétro-
compact dans Y.

Proposition (x0.2.7). — Soit f:X—>Y un quasi-homéomorphisme. Alors Iapplication
Z>f~YZ) de P(Y) dans P(X) définit par restriction les bijections suivantes (cf. (10.1.1)
pour les notations) :

O(Y) F O(X)
FY)FFX)
Lf(Y) = 8f(X)
Qc(Y) F Q¢(X)
2q¢(Y) S 2q¢(X)
C(Y) g €(X)
2¢(Y) S 2¢(X).

Pour les deux premiéres, ce n’est autre que la définition (10.2.2); comme la
topologie de X est I'image réciproque par f de celle de f(X) les cinq derniéres appli-
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cations, ou 'on remplace Y par f(X), sont bijectives. On peut donc (par (10.2.1, 4)))
se borner au cas oit X est un sous-espace trés dense de Y, et le fait que les applications
2i(Y) =>Lf(X), Qc(Y)—>Qc(X), Laqc(Y)—>Lqc(X) sont bijectives a déja été prouvé
(ro.1.2). Toute partie localement constructible étant localement quasi-constructible,
les applications €(Y)—->CE(X) et L¢(Y)—>L¢(X) sont injectives; en outre, pour tout
ouvert UCY, la restriction f~*(U)—U de f est un quasi-homéomorphisme (10.2.4),
donc si ’'on montre que €(Y)— E(X) est surjective, il en sera de méme de L¢(Y) —L¢(X).
Mais en vertu de (10.2.6), toute partie ouverte rétrocompacte Z dans X est de la
forme f~*(T), ou T est ouvert rétrocompact dans Y; cela prouve évidemment la
surjectivité de C(Y)—>E(X).

Remarques (10.2.8). — (i) On a vu dans la démonstration de (10.2.1) que si f
est un quasi-homéomorphisme, ’application canonique
(ro0.2.8.1) LY, ) - (X, f(F))

est un isomorphisme de groupes abéliens fonctoriel en & dans la catégorie des faisceaux
de groupes abéliens sur Y. Comme f* est exact dans cette catégorie (0, 3.7.2), cela
implique que les homomorphismes canoniques (T, 3.2.2)

H(Y, #) = H(X, f (%))
sont bijectifs pour tout i.

(ii) Si f:X—Y est une application continue et &, ¢ deux faisceaux de groupes
abéliens sur Y, on a f (F ®z, %)= fH(F) ®z, S *(¢) A un isomorphisme canonique prés
(01, 4.3.3). On en conclut que si f est un quasi-homéomorphisme, f* est encore une
équivalence de la catégorie des faisceaux d’anneaux sur Y, et de la catégorie des faisceaux
d’anneaux sur X; la donnée d’une structure d’espace annelé sur Y est donc équivalente
a celle d’une structure d’espace annelé sur X.

Etant donnés deux espaces annelés (X, O), (Y, Oy), nous dirons qu’un morphisme
d’espaces annelés f=({, 0) : (X, Ox) >(Y, Oy) est un quasi-isomorphisme si { est un quasi-
homéomorphisme de X dans Y et 6% :{'(0y)—>0yx un isomorphisme de faisceaux
d’anneaux; lorsqu’il en est ainsi, Pespace annelé (X, O) est entierement déterminé, a
isomorphisme prés, par (Y, Oy), 'espace X et le quasi-homéomorphisme ¢ (que I'on peut
prendre arbitraire). Lorsque f est un quasi-isomorphisme d’espaces annelés, le foncteur

F > f(F)

est une équivalence de la catégorie des Oy-Modules et de celle des Ox-Modules, puisque f* (F)
s'identifie canoniquement ici & ¢*(&). On en conclut par exemple des isomorphismes de
bi-o-foncteurs

Exth, (7, 9) 5 Exthy (f(F),/(9)).

De fagon générale, on peut dire que les constructions usuelles de la théorie des faisceaux
et de lalgébre homologique, faites sur ’espace annelé Y ou l’espace annelé X, sont
équivalentes.
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10.3. Espaces de Jacobson,

Définition (x0.3.1). — On dit qu'un espace topologique X est un espace de Facobson si
Pensemble X, des points fermés de X est trés dense dans X (autrement dit, si 'injection cano-
nique X,—>X est un gquasi-homéomorphisme).

Cela signifie donc (10.1.2) que toute partie localement fermée (ou seulement
localement quasi-constructible) Z+@ de X contient un point fermé de X, ou encore
que toute partie fermée de X est I’adhérence de Iensemble de ses points fermés.

Proposition (10.3.2). — Soient X un espace de Facobson, Z une partie localement quasi-
constructible de X ; alors le sous-espace Z. de X est un espace de Facobson, et pour qu’un point de Z
soit fermé dans Z, il faut et il suffit qu’il soit fermé dans X.

Si X, est ’ensemble des points fermés de X, Zn X, est trés dense dans Z en vertu
de (10.2.4) appliqué a l'injection 7 : X,—X; comme ’ensemble Z, des points fermés
de Z contient évidemment Zn X, il est a fortiori trés dense dans Z, donc Z est un espace
de Jacobson. Montrons maintenant qu’en fait on a Zy=ZnX,; soit ¥eZ un point

fermé dans Z; soit {;c} son adhérence dans X; {7}nZ={x} est donc une partie loca-
lement quasi-constructible de X, et comme son intersection avec X, est non vide (10.1.2),
on a xeX,.

Proposition (10.3.3). — Soient X un espace topologique, (U,) un recouvrement ouvert
de X. Pour que X soit un espace de Jacobson, il faut et il suffit que chacun des sous-espaces U,
le soit.

La condition est nécessaire en vertu de (10.g.2). Inversement, montrons d’abord
que ’hypothése que les U, sont des espaces de Jacobson entraine que pour qu’un point
xeU, soit fermé dans X, il suffit qu’il soit fermé dans U,. Il suffit en effet de voir que
cette condition entraine que x est aussi fermé dans chacun des U, qui le contiennent;
mais U,nU, estouvert dans U,, donc x est fermé dans U,nUg, eten vertude (10.3.2),
x est aussi fermé dans Uy, ce qui achéve la démonstration.

10.4. Préschémas de Jacobson et anneaux de Jacobson.

Définition (10.4.1). — On dit qu’un préschéma X est un préschéma de Facobson si Uespace
topologique X sous-jacent est un espace de Facobson. On dit qu’un anneau A est un anneau de Jacobson
si Spec(A) est un préschéma de Facobson.

Toute partie fermée de X==Spec(A) est de la forme Z=V(a), ol a est un idéal
égal A sa racine, et ’ensemble X, des points fermés de X est ’ensemble des idéaux
maximaux de A; dire que ZnX, est dense dans Z signifie donc que a est intersection
d’idéaux maximaux (I, 1.1.4); comme a est intersection d’idéaux premiers, il revient au
méme de dire que tout idéal premier de A est intersection d’idéaux maximaux; en vertu
de (10.3.1) et (10.1.2), la définition usuelle des anneaux de Jacobson (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 3, n° 4, déf. 1) coincide donc avec la définition (10.4.1).
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Proposition (10.4.2). — Soient X un préschéma, (U,) un recouvrement de X formé
d’ouverts affines. Pour que X soit un préschéma de Facobson, il faut et il suffit que les anneaux
I'(U,, Ox) des U, soient des anneaux de Facobson.

Cela résulte de (10.3.3) et de la définition (10.4.1).

(r0.4.3) Un préschéma discret est un préschéma de Jacobson; un anneau arti-
nien est donc un anneau de Jacobson. Tout anneau principal ayant une infinité d’idéaux
maximaux (par exemple Z) est un anneau de Jacobson; un anneau local noethérien A
est un anneau de Jacobson si et seulement si son idéal maximal est son seul idéal premier,
c’est-a-dire si A est artinien. Tout sous-préschéma d’un préschéma de Jacobson est un
préschéma de Jacobson en vertu de (10.3.2).

Proposition (10.4.4). — Soit B un anneau intégre. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe f#o0 dans B tel que B; soit un corps.

b) Le corps des fractions de B est une B-algébre de type fini.

c) Il existe un corps K contenant B et qui est une B-algébre de type fini.

d) Le point générique de Spec(B) est isolé dans Spec(B).

Il est clair que d) est équivalent a a), puisque d) signifie qu’il existe f+o0 dans B
tel que D(f) soit réduit au point générique de Spec(B). Il'est trivial que @) entraine &)
et que b) entraine ¢). Enfin, ¢) entraine a), en vertu de Bourbaki, 4lg. comm., chap. V,
§ 3, n° 1, cor. 2 du th. 1.

Proposition (10.4.5). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est un anneau de facobson.

b) Pour tout idéal premier non maximal p de A et tout f+o dans B=A[p, B, n’est
pas un corps.

b’) Toute A-algébre de type fini K qui est un corps est une A-algébre finie.

On sait que a) entraine b’) (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 3, n® 4, cor. 3
du th. 3). En outre, le noyau de ’homomorphisme A—K est alors un idéal maximal m
de A, et K est une extension finie de A/m (loc. cit.). 11 est trivial que &’) entraine 5),
puisque A/p=DB n’est pas un corps, toute B-algébre de type fini est une A-algebre de
type fini et B; est une B-algébre de type fini. Reste a voir que 4) implique a). Nous
utiliserons le lemme suivant :

Lemme (10.4.5.1). — Soit X un espace topologique ayant la propriété suivante : pour
toute partie localement fermée Z+Q de X, il existe une partie Z' de Z, localement fermée dans X
(ou dans Z, ce qui revient au méme), et un point xeZ', fermé dans Z'. Alors, pour que X soit

un espace de Jacobson, il faut et il suffit qu’aucun point non fermé x de X ne soit isolé dans {;}
Si X est un espace de Jacobson, un point non fermé x de X ne peut étre isolé
dans {}, car cela signifierait qu’il existe un ouvert U de X tel que Un{x}={x};

or Un{?} est localement fermé dans X et ne contiendrait aucun point fermé dans X,
ce qui est contraire a ’hypothése que X est un espace de Jacobson. Inversement, suppo-
sons vérifiée la condition de ’énoncé; alors ’ensemble des points fermés de X est identique

a Pensemble X, des xeX qui sont isolés dans :{7}; mais il résulte de (5.1.10.1) que

102



§ 10 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 103

cet ensemble est #rés dense dans X, donc X est un espace de Jacobson par définition.
Rappelons (5.1.10) que I’hypothése faite sur X dans (10.4.5.1) est toujours
vérifiée lorsque X est I’espace sous-jacent & un préschéma.
Revenant alors a la démonstration de (10.4.5), la condition 4) entraine que pour

tout point ¥ non fermé de Spec(A), le point générique x de Spec(Aff,) =V(j,) ={x}
n’est pas isolé dans «m, donc b4) entraine a) en vertu du lemme (10.4.5.1) et
de (10.4.4).

Corollaire (10.4.6). — Toute algébre de type fini B sur un anneau de Facobson A est
un anneau de FJacobson, et Iimage réciproque dans A de tout idéal maximal de B est un idéal
maximal de A. En particulier, toute algébre de type fini sur un corps ou sur Z est un anneau
de Facobson.

Une B-algebre de type fini K qui est un corps est aussi une A-algébre de type
fini, donc un A-module de type fini et a fortior; un B-module de type fini, d’ol la premiére
assertion; la seconde a été démontrée au cours de la démonstration de (10.4.5), appliqué
a K=B/m.

Corollaire (10.4.7). — St X est un préschéma de Facobson, f:Y—>X un morphisme
localement de type fini, alors Y est un préschéma de Facobson et image par f de tout point fermé
dans Y est un point fermé dans X.

La question étant locale sur X et sur Y, on est ramené au cas ou X et Y sont
affines, et le corollaire résulte alors de (10.4.6).

Corollaire (10.4.8). — Si k est un corps algébriquement clos, X un k-préschéma localement
de type fini, Uensemble des points de X rationnels sur k est trés dense dans X.

En effet, X est un préschéma de Jacobson (10.4.7%) et les points fermés de X sont
exactement les points rationnels sur £ (I, 6.4.2).

(x0.4.9) Le fait que les préschémas localement de type fini sur un corps ou sur Z
sont des préschémas de Jacobson est particuliérement important, en raison de la possi-
bilité de se ramener 4 ce cas dans de nombreuses questions de Géométrie algébrique
(8.1.2, ¢)). Nous allons en donner deux exemples :

Applications (10.4.310) : 1 : Démonstration de (6.15.9). — Soient £ un corps sépa-
rablement clos, X un £-préschéma localement de type fini sur £ et unibranche. On sait que
la fermeture intégrale d’une k-algébre intégre de type fini A dans une extension finie
de son corps des fractions est une A-algeébre finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3,
n° 2, th. 2), donc toute k-algebre de type fini est un anneau universellement japonais;
on en conclut que I'ensemble des points xeX ou X est géométriquement unibranche
est localement constructible (g.7.10). Mais I’hypothése et le lemme (6.15.8) entrainent
que cet ensemble contient tous les points fermés de X. La conclusion résulte donc
de (10.4.6), (10.3.1) et de la bijectivité de ’application canonique ¢(X)—>Lc(X,)
(ou X, est ’ensemble des points fermés de X) (10.2.7%).

Applications : 11 : Proposition (10.4.11). — Sotent S un préschéma, X un S-préschéma
de type fini. Tout S-endomorphisme de X qui est radiciel est surjectif (donc bijectif ).
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Soient f: XS le morphisme structural, g:X—X le S-endomorphisme consi-
déré et, pour tout seS, soit g, le morphisme déduit de g par le changement de base
Spec(k(s)) =S, qui est un k(s)-endomorphisme de la fibre f~'(s)=X xgSpec(k(s)).

Pour prouver que g est surjectif, il suffit de prouver que g, est surjectif pour tout seS,
donc on peut (en vertu de (I, 3.5.7)) se borner au cas ot S==Spec(k) est le spectre
d’un corps £, auquel cas f est un morphisme de présentation finie, puisque S est noethérien.
Appliquant (8.9.1) et (8.10.5, (vii)), on est ramené au cas ou S==Spec(A), ol A
est une sous-Z-algebre de type fini de £. Or X est alors un préschéma de Jacobson (10.4.7),
et g(X) est constructible dans X (1.8.5), donc, pour prouver que g(X)=X, il suffit
de montrer que g(X) contient tous les points fermés de X (10.3.1).

Lemme (10.4.1x.1). — Soit Y un Z-préschéma de type fini.

(i) Pour gu’un point yeY soit fermé dans Y, il faut et il suffit que k(y) soit un corps fini.

(ii) Pour tout nombre premier p et tout entier d> 1, Pensemble des points yeY tels que k()
soit une extension de ¥, dont le degré divise d est fini.

L’assertion (i) résulte de ce que I'image d’un point fermé yeY dans Spec(Z) est
un point fermé (10.4.7), autrement dit un nombre premier, et de (I, 6.4.2). D’autre
part, comme Y est réunion finie d’ouverts affines de type fini sur Z, on peut se borner
pour prouver (ii) au cas o Y==Spec(C), ou C est une Z-algébre de type fini. Or, les
points yeY tels que le degré de k(y) sur F, divise d correspondent biunivoquement aux
homomorphismes C—Fpq; mais si (¢;) est un systtme de générateurs de la Z-algébre G,
tout homomorphisme de C est déterminé par scs valeurs aux éléments ¢, et par suite
il n’y a qu’un nombre fini d’homomorphismes de C dans un corps fini.

Cela étant, X est un Z-préschéma de type fini; soit T, ; I'ensemble des points
fermés zeX tels que Kk(z) soit une extension de F, de degré divisant d; il résulte
de (10.4.11.1) que Pensemble T, ; est fini et que 'ensemble des points fermés de X
est réunion des T, ;. En outre, si zeT, ; et si & est un endomorphisme quelconque de X,
k(h(z)) est isomorphe & un sous-corps de k(z), donc h(z)eT, ;, autrement dit T, , est
stable par tout endomorphisme de X. Comme g est par hypothese injectif, sa restriction
a T, 4 est bijective puisque T, ; est fini, ce qui achéve de démontrer la proposition.

Nous verrons plus loin (17.9.7) que lorsqu’on suppose de plus, d’une part que X
est un S-préschéma de présentation finie, d’autre part que g est un monomorphisme,
alors on peut affirmer que g est un automorphisme de X.

10.5. Préschémas de Jacobson noethériens.

Proposition (10.5.1). — Soit B un anneau intégre noethérien. Les conditions équivalentes a)
a d) de (10.4.4) sont alors aussi équivalentes aux suivantes :

¢) Spec(B) est fini.

f) B est un anneau semi-local de dimension <1.

Il résulte en effet du théoreme d’Artin-Tate (0, 16.3.3) que les conditions a)
et f) sont équivalentes. La condition f) implique que Spec(B) est réunion de I’ensemble
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fini de ses points fermés et de son point générique, donc f) implique ¢) sans supposer A
nocthérien. Enfin ¢) implique d) sans supposer A noethérien, car le point générique x
de X est le complémentaire de la réunion des adhérences {)—)}, ou y parcourt I’ensemble
des points y+x, et comme ces points sont en nombre fini, {1} est complémentaire
d’un ensemble fermé dans X.

Corollaire (10.5.2). — Soit A un anneau noethérien. Pour que A soit un anneau de Jacobson,
il faut et il suffit qu’il n’existe aucun idéal premier p de A tel que A[p soit un anneau semi-local
de dimension 1.

Cela résulte aussitét de (10.5.1) et de la condition 4) de (10.4.5), les idéaux
premiers p de A tels que A/p soit semi-local de dimension o étant les idéaux maximaux
de A.

Corollaire (10.5.3). — Soit X un préschéma noethérien irréductible. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Le point générique de X est isolé.

b) X est fin.

c) X est de dimension <1 et Uensemble de ses points fermés est fini.

Il existe par hypothése un nombre fini d’ouverts affines irréductibles U; (1<i<n)
recouvrant X, et dont chacun contient donc le point générique de X; il suffit de prouver
P’équivalence de a), b) et ¢) pour chacun des (U;),,q (compte tenu de (0, 14.1.7)). Mais
cette équivalence résulte alors de (10.5.1).

Remarque (10.5.4). — Un préschéma noethérien X vérifiant les conditions équi-
valentes de (10.5.3) n’est pas nécessairement un schéma affine; en fait il peut méme
étre non séparé. On en a un exemple en remplagant, dans ’exemple (I, 5.5.11) de « droite
affine avec point dédoublé », X, et X, par le spectre de I’anneau de valuation discréte
(K[51)(> Usz et Uy, par Pouvert réduit au point générique dans X, et X, respectivement;
le préschéma non séparé X que ’on obtient a exactement g points.

Proposition (x0.5.5). — Soit X un préschéma noethérien.

(1) Lensemble X, des points xeX tels que {_;c—} soit fini est tres dense dans X.

(ii) Pour que X soit un préschéma de FJacobson, il faut et il suffit qu’il n’existe aucun sous-
préschéma de X isomorphe au spectre d’un anneau semi-local intégre de dimension 1.

La condition que {7} soit fini équivaut en effet ici (10.5.3) au fait que x soit
isolé dans {_x}, {7} étant espace sous-jacent d’un sous-préschéma (noethérien) de X;
Passertion (i) résulte donc de (5.1.10.1). De méme, compte tenu de (10.4.5.1), pour
démontrer P’assertion (ii), remarquons que pour qu'un point non fermé x de X appar-
tienne a X, il faut et il suffit que le sous-préschéma fermé intégre Y de X ayant {7}
pour espace sous-jacent soit de dimension 1 et fini, donc réunion finie de sous-préschémas
ouverts (dans Y) affines U; qui sont des spectres d’anneau semi-locaux intégres de
dimension 1. Inversement, s’il y a un sous-préschéma Z de X qui soit spectre d’un anneau
semi-local intégre de dimension 1, Z n’est pas un préschéma de Jacobson (10.5.2),
donc il en est de méme de X (10.3.2).
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Remarque (10.5.6). — L’assertion (ii) de (10.5.5) est encore valable lorsque X
est localement noethérien : en effet, si (V,) est un recouvrement de X formé d’ouverts
affines (noethériens), tout sous-préschéma d’un V, est un sous-préschéma de X; inver-
sement, si un sous-préschéma Z de X est isomorphe au spectre d’un anneau semi-local
intégre de dimension 1, il y a un « tel que V,nZ contienne un ouvert affine U de Z
non réduit au point générique de Z, et qui est donc aussi spectre d’un anneau semi-
local intégre de dimension 1. On conclut a 'aide de (10.3.3).

Proposition (10.5.7%7). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X telle que toute partie fermée non vide de X rencontre Y. Alors le préschéma induit sur Iouvert
X—Y est un préschéma de Facobson.

Appliquons le critere (10.5.5, (ii)), et supposons qu’il y ait un sous-préschéma Z
de X—Y qui soit spectre d’un anneau semi-local intégre de dimension 1, le point
générique z de Z étant donc isolé dans Z (ou dans ’adhérence Z de Z dans X), et Z étant
distinct de {z}. Soit y+z un point de Z; comme il n’appartient pas 2 Y, il n’est pas

fermé dans X, et son adhérence {y} dans X rencontre Y en un point x+y qui est donc
spécialisation de . L’existence de la chaine {_x}C{]_}C{?} montre alors que la

dimension de {?} serait >2, et il en serait de méme de la dimension de Un{—z},
ot U est un voisinage ouvert affine (donc noethérien) de x dans X. Or, cela contredit
le fait que le point générique z de Un{z} est isolé dans Un{—z} (10.5.3).

Corollaire (10.5.8). — Soit A un anneau noethérien ; pour tout élément f du radical R
de A, Panneau A; est un anneau de Facobson, et Pouvert Spec(A)—V(R) est un schéma de
Jacobson.

Si X =Spec(A), Y=V(J), ou J est un idéal de A, dire que toute partie fermée
non vide de X rencontre Y équivaut (0;, 2.1.3) a dire que Y contient tous les points
Jfermés de X, ou encore que  est contenu dans le radical R de A. Si feR, 'ouvert D(f)
ne rencontre donc pas V(R), et est un espace de Jacobson en vertu de (10.5.7).

Corollaire (10.5.9). — Sotent A un anneau local noethérien, m son idéal maximal,
X =Spec(A), Y=X—{m}; alors Y est un schéma de Facobson, dont les points fermés sont
les idéaux premiers peSpec(A) tels que dim(A/p)=1.

La premiére assertion est un cas particulier de (10.5.8) ; d’autre part les points fermés
de Y sont les idéaux premiers p de A qui sont des éléments maximaux dans ’ensemble
desidéaux premiers # m, ce qui, par définition de la dimension, signifie que dim(A/p)=1.

Proposition (10.5.10). — Soit A un anneau local noethérien réduit et complet et qui n’est
pas un corps. Alors les intersections finies des noyaux des homomorphismes locaux de A dans des
anneaux de valuation discréte V, qui font de V une A-algébre finie, forment une base de filtre tendant
vers o pour la topologie adique de A.

Il suffit (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 7, prop. 8) de prouver que
Pintersection des noyaux envisagés dans I’énoncé est réduite a o. Supposons d’abord
que A soit intégre et de dimension 1; en vertu du théoréeme de Nagata (0, 23.1.5
et 29.1.6), la cléture intégrale A’ de A est un anneau local complet intégre et
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intégralement clos et de dimension 1 et une A-algebre finie; c’est donc un anneau de
valuation discréte, et la proposition en résulte aussitét dans ce cas.

Passons au cas général; soit x le point fermé de X=Spec(A), et posons
Y=X—{x}; on sait (10.5.9) que Y est un préschéma de Jacobson. Montrons que
cela entraine que lintersection des idéaux premiers p de A tels que dim(A/p)=1 est
réduite @ o; la proposition en résultera puisque, pour chacun de ces idéaux p, Pinter-
section des noyaux des homomorphismes locaux de A/p dans des anneaux de valuation
discrete V, faisant de V une (A/p)-algebre finie, est réduite a o. Mais dire que linter-
section de ces idéaux premiers est réduite a o signifie que ’ensemble de ces idéaux est
dense dans X, ou encore dans Y (puisque Y est dense dans X), et cela résulte aussitot
de (10.5.9).

10.6. Dimension dans les préschémas de Jacobson.

Les résultats de ce numéro précisent dans certains cas et généralisent des résultats
du § 5.

Proposition (10.6.1). — Soit S un préschéma localement noethérien, vérifiant en outre
les conditions suivantes : 1° S est un préschéma de JFacobson; 2° pour tout seS, Og , est
universellement caténaire (5.6.2); 3° toute composante irréductible S’ de S est équicodimen-
sionnelle (autrement dit, pour tout point fermé s de S’ et tout sous-préschéma de S
ayant S’ pour espace sous-jacent, on a dim(S’)=dim(0g ,)). On a alors les propriétés
suivanles :

(i) Pour tout morphisme localement de type fini g : X—S, X vérifie les conditions 1°,
20 ¢t 30 précédentes. En particulier, si X est équidimensionnel (par exemple si X est irréductible),
X est biéquidimensionnel (autrement dit, X est caténaire et pour tout point fermé x de X,
on a dim(0x,) =dim(X) (0, 14.3.3))-

(i1) Sotent X, Y deux S-préschémas localement de type fini sur S, f:X—->Y un
S-morphisme ; on suppose X irréductible et | dominant. St € (resp. m) est le point générique de X
(resp. Y) et e=dim(f~'(y)) =deg.try, k(E), on a

(ro.6.1.1) dim(X) =dim(Y)+e.
(iii) Soient X, Y deux S-préschémas localement de type fini sur S, f: X—Y un S-morphisme,

n un entier >0 tel que Pon ait dim(f~*(p))>n (vesp. dim(f~'(y))<n) pour tout yeY. Alors
on a

(ro0.6.1.2) dim(X)>dim(Y)+#
(resp.
(r0.6.1.3) dim(X)<dim(Y)+n).

(i) La propriété 1° pour X résulte de (10.4.7). Pour tout xeX, 0Oy, est anneau
local d’une 0 ,,-algeébre de type fini en un idéal premier, et ’homomorphisme g ;) —0x ,
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est local; donc (5.6.3, (iv)) Ox . est universellement caténaire. Pour démontrer que X
vérifie la condition 39, considérons plusieurs cas :

a) X est un sous-préschéma fermé irréductible de S; soient S’ une composante
irréductible de S contenant X, & le point générique de X, x un point fermé de X; pour
tout seS’, 0Og ,, quotient de Oy ,, est caténaire (5.6.1), donc les conditions 2° et g°
entrainent que S’ est biéquidimensionnel (0, 14.3.3). En vertu de (5.1.2) et de (0,
14.3.3.2), on a donc

dim(0y ,) = dim(0g. ;) —dim(0g, ;) = dim(S") —dim (0, ;)

ce qui prouve que dim(C0 ,) ne dépend pas du point fermé x considéré, d’ou I’assertion
dans ce cas (5.1.4).

b) X est irréductible et g dominant. Alors, pour tout point fermé x de X, g(x) est
fermé dans S par (10.4.7); comme U0g,, est universellement caténaire, il résulte

de (5.6.5.3) que 'on a
dim (0 ,) = dim(0g ;) €

ol e=dim(g({)), ¢ étant le point générique de S. Comme dim(S) =dim(0; ,,) en
vertu de la condition 3° pour S, on a dim(0x ,)=dim(S)+ ¢ pour tout point fermé xeX;
cela prouve la condition 3° pour X (5.1.4), el en méme temps la formule

(10.6.1.4) dim(X) = dim(S) +e.

¢) Cas général. En considérant un sous-préschéma réduit X’ de X ayant pour
espace sous-jacent une composante irréductible de X, on est ramené au cas ou X est
intégre; utilisant (I, 5.2.2) et le cas a) prouvé ci-dessus, on peut ensuite remplacer S

par le sous-préschéma réduit ayant g(X) pour espace sous-jacent; on est alors ramené
au cas b), et cela achéve de démontrer (i).

(ii) Le morphisme f étant localement de type fini (1.8.4), on peut appliquer les
résultats de (i) en remplacant S par Y; en outre, comme X est irréductible et f dominant,
on peut aussi remplacer S par Y dans (10.6.1.4), ce qui donne (10.6.1.1).

(iii) L’assertion relative au cas ou dim(f~!(p))<n pour tout yeY a déja été
démontrée sous des hypothéses plus générales dans (5.6.7). Supposons que dim(f~*(»))>n
pour tout yeY, et considérons un point générique v d’une composante irréductible Y’
de Y; il existe au moins une composante irréductible Z de f~!(x) de dimension >=n;
si £ est le point générique de Z, £ est aussi point générique d’une composante irréduc-
tible X’ de X telle que f(X') soit dense dans Y’ (0, 2.1.8). Considérons les sous-
préschémas réduits de X, Y ayant respectivement pour espaces sous-jacents X', Y’,
et la restriction X' —Y’ de f (I, 5.2.2); il résulte alors de (ii) que dim(X')>dim(Y’)+n,
et a fortiorn dim(X)>dim(Y')+4n; ceci étant vrai pour toute composante irréductible Y’
de Y, on en conclut I'inégalité (10.6.1.2).

Corollaire (10.6.2). — Supposons que X vérifie les conditions 1°, 2° et 3° de (10.6.1).
Alors, pour tout ouvert U dense dans X, on a dim(U)=dim(X).
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On sait en effet que dim(U)<dim(X) (0, 14.1.4); en outre, comme X est un
préschéma de Jacobson, U contient un point fermé de toute composante irréductible
de X, donc dim(U)=dim(X) en vertu de (10.6.1) et (0, 14.1.2.1).

Proposition (10.6.3). — Supposons que X vérifie les conditions 1°, 2° et 3° de (10.6.1),
et soit Y une partie fermée de X. Alors, pour tout x€Y, et tout voisinage ouvert U de x dans X ne
rencontrant pas les composantes irréductibles de Y qui ne contiennent pas x, on a

(10.6.3.1) dim,(Y)=dim(UnY)=dim{x}+ codim({x}, Y)=sup dim(Y;)

o Y, (1<i<m) sont les composantes irréductibles de Y contenant x.

En considérant un sous-préschéma fermé de X ayant Y pour espace sous-jacent,
on peut se borner, en vertu de (10.6.1, (i)), au cas ot Y=X. En vertu du choix de U,
U est réunion des UnX;, donc dim(U)=sup dim(UnX,); mais d’aprés (10.6.2)

appliqué a un sous-préschéma fermé de X ayant X; pour espace sous-jacent, on a (compte
tenu de (10.6.1, (i))), dim(UnX,)=dim(X;); cela démontre que le second et le
quatriéme terme de (10.6.3.1) sont égaux. Comme UnX; est biéquidimensionnel
(10.6.1, (i)) (puisque 'immersion UnX;—>X; est de type fini (I,6.3.5)), on a

(10.6.3.2) dim(X,)=dim(UnX,)=dim(U n{z}) + codim(U n{x}, UnX,)

(0,14.3.5). D’aprés (10.6.2) appliqué a un sous-préschéma fermé de X ayant {—x} pour

espace sous-jacent, dim(U n{—ﬁ) =dim({x}); comme on a aussi, pour les mémes raisons,
(x0.6.3.3) dim(X;) = dim({x}) + codim({x}, X;)

on obtient
dim(U) =dim({x}) + sup codim({}, X,) = dim({x})+ codim({x}, X)

par définition de la codimension (0, 14.2.1). Ceci montre que dim(U) est indépendante
du voisinage ouvert U de x vérifiant les conditions de 1’énoncé, donc est égal a dim,(X),
par (0, 14.1.4.1).

Corollaire (10.6.4). — Sous les hypothéses de (10.6.3), soient F un Ox-Module cohérent,
Y son support. Pour tout x€Y, on a
(10.6.4.1) dim({#})+ dim(%,) = dim, Y.

En effet, cela résulte de (10.6.3.1) et de la formule dim(.ﬁﬁJ:codim({?}, Y)
(5.1.12.2).

10.7. Exemples et contre-exemples.

(10.7.1) Soit S un préschéma localement noethérien de dimension < 1 et supposons que S soit un préschéma
de Facobson; lorsque S est noethérien, il revient au méme de dire que les composantes irréductibles de S de dimension 1
sont infinies, car tout x€S qui n’est pas fermé est le point générique d’une telle composante (10.4.5 et 10.5.4).
Alors S vérifie aussi les conditions 2° et 3° de (10.6.1) : en effet, tout anneau local @y ; est de dimension o ou 1, et
par suite est universellement caténaire (7.2.9); d’autre part, une composante irréductible $’ de S est, soit réduite
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a2 un point, soit de dimension 1, et pour tout point fermé seS’, O, ; est nécessairement de dimension 1.

On déduit de ces remarques et de (10.6.1) que tout préschéma localement de type fini sur S vérifie aussi
les propriétés 1°, 20 et 3° de (10.6.1) : il en est ainsi en particulier des préschémas localement de type fini sur un corps
ou sur Z.

(10.7.2) Soit A un anneau local noethérien universellement caténaire et soit S le complémentaire dans X = Spec(A)
du point fermé a. Alors S vérifie les conditions 1°, 2° et 3° de (10.6.1) : en effet, on a déja vu que S est un préschéma
de Jacobson (10.5.9); comme A est universellement caténaire, il en est de méme des anneaux locaux A, aux
idéaux premiers de A (5.6.3). D’autre part, une composante irréductible S’ de S est le complémentaire de a dans
une composante irréductible X’ de X; pour tout point fermé x de S, I’adhérence de x dans X est donc {x, a},
autrement dit dim({?}): 1 et par suite, puisque X’ est par hypothése biéquidimensionnel (0, 14.3.3), on a
dim(9, ,)=dim(X’)—1 (0, 14.3.2), ce qui prouve que S’ est équicodimensionnel (5.1.4).

(10.7.3) Soit A un anneau de valuation discréte ; montrons que dans I’anneau B=A[T,, ..., T,] des
polyndmes 4 n indéterminées, il existe deux idéaux maximaux m, n de hauteurs respectives n et n+ 1. On I’a vu dans
(5.2.5, (1)) pour n=1; démontrons-le par récurrence sur n. Comme A[T,, ..., T, ;] estun A[T,, ..., T,]-
module libre, donc fidélement plat, il y a dans A[T,, ..., T, ;] deux idéaux maximaux m’, n’ respectivement
au-dessus de m et n (0, 6.5.1); en outre, d’aprés (5.5.3), ces idéaux sont nécessairement de hauteurs respectives
n+1 et n-+2, d’ounotre assertion. Supposons n=>2 dans ce qui suit. Soit J I'idéal mAn=mn, e¢ R=1+3 qui
est une partie multiplicative de B; si I’on pose B'=R71B, l'idéal 3’=R7!J est contenu dans le radical de B’
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 5, prop. 12); on sait que X’=Spec(B’) s’identifie en tant qu’espace
topologique & un sous-espace de X = Spec(B), et qu'aux points x de X', les anneaux locaux Oy , et O/ , sont
les mémes (I, 1.6.2). Considérons alors dans X’ I’ensemble fermé Y'=V(J’), etsoit S =X"—Y’; onsait (10.5.7)
que S est un préschéma de Jacobson, évidemment irréductible et noethérien; en outre les anneaux locaux 05 ; =0,
sont universellement caténaires pour tout s€S en vertu de (5.6.3), puisque A est universellement caténaire (5.6.4).
Pourtant, il y a deux points fermés a, b de S tels que O , et Oy , n’aient pas méme dimension, autrement dit S ne
vérifie pas la condition 3° de (10.6.1). Pour le voir, considérons les deux idéaux maximaux m’=R™!m, n'=R™1n
de B’, qui sont de hauteurs n et n+ 1 respectivement; on a J'=m’Nn’, et n’est donc contenu dans aucun idéal
premier de B’ distinct de m’” et n’, qui sont par suite les seuls idéaux maximaux de B’. Soient a’, b’ les seuls points
fermés de X', correspondant & m’ et n’. Il existe dans B’ un idéal premier non maximal p’cm’ qui n’est pas contenu
dans n’ : il suffit de montrer qu’il y a dans B un idéal premier non maximal contenu dans m et non dans n;
pour cela, on pourra par exemple considérer la fibre de m pour le morphisme correspondant & l’injection
A[T,] > B=A[T,, ..., T,], etappliquer (6.1.2). En considérant une chaine maximale d’idéaux premiers entre p’
et m’ et remplagant p’ par I’avant-dernier idéal de cette chaine, on peut donc supposer que le point a de X’
correspondant a p’ est tel que son adhérence dans X’ soit {a, a’}; comme By, est biéquidimensionnel, p’ est alors
de hauteur n—1. On construit de la méme maniére un idéal premier non maximal q’ de B’ de hauteur n, tel que
si b est le point correspondant de X', ’adhérence de b dans X’ soit {b, b’}. Cela étant, a et b sont dans S, donc
fermés dans S, et répondent par suite 4 la question.

10.8. Profondeur rectifiée.

Définition (10.8.1). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent. Pour tout xeX, on appelle profondeur rectifide de F au point x et on note prof, (F)
le nombre (entier >0 ou -+ o) égal @

(1r0.8.1.1) prof;(ﬂ')zprof(fz)—l—dim({?})

oL {—x_} est Padhérence du point x dans X. Pour toute partie Z de X, on appelle profondeur rectifiée
de F le long de Z et on note profy (F) le nombre
(10.8.1.2) me;(‘df):igg prof ().

En d’autres termes pour tout entier n, la relation prof;(¥)>n équivaut a
prof (#)>n pour tout xeZ. Si Z=2X, on écrit prof (%) au lieu de profy(%).
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Remarques (10.8.2). — (i) En tout point fermé xeX, la profondeur rectifiée est
égale a la profondeur.

(ii) Soient Y un sous-préschéma fermé de X, j:Y-—>X Pinjection canonique,
% un Oy-Module cohérent. On sait (5.7.3, (vi)) que 'on a prof(%,)=prof(j (%),)
pour tout x€Y; on en déduit que 'on a aussi prof; (%) =profj ((¥)) pour tout x€Y.

(iii) La notion de profondeur rectifiée n’a d’intérét que lorsqu’elle est de caractére
local, c’est-a-dire qu’elle ne change pas lorsqu’on remplace X par un voisinage ouvert

arbitraire U de x. Cela exige évidemment que x ne soit pas isolé dans {x_} lorsque x
n’est pas fermé et par suite que X soit un préschéma de Facobson (10.4.5.1); le plus
souvent, il sera aussi nécessaire de savoir que dim(U)=dim(X) pour tout ouvert
dense U dans X, et il faudra donc supposer que X vérifie aussi les conditions 2° et 3°
de (10.6.1).

Lemme (10.8.3). — Sotent X un préschéma régulier et biéquidimensionnel, F un Ox-Module
cohérent, Alors on a, pour tout xeX,

(r0.8.3.1) prof, (#) = dim(X)—dim. proj(%,).
En effet, comme X est biéquidimensionnel, on a (0, 14.3.5.1)
dim ({x}) = dim(X)— codim({x}, X) = dim (X)— dim(_,)
en vertu de (5.1.2). D’autre part, comme X est régulier, on a par (0, 17.3.4)
prof(#,)=dim(0y ,)—dim. proj(&,)
d’ou le lemme.

Corollaire (10.8.4). — Sous les hypothéses de (10.8.3), la fonction x~>prof, (F) est
semi-continue inférieurement.

Cela résulte de (10.8.3.1), puisque x->dim.proj(#,) est semi-continue supé-
rieurement (6.11.1).

Proposition (10.8.5). — Soient S un préschéma localement noethérien, X un préschéma
localement de type fini sur S, F un Og-Module cohérent. On suppose que S vérifie les conditions
sutvantes : 1° S est un préschéma de FJacobson ; 2° S est régulier ; 30 les composantes irréductibles
de S sont équicodimensionnelles. Alors la fonction x-—>prof,(F) est semi-continue inférieurement
dans X ; autrement dit, pour tout entier n, Pensemble U, des xeX tels que prof, (F)>n est ouvert.

Comme les anneaux locaux g , de S sont réguliers, ils sont universellement caté-
naires (5.6.4); autrement dit, S vérifie les conditions 1°, 2° et 3° de (10.6.1), donc il
en est de méme de X (10.6.1, (i)). La notion de profondeur rectifiée étant alors de
caractére local (10.8.2, (iii)), on peut se borner au cas ot S==Spec(A) et X = Spec(B)
sont affines, A étant un anneau régulier et B une A-algébre de type fini, donc quotient
d’un anneau de polynémes C=A[T,, ..., T,], etce dernier est régulier (0, 17.3.7). On
peut donc supposer que X est un sous-préschéma fermé d’un préschéma régulier Y vérifiant
également les conditions 1°, 2° et 3° de (10.6.1); compte tenu de la remarque (10.8.2,
(ii)), on est ainsi ramené au cas ou X est en outre régulier et noethérien. Mais comme
les anneaux locaux de X sont alors integres, les composantes irréductibles de X sont
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ouvertes (I, 6.1.10), et on peut par suite supposer aussi X irréductible. Alors, comme
les anneaux locaux de X sont caténaires (0, 16.5.12), Phypothése 30 de (10.6.1) entraine
que X est biéquidimensionnel ((5.1.5) et (0, 14.3.3)); il suffit donc d’appliquer (10.8.4).

On notera que si S est le spectre d’un corps ou de Z, il vérifie les conditions
de (10.8.5).

Corollaire (10.8.6). — Les hypothéses étant celles de (10.8.5), pour tout xeX, le
nombre prof, (F) est unique entier n ayant la propriété suivante : il existe un voisinage ovvert U
de x dans X tel que pour tout point x’eUn{:T}, Sfermé dans U, on ait prof(#,)=n. En
particulier, pour que prof, (F)>m (resp. prof, (F)<m), il faut et 1l suffit qusl existe un
voisinage ouvert V de x dans X tel que, pour tout x’eVn{x_}, Jermé dans V, on ait prof(F,)=m
(resp. prof(#,)<m).

En effet, on peut se borner au cas ol x n’est pas fermé; si prof; (¥ )=n, ’ensemble
des yeX tels que prof, (#)<n est fermé en vertu de (10.8.5), donc contient @,
et en vertu de la semi-continuité inférieure de y~>prof, (%), il existe un voisinage ouvert U
de x tel que prof/(¥)=n pour tout yeUn{T}, donc prof(#,)=n si x’eUn{__x}
est fermé dans U (puisque la notion de profondeur rectifiée est locale).

Pour les préschémas vérifiant les hypotheses de (10.8.5), la notion de profondeur
rectifiée peut donc se définir a 'aide des valeurs de la profondeur aux points fermés de X
(ces derniers formant un ensemble #rés dense dans toute partie fermée de X).

Proposition (10.8.7%). — Soit S un préschéma localement noethérien vérifiant les condi-
tions 10, 20 et 3° de (10.6.1). Soient X un préschéma localement de type fini sur S, F un
Ox-Module cohérent, Y= Supp(F). Alors, pour tout xe¥Y, on a

(ro0.8.7.1) prof, (%) = dim,(Y)— coprof(%,).

En effet, par définition, on a coprof(%#,)=dim(%,)—prof(#,), et il résulte
de (10.6.4) que 'on a dimz(Y)_—_dim(f;c-})—kdim(fz); d’ou (10.8.7.1) par définition
de prof; (#).

Corollaire (10.8.8). — Les hypothéses sur f et F étant celles de (9.9.1), la fonction
x~>prof; (F ) est constructible.

Notons que pour tout seS, la fibre X, étant un préschéma localement de type
fini sur k(s), est un préschéma de Jacobson (10.4.7); comme en outre Spec(k(s)) vérifie
les conditions de (10.6.1), on a prof; (F,,)=dim,(Supp(F;,))—coprof((Fy,).)
(10.8.7). Or, si Z==Supp(F), ona Zy,=Supp(F,) (I, 9.1.13) et Z est localement
constructible (8.9.1); donc les fonctions x~>dim,(Supp(#,,)) et x-coprof((F,),)
sont localement constructibles ((9.9.1) et (9.9.3)), ce qui prouve la proposition.

10.9. Spectres maximaux et ultrapréschémas.

Les résultats de ce numéro ne seront pas utilisés par la suite.

(10.9.1) Soit X un préschéma de Jacobson, et soit S(X) Vespace annelé dont I’espace sous-jacent est le sous-
espace des points fermés de X, et le faisceau d’anneaux le faisceau induit sur ce sous-espace par ¢, , autrement dit
le faisceau d’anneaux §*(9,), en désignant par ¢ : S(X)—X [Iinjection canonique. Comme ¢ est un quasi-
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homéomorphisme, on a vu (10.2.8, (ii)) que si 0 :0,—>{,(0y)) estI’homomorphisme de faisceaux d’anneaux
tel que 0% : *(05)—>9(x) soit'identité, alors jy = (¢, 0) est un quasi-isomorphisme d’espaces annelés, et F > ;3 (F)
une équivalence de la catégorie des ©;-Modules et de celle des O ,)-Modules. Il est clair que dans cette équi-
valence, aux Oy-Modules localement libres (resp. cohérents) correspondent les Oyy)-Modules localement libres
(resp. cohérents); en outre, si £ est un ©,-Module localement libre et si U est un ouvert de X tel que £ |U
soit isomorphe 2 (94| U)", jz(£) est tel que jz(£)|(UNS(X)) soit isomorphe & (g | (U NS(X)))™

(10.9.2) Soient X, Y deux préschémas de Jacobson et f=(p, A) : X—Y un morphisme localement de type
fini. On a vu (10.4.7) que 'on a p(S(X))cS(Y) et par restriction de p & S(X), on définit donc une application
continue S(p) : S(X)—S(Y). D’autre part, pour tout ouvert V de Y, on définit par composition un homo-
morphisme d’anneaux

A
I‘(Vﬂ 5(Y), @S(Y)) d F(V, OY) ""l; r(f_] V), ox) g I‘(f‘l(V) n S(X), os(x))

ot les deux isomorphismes extrémes ont été définis dans (10.9.1); il est clair que cela définit un homo-
morphisme de faisceaux d’anneaux S(A) : Oyy)—>p,(Oyx)) (en se rappelant que les ouverts de S(X) (resp.
S(Y)) correspondent biunivoquement & ceux de X (resp. Y) (10.2.1)); on obtient ainsi un morphisme d’espaces
annelés  S(f) = (S(p), SA)) : (S(X), O(x)) —> (S(Y), O(y)) tel que le diagramme

8f)
S(X) —> S(Y)

x Iy

X —— Y

f

soit commutatif; en outre, si Z est un troisiéme préschéma de Jacobson et g :Y—Z un morphisme localement
de type fini, il est clair que S(gof) =S(g)oS(f). On aainsi défini un foncteur covariant S : C—>C’, ou C’ estla caté-
gorie des espaces annelés en anneaux locaux, et C la catégorie dont les objets sont les préschémas de Facobson et les
morphismes sont les morphismes localement de type fini entre préschémas de Jacobson.

(10.9.3) Proposons-nous de déterminer la sous-catégorie C’’ de C’ formée des espaces annelés isomorphes
aux S(X) et dont les morphismes proviennent des S(f). Supposons d’abord que X = Spec(A), ou A est un anneau
de Jacobson; alors S(X) est ’ensemble des idéaux maximaux de A, muni : 1° de la topologie induite par celle de X,
de sorte qu’une base de cette topologie est formée des D™(h) =D(k)NS(X), ensemble des idéaux maximaux m
de A telsque h¢ m, ol h parcourt A; 2° du faisceau d’anneaux Oy tel que T'(D™(h), O(x)) = A;. Nous dirons que
cet espace annclé est le spectre maximal de 1’anneau de Jacobson A et nous le noterons Spm(A).

On notera que si j : D(k) =X est I'injection canonique, ’espace annelé induit sur D™ (k) par S(X) est S(D(k))
et injection canonique D™(h) —S(X) d’espaces annelés est égale & S(j).

Soient B un second anneau de Jacobson, Y= Spec(B), ¢ : B—>A un homomorphisme d’anneaux faisant de A
une B-algébre de type fini, f=("p, ¢ ) : X—Y le morphisme correspondant de préschémas, et

S(f) : Spm(A) — Spm(B)

le morphisme d’espaces annelés correspondant 3 f. Il est clair que S(f)=($,0) est un morphisme d’espaces
annelés en anneaux locaux, c’est-a-dire (Erry, 1.8.2) que pour tout x€Spm(A), (')f est un homomorphisme
local. Réciproquement :

Proposition (10.9.4). — Soient A, B deux anneaux de Facobson. Si u= (¢, 0) : Spm(A) — Spm(B) est un morphisme
d’espaces annelés en anneaux locaux tel que T'(0) : B—>A fasse de A une B-algébre de type fini, il existe un morphisme de
préschémas  f : Spec(A) —>Spec(B) et un seul tel que u=S(f).

L’unicité de f est évidente, puisque si f= (%, '$"), on doit avoir ¢ =T'(0); il reste & voir que S(f) est défini
et qu'on a bien u=S(f). Or, la premiére assertion résultc de ce que ¢ est supposé faire de A une B-algébre de type
fini, et par suite f(Spm(A))cSpm(B); le fait que 03 est un homomorphisme local pour tout x€Spm(A) permet
alors de répéter le raisonnement de (I, 1.7.3) en se bornant aux points ¥ de Spm(A) : on montre ainsi successive-
ment que ¢(x) =%(x) pour tout x€Spm(A), puis que 93 =@, : B (y—>A,, ce qui achéve de prouver que

u=S(f).
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(10.9.5) Considérons maintenant un espace annelé (X, ©;); nous dirons qu’une partie ouverte U de X
est ultra-affine si ’espace annelé induit (U, 0,|U) est isomorphe & un spectre maximal Spm(A), ou A est un
anneau de Facobson. Nous dirons que X est un ulira-préschéma si tout point de X admet un voisinage ouvert ultra-
affine. On montre, comme dans (I, 2.1.3 et 2.1.4) que les ouverts ultra-affines forment une base de la topologie
de X et que X est un espace de Kolmogoroff. Si Y est un second ultra-préschéma, nous dirons qu’un morphisme
d’espaces annelés f:X-—>Y est un morphisme d’ultra-préschémas il vérifie les conditions suivantes : 1° f est
un morphisme d’espaces annelés en anneaux locaux; 2° pour tout x€X, il y a un voisinage ouvert ultra-affine V
de f(x) dans Y et un voisinage ouvert ultra-affine U de x dans X tels que f(U)eV et que I’homomorphisme
T'(V,0,) - I'(U,0,) correspondant & f fasse de I'(U, ©,) une I'(V, O,)-algébre de type fini.

Il est immédiat qu’on définit bien ainsi des morphismes, le composé de deux morphismes en étant un
troisiéme grice A la remarque finale de (10.9.3). Il est clair que la catégorie Cy ainsi définie est une sous-
catégorie de C’ qui contient C”’; nous nous proposons de montrer que C”’ = Cjy, autrement dit :

Proposition (10.9.6). — Le foncteur X~>S(X) de C dans Cy est une équivalence de catégories.

1° Montrons d’abord que le foncteur X~>S(X) est pleinement fidele, autrement dit que pour X, Y dans C,

I’application canonique
Homg(X,Y) — Homco,(S(X), S(Y))

est bijective. En premier lieu elle est injective : soient en effet f, g deux morphismes localement de type
fini de X dans Y et supposons que S(f)=S(g). Cela entraine d’abord que pour tout ouvert V de Y,
on a f~HV)NS(X)=g"YV)nS(X), donc (10.3.1 et 10.2.7) f~YV)=g L(V); il suffit donc de prouver
que pour tout ouvert affine V de Y, f et g coincident dans f~1(V)=g !(V), autrement dit, on est ramené
au cas ou Y =Spec(B) est le spectre d’un anneau de Jacobson B. Il suffit (I, 2.2.4) de montrer que les homo-
morphismes d’anneaux B—I'(X, ©,) correspondant a f et g sont alors les mémes. Or, pour tout s€B, les images
de s par ces homomorphismes sont deux sections de @y au-dessus de X qui, par hypothése, induisent la méme
section au-dessus de S(X); on sait donc (10.2.8) que ces sections sont identiques, d’ol notre assertion. Prouvons
en second lieu que tout morphisme % : S(X)—S(Y) (pour la catégorie Cy) est de la forme S(f), oit f: X—Y est
un morphisme localement de type fini. Par hypothése, il existe un recouvrement ouvert ultra-affine (U”) (resp. (V},))
de S(X) (resp. S(Y)) tel que pour tout A, A(Uj) soit contenu dans un V,, et qu’il corresponde au morphisme
Iy, : Uy —V},, restriction de k, un homomorphisme d’anneaux I'(V},, Og(y)) =T (U}, O4x)) faisant dusecond anneau
une algébre de type fini sur le premier. On peut supposer que U” =U,nS(X) et V,, =V NS(Y), ou Uy etV,
sont des ouverts affines uniquement déterminés dans X et Y respectivement; si ’on prouve que, pour tout A, &y =S(f;)
ot fy : Uy—V, est un morphisme de type fini, alors il résulte de la premiére partie du raisonnement, appliquée
aux restrictions de f, et fg & U,NUp, que les f; sont les restrictions d’un méme morphisme f:X—Y, et
on aura évidemment h=S(f). On est ainsi ramené au cas oit X et Y sont affines, et la conclusion résulte alors
de (10.9.4).

20 Il reste & prouver que tout ultra-préschéma X’ est de la forme S(X) pour un préschéma de Jacobson X
(qui sera nécessairement unique & isomorphisme prés, en vertu de 1°). Il y a un recouvrement (U,) de X’ par des
ouverts ultra-affines, dont chacun est de la forme S(U,), U, étant le spectre d’un anneau de Jacobson. Pour tout
couple d’indices «, B, considérons 'unique ouvert U, de U, dont la trace sur U, est UgNUg; en vertu de 1°,
P’automorphisme identique de U NUp est de la forme S(f,5), olt 8,5 : Uyg—>Up, est un isomorphisme de
préschémas. On constate aussitdt (en vertu du 1°) que la famille (6,5) vérifie la condition de recollement (0, 4.1.7),
et que cette famille définit donc un préschéma X, tel que les U, s’identifient 4 des ouverts affines de X; il est
clair alors que 'on a X’=S§(X), ce qui achéve la démonstration.

10.10. Espaces algébriques de Serre.

(10.10.1) Le langage introduit par Serre dans (FAC) est parfois commode, notamment dans les questions
ol 'intérét majeur s’attache aux points rationnels sur le corps de base £ (algébriquement clos par hypothése) des
« variétés algébriques » sur k que ’on considére. Nous allons esquisser ici ce langage en le rattachant aux considé-
rations qui précédent, pour permettre au lecteur de traduire les énoncés de Serre en langage des schémas. Il est
d’ailleurs possible de développer le langage de Serre également pour des préschémas sur un corps non algébriquement
clos (et méme sur un anneau artinien); mais cela introduit des complications techniques considérables, et d’ailleurs,
sur un corps de base arbitraire, les avantages (surtout psychologiques) du point de vue de Serre disparaissent; aussi
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nous tiendrons-nous dans le cadre fixé par Serre. Le présent numéro, tout comme le précédent, ne sera d’ailleurs
pas utilisé dans la suite de ce Traité, et nous nous bornerons donc 4 de bréves indications.

(10.10.2) Etant donné un ultra-préschéma fixe R, on peut naturellement (comme dans toute catégorie)
définir la notion de R-ultra-préschéma. Considérons en particulier un corps algébriquement clos k; Spm(k) est alors
identique a Spec(k); nous dirons qu’un Spm(k)-ultra-préschéma X’ est un espace préalgébrique sur k : c’est donc un
espace k-annelé en anneaux locaux dont tout point a un voisinage ouvert isomorphe au spectre maximal d’une
k-algébre de type fini; il revient au méme de dire (par (10.9.6)) que X’=_S8(X), ol X est un préschéma localement
de type fini sur k. Si X, Y, Z sont trois k-préschémas localement de type fini, il en est de méme de X X,Y (1.3.4),
donc en vertu de (10.9.6), la notion de produit existe dans la catégorie des espaces préalgébriques sur k (aussi bien le
produit « sur k» X’ %Y’ que le « produit fibré» X’X,, Y’, ou X', Y’, Z’ sont trois espaces préalgébriques sur k).
On peut donc définir le morphisme diagonal Ay, : X'— X' XX’ (qui n’est autre d’ailleurs que S(Ay)); on dit
que X’ est un espace algébrique sur k si X est un schéma, et il revient au méme de dire que I’image de A,/ est une
partie fermée de X' x;X'.

(10.10.3) Les simplifications qui proviennent de I’hypothése que & est algébriquement clos tiennent d’abord
a ce que, pour un k-préschéma X, localement de type fini, il y a correspondance biunivoque entre poinis fermés de X,
points de X a valeurs dans k (I, 3.4.4) et points de X rationnels sur k (I, 3.4.5), en vertu de (I, 6.4.2). Cela montre
en particulier (en vertu de (I, 3.4.3.1)) que pour deux espaces k-préalgébriques X', Y’, I’ensemble sous-jacent
au produit X’X;Y’ est identique a Pensemble produit X'XY’ des ensembles sous-jacents (mais bien entendu la
topologie de I’espace sous-jacent & X' XY’ n’est pas la topologie produit des topologies des espaces sous-jacents & X’
et Y/, elle est en général strictement plus fine que cette derniére).

D’autre part, les anneaux locaux ¢, aux points d’un espace préalgébrique X’ sur k sont des k-algébres
dont on vient de voir que le corps résiduel est isomorphe d k; si A et B sont deux telles k-algébres locales,
tout k-homomorphisme ¢ : A—>B est nécessairement local : en effet, si un élément x de I’idéal maximal de A était tel
que @(x) soit inversible, il existerait A€k non nul tel que @(¥—X.1) appartienne a I’idéal maximal de B, ce qui
est absurde puisque x—X\.1 est inversible dans A. On conclut aussitot de 1a que si X'=S(X), Y’'=S(Y) sont deux
espaces préalgébriques sur £, tout morphisme X’'—Y’ d’espaces k-annelés est aussi un morphisme d’espaces k-annelés
en anneaux locaux (I, 1.8.2; cf. Erry,). D’ailleurs, avec les notations précédentes, si A et B sont des k-algébres de
type fini, ¢ fait de B une A-algebre de type fini; donc tout morphisme X'—>Y’ de k-espaces annelés est, en vertu
de (10.9.6), de la forme S(f), ou f:X—>Y est un morphisme de k-préschémas.

Enfin, pour tout ouvert U de X', toute section s€I'(U, 04), et tout x€U, s(x) (0, 5.5.1) s’identifie & un
élément de k, et I’on a ainsi associé & s une application § : x~>s(x) de U dans k, autrement dit une section au-dessus
de U du faisceau s7(X’) des germes d’applications de X’ dans k; comme I’application h; : s~>5 est évidemment un
homomorphisme d’anneaux I'(U,94)— I'(U, #(X’)) et commute aux restrictions & un ouvert VcU, les hy
définissent un homomorphisme de faisceaux d’anneaux h : Oy — o7(X’). Sil’on prend pour U un ouvert ultra-affine
Spm(A), ol A est un anneau de Jacobson, dire que s=o0 signifie que pour tout idéal maximal m de A, s appar-
tient & m, ou encore que s est dans le radical de A; mais comme A est un anneau de Jacobson, son radical est
égal a son nilradical; pour que /i soit injective, il faut et il suffit par suite que A soit réduit.

(10.10.4) On dit que ’espace k-préalgébrique X’'=S(X) est réduit s’il en est ainsi de X ; comme 1’ensemble
des points x€X ou X est réduit est ouvert (0,, 5.2.2), son complémentaire contient au moins un point fermé s’il
est non vide (5.1.11), et il revient donc au méme de dire que X’ est réduit ou que chacun de ses anneaux locaux O,
(pour x€X’) est réduit. On vient de voir dans (10.10.3) que pour que I’homomorphisme h : Oz — #(X’) soit
injectif, il faut et il suffit que X’ soit réduit. Dans (FAC), Serre se borne en fait aux espaces préalgébriques réduits,
ce qui lui permet de définir 9;, comme un sous-faisceau de #(X’). On notera que si X’ et Y’ sont des k-espaces
préalgébriques réduits, il en est de méme de X’X;Y’ : en effet, tout revient 2 voir que si A et B sont deux
k-algébres de type fini réduites, il en est de méme de A®;B; mais nous avons vu que les radicaux de A et B sont
alors réduits a o, et comme £ est algébriquement clos, A et B sont des algébres « séparables » sur £ au sens de
Bourbaki (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n° 5, prop. 5); donc A®),B est sans radical (loc. ¢it., n° 6, cor. 3 du th. 3),
et puisque c’est un anneau de Jacobson, il est réduit. Toutefois, si Z’ est un troisiéme espace préalgébrique sur £,
le « produit fibré » X’ X, Y’ de deux espaces préalgébriques réduits sur Z’ n’est pas réduit en général, ce qui
implique que la catégorie de ces espaces est insuffisante dans de nombreuses questions (notamment dans la théorie
des groupes algébriques). Mais comme on I’a vu ci-dessus, on peut garder le langage de Serre sans se limiter, comme

ce dernier (qui en outre ne considére que des espaces préalgébriques quasi-compacts), au cas des espaces préalgébriques
réduits.
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(10.10.5) Enfin, on peut aussi considérer des ultra-préschémas sur un corps k quelconque en conservant un
langage qui reste proche de celui de Serre, et en introduisant, comme chez Weil, une extension algébriquement
close fixe K de k (choisie assez grande, par exemple de degré de transcendance infini sur &, pour avoir suffisamment
de « points génériques » au sens de Weil). A tout préschéma X localement de type fini sur £, on associe alors
Pensemble S, (X)=S(X®;K) des points de X a valeurs dans K; on a une application canonique j: S, (X)—X
que I’on démontre étre un quasi-homéomorphisme quand on munit S,(X) de la topologie image réciproque de celle
de X par j; on munit S (X) du faisceau de k-algébres j*(©,), et on obtient ainsi une sous-catégorie de la catégorie
des espaces k-annelés en anneaux locaux, que I’on pourrait appeler catégorie des (k, K)-espaces préalgébriques.
On peut montrer qu’on y peut encore définir des produits et généraliser les résultats de (10.10.3) et (10.10.4)
(«#(X’) étant ici remplacé par le faisceau #(X’) des germes d’applications de X’ dans K). Toutefois ce point de
vue fait jouer un réle artificiel & un surcorps arbitrairement choisi de £, et nous ne le signalons que pour le rejeter.

§ 11. PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES MORPHISMES PLATS
DE PRESENTATION FINIE. CRITERES DE PLATITUDE

Alors que dans le § 2 nous avons considéré les énoncés concernant la platitude
qui ne dépendent d’aucune hypothése de finitude, et que le § 6 étudie la notion de
platitude dans le cadre des préschémas localement noethériens (mais sans hypothése
de finitude sur les morphismes), le présent paragraphe est consacré a la notion de
J-platitude dans le cas ou le morphisme f:X-—Y est localement de présentation finie.
L’intérét de la notion de morphisme plat de présentation finie tient au fait que
C’est elle qui semble exprimer techniquement de la fagon la plus adéquate la
notion intuitive de « famille de préschémas algébriques paramétrée par un schéma Y »,
dont I’étude est un des objets principaux de la Géométrie algébrique. D’ailleurs, alors
méme qu’on ne s’intéresserait au départ qu’au cas d’un schéma de base noethérien,
il est indispensable, pour certaines raisons techniques (par exemple pour certaines appli-
cations de la théorie de la « descente », qui conduit & introduire des schémas non néces-
sairement noethériens) de ne pas se limiter & ce cas, dés qu’il s’agit de problémes de
nature essentiellement relative liés aux morphismes localement de présentation finie.
Nous suivrons systématiquement ce principe, déja étayé par les résultats des §§ 8 et o,
dans toute la suite de ce Chapitre, et méme dans la suite de notre Traité, quitte & lui
sacrifier & P'occasion la simplicité de certaines démonstrations, que des hypothéses
noethériennes permettent parfois d’alléger (). Dans le présent paragraphe, cela nous
conduit & reprendre, dans le contexte de la « présentation finie » (notamment au n° 3)
certains énoncés de platitude, déja obtenus dans le contexte noethérien. L’outil technique
essentiel pour faire la réduction au cas noethérien est le théoréme de compatibilité de
la platitude avec les limites projectives de préschémas (11.2.6), complétant les résultats
généraux du § 8. Nous prouvons aussi en passant (11.8.1) un résultat souvent utilisé

(1) Ce principe s’inspire également de la nécessité de donner droit de cité, comme « espaces de paramétres »
pour les familles de schémas algébriques, 2 des espaces annelés (et méme des « topos » annelés) quelconques, pour
lesquels il ne peut plus étre question en général d’hypothéses noethériennes. Il semble assez clair que ’on ne pourra
plus éluder longtemps cette nouvelle extension de la Géométrie algébrique, et il convient dés a présent de développer
les notions et techniques de nature « relative » de la théorie des schémas de sorte qu’elles puissent s’adapter
pratiquement telles quelles & ce cadre plus général.
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par la suite, impliquant que ’ensemble des points de platitude d’un morphisme loca-
lement de présentation finie est ouvert.

Dans les n°® 4 a 8, nous étudions la question de la « descente » de la platitude,
consistant a trouver des conditions utiles sur un morphisme de changement de
base Y'Y (non plat en général) pour pouvoir conclure que si X XyY’ est plat sur Y’,
X est plat sur Y. Ces résultats, plus techniques que ceux des n° 1 a 3, sont d’une utili-
sation moins fréquente dans la suite ; ils joueront cependant un réle important dans les
techniques de construction non projectives, au chapitre suivant. Le seul résultat des nos 4
a 8 utilisé dans la suite du chap. IV est le critére valuatif de platitude (11.8), qu’on
appliquera dans (15.2).

Enfin, les n° g et 10 sont consacrés a I’étude d’une notion qui précise, en théorie
des schémas, celle de densité au sens topologique, savoir la notion de famille de sous-
préschémas schématiquement dense dans un préschéma donné, et notamment I’étude du
comportement de cette notion par changement de base (plat ou quelconque). Cette
notion est surtout utilisée, pour P'instant, dans I’étude des schémas en groupes.

11.1. Ensembles de platitude (cas noethérien).

Théoréme (xx.x.x). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent. Alors Pensemble U des xeX tels
que F soit f-plat au point x est ouvert dans X.

La question étant évidemment locale sur X et Y, on peut supposer Y = Spec(A),
X =Spec(B), A étant noethérien et B une A-algebre de type fini. On a alors & =ﬁ,
od M est un B-module de type fini. Appliquons le critére (0y;, 9.2.6) : il suffit donc de
démontrer 1’assertion suivante :

(xx.x.x.x) Soient A un anneau noethérien, B une A-algebre de type fini, M un B-module
de type fini, q un idéal premier de B, p son image réciproque dans A. On suppose que M, soit
un A -module plat. Alors il existe geB— q tel que, pour tout idéal premier ' D q de B tel que g¢q’,
M, soit un A -module plat, en désignant par p’ I'image réciproque de q' dans A (il revient d’ailleurs
au méme (0;, 6.3.1) de dire que M, est un A-module plat).

Considérons pour cela B;, comme une A-algébre; on a évidemment pB, Cq'B,.
On sait alors (0, 10.2.2) que pour que M, soit un A-module plat, il faut et il
suffit que M, /pM, soit un (A/p)-module plat et que Pon ait Torf(M,, A/p)=o.
Or, on a M, =M®yB,; B, étant plat sur B, on a M, /pM, =(M/pM), et
Tor} (M, A/p) =(Tor}(M, A/p)), (en définissant le Tor a I'aide d’une résolution
projective de A/p); pour la méme raison, comme on doit avoir géq’, B, est plat
sur By, donc (M/pM)q =((M/pM),)ys, et (Tor}(M, Afp))y =((Torh(M, A/p)) o)y,
ou dans ces formules, M/pM et Tor; (M, A/p) sont considérés comme des B-modules.
Compte tenu de (0, 6.3.2), on voit qu’on est ramené a prouver le

Lemme (xx.x.x.2). — Sous les conditions de (11.1.1.1), il existe geB—q tel que :
i) (M/pM), soit un (A[p)-module plat; (i) (Tor}(M, A/p)),=o.
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En vertu du théoré¢me de platitude générique (6.9.1) appliqué a lanneau
intégre A/p, a la (A/p)-algebre de type fini B/pB et au (B/pB)-module de type
fini M/pM, il existe un hecA—p tel que, si h est son image canonique dans A/p,
(M/pM); soit un (A/p)-module plat. D’autre part, comme M, est un A, -module
plat, et par suite un A-module plat (0;,6.3.1), on a Tor}(M,, A/p)=o0, ce
qui sécrit aussi (Tor{(M, A/p)),=o0. Mais comme A et B sont noethériens,
Tor$ (M, A/p) est un B-module de type fini, donc (0;, 5.2.2) il existe geB—q
tel que (Torg(M, A/p)),=o. D’ailleurs, on a (M/pM);=(M/pM), (M/pM étant
considéré dans le second membre comme un A-module); de plus, (M/pM),
étant un B-module, (M/pM),, est encore un (A/p)-module plat, car il s’écrit
(M/pM)z;, ou h_g est I'image canonique de Ag dans B/pB, et il suffit d’appliquer
(0, 6.3.2); enfin, on a (Torf(M, A/p)),,=o0 et hgeB—q puisque keA—p. C.Q.F.D.

Corollaire (xx.x.2). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—->Y un
morphisme localement de type fini, F, F' deux Ox-Modules cohérents, u : F'—>F un homo-
morphisme de Ox-Modules. On suppose que F est f-plat. Alors Uensemble U des xeX tels que,
en posant y=f(x), [’homomorphisme u,®1 : F 53@%"( N >F z®%k( y) soit injectif, est ouvert
dans X.

En effet, soit A" (resp. £) le noyau (resp. le conoyau) de u; appliquons (0, 10.2.4) (1)
aux anneaux locaux 0, et 0, et aux O,-modules #; et F, : dire que #,®1 est injectif
équivaut a dire que A4 ,=o0 et que Z est f-plat au point x. Or comme A" et & sont
cohérents (0;, 5.3.4), ’ensemble des x o A,=o0 est ouvert (0, 5.2.2), et Pensemble
des x o £ est f-plat est ouvert par (11.1.1); d’oit la conclusion.

En particulier :

Corollaire (xx.x.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme plat et localement de type fini, g une section de Ox au-dessus de X. L’ensemble des xeX
tels que g,®1 soit non diviseur de zéro dans O,®o ., k(f(x)) est ouvert dans X.

Il suffit d’appliquer (11.1.2) a I'endomorphisme de Oy défini par g.

Corollaire (xx.1.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent et f-plat. Soit (g;)i<;<n une suite
de sections de Oy au-dessus de X. Alors Pensemble U des xeX tels que la suite ((g;),®1) sout
(F B0y k([ (x)))-régulitre est ouvert dans X.

Comme Z est f-plat, il résulte de (0, 15.1.16) que U est aussi ’ensemble des xeX

(*) Voici une démonstration de (0, 10.2.4), qui n’a pas été publiée dans I’ Algébre commutative de N. Bourbaki.
Compte tenu de (0, 6.1.2), il suffit de voir que b) entraine a). Posons P =Im(z), Q = Coker(z), R =Ker(u).
Le composé M®k—>PRX®k—>N®*k est injectif, et M@ k—>P®#% est surjectif, donc PRL—>N®£ est injectif et
M®k—>P®k est bijectif. La suite exacte 0—>P—>N—>Q-—>0 donne la suite exacte

o ="Tor}(N, k) > Tor2(Q,, k) >P®k—>N®k—>Q®k—>0

et puisque P@Qk—>N®*% estinjectif, on a Torf(Q ,k)=0; comme Q est un B-module de type fini, (0p;, 10.2.2)
montre que Q est un A-module plat; alors P est aussi un A-module plat par (0;, 6.1.2). Lasuite 0>R—>M—>P—o0
étant exacte, il en est de méme de 0—>R®k—>M®k—>P®k—>o0 par (0;, 6.1.2); puisque MO ,—>PRk est
bijectif, on a R®% = 0; mais comme B est noethérien, R est un B-module de type fini, donc ona R =0 en vertu
du lemme de Nakayama.
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tels que la suite (g), soit F réguliére et que le 0,-module ¥, (o4 ¥ =% (‘ag{f ))

soit f-plat. Mais & et ¢ sont cohérents, donc le corollaire résulte de (11.1.1) et de
(0, 15.2.4).

Corollaire (xx.1.5). — Soient X, Y, Z trois préschémas localement noethériens, f: XY,
& : Y—>Z deux morphismes de type fini, F un Ox-Module cohérent. Alors Uensemble U des ye¥Y
tels que, pour toute générisation y' de y, F soit (gof)-plat en tous les points de f~1(y') (i.e. tels
que F ®ySpec(Oy,,) soit plat relativement au morphisme X XySpec(Oy ,)—>Z) est ouvert
dans Y.

Si V est 'ensemble des xeX ot & est (gof)-plat, U est 'ensemble des yeY tels
que pour toute générisation »’ de », on ait f~!(»)CV. Or V est ouvert (11.1.1) donc
localement constructible dans X, et Pensemble W des yeY tels que f~Y(»)CV est
égala Y—f(X—V), donc est aussi localement constructible dans Y en vertu du théoréme
de Chevalley (1.8.4), Mais il résulte alors de (0, 9.2.5) que les points de U sont
les points intérieurs 3 W, d’otr la conclusion.

Corollaire (x1x1.x.6). — Soient A un anneau noethérien, B une A-algébre de type fini,
C une B-algébre de type fini, M un C-module de type fini. Alors Pensemble des qeSpec(B)
tels que M, soit un A-module plat est ouvert dans Spec(B).

Compte tenu de (2.1.2), C’est une conséquence de (11.1.5) appliqué a
Z =Spec(A), Y=Spec(B), X =Spec(C), F=M.

Les résultats de ce numéro seront débarrassés des hypothéses noethériennes
dans (11.3).

11.2. Platitude d’une limite projective de préschémas.

(xx.2.1) Soient A un anneau, M, N deux A-modules, A’ une A-algébre; posons
M'=M®,A’, N=N®,A’. Rappelons (IIl, 6.3.8) que I’on définit, pour tout 7, un
homomorphisme canonique de A-modules

(1rx.2.1.1) §; : Tor(M, N) — Tor* (M’, N')

de la facon suivante : on considére une résolution gauche de M par des A-modules

libres

(rx.2.1.2) --~—>'Li+1i>Li—->...—>Lo—-a—>M——>o

d’otl 'on déduit par tensorisation avec A’ un complexe de A’-modules
4 e
(xrx.2.1.3) eo.— L, —L—...—L—M-—o0

ou 'on a pos¢ L;=L®,A’ f'=f®1,, ¢'=c®1,. Considérons d’autre part une réso-
lution gauche de M’ par des A’-modules libres

) o
(1x.2.1.4) . L'y —L'— ... > L/'— M —o
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Comme les L; sont des A’-modules libres, on sait (M, V, 1.1) qu’il y a des A’-homo-
morphismes #; formant un diagramme commutatif

.
;i — ... — L — M — o

ces —> ;-’H?LQ'—> ——>L{,’7->M'——>o
13

Si 'on compose ’homomorphisme u, : L!—L." de complexes ainsi défini avec
- Phomomorphisme canonique L,—L!, on obtient un homomorphisme de complexes
de A-modules L,—L!; en remarquant que 'on a (L,®,N)®,A'=L.®, N’, on en
déduit un homomorphisme de complexes de A-modules L ®, N - L!'®,,N’, d’ol, en
passant & I’homologie, les homomorphismes canoniques (11.2.1.1). Comme les u; sont
bien déterminés & homotopie prés (M, V, 1.1), les homomorphismes (11.2.1.1) ne
dépendent pas du choix des #; ni du choix des résolutions libres L, et L!'.

Comme les Tor}'(M’, N’) sont des A’-modules, on déduit canoniquement de
(r1.2.1.1) des A’-homomorphismes

(xrx.2.1.5) @; : Tor*(M, N)®, A’ — Tor®(M’, N’).
Considérons maintenant deux homomorphismes d’anneaux

p: A>AY o AW S AG)

et leur composé cop : A>A®; posons Ml =M®, Al NO=N®,A? pour j=1, 2.
Alors ’homomorphisme canonique composé

Tor*(M, N) — TorA” (M®, N®) — TorA”(M®, N®)

est le méme que I'’homomorphisme canonique déduit de oop; cela résulte de ce que,
si LY est une résolution libre de M%, le diagramme

L ®,A% —s LY®,nA® — L@
est commutatif.

(1x.2.2) Les notations étant celles de (11.2.1), considérons maintenant un
systéme inductif filtrant de A-algebres (A,, ga,), €t pour tout indice «, posons M, =M®,A,,
N,=N®,A,; il résulte alors de (11.2.1) que pour chaque i, (Torf*(M,, N,), $iaa)s
ol {5, est ’homomorphisme canonique (11.2.1.1) correspondant & gg,, est un systéme
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inductif de A -modules. Posons A’=1i_r>n A,, M’=1£r>1 M, =M®,A’, N’=!i_r>n N,=N®,A’;
si on désigne par g, :A,—~A’ ’homomorphisme canonique, on en déduit des homo-
morphismes canoniques (11.2.1.1) ¢, : Tor}«(M,, N,) - Tor(M’, N’) qui (toujours
en vertu de (11.2.1)) forment un syst¢tme inductif d’homomorphismes; nous nous
proposons de compléter le résultat de (M, V, 9.4") en montrant que les

— i « 17 Ay A’ ’ ’
(xx.2.2.1) LI),-——l_II_T; $io 2 im Tor'«(M,, N,) — Torj"(M’, N')

sont des isomorphismes de A’-modules. Pour cela, nous procédons comme dans (M, V, g.5"),
en associant & chaque M, sa résolution libre canonique. Tout revient (compte tenu de ’exac-
titude du foncteur h_r)n) a prouver le

Lemme (1x.2.2.2). — Sotent (A,, gg,) un systéme inductif filtrant d’anneaux,
(M,, hg,) un spsteme inductif d’ensembles, A’=1i_n)1 A,, M':li_rr)l M,, g, :A,—~>A,
hy : My—>M' les applications canoniques. Pour tout o, soit F(M,) le A,-module des combinaisons
linéaires formelles d’éléments de M, ; soit de méme F(M') le A’-module des combinaisons linéaires
Sormelles d’éléments de M'; si by, : F(M,) —>F(Mg) (pour «<B) et h,:F(M,)—>FM)
sont les A -homomorphismes déduits de hy, et h, respectivement, (F(M,), ky,) est un systéme
inductif de A -modules et (h,) un systeme inductif d’homomorphismes. Alors

B'=lm £, : lim F(M,) - F(M’)=F(lim M,)
— — —

est un isomorphisme.

Pour la démonstration, voir Bourbaki, Alg., chap. II, g° éd., § 6, n° 6, cor. de
la prop. 10.

(xx.2.3) Reprenons les notations de (11.2.1) et considérons particuliérement le
cas i=1; posons T=Tor}(M,N), T'=T®,A’, T"=Tor} (M’,N"); alors ¢, est’homo-
morphisme Ker(f,®1y)/Im(fi®1y) - Ker(f;'®1y)/Im(f;"®1y.) qui se déduit par pas-
sage aux quotients de la restriction Ker(fi®1y) - Ker(f;'®1y,) de

4,®1 : L,®,N - L/®, N'=L/®,N.

Posons R=Ker(¢c), R”=Ker(c""), de sorte que I’on a les suites exactes

7' € "II E”
o—R—-Li—M-—>0 & o0—R'—L/'— M —o,

d’ot on déduit les suites exactes d’homologie

(11.2.3.1) o="TorA(L,, N)— T—> R®,N 125 L,®,N 225 M®,N — o

. o " @1 2
(11.2.3.2) o=Tor(Ly,N)— T” > R"®, N' 22 1,0, N 5 M'®, N’ — o
On a d’autre part un homomorphisme de A’-modules

v : R’=Ker(e)®,A’ —> Ker(e') — Ker(e”)=R".

121
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Montrons que le diagramme

(xx.2.3.3) .
T 25 RN —s L©®N — M®.N —> o

P v®1 U ®1
o — T” - R"® N — Lf® N — M®,N — o
est commutatif. Pour cela, on vérifie aussitot (M, IV, 1) que I’homomorphisme
0 : T->R®,N provient (dans le cas actuel) par passage au quotient de ’homomorphisme

w : Ker(f,®15) >R®, N, restriction de ’homomorphisme g,®1y : L;®, N - R®,N, ou
g : Li—>R est tel que fy=jogy; de méme pour 0”. Il suffit donc de voir que le diagramme

Ker(f,®1y) —> R®N —> R'®, N'=(R®,N)®,A’

@1

Ker(f'®1y) R"®, N’

est commutatif, ce qui résulte de la commutativité du diagrammc

L, — R

Lo

L]l.I RII

Lemme (xx.2.4). — Soient A un anneau, G une A-algébre, M un A-module, N un
C-module, A’ une A-algébre. Posons C'=CQ,A’, M'=M®,A’, N'=N®,A'=N®.C".
Supposons que M®,N soit un C-module plat. Alors I’homomorphisme canonique

¢y : TorA(M, N)®, A’ — Tor¥ (M, N')

(cf. (11.2.1.5)) est surjectif.

Gardons les notations de (11.2.3); l’exactitude a droite du produit tensoriel
montre que la suite L; L L, S M o est exacte; comme L et L{ sont des A’-modules
libres, on peut supposer que Pon a pris Ly=Ly', Li=L;", u, et u, étant les applications iden-
tiques et fy' =f;. Comme R=Im(f;) et R”"=Im(f)’)=1Im(f;), 'homomorphisme v est
surjectif, et il en est donc de méme de »®1. La démonstration sera achevée si 'on prouve
que la premiére ligne de (11.2.3.3) est exacte, v®1 étant surjective et %,®1 injectif
(Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 1, n° 4, cor. 2 de la prop. 2). Utilisons pour cela
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Phypotheése que M®, N est un C-module plat. Posant Q =Ker(e®1)=Im(j®1) dans
la suite exacte (11.2.38.1), 0n a les deux suites exactes 0 > Q - Ly®, N - M®, N — o0 et
T - R®,N —-Q — o, ot les homomorphismes sont des homomorphismes de C-modules ;
utilisant ’hypothese de platitude, on en déduit (0;, 6.1.2) la suite exacte

0—>Q®.,C" - (L®,N)®,C" - (M®N)®,C" -0
et d’autre part, le produit tensoriel étant exact a droite, on a la suite exacte
T®.C' > (R®,N)®,C’" - Q®,C’ -0
d’ou finalement la suite exacte
T®,C' - (R®,N)®.C’' - (L,®,N)®,C’ - (M®,N)®,C" -0

Mais par définition, pour tout C-module P, P®,C’'=P®,A’, d’oi la conclusion.
Lemme (x1.2.5). — Soient A un anneau, Y un idéal de A, B une A-algébre, M un B-module,
A—A’ un homomorphisme d’anncaux. On pose JF' =JA’, BP=B®,A’, M'=M®,A’'=M®E;B’.
Soit p’ un idéal premier de B’ contenant IB'. On suppose vérifiée 'une des hypothéses suivantes :
a) I est nilpotent.
b) A’ est noethérien, B’ est une A’-algébre de type fini, M’ un B'-module de type fini.
Dans ces conditions, supposons vérifiées les deux propriétés suivantes :
(1) M®,(A[I) est un (A[J)-module plat.
(1) L’homomorphisme canonique composé

TorA(M, A/S) 2> Tor¥ (M, A’[) —> (Tor¥ (M, A’[)),

(o §y est I’homomorphisme (11.2.1.1) et O I’homomorphisme canonique d’un B’-module dans
son localisé en p') est nul.

Alors My, est un A’-module plat.

Notons que. dans I’hypothése ) M, est un Bj-module de type fini, B, une
A’-algébre noethérienne, et que J'B,, est contenu dans le radical p'B, de B,; dans
Ihypothése a), ' est nilpotent; on va donc pouvoir appliquer le critére de platitude
(Oyp, 10.2.1) ou (O, 10.2.2) suivant que a) ou b) est vérifiée. En premier lieu,
on a My®,(A'[F) = (M'®,(A'[3))y =((MO4(A/3))®y5(A’[S))y; Thypothése (i)
entraine donc que M, ®,,(A’/J’) est un (A’/J’)-module plat, compte tenu de (0, 6.2.1
et 6.3.2). Reste donc a voir que Tory (M, A’/J')=o0; or ce Bj-module est égal
a (Tor(M’, A’[J')), en vertu de la platitude de B, sur B’. Mais en vertu de I’hypo-
thése (ii), I’homomorphisme composé 6o, : Tor}(M, A/J)®, A’ — (Torf (M’, A’[J')),
est nul; par ailleurs, (11.2.4) appliqué & C=A/J et N=C montre (compte tenu
de T’hypothése (i)) que ¢, est surjectif (car A’'/J'=C®,A’); donc ’homomorphisme 6
est nul et comme limage par 6 de Tor}'(M’, A’/J') engendre le Bj-module
(Tor} (M’, A’/J’)),, ce dernier est nul. C.Q.F.D.

Théoréme (xx.2.6). — Les notations étant celles de (8.5.1) et (8.8.1), on suppose S,
quasi-compact, X, et Y, de présentation finie sur S,; soient f, : X, —>Y, un S -morphisme,
F, un Ox -Module quasi-cohérent de présentation finie.
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(i) Soient x un point de X, x, sa projection canonique dans X,. Pour que F soit f-plat
au point x, il faut et il suffit qu’il existe N> tel que F, soit fi-plat au point x,.

(ii) Pour que F soit f-plat, il faut et il suffit qu’il existe A>a tel que F, soit fi-plat.

On peut supposer que S,=S,; comme Y, est de présentation finie sur S, Y, est
quasi-compact, et f, : X,—Y, est un morphisme de présentation finie (1.6.2, (v)),
donc on peut aussi se borner au cas ot Sg=Y,. En outre, en vertu de la quasi-compacité
de S, et du fait que I’ensemble d’indices L est filtrant, on peut se borner au cas ou
So==Spec(A,) est affine. De plus X, est quasi-compact, donc le méme raisonnement
montre qu’on peut aussi supposer X,= Spec(B,) affine; on a alors .9(,:"1\710, ou M,
est un Bj-module de présentation finie, et 'énoncé (11.2.6) est dans ce cas équivalent
au suivant (compte tenu de (0, 6.3.1)) :

Corollaire (xx.2.6.x). — Soient Ay un anneau, (A,)\cy un systéme inductif filtrant
de Aq-algébres, B, une A-algébre de présentation finie, M, un By-module de présentation finie.
On pose B,=B,®, A,, M;=M;®, A, =M,®; B,, A=1'i>nAx, B=1i_r>nBA=Bo®A°A,
M =£r;1 M, =M,®, A=M,®; B.

(1) Soit p un idéal premier de B, et pour tout \, soit p, son image réciproque dans B, . Pour
que M, soit un A-module plat, il faut et il suffit qu’il existe \ tel que (M,),, soit un A,-module plat.

(ii) Pour que M soit un A-module plat, il faut et il suffit qu’il existe \ tel que M, soit

un A,-module plat.
' On doit seulement démontrer que les conditions sont nécessaires (2.1.4). Nous
procéderons en plusieurs étapes.

I) Réduction au cas ou les A, sont noethériens. En vertu de (8.9.1), il existe un
sous-anneau Aj de A,, qui est une Z-algébre de type fini, une Aj-algebre de type fini B
et un Bi-module de type fini M, tels que l'on ait B,=B;®,, A, et My=M®,.A;
comme on a B, =Bi®,. A, et M, =M;®,,A,, on peut remplacer Ay, By, M, par A,
B;, M; dans I’énoncé de (11.2.6.1), en considérant les A, comme des Aj-algébres; on
peut donc déja supposer que A, est noethérien. Soit H Pensemble des couples (3, C,),
ou C, est une sous-A-algébre de iype fini de A,; ordonnons H en posant (A, G,)<(u, D,)
si A<p et si ’homomorphisme ¢, : Ay—A, est tel que ¢,(CG,)CD,; pour cet
ordre H est filtrant croissant, car si (A, C,) et (u, D,) sont deux éléments quelconques
de H, on les majorera par un (v, E,) en prenant v>X, v>p dans L, puis E, égal a la
sous-Aj-algébre de A, engendrée par ¢, (C,) et ¢, (D,). Pour un élément &=(2, C,)
de H, on posera A,=0C,, et pour £<n=(p,D,) (donc A<p et ¢,(C,))CD,),
@ : Ag—>A, sera la restriction a C, de ¢,,, considéré comme homomorphisme
dans D,; il est clair que I'on obtient ainsi un systéme inductif filtrant de Agy-algébres.
On pose By =B;®, A;, M; =M ®, A;; cette fois les A; sont noethériens; en outre
la formule de la double limite inductive (Bourbaki, Alg., chap. II, 3° éd., § 6, n° 4,
prop. 7) prouve que lon a encore li_n)iAng, li_r)nBazB, h_r’n M, =M. Supposons

H H H
(11.2.6.1) prouvé pour le systtme inductif (A;);cy; soit p un idéal premier de B,

tel que M, soit un A-module plat; il existe alors £eH tel que, si p; est l'image
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réciproque de p dans B, (Mg)y, soit un Ag-module plat. Soit £=(3, G,), de sorte
que linjection A; =C,—A, donne un homomorphisme B, =B,®, C, - B, =B,®, A,,
et si p, est 'image réciproque de p dans B,, p, est 'image réciproque de p, dans By;
on a par suite (MK)P)\=(ME®C;‘A)~)¥J)‘=((MZ)Pg®C)\A7\)P7\’ donc (M,),, est un A,-module
plat (0;, 6.2.1 et 6.3.2). On traite de méme le cas (ii) de I’énoncé. Nous pouvons donc
par la suite supposer les A, noethériens pour AcL (mais non nécessairement A lui-méme).
II) Réduction de Iénoncé global (ii) a I’énoncé ponctuel (i). Supposons que F soit f-plat.
Pour tout 2, soit U, I’ensemble des x,eX, tels que &, soit f,-plat au point x,; on sait
que U, est ouvert dans X, puisque S, est noethérien et f, de type fini (11.1.1); soit
V,=o71(U,) son image réciproque dans X. Comme, par hypothése, pour tout xeX,
il y a un X tel que &, soit fy-plat au point x,, projection de » dans X,, cela signifie
que x€V, pour un A; autrement dit, X est réunion des V,. D’ailleurs (2.1.4),
pour A<y, ona V,CV,, donc, comme X est quasi-compact, il existe un indice yu tel
que X=V,. Comme les X, sont quasi-compacts, il résulte de (8.3.4) qu’il existe un
indice v>p tel que o;,'(U,)=X,; mais par (2.1.4), cela entraine que F, est f,-plat.
II1) Fin de la démonstration. 11 reste a prouver (i) en supposant S, affine et noethé-
rien; si y, est la projection de x dans S;, on peut en outre, en vertu de (2.1.4) et
de (I, 3.6.5), remplacer S, par Spec(0, ), autrement dit on peut se borner au cas ou A,
est un anneau Jocal noethérien, d’idéal maximal my=j,; par définition, m, est 'image
réciproque de Iidéal premier p=j, de B, et M, est supposé étre un A-module plat;
on a donc en particulier Torf(A/myA, M,)=0, ce qui s'écrit aussi, puisque les
Tor}(A/myA, M) sont des B-modules et que B, est plat sur B, (Torf(A/m,A, M)),=o.
Notons maintenant que Tor*(Ay/m,y, M,) est un By-module de type fini, car on peut
le définir en prenant une résolution de Aj/m, par des Aj,-modules libres de type fini
(A, étant noethérien) et en tensorisant par M, ce qui donne des Bi-modules de type fini;
comme B, est noethérien, ’homologie du complexe ainsi obtenu est bien formée de
By-modules de type fini. Soit (#);<;<, un systtme de générateurs du By-module
Torf(Ay/m,y, M) et soit £ 'image canonique (11.2.1.1) de £ dans Torf(A/m,A, M).
L’hypothése entraine qu’il existe un heB—p tel que Af=o0 pour 1<i<m. Or,
ona (rr.2.2.1) Torf(A/myA, M)=li_rr>1 Tor* (A, /myA,, M,); il existe donc un A tel
que, si les #} sont les images des £ dans ToriA (A, [myA,, M,), il existe %,€B, d’image &,
tel que hyt*=o0 pour 1<i<m. Soit Pa=ls, lidéal premier de B, image réciproque
de p; ona h,eB,—p,, donc les images canoniques des #] dans (Tor{*(A,/myA,, M,))s,
sont nulles et par suite 'homomorphisme Tor{*(A,/mm,, My) — (Tor{* (A, /myAy, M,)),,
est nul. Les conditions du lemme (11.2.5) sont donc remplies (A,/m, étant un corps),
et (M,),, est un A,-module plat, ce qui achéve de démontrer le théoréme.
Corollaire (xx.2.7). — Soient S = Spec(A) un schéma affine, f: X—S un morphisme,
F un Ox-Module quasi-cohérent, x un point de X. Les conditions sutvantes sont équivalentes :
a) f est un morphisme de présentation finie, F est un Og-Module de présentation finie
et F est f-plat au point x (resp. f-plat).
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b) Il existe un schéma affine noethérien S,=Spec(A,), un morphisme de type fimi
Jo : Xo—>Sy, un Ox-Module cohérent F, un morphisme S—S, tels que le S-préschéma X,®g S
soit S-isomorphe a X et que, si on identifie X & X®¢ S, F soit isomorphe & F 0®@So@s, et F,
soit fo-plat au point x, projection de x dans X, (resp. fo-plat).

c) Les conditions de b) sont vérifices et en outre A, est une sous-Z-algébre de type fini de A,
le morphisme S—S, correspondant & injection canonique Ay— A.

Il est clair que ¢) implique 4) et ) implique a) en vertu de (2.1.4). D’autre part,
on peut considérer A comme limite inductive de ses sous-Z-algébres de type fini, et
on sait par (8.9.1) qu’il y a une telle sous-algébre A, et un morphisme de type fini
Jo : Xo—>S, tels que X soit S-isomorphe & XyXg S et & isomorphe a .‘370®@so@s; on
peut donc écrire X=1<_i£1 Xy, ot X;=X,®, A,, A, parcourant lensemble des
sous-Z-algébres de type fini de A contenant Ay, et F =0,(F,), ol v, : XX, est
la projection canonique et F,=%,®, A,. Il résulte de (11.2.6) qu’il existe A tel
que &, soit fy-plat au point x,=u0,(x) (resp. fy-plat); alors le sous-anneau A, de A
vérifie les conditions de ¢).

Proposition (xx.2.8). — Soient g :X—>S, h:Y—>S deux morphismes de présentation
finie, f:X—->Y un S-morphisme, F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie; pour
tout seS, sotent X,=g (s)=XxgSpec(k(s)), Y,=h"(s) =Y xSpec(k(s)), f, le
morphisme f X1 : X, —>Y,, F,=F @y k(s). Alors Pensemble E des seS tels que F soit f-plat
est localement constructible.

La propriété dont nous voulons démontrer qu’elle est constructible vérifie la
condition (9.2.1, (i)), en vertu de (2.2.13) et (2.5.1). Compte tenu de (9.2.3), on
peut donc se limiter au cas ot S est affine, noethérien et intégre de point générique v
et 2 prouver que E ou S—E est un voisinage de » dans S. Si neS—E, cela résulte
aussitdt du lemme (9.4.7.1). Si au contraire neE, il résulte tout d’abord de (11.2.6),
appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), qu’il y a un voisinage ouvert U de » dans S
tel que F|g~'(U) soit ~A~'(U)-plat; a fortiori (2.1.4) F, est f-plat pour tout seU,
ce qui acheéve la démonstration.

Le théoréme suivant généralise (11.2.6.1, (ii)) :

Théoréme (xx.2.9) (Raynaud). — Soient A, un anneau, (A,)gy un systéme inductif
Sfiltrant de A-algébres, B, une Ay-algébre de présentation finie, Jj, un idéal de type fini de By, My un
By-module de présentation finie. On pose By=B®, A,, J=JoBs, M=M;®, A,=M,®; B,,
A=li_r)n A,, B=Er_r>1 B, =B®, A, 3=3,B, M= 1_1& M, =M,®, A=M®; B. Pour
que gry(M) soit un A-module plat, il faut et il suffit qu’il existe N tel que gry, (M,) soit un
A,-module plat; les homomorphismes canoniques
gr.sl(MA)®A;‘A g gr.S(M)
gry, (M) ®,, A, — gr:"su(M;;) pour A<
sont alors bijectifs et grsu(Mu) est un A,-module plat pour A< p.

Montrons d’abord que les conditions sont suffisantes, ce qui revient a prouver la
bijectivité de (11.2.9.1). Cela résulte du lemme suivant :

(xx.2.9.1)
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Lemme (11.2.9.2). — Soient A un anneau, B une A-algébre, M un B-module,  un idéal
de B. Soient A’ une A-algébre; posons B'=B®,A’; M'=M®,A’'=M®e;B’, J'=3B".
St gry(M) est un A-module plat, I’homomorphisme canonique

(gr3(M))®, A" — gry, (M)
est bijectif.

En effet, par récurrence sur £, hypothése que les J*M/J***M sont des A-modules
plats pour k>0 entraine d’abord, par (0;, 6.1.2) que M/J**M est un A-module
plat; en outre (0, 6.1.2), la suite

0= (FHIM)®, A’ - M®, A’ > (M/F+1M)®, A’ — o

est alors exacte, autrement dit (J*+*M)®, A’ s’identifie & son image canonique '*+'M’
dans M'=M®, A’. D’autre part, toujours en vertu de (0, 6.1.2), la suite

0> (FHM)®,A" > (FM)® A’ — (FM/F I M)®,A' >0

est exacte, ce qui prouve le lemme.

Pour démontrer la nécessité des conditions de (11.2.9), nous procéderons en
plusieurs étapes.

I) Réduction au cas o les A, sont noethériens. — On procéde comme dans la réduc-
tion I) de (11.2.6.1), dont nous gardons les notations; il faut simplement commencer
par remplacer A; par une sous-Ag-algébre de type fini Ay’ de A, telle que, si 'on pose
B(’),=B(')®A;, Ay, ily ait dans By’ un idéal de type fini J;’ tel que Jy'B,=3J,. On considére
pour cela les sous-Ag-algeébres A, de type fini de Ay, qui forment une famille filtrante,
et 'on a BO:EI.E B,, ot B,=B;®,,A;; il y a donc un indice § tel qu’un systéme fini
de générateurs de J, soit formé d’images dans B, d’éléments de By; on prendra alors
Ay =Ajg, By =B; et pour Jy 'idéal engendré par ces éléments. On peut donc supposer
que A, (donc aussi By) est noethérien. On définit ensuite comme loc. ¢it. ensemble filtrant H
et les Ay, B;, M, pour £eH; on posera aussi J;=3J3,B; pour tout £eH. Supposons
alors que I’on ait démontré qu’il existe un £ =(A, G;) tel que gr%a(ME) soit un C,-module
plat; comme M, =M;®, A,, il résulte de (11.2.9.2) que gry, (M,) est un A,-module
plat.

II) Lemmes préliminaires.

Lemme (11.2.9.3). — Soient A un anneau, B=4§oB" une A-algébre graduée a degrés
positifs, M———iEeDz M; un B-module gradué. On suppose que By est un anneau local, et que chacun
des M; est un By-module de type fini. Pour que M soit un B-module de type fini, il faut et il suffit
que, st q est Pimage réciproque dans A de Pidéal maximal m de By, M®,k(q) soit un
(B®, k(q))-module de type fini.

La condition étant évidemment nécessaire, prouvons qu’elle est suffisante. Comme B,
(et par suite B) est une A,-algebre, on peut remplacer A par A,, autrement dit supposer
que A est aussi un anneau local dont q est 'idéal maximal. Par hypothese, il existe un
entier N tel que ’homomorphisme canonique

D (M;®p,B)®, k(q) ~ M®,k(q)

—-N<i<N
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soit surjectif; cela signifie aussi que, pour tout entier n, I’homomorphisme canonique
de k(q)-modules

—NSG@SN (Mi®B. Bﬂ—-i)®Ak(q) - Mn®Ak(Q)

est surjectif. Or, M,, est un By-module de type fini, By un anneau local et gB,Cm; donc
le lemme de Nakayama prouve que chacun des homomorphismes canoniques

@ (Ms’®B. Bn—t’) g Mn

~N<i<N

est surjectif, d’ou la conclusion.

Corollaire (xx.2.9.4). — Sous les hypothéses de (11.2.9.3), on suppose en outre que
chacun des B, et chacun des M, soit un By-module de présentation finie, et que M soit un A-module
plat. Pour que M soit un B-module de présentation finie, il faut et il suffit que M®,k(q) soit
un (B®,k(q))-module de présentation finie.

En vertu de (11.2.9.3), si la condition de I’énoncé est vérifiée, M est un B-module
de type fini, donc il existe un B-module libre gradué de type fini L (ayant donc une base
finie formée d’éléments homogénes) et un homomorphisme gradué surjectif de degré o,
u: L—-M. Soit R=XKer(4), qui est un B-module gradué; il y a donc un nombre fini
d’entiers m; (1<j<r) tels que pour chaque entier 7, R; soit le noyau d’'un homomorphisme
surjectif 1<(—;'B<rB‘ +mj—>M,-; on conclut alors de ’hypothése sur les M; et les B; que R;
est un By-module de type fini (Bourbaki, 4lg. comm., chap. I, § 2, n° 8, lemme g). Pour
prouver que R est un B-module de type fini, notons qu’en vertu de ’hypothése de platitude
et de (0, 6.1.2) la suite

0—>R®,k(q) > L®,k(q) > M®, k(q) >0

est exacte, et I’hypothése entraine donc (Bourbaki, loc. cit.) que R®,k(q) est un
(B®, k(q))-module de type fini; il suffit donc d’appliquer & R le lemme (11.2.9.3).

III) Réduction au cas o les homomorphismes de transitions ¢,y @ Ay—A, (pour A<y)
sont injectifs. — Soit A} 'image de A, par 'homomorphisme canonique ¢, : Ay—A ;
il est clair que les A} forment un systéme inductif de sous-anneaux noethériens de A, dont
la limite inductive est A, et les homomorphismes de transition A} —A, (pour A<u) sont
injectifs. Posons Bj=B,®, A}, J\=3J,B}, Mj=M,®, Aj=M,®,, A}; on a encore
B:&n B3, M:li_r)n M;. Supposons que l’on ait prouvé qu’il existe un A tel que,
pour p>=A, gr}SiL(Ml’L) soit un A -module plat. Soit a, le noyau de ’homomorphisme ¢,,
qui est donc un idéal de type fini de ’anneau noethérien A,. Il résulte de la définition
de la limite inductive qu’il existe un indice p>X tel que ¢,(a,)=o0, autrement
dit ’homomorphisme ¢,, se factorise en @, : Ay—~Aj—A,, et l'on peut écrire
B,=B\®;; A,, J.=3B, et M,=M;®,; A,; on déduit donc de (11.2.9.2) que
gr}su(Mu) est un A -module plat.

IV) Réduction au cas on By=A,[T,, ..., T,] et gry (By)=B,. — En vertu de
Ihypothése, il y a un systtme (4);<;<, de générateurs de la Ay-algébre de type
fini By, tel que les £ pour i<m engendrent I'idéal J, de B,. Posons By=A,[T,, ..., T,],
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algébre de polynémes (donc noethérienne), et soit I, I'idéal de B; engendré par
les T; d’indice i<m; on a alors un Aj,-homomorphisme surjectif %, : B)—B, trans-
formant chaque T; en ¢ (1<i<n), donc tel que u,(J;)=3T,; cet homomorphisme
permet de considérer M, comme un Bj-module de type fini. On pose alors

s =Bi®, A= Ay[Ty, -, T,], Sy =3B}, B=Bj®, A—A[T,, ..., T,], =B, de
sorte que 3’ est 1'idéal de B’ engendré par les T; d’indice i<m; en outre, il est clair
que pour tout entier £>0, on a J*M=J*M et J¥M,=55M, pour tout A; donc
gry (M) =grg(M) en tant que A-module et gry (M,)=gry (M,) en tant que
A,-module; on peut donc substituer B’, B}, J’, J) a B, B;, J, J, respectivement dans
la démonstration; on notera en outre que par conmstruction gry(B’) s’identifie & B’
et gry(B}) a Bj.

V) Preuve du fait que gry(M) est un gry(B)-module de présentation finie. — Nous
supposons donc désormais A, et les A, noethériens, les homomorphismes de transi-
tion A;—A, injectifs, By=A,[Ty, ..., T,], J, étant engendré par les T; d’indice i<m;
Ianneau C,=gry (By) s’identifie donc a B, et C=gr§(B) s’identific 2 B; nous
utiliserons seulement tout d’abord dans ce qui suit le fait que C=C,®, A.

Nous aurons besoin de la variante suivante de (6.9.3) :

Lemme (x1.2.9.5). — Soient Ay un anneau noethérien, By une Ag-algébre de type fini,
Jo un idéal de By, M un By-module de type fini. Il existe alors une suite (Sy;); < ;< de sous-schémas
de Sy=Spec(A,) ayent les propriétés suivantes :

19 Les espaces sous-jacents aux So; sont deux & deux disjoints et forment un recouvrement de S,.

20 Pour chaque i, Pensemble S,; est ouvert dans ,9.80]-.

3° Chaque schéma Sy, est affine. =

4° Si Ay est Panneau de Sy; et si Pon pose By, =B,®, Ay, Joi=JeBoi, alors
gry, ,(Mo®, Ag,) est un Ag-module plat.

On procéde comme dans (6.9.3) par récurrence noethérienne, en supposant le
lemme vrai lorsqu’on y remplace A, par Aj=A,/a,, ou 'idéal q, est tel que V(a,)+ Sy,
B, par By=B,®, A;, I, par Jp=JyB, et M, par M ®, A;. On considére le nilradical f,
de A, et il suffit évidemment de prouver le lemme en remplagant A, par A,/R, et B,
Jo> M, par les objets correspondants comme ci-dessus. Autrement dit, on peut supposer
que A, est réduit; d’autre part, gry (B,) est une Agj-algébre de type fini et gry (M)
un gry (By)-module de type fini; en vertu du théoréme de platitude générique (6.9.1),
il existe un ouvert D(£)CS, tel que si Pon pose Ay =(Ay),, 8r5,(Mg)®,, Ay soit
un Ay-module plat; mais puisque Ay, est un Ay-module plat, gry (My)®, Ay, s’identifie
a gry, (Me®, Ag), o By=B®, Ay et Jo=JoBo1- Le complémentaire de D(¢,)
dans S, est alors de la forme V(q,), et on conclut en appliquant I’hypothése de
récurrence noethérienne.

Appliquons ce lemme a la situation actuelle, en gardant les mémes notations;
posons UOizjgis(,,., qui est un ouvert quasi-compact de S;. Il y a donc une famille
finie (.fik)lsis;,lsksn d’éléments de A, tels que pour chaque i, U, soit réunion

des D(f,) (1<k<n).
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Le Cy-module gry (M,) est engendré par un nombre fini d’éléments homogénes
de degré 1, de sorte qu’il y a un épimorphisme de Cy-modules gradués u, : Cj — gry (M,).
Comme C=C,®, A et que ’homomorphisme canonique gry (M,)®, A — gr5(M) est
surjectif, on déduit donc de u, un épimorphisme de C-modules gradués

w: TS g (My)@,, A — gri(M),
et tout revient a voir que le C-module gradué Q =Ker(u) est de type fini.

Lemme (x1.2.9.6). — Sous les hypothéses précédentes, soit K, un idéal de Ay; posons
Ag=Ay/R, By=B®, Aj=B,/R,By, I =T0By, R=ReA, A'=A/R, et supposons en outre
que gry,(Mo®, Ag) soit un Ag-module plat. Alors il existe un nombre fini d’élémerts g, (1<h<s)
de Q tels que, pour tout idéal premier pD ]KB de B, les images canoniques des g, dans Q ,, engendrent
le Cy-module Q ,,.

Supposons ce lemme démontré, et notons qu'on peut encore l’appliquer en
remplagant A, par (A,),, By, Jo, My, A, et A par les objets correspondants (By),,
(30)i> (M), (Ay), et A, pour tout f,eA,y, puisque (A,), est un A,-module plat.
On appliquera alors ce lemme en remplagant successivement A, par chacun des
anneaux (A);, K, €tant remplacé par I'idéal K définissant le sous-schéma fermé
de D(f;) induit par Sy; sur Pouvert Sy;nD(f,) de S,;. Comme ’hypothése de plati-
tude de (11.2.9.6) est vérifiée dans chacun de ces cas en raison de (11.2.9.5), on
obtient ainsi pour chaque couple (7, £) une famille finie (gy);<p<; d’éléments de Q
dont les images dans Q . engendrent ce C, -module, pour tout idéal premier p; de By,
contenant K;B, . On peut écrire, pour un entier d>o0 convenable, ag,= by, fi# pour
tous les indices i, £, &, avec by,€Q. Puisque les Sy; recouvrent Sy, fout idéal premier p
de B est tel que son image dans S, appartienne a un ensemble S,;nD(f,), donc
limage p; de p dans B, contient KB, . Comme les images des by, (1<A</) dans
Q,,=Q, engendrent ce C;-module, on en conclut que les by, (1<7<m, 1<k<n, 1<A<])
engendrent le C-module Q) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, th. 1).

Reste & démontrer le lemme (11.2.9.6). Posons C'=C®,A’'=C/KC, B’=:B®AA’,
J'=3B, M'=M®, A’. Par hypothése gry(M) est un A-module plat, donc gr,(M’)
s'identifie 2 gry(M)®, A’ (11.2.9.2), et on a la suite exacte (0, 6.1.2)

(rx.2.9.7) 0—>Q®AA’—>C"@£>'gr?3.(M') — 0.

Posons Cy=Cy®, A;j=GC,/KC, et considérons I’épimorphisme de Cg-modules

gradués
up @14

uy : Co' —— gry, (M,)®,, Ay — gr'sz(M(,@A. Ap).

Soit Q ,=XKer(u); utilisant le fait que gry,(My®, Aj) est un Aj-module plat, on voit
que gry,(My®, Aj)®, A’ s’identifie a2 gry(M’) (11.2.9.2) et on a la suite exacte
(0;,6.1.2)

(1x.2.9.8) 0—>Q_0®A:.A'—->C"E—%>'grz~s,(M') — 0,
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d’oli, par comparaison avec (11.2.9.7), un isomorphisme de C’-modules gradués
Q®, A’ 3 Q®, A"

Comme C est noethérien, Q , est un Cy-module de type fini, donc Q (®,, A" est
un C’-module gradué de type fini, et il en est par suite de méme de Q®, A’; soient
g, (1<h<s) des éléments homogeénes de Q dont les images dans Q®, A’ engendrent
ce C’-module.

Considérons maintenant un idéal premier quelconque pd KRB de B; on a
Cp=gr?3p(Bp) par platitude, et gr%p(Bp)=Bp/3p est réduit a o ou est un anneau local;
pour prouver le lemme, on peut évidemment se borner au second cas. Il est clair
alors que chacun des (B,/J,)-modules grgp(Bv) est de présentation finie. D’autre part,
pour tout indice i, M/JM sidentifie & (M,/J;M,)®,,A, et est donc un B-module
de présentation finie. Par récurrence sur i, ’hypothése que gry(M) est un A-module
plat entraine, en vertu de (0, 6.1.2) que M/J¥'M est un A-module plat. L’application
de (11.2.6.1) ot Pon remplace M, par M,/JEM, pour k<i: montre qu’il existe un
indice A; tel que, pour p>2;, chacun des M, /JE*'M, soit un A,-module plat, et
par suite aussi (0, 6.1.2) chacun des gr’éu(M“) est un A -module plat pour k<i. On
déduit par suite de (11.2.9.2) que chacun des (B/J)-modules gri(M) est de présen-
tation finie, donc gr‘sp(Mp) est un (B,/J,)-module de présentation finie. Par ailleurs
les images des ¢, dans Qp®Bpk(p):(Q@AA’)¥,®A,Ic(p) engendrent ce (Cp®Bpk(p))-
module (car Cp®Bpk(p)=C;®A.k(p)); comme on a la suite exacte

Q8 k(p) — C; @y k(p) — gry, (M,) @y k(p) — 0

on en conclut que gr})p(Mp)®Bpk(p) est un (Cp®Bpk(p))-modu1e de présentation finie.
Appliquant le lemme (11.2.9.4) ot A, B, M sont remplacés respectivement par B,,
C, et gr}sp(Mp), on en conclut que Q ,, est un G,-module de ¢ype fini. Utilisant maintenant
le lemme de Nakayama (et le fait que C=B) on en déduit que les images des ¢, dans Q,,
engendrent ce C,-module. Ceci achéve de prouver le lemme (11.2.9.6) et le fait
que gry(M) est un C-module de présentation finie.

VI) Fin de la démonstration. Posons pour abréger C,=Cy®, A, (égal en fait
a B)), Ny=gry,(M,) et N=gr5(M). Notons d’abord que pour chaque entier £,

S*M s’identifie a lim It M, par exactitude du foncteur lim, I'image de JEM, dans M,
pour A<y (resp. dans M) engendrant JXM, (resp. J*M); utilisant encore 'exactitude
de li_n;, on en conclut que N s’identifie canoniquement a 1_113)1 N,. Faisant cette identi-
fication, nous allons d’abord prouver que :

(xx.2.9.9) Pour ) assez grand, ' homomorphisme canonique vy : Ny ®,, A —N est bijectif.

Comme les C, sont noethériens et N, un C,-module de type fini, les C-modules
N,®,,A sont de présentation finic et forment un systtme inductif filtrant, dont la
limite inductive s’identifie canoniquement & N en vertu du fait que 1_12 commute aux
produits tensoriels. En outre, les homomorphismes de transition ,, : N;®, A >N, ®, A
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pour A<u et les homomorphismes v, sont surjectifs. Pour un A fixé, considérons les
sous-C-modules Ker(z,,)=N, de N,® A, A par définition de la limite inductive, ils
forment une famille filtrante croissante de sous-C-modules de Ker(s,), dont la réunion
est Ker(v,); mais on a vu dans V) que N est un C-module de présentation finie, donc
(Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 2, n° 8, lemme 9) Ker(z,) est un C-module de fype
Jini; il existe par suite un indice p>Ai tel que N; =Ker(v,), ce qui signifie (vu le fait
que 7, est surjectif) que o, est injectif; comme il est surjectif, cela prouve (11.2.9.9).

Quitte a remplacer A; et M, par A, et M, pour A assez grand, on peut donc
supposer que I’homomorphisme canonique v, est bijectif pour fout A. Posons alors
Py =N;®; Cy=Ny®, A,, de sorte que N :li_l’-)n P,. Comme C, est une Aj-algébre de
présentation finie et Py un Cy-module de présentation finie, on peut appliquer &4 C et N
le résultat de (11.2.6.1) et on voit donc qu’il existe un indice A tel que, pour u>A,
P, soit un A,-module plat. Or, pour p>2, on a un diagramme commutatif

P, — N

I

N, — N

Yy

ou il résulte des définitions que w, est surjectif. Comme, en vertu de III), les homo-
morphismes A,—A sont injectifs et que P, est un A ,-module plat, ’homomorphisme
canonique Pu—>N=Pu®AuA est wnjectif; on conclut donc du diagramme commutatif
précédent que w, est aussi injectif, donc bijectif, et par suite N, est un A,-module plat
pour p>X, ce qui achéve de prouver (11.2.9).

Remarque (11.2.10). — Nous ignorons si la généralisation de (11.2.6, (i)) analogue
au th. de Raynaud, est valable.

11.3. Application a I’élimination d’hypothéses noethériennes.

Théoréme (xx.3.1). — Soient f : X—Y un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Alors ensemble U des points xeX tels que F
soit_f-plat au point x est ouvert dans X. Si de plus Supp(F)=X, f|U est un morphisme ouvert.

La seconde assertion a déja été démontrée (2.4.6) et n’a été insérée que pour
mémoire.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer que X et Y sont affines, et
que f est un morphisme de présentation finie. Soit xeX un point tel que F soit f-plat
au point x. Appliquant (11.2.7), on peut supposer que X=X;XyY, f=/fX1,
F=F 0®@Yomy, ou Y, est noethérien, f;:X,—Y, un morphisme de type fini, &, un
Ox,-Module cohérent; en outre, si x, est la projection canonique de x dans X,, on peut
supposer que % est fo-plat au point x,. Alors, en vertu de (11.1.1), Pensemble U, des
points de X, ou &, est fy-plat est un voisinage de xy; donc & est f-plat aux points de
I'image réciproque de U, dans X (2.1.4), et cela prouve que U est un voisinage de x.
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Corollaire (xx.3.2). — Soient f:X—>Y, g:Y—Z deux morphismes de présentation
Sinie, F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Alors ensemble U des yeY tels
que, pour toute générisation y' de y, F soit (gof )-plat en tous les points de f~1(y') (i.e. tels que
F ®ySpec(Oy,,) soit plat relativement au morphisme X XySpec(Oy ,)—>Z) est ouvert
dans Y.

Le méme raisonnement que dans (11.1.5) montre que si V est ’ensemble des xeX
ot F est (gof)-plat, U est ’ensemble des peY dont toute générisation appartient a
E=Y—f(X—V). Comme gof est de présentation finie, V est ouvert dans X en vertu
de (11.3.1), donc ind-constructible (1.9.6), et par suite X—V est pro-constructible;
mais comme f est quasi-compact, f(X—V) est pro-constructible dans Y (1.9.5, (vii)),
et par suite E est ind-constructible dans Y. Mais il résulte alors de (1.10.1) que U est
I'intérieur de E, donc ouvert dans Y.

Corollaire (xx.3.3). — Sotent A un anneau, B une A-algébre de présentation finie, C une
B-algébre de présentation finie, M un C-module de présentation finie. Alors I’ensemble des qeSpec(B)
tels que M, soit un A-module plat est ouvert dans Spec(B).

Proposition (xx.3.4). — Soient f: X —S un morphisme localement de présentation finie,
F un Idéal quasi-cohérent de type fini de Ox, Y le sous-préschéma fermé de X défini par £, F un
Ox-Module de présentation finie. On suppose que grs(F) est f-plat. Dans ces conditions :

(1) F est f-plat aux points de Y.

(i) St gr§(Ox) est f-plat, gry(Ox) est une (Ox /[ F)-Algébre de présentation finie et gry(F)
est un (gry(Ox))-Module de présentation finie.

(iii) Supposons gry(Ox) f-plat (ce qui entraine que Ox | # est f-plat). Alors Densemble W
des yeY tels que (gry(F)), soit un (Ox/ ¥ ),-module plat est ouvert dans Y.

(iv) Supposons gry(Ox) f-plat. Soit S’—S un morphisme quelconque ; soient X'=X XS,
p: X'=>X la projection canonique, Y'=p ' (Y)=Y XgS’ le sous-préschéma fermé de X',
difini par F'=p(F)Ox, F'=p(F)=F® O ; alors, si W=p"Y(W), on a
gry (F)|W = p" (g1 (F)|W), et gri.(F') est un (Ox.| #')-Module plat aux points de W'

Les questions étant locales sur X et S, on peut supposer que S==Spec(A) et
X =Spec(B) sont affines, B étant une A-algeébre de présentation finie, et F :ﬁ, ou M
est un B-module de présentation finie, ¢ :5, ou J est un idéal de type fini de B; en
vertude (8.9.1) et (8.5.11), il existe un sous-anneau noethérien A, de A, une Aj-algébre
de type fini B, tels que B=B®, A, un idéal J, de B, tel que J=J,B, un By-module
de type fini M, tel que M =M ®, A =M ®z B. En outre, A est limite inductive de ses
sous-Ag-algébres de type fini A,; on pose B,=B,®, A,, M, =M®, A,=M®; B,,
3r =3By, de sorte que BZl_iI_'I)l B,, Mz@)ﬂ M,. Cela étant, par hypothése gry(M)
est un A-module plat; donc il résulte de (11.2.9) qu’il existe un A tel que gry, (M,)
soit un A,-module plat. Pour prouver que & est f-plat aux points de Y, on peut donc
se borner au cas ou S est noethérien; mais alors (0, 6.1.2), appliqué par récurrence
sur n, prouve que les &/ #"t' % sont f-plats, et on conclut par (Oyy, 10.2.6).

La démonstration de (ii) se raméne de la méme facon au cas o S est noethérien,

133



134 A. GROTHENDIECK Chap. IV

en utilisant (11.2.9); la conclusion est alors évidente, gry(B) étant dans ce cas une
(B/J)-algebre de type fini et gry(M) un gr(B)-module de type fini.

Pour prouver (iii), on se raméne comme dans (i) au cas ou S et X sont
affines; avec les mémes notations, on peut supposer, en vertu de (11.2.9) que
gry, (Ba) et gry,(M,) sont des A,-modules plats et que I'on a gry(B)=gry, (B,)®,, A
et gry(M)=gry (M,)®,, A. Par suite gry(B) est une (B/J)-algébre de présentation
finie et gry(M) un gry(B)-module de présentation finie. Si W™ est I'ensemble des
peSpec(B/J) tels que gry(M), soit un (B/J)-module plat, W™ est ouvert dans Spec(B/J)
(1r1.3.1) et 'on a W=QW"‘, donc W est stable par générisation. L’assertion (iii)
résulte alors de (11.3.2) appliqué en y prenant X =Spec(gry(B)), Y=7Z = Spec(B/J)
et F=(gr5(M))~

Enfin, (iv) découle aussitét de (11.2.9.2).

Généralisant la définition de (6.10.1), on dit que pour un préschéma X, un sous-
préschéma fermé Y de X défini par un Idéal quasi-cohérent £ de Oy, et un Ox-Module
quasi-cohérent F, F est normalement plat le long de Y en un point y si (gry(F)), est un
Oy ,-module plat. On dit que F est normalement plat le long de Y s’il I’est en tous les points
de Y.

Corollaire (xx.3.5). — Sous les hypothéses générales de (11.3.4), on suppose que gry(0x)
et gry(F) soient f-plats. Alors Pensemble W des yeY tels que F soit normalement plat le long
de Y au point y est ouvert dans Y, et (avec les notations de (11.3.4, (iv))) F' est normalement
plat le long de Y’ en tous les points de W’'=p~1(W).

Proposition (xx.3.6). — Les notations étant celles de (8.5.1) et (8.8.1), on suppose S,
quasi-compact, X, de présentation finie sur S, Y, un sous-préschéma fermé de X, défini par un
Idéal quasi-cohérent 7, de type fini de Ox  tel que gry (Ox ) soit plat sur S,; enfin on suppose
que F o est un Ox -Module de présentation finie. Pour que F soit normalement plat le long de Y,
il faut et ol suffit qu’il existe \ tel que F, soit normalement plat le long de Y,.

Notons que Y (resp. Y,) est le sous-préschéma fermé de X (resp. X,) défini
par JF=_4¢,0x (resp. Jr=,0x,); en vertu de I’hypothése et de (11.2.9.2), on a
213 (Ox) =13, (0, )@oq Os et g5, (Ox,) =g (Cx )@, O, pour 1>, et grj(C) (resp.
gr3,(0,)) est plat sur S (resp. S,), ce qui entraine que Y est plat sur S (resp. Y, plat
sur §,). Si &, est normalement plat le long de Y,, gry, (¥ 2| Y, est plat sur Y,, donc
aussi sur S,, et comme (gry, (#))),, =0 pour x¢Y,, gry, (F),) est plat sur S,. On en
conclut (11.2.9.2) que gry(F)= gr;'h(ﬂ'l)(@@sl@s, donc & est normalement plat le
long de Y. Pour prouver la réciproque, on peut supposer que S, et X, sont affines et
adopter les notations de (11.2.9); puisque grg(B) est un A-module plat, il en est de
méme de gry(M), donc, en vertu de (11.2.9), il existe A>a tel que gry (M,) soit un
Aj-module plat, d’ou gry(M)=gry (M,)®,, A. En outre (11.3.4, (ii)), gry,(M,) est
un gry, (B,)-module de présentation finie et gry, (B,) une (B,/3J,)-algebre de présentation
finie. La conclusion résulte alors de (11.2.6).
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Proposition (xx.3.7). — Sotent f: X —>Y un morphisme localement de présentation finie,
F, F' deux Og-Modules quasi-cohérents de présentation finie, u : F'—F un Og-homomorphisme,
x un point de X et y=f(x); on suppose que F est f-plat au point x. Les conditions suivantes sont
alors équivalentes :

a) On a (Keru),=o et Cokeru est un Ox-Module f-plat au point x.

b) L’homomorphisme (u®1), : (F'®o k())), — (F B0 k()), est injectif.

St de plus F est f-plat, I'ensemble des points x vérifiant les conditions équivalentes précédentes
est ouvert dans X.

La condition a) entraine 4) en vertu de (0;, 6.1.2), sans hypothése sur #. Pour
démontrer la réciproque, on peut se borner au cas ot X et Y sont affines, puis, en vertu
de (8.9.1) et (11.2.7), supposer que I'on a X=X Xy Y, f=fyx1, .9":.9"0®0Yoﬁy,
F '=.97(')®@Y.(0y, u=uy®1y, ou Y, est noethérien, f, : X,—Y, un morphisme de type
fini, #,, #; deux Ox-Modules cohérents, u, : F;—F, un homomorphisme; en outre,
si x, est la projection de x dans X,, on peut supposer que % est fy-plat au point x,.
Posons y,=f(x,); en vertu de la transitivité des fibres (I, 3.6.4), le morphisme projec-
tion f~'(p)—>fy () est fidelement plat (2.2.13), et comme (#®1),=((1,® 1).)®1,,,
I'hypothése que (u®1), est injectif entraine qu’il en est de méme de (%,®1), (2.2.7).
Or, cela entraine, par (O, 10.2.4) appliqué aux anneaux locaux noethériens 0, et O,
et aux 0, -modules (F ), et (F,),, (dontle second est plat sur 0,) que 'on a (Ker %), =0
et que Coker y, est fy-plat au point x,. On déduit d’abord de la que Coker u est f-plat au
point x (2.1.4); en vertu de I’exactitude a droite du produit tensoriel, on a d’ailleurs
Coker u=(Coker u,) ®0Y.0Y; appliquant alors (0;, 6.1.2) a la suite (exacte par hypotheése)

0—>(F )z, (Fo)s,—> (Coker 1), >0

on en déduit que u, est un homomorphisme injectif.

Enfin, il résulte de (11.1.2) que ’ensemble U, des points z,eX, tels que le
morphisme (#4,®1), soit injectif est ouvert; par platitude on en déduit que pour
tout zeX au-dessus de zyeU, le morphisme (#®1), est injectif, donc ’ensemble de
ces points contient 'image réciproque U de U, dans X et est par suite un voisinage de x,
ce qui achéve la démonstration.

Théoréme (11.9.8). — Soient f: X—Y un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie, (g;);<;<, une suite de sections de Ox au-dessus

de X; posons F,

= f/;lgiﬂ' pour o<i<n (avec Fo=F). Soient x un pointde X, y=f(x),
et posons X, =f"1(9) 1—— X XySpec(k(9)), Fy=F ®o k(y), qui estun (0Xy-Module. On sup-
pose que les (g;), appartiennent & I'idéal maximal m . Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La suite ((g;),) est Fy-réguliere et les F;(0<i<n) sont f-plats au point x.

b) La suite ((g;),) est Fyrégulitre et F, est f-plat au point x.

b’) Il existe un voisinage U de x tel que la suite (g;|U) soit (F|U)-quasi-réguliére, et F, est
S-plat au point x.
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c) F est f-plat au point x, et la suite ((g;®1),) d’éléments de QXW « tmages des (g;),
est (F ) -réguliere.

d) F est f-plat au point x, et pour tout morphisme Y'—Y et tout point x'eX'=XxyY’
au-dessus de x, si Pon pose F'=F@yY', la suite (g;®1), d’éléments de O, , est
F -réguliere.

En outre Uensemble des xe€X vérifiant ces conditions est ouvert dans ensemble Z des x
tels que g;(x)=o0 pour tout 1.

Le fait que a) entraine d) résulte aussitét de (0, 15.1.15), et ¢) est un cas par-
ticulier de d); par ailleurs a) implique &) trivialement. Montrons que &) ou ¢)
entraine a). Les &%, sont de présentation finie; le fait que ¢) implique a) résulte alors
aussitot de (11.8.7) par récurrence sur n, et cela montre aussi que ensemble des xeX
vérifiant ¢) est ouvert dans Z. Pour montrer que 5) entraine a), on est aussitét
ramené, par récurrence sur z, au cas n=1; nous écrirons g au lieu de g,. La question

tant locale sur X et Y, on peut supposer Y =Spec(A), X =Spec(B) affines, B étant
une A-algébre de présentation finie, & =fl\7[, o M est un B-module de présentation
finie. On peut alors (8.9.1) écrire B=By®, A, M=M,®, A, ol A, est un sous-anneau
noethérien de A, B, une Aj-algébre de type fini et My un Bj-module de type fini. En
outre A est limite inductive filtrante de ses sous-anneaux A, qui sont des Aj-algébres
de type fini (donc noethériennes), et si 'on pose B, =B,®, A,, M, =M,®, A,, B, est
une A,-algébre de type fini, M, un B,-module de type fini et 'on a B:l_i;n B,,

M =E1>1 M,. Il existe donc un indice A et un élément g,eB, telsque g=g,®1;revenant

aux notations géométriques et posant Y,==Spec(A,), X, =Spec(B,) et F,=M,, il
nous suffira de prouver qu’il y a un p>2 tel qu’au point x,eX, projection de x,
(gm),pu soit (& u)%-régulier et #,/g, %, plat sur Y, au point x,. On en déduira en effet,
par (0, 15.1.16) que &, est plat sur Y, au point x,, donc & plat sur Y au point x.

Le fait que b) entraine a) résultera donc de la proposition suivante :

Proposition (1x.3.9). — Les notations et hypothéses générales étant celles de (8.5.1)
et (8.8.1), supposons que f,:X,—~>Y, soit un morphisme localement de présentation finie.
Soient F,, Y, deux Ox -Modules quasi-cohérents de présentation finie, h,: F,~9, un
Ox -homomorphisme, H, son conoyau. Sotent enfin x un point de X, x, sa projection dans X,
pour A=a. Pour que h, soit injectif et que H°—=Coker h soit f-plat au point x, il faut et il suffit
quil existe N> tel que (b)), soit injectif et que ', =Coker hy soit fy-plat au point x,. En
outre, Uensemble des x€X ayant les propriétés précédentes est ouvert dans X.

Rappelons qu’en vertu de Dexactitude a droite du produit tensoriel, on a
H,=0v,,(H#,) pour A<p et H=uv,(H#,), ce qui justifie les notations.

La suffisance de la condition provient de ce que, si la suite

0 — ('?7\).1:;‘ g (g}\)z;\ -> (%7\)1')\ —>0

est exacte et ()),, un 0y, -module plat, #, est un Op,-module plat par changement

de base (2.1.4) etla suite 0% ,—~>%,—~>H#,—0 est exacte (2.1.8). Pour prouver que
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la condition est nécessaire, notons que S est de présentation finie; la question étant
locale sur X, on peut supposer X et Y affines, et, en vertu de (11.3.1), supposer que #
est f-plat. Notons maintenant le

Lemme (xx.3.9.x). — Soient f:X—>Y un morphisme localement de présentation finie,
Y, A deux Ox-Modules quasi-cohérents de présentation finie tels que € soit f-plat, p : G—~H
un homomorphisme surjectif. Alors Ker(p) est un Ox-Module de présentation finie.

On peut en effet supposer X, Y affines, et qu’il existe un morphisme Y—Y, ou Y,
est noethérien, un morphisme f, : X,—Y, de type fini tels que X=X, Xy Y, f=(/5) x>
deux Oy -Modules cohérents %,, &, et un homomorphisme p, : ¥,—#, tels que ¥,
H et p se déduisent de ¥, ', et p, par changement de base (8.9.1 et 8.5.2). En outre,
on peut supposer p, surjectif (8.5.7) et #, fo-plat (11.2.7). Alors, si ¥ y=Ker(p,),
Ay est un Ox -Module cohérent (0, 5.3.4) et en vertu de (0;, 6.1.2), H# =Ker(p) se
déduit de X", par changement de base, donc est de présentation finie.

Ce lemme étant démontré, posons # =Ker(¥—), qui est donc de présentation
finie. On a un homomorphisme canonique ¢ : & —J", et par hypothése ¢, : F,—>HA,
est un isomorphisme; par suite (0, 5.2.7) il existe un voisinage U de x tel que ¢|U
soit un isomorphisme, et en restreignant X, on peut supposer que la suite

0—»3"—’;?»%—)0

est exacte. Cela étant, il résulte de (11.2.6) que pour un A assez grand, J#, est un
0Ox,-Module plat; posons %' =Ker(9,—~)) et A w =03, (A7) pour p>1; il résulte
de (0, 6.1.2) que 'on a A", =Ker(¥,—~H#,) et A =0v,(X,)=Ker(¥—>H#)=%. On
a d’autre part pour tout p>A un homomorphisme canonique g¢,: %, —X", avec
4,="03,(q2) pour A<y, et g=u,(g,). Comme ¢ est un isomorphisme, il résulte
de (8.5.2.4) et (11.3.9.1) qu’il existe u>A tel que ¢, soit un isomorphisme, et par
suite u, : F,—%, un homomorphisme injectif.

Revenons a la démonstration de (11.3.8).

Puisque I'ensemble des xeX vérifiant b) est ouvert dans X, il est clair que 4)
entraine b’). Montrons enfin que 4’) entraine ¢). En premier lieu, &, est f-plat dans un
voisinage de x (11.3.1), et on peut donc se borner au cas ot U=X et ou £, est f-plat.
Comme par définition gry(#) est isomorphe a Fa®o Oy[Ty, ..., T,] (0,15.2.2), il
est f-plat, et on en conclut par (11.3.4, (1)) que & lui-méme est f-plat au voisinage de x.
D’autre part, si (7,), est idéal de O , engendré par les (g®1)
(11.2.9.2) que, dans le diagramme

(@3, (F)[Tes - - -, T O, k(3) —> g13,(F.) 8o k(%)

s> 1l résulte de

G (FPNT1s -, T ——— g1, (F)).)
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les fleches verticales sont des isomorphismes; comme la premiére ligne est un isomor-
phisme, il en est de méme de la seconde, donc la suite ((g;®1),) est (F,),-quasi-réguliére,
et par suite aussi (F,),-réguliére, puisque X, est localement de type fini sur k(y). C.Q.F.D.

Théoréme (11.3.10) (critere de platitude par fibres). — Soient S un préschéma,
g : XS, h:Y—>S deux morphismes, f:X—>Y un S-morphisme, F un Ox-Module quasi-
cohérent, x un point de X, y=f(x), s=h(p)=g(x). On suppose vérifiée I’une des deux hypothéses
sutvantes :

10 S, X et Y sont localement noethériens et F est cohérent.

20 g et h sont localement de présentation finie et F est de présentation finie.

Alors, avec les notations de (9.4.1), si F,+ 0, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) F est g-plat au point x et F, est f-plat au point x.
b) & est plat au point y et F est f-plat au point x.

En outre, dans I hypothése 2°, ensemble des xeX vérifiant la condition b) est ouvert dans X.

La derniére assertion résulte de (11.8.1) appliqué a Oy et au morphisme % d’une
part, a % et au morphisme f (qui est localement de présentation finie) de I’autre.

Comme g=hof, il est clair que 4) implique a) sans supposer 1° ni 2° (2.1.6
et 2.1.4). Pour prouver que a) entraine 4), on peut se borner au cas ou S, X et Y sont
affines; sous I’hypothése 2°, en appliquant (11.2.7), on se raméne au cas ou de plus S
est noethérien, c’est-a-dire qu’on peut se borner a considérer le cas ou I’hypothése 1° est
satisfaite. Alors Passertion équivaut au lemme suivant, qui améliore (O, 10.2.5) :

Lemme (1x.3.10.1). — Soient o : A—B, 6 : B>C des homomorphismes locaux d’anneaux
locaux noethériens, k le corps résiduel de A, M un C-module + o de type fini. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat e¢ M®,k est un (B®,k)-module plat.

b) B est un A-module plat et M est un B-module plat.

Nous établirons d’abord le lemme plus général suivant :

Lemme (11.3.10.2). — Sotent A un anneau commutatif, B une A-algébre commutative,
S un idéal de A, M un B-module. On considére d’une part les conditions suivantes :

(1)  est nilpotent.

(i1) B est noethérien et M est idéalement séparé pour la topologie IB-préadique (Oyy, 10.2.1).

(iii) 3B est contenu dans le radical de B.

On considére d’autre part les quatre propriétés :

a) M est un B-module plat.

b) B est un A-module plat.

c) M est un A-module plat et M|IM un (B/IB)-module plat.

d) B/JIB est un (A[J)-module plat et pour tout idéal maximal m>OJIB de Bona mM+ M.

Alors :

10 Si Pune des conditions (i), (ii) est vérifide, la conjonction de a) et b) implique c), et c)
implique a).
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20 S8t la condition (i) ou la conjonction de (ii) et (iii) est vérifiée, la conjonction de c) et d)
implique la conjonction de a) et b).
1° La premiére assertion est immédiate (0;, 6.2.1). Supposons donc ¢) vérifiée,
et prouvons a). Considérons les anneaux gradués gry(A), gry(B) et le module gradué
gry(M) (a la fois sur gry(A) et gry(B)) relatifs aux filtrations J-préadiques, ainsi que les
applications canoniques surjectives (Op, 10.1.1.2)
u : gr’(B) ®gron)8r (A) — gr'(B)
v 1 gr'(M)®,my 81" (A) — gr' (M)
w : gr' (M) ®gpgr'(B) — gr'(M)

gr'(B

I1 est clair qu’on a un diagramme commutatif

gr' (M) @, 4,81 (A) > gr' (M)
(xrx.3.10.3) N -
gro(l\/l)@gr"(B}gr. (B)

L’hypothése ¢) entraine que v est bijective (0yy, 10.2.1); comme les deux autres
applications du diagramme sont surjectives, elles sont aussi bijectives. Mais comme en
vertu de ’hypotheése ¢), M/JM est un (B/JIB)-module plat, il résulte de (0, 10.2.1)
que M est un B-module plat.

2° L’une ou l'autre des conditions (i), (iii) implique que tout idéal maximal de B
contient IB. Il résulte donc de 1° et de la conjonction de ¢) et d) que M est un B-module
fidélement plat, et par suite gr’(M) un gr’(B)-module fidélement plat (0;, 6.2.1). On a vu
dans 1° que ’hypothese ¢) entraine que les trois applications du diagramme (11.3.10.3)
sont bijectives; le fait que gr’(M) soit un gr’(B)-module fidé¢lement plat implique donc
que u est aussi bijective (0f, 6.4.1). D’autre part, les conditions (ii) et (iii) impliquent
que B est un A-module idéalement séparé pour la filtration J-préadique (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 5, n° 4, prop. 2); on déduit donc encore de (0, 10.2.1) que
si la condition (i), ou la conjonction de (ii) et (iii), est vérifiée, B est un A-module plat.

(xx.3.10.4) Le lemme (11.8.10.2) étant établi, on en déduit (11.3.10.1) en
prenant pour J I'idéal maximal de A, et en remarquant qu’alors les conditions (ii)
et (iii) de (11.3.10.2) sont satisfaites (Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 5, n° 4, prop. 2).
Ceci achéve donc aussi la démonstration de (11.3.7).

Corollaire (xx.g.xx). — Soient g :X—S, h:Y—>S deux morphismes localement de
présentation finie, f:X—>Y un S-morphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g est plat et f,: X, —~Y, est plat pour tout seS.

b) & est plat en tous les points de f(X) et f est plat.

I1 suffit d’appliquer (11.8.10) pour % =0x.

Remarque (11.3.12). — 1l serait intéressant de pouvoir donner de (11.3.2) et (11.3.10) des démonstrations

n’utilisant pas le passage a la limite inductive; il suffirait pour cela de démontrer le critére suivant :
Soient A un anneau, B une A-algébre de présentation finie, M un B-module de présentation finie, J un

139



140 A. GROTHENDIECK Chap. IV

idéal de A, p un idéal premier de B contenant JIB. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

a) Mp est un A-module plat.

b) Mp/i'SMp est un (A/J)-module plat et Tori(A/3, Mp) =o.

Lorsque A est noethérien, c’est une conséquence de (0, 10.2.2) appliqué A la A-algébre noethérienne Bp;
peut-on en déduire I’énoncé général par un passage a la limite inductive ?

Il convient de noter & ce propos qu'une telle généralisation n’est certainement pas possible lorsqu’on
remplace la condition b) ci-dessus par ’une des conditions ¢), d) de (0,;, 10.2.1) o M est remplacé par M,.
Prenons par exemple pour A un anneau local dont I’idéal maximal J est principal et tel que ’intersection

=N I* 1 ne soit pas réduite @ o (par exemple I’anneau des germes de fonctions numériques indéfiniment
nz=0

différentiables au voisinage de o dans R). Prenons B=A, p=3, et M =A/%, ou N est un sous-module monogéne
#0 de R; M est donc de présentation finie. Il est clair que M n’est pas un A-module plat, car étant de présentation
finie, il serait libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), ce qui est absurde puisque % * 0.
Cependant, J*M/J¥+7M est isomorphe & A/J" quels que soient & et n positifs, donc M vérifie bien les conditions ¢)
et d) de (0,;,, 10.2.1) puisque A/J est un corps.

Proposition (x1.3.13). — Soient f:X—>Y un morphisme de préschémas, x un point
de X tel que f soit plat au point x; posons y=f(x).

(1) 8¢ X est réduit (resp. normal) au point x, alors Y est réduit (resp. normal) au point y.

(ii) On suppose de plus que f soit de présentation finie au point x. Alors, si Y est réduit
(resp. normal) au point y et si le morphisme f est réduit (resp. normal) au point x (6.8.1), X est
réduit (resp. normal) au point x.

La premiére assertion n’est mise que pour mémoire, ayant été démontrée dans
(2.1.13). Pour prouver (ii), on peut se borner au cas ot X =Spec(B), Y==_Spec(A),
ol A est un anneau local réduit (resp. intégre et intégralement clos) et B une A-algébre
de présentation finie. On peut alors (8.9.1) écrire B=B;®, A, ou A, est une sous-
Z-algebre de type fini de A et B, une A-algebre de type fini. Soit (G,) la famille filtrante
croissante des sous-Aj-algebres de type fini de A, qui sont donc des Z-algebres de type
fini; on a A:li_r)n C,. Distinguons maintenant les deux cas :

1° Supposons A réduit et f réduit au point x. Si m est I'idéal maximal de A,
soit p, Uidéal premier mnGC,, et posons A,=(C,), , de sorte que 'on a aussi
A:_li_r)n A, (5.13.3). Posons Y,=Spec(A,), X,=Spec(B,®, A,) etsoient f, : X,—»>Y,,
%, (resp. »,) la projection de x (resp. y) dans X, (resp. Y,). Puisque f est réduit au
point x, il existe «, tel que f, soit réduit au point x, pour a>a, ((6.7.8) et (11.2.6));
comme Y, et X, sont noethériens et que A, est réduit (puisqu’il en est ainsi de C,)
on déduit de (3.9.5) que X, est réduit au point x,. Mais puisque B=li_rr)1(B0®A0A;),
on a aussi 0x,z=1_if_f>l Ox,.z, (5-13.3) et par suite Oy , est réduit (5.13.2).

2° Supposons A intégralement clos et f normal au point x. Comme C, est univer-
sellement japonais (7.7.4), sa cloture intégrale C; est une C,-algébre finie, évidemment
contenue dans A. Soit p, l'idéal premier mnC;, et posons A, =(C.),,, de sorte
que A, est un anneau local noethérien intégre et intégralement clos, et que I'on a
A=1_igA;’ (5.13.3). Posons Y, = Spec(A,’), X, =Spec(B,®, A;) etsoient f, : X, —>Y,,
x,, (resp. y,) la projection de x (resp. ») dans X (resp. Y.). Puisque f est normal au
point x, il existe «, tel que, pour a>oy, f, soit normal au point x;, ((6.7.8) et (11.2.6));
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comme X, et Y, sont noethériens et que A’ est intégralement clos, on déduit de (6.5.4)
que X est normal au point x,. Mais les morphismes Spec(Ay) - Spec(A;) pour a<p
sont dominants, donc, comme en vertu de (11.3.1) on peut supposer que les f, sont
plats pour «>«,, il résulte de (2.3.7) que toute composante irréductible de X;; domine
une composante irréductible de X;. On conclut alors de (5.13.4), appliqué aux
préschémas Spec(0Oy, ,®,,A;), que X est normal au point x.

Corollaire (xx.3.14). — Sotent f:X—>Y un morphisme localement de présentation
finie, x un point de X, y=f(x). St Y est géométriquement unibranche au point y (6.15.1) et
si le morphisme f est normal au point x (6.8.1), alors X est géométriquement unibranche au point x.

On peut évidemment se borner au cas o Y=_Spec(A), A étant un anneau local
intégre géométriquement unibranche, y étant le point fermé de Y. Soit A’ la cléture
intégrale de A; posons Y'=Spec(A’) et soit y' le point fermé de Y’, de sorte que le
morphisme g :Y'—>Y est radiciel au point » (6.15.3), entier et birationnel. Si I'on
pose X'=XxyY’, etsi f/:X'=>Y" et g’ :X'—X sont les projections, g’ est entier
et radiciel au point x (6.15.3.1). Soit donc &’ 'unique point de g'~!(x), qui est au-dessus
de »'. Le morphisme f’ est de présentation finie et normal au point x’ (6.7.8), et par
suite ’anneau local @y, .. est intégre et intégralement clos (11.3.13). D’autre part, on
peut supposer f plat (11.3.1), donc g’ est un morphisme birationnel (6.15.4.1); par
suite Spec(0x ,) est irréductible, et comme Oy, est réduit (11.3.13) il est intégre et
géométriquement unibranche en vertu de (6.15.5).

Proposition (11.3.x5). — Soient A un anneau, B une A-algébre de présentation finie,
M un B-module de présentation finie, qui est un A-module plat. Alors il existe une suite
Jfinie (fi)icicn @éléments de A, tels que idéal engendré par les f; soit égal a A, et que,

pour o<i<n, Mfi”/(i§1ij,i+l) soit un (A/iu/(,-=21fiAf¢+1))'m0dule libre.

On peut encore dire que les D( f;) forment un recouvrement ouvert de X= Spec(A),
et que si 'on pose Z, =D( f;), puis, par récurrence, Z; ., =D(f;,)nV(fiA+...+f;A),

les Z; forment une partition de X en ensembles localement fermés, A; /( h) Sihs,,)
1+ j=1 ++

étant anneau d’un sous-schéma affine de X ayant Z; , pour espace sous-jacent.
Pour démontrer la proposition, on peut d’abord, en vertu de (r1.2.7), supposer
qu’il existe un sous-anneau noethérien A, de A, une Aj-algébre de type fini B, et
un Bj-module de type fini Mg, plat sur A, et tels que B=B,®, A, M=M®, A; il est
clair qu’il suffira de prouver la proposition pour Ay, B, et M, car si les éléments feA,
vérifient dans ce cas les conditions de I’énoncé, ils les vérifieront aussi pour A, B, M,

puisque M/i+1/(,-§1ffoi+1)= ((MO)fnx/(,E‘lfi(MO)fiu))@AuA (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 2, n° 7, prop. 18). On peut donc se borner désormais au cas ot A est
noethérien.

Notons maintenant que si C est un anneau noethérien, % son nilradical et P un
C-module plat, alors il résulte de (Oyy, 10.1.2) que pour que P soit un C-module libre,
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il faut et il suffit que P® (C/N) soit un (G/N)-module libre. Notons d’autre part que
si C est un anneau noethérien réduit, il existe geC tel que C, soit un anneau intégre.
Utilisons maintenant le lemme (6.9.2) : on peut définir par récurrence une suite (f);>,
d’éléments de A de la facon suivante :

10 f; est tel que A;=(A,,), soit intégre et M®,A; un A;-module libre;

20 si Iidéal J; engendré par f, ...,f; est A, fi.,=fi;

30 si au contraire J;+ A, f;,, est un élément n’appartenant pas a J; tel que
A,-+1=((A/Si)red)fi+1 soit intégre et M®,A; ; un A;, ,-module libre.

Comme A est noethérien, la suite croissante (J;) est stationnaire, donc il existe n
tel que fi, ...,/ , engendrent I'idéal A, et les f; répondent a la question puisque

((A/Si)red)fi+1= ((A/Si)f,-+1)red'

Proposition (xx.3.16). — Sotent f: X—Y un morphisme fidélement plat de présentation
Sfinie, g :Y—>Z un morphisme tel que gof : X—Z7Z soit un morphisme de type fini (resp. de
présentation finie). Alors g est un morphisme de type fini (vesp. de présentation finie).

Comme f est surjectif et gof quasi-compact, g est quasi-compact (1.1.3). Montrons
d’abord que si gof est de présentation finie, g est quasi-séparé. En effet, considérons
un ouvert affine WCZ, et soit (V;) un recouvrement affine fini de g='(W); il s’agit
de voir que les V;n'V; sont quasi-compacts (1.2.6 et 1.2.7). Pour chaque i, soit (U,) un
recouvrement ouvert affine fini de f~'(V,); comme f est de présentation finie,
les U;nU; sont tous quasi-compacts; or, puisque f est surjectif, V;nV; est réunion

]
des images f(U;nUy;) pour h, k variables, donc est quasi-compact puisque f est

continue.

La question est donc locale sur Y et on peut supposer que Y =Spec(B) et
Z =Spec(A) sont affines, X étant réunion finie d’ouverts affines X;=Spec(C,), on
les C, sont des B-algébres de type fini (resp. de présentation finie). Si X’ est le préschéma
somme des X;, p:X'—>X le morphisme qui coincide avec I'injection canonique dans
chaque X;, p est un morphisme fidélement plat de présentation finie (1.6.5), donc gofop
est un morphisme de type fini (resp. de présentation finie) et fop un morphisme fidéle-
ment plat de présentation finie. On peut par suite supposer aussi que X = Spec(C)
est affine, et on est donc ramené a prouver le

Corollaire (xx.3.17). — Soient A un anneau, B une A-algébre, C une B-algébre de
présentation finie et qui soit un B-module fidélement plat. Alors, si C est une A-algébre de type
fini (vesp. de présentation finie), B est une A-algébre de type fini (resp. de présentation finie).

Supposons d’abord que gof soit de type fini. Soit (B,) la famille filtrante croissante
des sous-A-algebres de type fini de B; en vertu de (8.8.2), il existe un indice « tel que
C=C,®; B, ou C, est une B,-algébre de présentation finie; en outre (8.10.5 et 11.2.6)
on peut supposer que C, est un B,-module fidé¢lement plat. Pour A>«, on a donc
C=C,®g,B, ou C, est un B)-module fidélement plat; comme Papplication B,—B
est injective, on en déduit qu’il en est de méme de C,—C. En outre, comme C =li_rf)1 C,,

tout élément de C appartient a un G,, et par suite il existe A tel que 'application C,—C
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soit bijective, puisque C est une B-algébre de type fini. Mais alors application B,—B
est bijective par fidéle platitude, donc B=B, est une A-algébre de type fini.

Supposons maintenant que gof soit de présentation finie, C étant donc une
A-algébre de présentation finie. D’aprés la premiére partie du raisonnement, on a
B=A[T,, ..., T,]/3 pour un idéal J; soit (J,) la famille filtrante des idéaux de type
fini de A[T,, ..., T,] contenus dans J, de sorte que 3=l_ir_>n:5',L et B=EI_}’)1 B,, avec
B,=A[T,, ..., T,]/3,. Appliquant comme ci-dessus (8.8.2), (8.10.5) et (11.2.6), on
a G=C,®g B, ou C, est une B,-algébre de présentation finie et un B,-module fidélement
plat; on posera encore C,=C,®;y B, pour A>a de sorte que Cy=GC,/(C,®5 (I/Ia))
par platitude, et de méme C=G,/(C,®p (J/J.))- Comme par hypothése Cest une
A-alge¢bre de présentation finie ainsi que C,, C,®p (J/Js) est un idéal de type
fini de C, (1.4.4), et les C,®g (3J,/J,) sidentifient & des idéaux de type fini
de C, dont C,®g (J/J,) est la réunion. Il existe par suite un A>a tel que
Co®5,(J/30) =Ca®5,(In/Js), d'ot J=3J, par fidétle platitude, ce qui prouve que B
est une A-algébre de présentation finie.

11.4. Descente de la platitude par des morphismes quelconques : cas d’un
préschéma de base artinien.

Théoréme (1x.4.1). — Soient A un anneau,  un idéal nilpotent de A, u, : A—B, (AeL)
une famille d’homomorphismes d’anneaux telle que Uintersection des noyaux des u, soit réduite a o.
Soit M un A-module tel que pour tout AeL, M®,B, soit un B,-module libre et que M®,(A[J)
soit un (A[J)-module libre. Alors M est un A-module libre. Si de plus Pensemble d’indices L est
Sini, on peut remplacer partout « libre » par « plat » dans Uénoncé précédent.

Dans les deux cas il suffira de prouver que M est un A-module plat : en effet,
lorsque M®,(A/J) est un (A/J)-module libre, il en résultera que M est un A-module
libre en vertu de (0, 10.1.2).

Nous utiliserons le lemme suivant, qui généralise (0;, 10.2.1) :

Lemme (xx.4.x.1). — Soit A un anneau muni d’une filtration finie (J,)ocn<nr1 @V
Jo=A, IJy,.1=0. Soit M un A-module muni de la filtration (I ,M)o<c,<ni1, € désignons
par gr(A) et gr(M) Panneau et le module gradués correspondants. Supposons que M®,(A[F;)
soit un (A[J,)-module plat et que I’homomorphisme canonique

(1x.4.1.2) gry(M)®,, 4)8r(A) — gr(M)
soit injectif. Alors M est un A-module plat.

L’homomorphisme canonique (11.4.1.2) se définit de la méme fagon que celui
de (Oy, 10.1.1) comme étant en degré n ’homomorphisme

M/IM)®(3F,/3Jn 1) =(M®3,) /(Im(MO, , 1) + Im(F MOT,)) >JM/J, ., M

provenant de ’homomorphisme canonique M®J,—J,M par passage aux quotients.
Le lemme se démontre par récurrence sur N, puisqu’il n’y a rien & démontrer pour N=o.

143



144 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Les conditions sur M entrainent, en vertu de I’hypothése de récurrence, que M®, (A/Jy)
est un (A/Jy)-module plat. Notons maintenant que Pon a JXCJy,;=0 si N>1, et
(M/3: M) ®(In/In +1) =M [Iy M) ® (In /I +1) =(M/IyM)®Jy; donc 'homomorphisme
canonique

M/IxM)®Fy > IJyM =JyM/I3M
est injectif. Appliquant (0, 10.2.1) a la filtration Jy-préadique, on en conclut bien
que M est un A-module plat.

Pour appliquer ce lemme a (11.4.1), nous désignerons par J, I'idéal de A inter-
section des images réciproques uy '(J"B;) : il estimmédiat que 'ona Jy=A, J,.3,CJ, 4 v
pour m>o0, n>0; enoutre,si " t'=o0, onaaussi Jy,,=0 puisque 'intersection des
noyaux des u, est réduite a o.

Munissons A de la filtration (J,), M de la filtration (J,M), et, pour chaque A,
munissons B, et N, =M®, B, des filtrations J-préadiques; considérons pour chaque A le
diagramme commutatif

gr"(M) ®,p8r(A) ——— gr(M)

Y 9

\:
grg‘s(NA)®gr"3(B;‘)gr3(B7\) T}" grs(N;\)

ou les fléches horizontales sont les homomorphismes canoniques (11.4.1.2) et les fleches
verticales sont déduites des homomorphismes canoniques A—B, et M—N,. L’hypo-
thése que N, est un B,-module plat entraine que ¢, est injective (O, 10.2.1), donc
Ker(p) CKer(f,). Posant Aj=A/J;, M;=M®,A,, notons que

grg(N,) =N, /IN, = (M/IM) ®, B, =(M/J, M) ®, (B, /IB»)
car ce dernier produit tensoriel est égal a
(M®,B,) /(Im(M®,3B,) +1m (I, M®,B,))

et 'on a Im(§;M®,B)=Im(M®,J,B,) CIm(M®,3IB,) puisque J,B,CIB, par défi-
nition; enfin, la relation J,B,CJB, montre que 'on a aussi

(M/J M) ®,(B,/IBy) = (M/I: M) ®,5,(B1r/IBs)

si bien que finalement on a

gr%(Nx) =M,®,,(B,/3B,)
et par suite
gros(N ) ®gr°3’B;\) grs(Bx) =M, ®A.gr3(B)\)'

L’homomorphisme f, peut donc s'écrire
19gr(u,) : My®, gr(A) - M0®Aogr3(BA)
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et comme M, est par hypothése un A,-module plat, le noyau de f, est égal 2 M,®, R,,
ol R, est le noyau de gr(u,) : gr(A)-—>grg(B,). Tout revient donc & prouver que

AQL(M‘)@ s Ri)=o0. Or, par définition des J,, 'intersection des noyaux des homomor-

phismes J,A/J,,,A—>J"B,/J"+!B,, lorsque A parcourt L, est réduite & o, autrement
dit AQLR;‘= 0. Cela étant, supposons d’abord que M, soit un A,-module libre; prenant

une base de M,, on voit aussitét que ’on a MO@A"()\QLR)‘)ZAQL(M()@A’R}‘)’ d’ott la

proposition dans ce cas. Lorsque L est fini, la formule précédente est encore vraie sous
la seule hypothése que M, est un Aj,-module plat (0;,6.1.3), ce qui termine la
démonstration.

Remarque (11.4.2). — La conclusion de (11.4.1) peut étre inexacte si L est infini
et si 'on suppose seulement que M®,(A/J) est un (A/J)-module plat. Par exemple,
soient V un anneau de valuation discréte, K son corps des fractions, et soit A=V [T]/(T?
(T indéterminée); prenons pour J I'image de (T) dans A, de sorte que A/J=V, et
prenons M=K, qui est un (A/J)-module, donc égal a M®,(A/J); en outre M est
un (A/J)-module plat, mais non un A-module plat, car puisque J est nilpotent, il
résulterait de (Opy, 10.1.2) que M serait un A-module libre, ce qui est absurde
puisque JK =o0. Considérons d’autre part ’idéal maximal m de I’anneau local noethé-
rien A;ona mK =K, donc M®,(A/m")=o0 quel que soit’entier z; les (A/m")-modules
M®,(A/m") sont donc plats pour tout n, et 'intersection des m" est réduite a o.

Corollaire (x1.4.3). — Soient A un anneau semi-local dont le radical y est nilpotent (par
exemple un anneau artinien), u, : A—B, (AeL) une famille d’homomorphismes d’anneaux telle
que lintersection des noyaux des u, soit réduite & o. Pour qu’un A-module M soit plat, il faut et
il suffit que pour tout reL, M®,B, soit un B,-module plat.

Comme A/ est composé direct d’un nombre fini de corps (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. II, § 3, n° 5, prop. 16) et que J est nilpotent, A est composé direct d’un
nombre fini d’anneaux locaux A; dont le radical est nilpotent (loc. cit., § 4, n® 3, cor. I
de la prop. 15) et M est par suite somme directe de A;-modules M;, chaque M; étant
annulé par les A; d’indice j+i; pour que M soit un A-module plat, il faut et il
suffit que chacun des M; soit un A;module plat; d’ailleurs I'intersection des noyaux

des homomorphismes A,-——>A—f—}‘>B,\ est réduite & o, et M;®, B, est facteur direct
de M®,B,. On peut donc se borner au cas od A est en outre local. Alors A/ est un
corps, donc M®,(A/J) est un (A/J)-module libre, et il suffit de voir que pour
tout A, M®,B, est un B,-module libre, en vertu de (11.4.1). Mais si I’on pose J,=JIB,,
(M®,B,) @y, (B,/3,) = (M®,(A[3))®,5(B,/3) est un (B,/Jy)-module libre, et J, est
nilpotent. La conclusion résulte donc de I’hypothése que M®,B, est un B,-module
plat et de (0, 10.1.2).

Corollaire (1x.4.4). — Soient A un anneau, M un A-module; on suppose qu’il existe
un idéal nilpotent 3 de A tel que M®,(A[S) soit un (A[3)-module libre. Alors Pensemble des
idéaux R de A tels que M®,(ARK) soit un (A|RK)-module libre admet un plus petit élément Ky
(qui est aussi le plus petit des idéaux & tels que M®,(A/K) soit un (A/R)-module plat).
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Pour quun homomorphisme u : A—A’ soit tel que M®, A’ soit un A’-module libre (resp. un
A’-module plat), il faut et 1l suffit que u se factoriseen A—A|Ry—>A’ (ou encore que KR,A’=0).

Le fait que lintersection &, des idéaux R pour lesquels M®,(A/K) est un
(A/R)-module libre soit le plus petit de ces idéaux résulte de (11.4.1) appliqué a
Panneau A/R,, & son idéal nilpotent J/R, et aux homomorphismes A/R,—~A/R,
dont les noyaux ont o pour intersection. Si A’ est une (A/R,)-algtbre, on a
M®,A'=(M®,(A/R)))®,4,A", donc M®, A’ est un A’-module libre. Réciproquement,
si A’ est une A-algebre telle que M®,A’ soit un A’-module libre et si & est le noyau
de ’homomorphisme A->A’, il résulte de (11.4.1) appliqué 2 l'anneau A/R, au
(A/R)-module M®,(A/R), a Plidéal nilpotent JR/K et 2 I’homomorphisme injectif
A/R—>A’, que M®,(A/R) est un (A/R)-module libre, donc que KD K,. Le fait que
P'on puisse remplacer « libre » par « plat » dans ce qui précéde (en conservant natu-

rellement ’hypothése que M®, (A/J) est un (A/J)-module libre) résulte de (0, 10.1.2),
comme on I’a vu au début de la démonstration de (11.4.1).

Proposition (xx.4.5). — Soient Y un préschéma irréductible, f: X —Y un morphisme de
présentation finie, F un Ox-Module de présentation finie. Il existe alors un ouvert non vide U
dans Y et un sous-schéma fermé Z de U, de présentation finie sur U, ayant la propriété suivante :
pour tout changement de base U’ —U, si lon pose X'=XXyU’, f'=fy) et F'=F®o,0y,
alors, pour que F' soit f'-plat, il faut et il suffit que le morphisme U’'—>U se factorise
en U'—Z—>U. Un tel schéma Z a méme espace sous-jacent que U. Supposons de plus Y affine,
et soit (W,) un recouvrement fini de X par des ouverts affines; alors, on peut supposer U choisi
de sorte que, si U’=Spec(A’) est un schéma affine et U'—U un morphisme qui se factorise
en U'—Z—>U, chacun des T'(W;xyU’, F') est un A’-module libre.

On peut évidemment se borner au cas ou Y==Spec(A) est affine. Utilisant
(8.9.1), il y a un sous-anneau noethérien A; de A, un morphisme de type fini
S1: X;—=Y, =8pec(A,;) etun Ox -Module cohérent Z, tels que f=fy, et F=F ®, Y‘(DY;
on peut en outre supposer que les W, sont images réciproques d’ouverts affines de X.
Notons en outre que Y, est irréductible, le morphisme Y—Y, étant dominant (I, 1.2.7).
Supposons la proposition démontrée pour Y,, X; et #,, et soient U; 'ouvert de Y,
et Z, le sous-schéma fermé de U, ayant les propriétés voulues, U=U;XyY et
Z=17,XyY leurs images réciproques. Alors, si U’'—U est un changement de base
tel que F'=F@y Op=F,9 Y,(OU' soit f’-plat, le morphisme U’—U,; se factorise
en U'—Z,—U;; mais comme U’—U, se factorise aussi en U’'—>U—U,, la définition
du produit de préschémas montre que U’->U se factorise en U'—>Z—U.

On peut donc se borner au cas ol A est noethérien; soit ! son nilradical, qui est
nilpotent, et posons Ay=A, 3 =A/N, Yo=Spec(Ag) =Y o, Xo=XXyYy, Foy=F @ 0Oy,
Wio=W;XyYo; si M;=T(W,, ), M;;=T(W,, F,) est donc égal a M;®,A,.
Comme A, est intégre, on peut, en vertu du théoréme de platitude générique (6.9.2),
en remplagant au besoin Y par un ouvert non vide de Y, supposer que les M, soient
des Ay-modules libres. En vertu de (11.4.4), il y a donc pour chaque 7 un idéal J;CN tel
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que les A-algebres A’ pour lesquelles les M;®, A’ sont des A’-modules libres (ou plats)
sont exactement celles pour lesquelles J;A’=o0. Soit J=25;, qui est un idéal contenu

dans 9N; dire que FO,A’ est A'-plat équivaut a dire que les M;®, A’ sont tous des
A’-modules plats, donc que JA’=o. Il en résulte que si I'on prend Z=V(J), on
répond 2 la question, car pour qu’un morphisme U’—U ait la propriété de I’énonc,
il faut et il suffit évidemment que pour tout ouvert affine V’'CU’, le morphisme V’'—U
ait la méme propriété.

Corollaire (xx.4.6). — Sotent A un anneau tel que Spec(A) soit irréductible, p son unique
idéal premier minimal, B une A-algébre de présentation finie, M un B-module de présentation finie.
Supposons que M, soit un A -module plat ; alors il existe te A—p tel que M, soit un A -module libre.

Appliquant (11.4.5) a8 Y=Spec(A), X=Spec(B), F = ﬁ, on peut (en rempla-
¢ant au besoin A par A,, o ke A—p) supposer qu’il existe un idéal de type fini § dans A
tel que les A-algébres A’ pour lesquelles M®, A’ soit un A’-module libre (ou plat) sont
exactement celles telles que JA’=o. En particulier, ’hypothése que M, soit un
A,-module plat entraine JA,=o0, ou encore J,=o0. Mais comme J est de type fini, il
existe teA—p telque J,=o0, ouencore JA,=o0, etpar suite M, est un A-module libre.

Proposition (1x.4.7%7). — Soient A un anneau noethérien, J un idéal de A, M un A-module
idéalement séparé (Opyy, 10.2.1) pour la topologie J-préadique. Soit (p;);<i<, une famille finie
d’idéaux premiers de A contenant ; pour tout entier n>o, soit p{" la puissance symbolique n-iéme

r
de p; (noyau de I’homomorphisme A»Api/p?Api ) ;5 posons 3n=i£]1 P, de sorte que 5,25,
et supposons que la topologie définie par la filtration () soit identique & la topologie -préadique
(autrement dit que, pour tout n, 1l existe m tel que JI"D T, ). Pour que M soit un A-module plat,
tl faut et il suffit que M®, (A[T) soit un (A|J)-module plat et que, pour tout i, M® aA,,=M,,
soit un Ay -module plat.

Comme M est idéalement séparé, il suffit, en vertu de (0Oy;, 10.2.1), de montrer
que, pour tout n>o0, M®,(A/J") est un (A/J")-module plat; puisque tout J” contient
un J,,, il revient au méme de prouver que pour tout z, M®,(A/J,) estun (A/J,)-module
plat. Or, comme J,23J, M®, (A/J;) est un (A/J;)-module plat; dans ’anneau A/,
Pidéal 3,/J, est nilpotent et enfin lintersection des noyaux des homomorphismes
A[I,— Ay, /07 Ay, est nulle dans A/, par définition de J,,. Il suffit donc, par (11.4.1),
de vérifier que M®,(A, [p}A,) est un (A, [p{A,)-module plat, ce qui résulte de
Phypothése que M®,A, est un A,-module plat.

Remarque (1x.4.8). — L’hypothése faite dans (11.4.7) sur la topologie définie
par les J, est vérifiée si, pour tout n assez grand, Ass(A/J") est contenu dans [’ensemble
des p;. En effet, J" est alors intersection d’idéaux primaires pour les p;, dont chacun
contient une puissance symbolique de p;, d’olt la conclusion. En particulier :

Corollaire (11.4.9). — Soient A un anneau noethérien,  un idéal nilpotent de A, M un
A-module. Pour que M soit un A-module plat (resp. libre), il faut et il suffit que M®,(A[ST)
soit un (A[J)-module plat (vesp. libre) et que pour tout idéal premier peAss(A), M, soit un
A-module plat. '
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L’assertion relative au cas ot M®, (A/J) est libre se déduit encore de l’assertion
relative au cas oo M®, (A/J) est plat par (Opy, 10.1.2).

Corollaire (11.4.10). — Sotent A un anneau noethérien,  un idéal de A, M un A-module.
On suppose que M est idéalement séparé pour la topologie J-préadique et que gry(A) est un
(A[Z)-module plat. Pour que M soit un A-module plat, il faut et il suffit que M®, (A[J) soit
un (A[J)-module plat et que pour tout peAss(A[J), M, soit un A -module plat.

Compte tenu de (11.4.8), tout revient a montrer que Ass(A/J") est contenu dans
Ass(A/J) pour tout n. Or, si aeA n’appartient a aucun des peAss(A/J), 'homothétie
de rapport a est injective dans A/J; comme chacun des ¥/J**! est un (A/J)-module
plat, a est aussi un élément (J¥/J***)-régulier, donc a est (A/J")-régulier pour tout n
(Bourbaki, Alg. comm., chap. 111, § 2, n°® 8, cor. 1 du th. 1), et par suite n’appartient
a aucun idéal premier associé a A/J", d’out le corollaire (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II,
§ 1, n° 1, prop. 2).

Proposition (xx.4.1xx). — Sotent A un anneau local artinien, d’idéal maximal m,
Y==Spec(A), y Punique point de Y, f:X—>Y un morphisme localement de type fini, F un
Ox-Module cohérent. Soient (A,) une famille d’anneaux locaux, et pour chaque «, u,:A—A]
un homomorphisme d’anneaux (nécessairement local). Posons Y.,=Spec(A)), X,=XxXyY%,
Fo=FQ,A,. Soit x un point de X, et supposcns vérifiées les conditions suivantes :

(1) Lintersection des noyaux des u, est réduite a o.

(i1) L’extension k(x) du corps résiduel k de A est primaire (4.9.1) (condition automatique-
ment vérifie si k est séparablement clos).

(i) Pour tout «, il existe un point x,€X; dont les projections respectives dans X et Y,
sont x et le point fermé y, de Y., et tel que F, soit Y -plat au point x.

Dans ces conditions, F est f-plat au point x.

La question étant locale sur X, on peut évidemment se borner au cas ou f est un
morphisme de type fini et supposer #_+o0. Nous procéderons en plusieurs étapes.

1) Réduction au cas o Ay est un anneau local d’un Y-préschéma de type fini et o le corps
résiduel k. de A est une extension finie de k.

Comme la réduction se fait séparément sur chaque A}, on peut supprimer dans
cette partie I'indice «. Soit m’ 'idéal maximal de A’. Considérons A’ comme limite
inductive de ses sous-A-algeébres de type fini B,, et posons n,=m'nB,; A’ est aussi

limite inductive de ses sous-anneaux locaux Bj=(B,),. (5.13.3), et on a évidemment

"
m’nB; =n;, idéal maximal de B;. Il existe donc (11.2.6) un indice A tel que, en
posant Z)=Spec(B;), #®,B) soit Z;-plat au point x}, projection de x’, la projection
de ) sur Zj étant le point fermé z) de Z;.

On peut donc supposer qu’il existe un schéma affine Z’ de type fini sur Y et un
point 2’ de Z’ tel que A’=0y .., et que, si 'on pose T'=XXyZ’, il existe un point
t'eT’ dont les projections dans Z’ et X sont 2’ et x, et tel que F®yZ’ soit Z'-plat au
point #'. Soient Z; (resp. X,) un sous-préschéma fermé de Z’ (resp. X) ayant pour espace
sous-jacent ’adhérence de {z'} (resp. {#}), et posons T{=X,xyZ;. L’ensemble U des
points de T’ o F®yZ’' est Z'-plat est ouvert dans T’ (11.1.1) et contient ¢/, donc
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V=UnT] est ouvert non vide dans T;. L’anneau A, étant artinien, est un anneau de
Jacobson, donc (10.4.6) Z; et T} sont des préschémas de Jacobson; il existe par suite
dans V un point ¢, fermé dans V, et son image z; dans Z; est un point fermé de Z; (10.4.7).
Soient f) la restriction de fa X;, f; : T{—Z; la projection canonique; Vnjf;~!(z) est
un ouvert non vide dans f;"'(»)®,, k(z;), et comme ce dernier préschéma est plat sur
Ji'(»), un point maximal ¢ de Vnjf; !(z;) est nécessairement au-dessus de ’unique
point maximal x de X; (2.3.4). Enfin, k(z;) est une extension finie de £ (I, 6.4.2) et
Phomomorphisme A=0y , + A’=0, , se factorise en 0Oy, — 0z , - 0y ,, donc
son noyau est contenu dans celui de 0y , — Oz ,.. Ceci achéve la réduction annoncée.

II) Réduction au cas o les A}, sont en nombre fini et sont des A-algébres finies. — Soit m,,
I'idéal maximal de A,; comme A est un anneau local noethérien, I’intersection des m."
est 0 (0;, 7.3.5); lintersection des #;'(m."), pour tous les indices z et a, est donc égale
a Dintersection des noyaux des #,, donc est réduite a o par ’hypothése (i). Puisque A
est artinien, il y a un nombre fini de ces idéaux dont I'intersection est déja o; notons-les
u7'(mj™) (1<i<r). Comme les A; sont noethériens, les mj*/m/*+! sont des (A}/m})-
modules de longueur finie, et comme Aj/m; est un k-espace vectoriel de rang fini, on
voit que A} =Aj]/m™ est une A-algébre finie et un anneau local artinien. La réduction
annoncée résulte donc de (2.1.4).

III) Fin de la démonstration. — Supposons désormais que les A; (1<i<r) soient
en nombre fini et soient des A-algébres finies. Pour tout ¢, le corps résiduel k; de A}
est une extension finie de k; utilisant I’hypothése (ii), on en conclut que l'image
réciproque de x dans X| est réduite au seul point x; (4.3.2). Soient Y’ le préschéma
somme des Y;, X'=XxyY’, somme des X;, F'=F®&;Y'. L’hypothése entraine que F’
est Y'-plat aux points de I'image réciproque de x par la projection p : X'—+X. Comme p
est de type fini, il existe par suite un ouvert U'Dp~'(x) tel que F’ soit Y'-plat aux
points de U’ (11.1.1). En outre, le morphisme Y’'—Y est fini puisque les A; sont
des A-algebres finies; donc p est un morphisme fini (IL, 6. 1.5), par suite fermé (IL, 6.1. 10),
et il existe donc un voisinage affine U de x dans X tel que p~*(U)CU’. Soient B et A’
les anneaux des schémas U et Y’ (A’ étant le composé direct des A;) ; remplagant X par U,

on a donc F =I\~/I, oit M est un B-module, et par hypothése M'=M®,A’ est un
A’-module plat (2.1.2); comme ’homomorphisme A—A’ est injectif par construction,
on peut appliquer (11.4.3), qui prouve que M est un A-module plat, C.Q.F.D.

Proposition (xx.4.12). — Soient A un anneau local artinien de corps résiduel K,
Y==Spec(A), f: XY un morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent.
Sotent (Al) une famille d’anneaux locaux, et pour chaque «, u,: A—A] un homomorphisme
d’anneaux. Posons Y,=Spec(A;), X, =XXyY,, fo=fyy, Fo=F Oy A,. Soit x un point
de X, et supposons vérifiées les conditions suivantes :

(1) L’intersection des noyaux des u, est réduite a o.

(i1) Pour tout a, F est f,-plat en tous les points x,€X; dont les projections respectives
dans X et Y’ sont x et le point fermé y, de Y.

Alors F est f-plat au point x.
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Par hypotheése, I'intersection des noyaux des #, est réduite & 0; comme A est arti-
nien, il y a déja un nombre fini de ces noyaux dont P’intersection est o, donc on peut
se borner au cas ou la famille (A}) est finie. Soit £’ une cléture algébrique de k; on sait
(Op, 10.3.1) qu’il existe un homomorphisme local A—B faisant de B un A-module
plat, tel que B soit un anneau local artinien, entier sur A et que B®, £ soit isomorphe a £'.
Par platitude, les noyaux des homomorphismes B—B,=B®, A}, se déduisent de ceux
des u, par tensorisation avec B, et comme ils sont en nombre fini, leur intersection est
réduite 2 0 (07, 6. 1.3). Considérons les anneaux B4, localisés de B, en ses idéaux maximaux
on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, cor. 2 du th. 1) que l'intersection des
noyaux des homomorphismes B, —B;; (pour un « donné) est réduite & o0; on en conclut
que lintersection des noyaux des homomorphismes composés v,5 : BB, —>B.g (« et
B variables) est réduite & o. D’autre part, comme B est entier sur A, B, est entier sur A},
donc ses idéaux maximaux sont au-dessus de lidéal maximal de A;. Si I'on pose
Z,3="Spec(Byy), Top =X, Xy, Zos, fap =f(z;,ﬁ), G=FO,B et G,;=9®;B,,, on voit
donc que les hypothéses (i) et (ii) sont encore vérifiées lorsqu’on remplace respecti-
vement A, Ay, u,, F et x par B, Bg, 0,5, % et un point t de T=X®, B au-dessus de x.
Comme le corps résiduel de B est séparablement clos, on déduit de (11.4.11) que ¥
est plat sur B au point & Mais puisque B est un A-module fidélement plat, on conclut
de (2.1.4) que & est plat sur A au point x, ce qui prouve (1I.4.12).

Corollaire (x1.4.13). — Soient A un anneau artinien local, Y= Spec(A), f:X—->Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent. Soit (YY) une famille de
A-préschémas, et pour tout «, posons X ,=XXyYq, fo= Sy Fo=F ®yY,. Soit x un point
de X et supposons vérifides les hypothéses suivantes :

(i) Llintersection des noyaux des homomorphismes A—>T(Y,, Oy, ) correspondant aux
morphismes structuraux est réduite a o.

(ii) Pour tout o, F est f,-plat en tous les points x,eX, dont la projection dans X est x.

Alors F est f-plat au point x.

En effet, pour tout y,eY;, considérons le schéma local Y, y&=Spec(0y&); en
vertude (2.1.4), & ;@Y&Y;" y, €stYq . -plat aux points dont les projections sur X et Yo, .
sont x et le point fermé de Y . . En outre le noyau de ’homomorphisme A—T(Yy, Oy,)
est 'intersection des noyaux des homomorphismes A—>T'(Y, . ,
aussitdt au cas ou Y, est affine, et il suffit alors d’appliquer Bourbaki, Aig. comm.,
chap. II, § 3, n° 3, cor. 2 du th. 1. En remplagant la famille (Y;) par la famille des Y, .,
on est donc ramené a (11.4.12).

0Oy, ), caronseraméne
a,yy’’

11.5. Descente de la platitude par des morphismes quelconques : cas général.

Théoréeme (xx.5.1). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent, x un point de X, y=f(x). Soit (Y,)
une famille de Y-préschémas locaux Y,=Spec(A,) telle que les images des points fermés y,
des Y, soient toutes égales a y. Pour tout a, soient m Pidéal maximal de A, et u,:0,—~A,
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Phomomorphisme canonique (I, 2.4.4); on suppose que les intersections finies des idéaux uy'(m.'=)
Jorment un systeme fondamental de voisinages de o dans 0,. Posons Xi=XxXyYq,fi= f(Y&),
Fo=FOyY,, et supposons vérifiée I'une des hypothéses suivantes :

(1) Pour tout o, F, est f,-plat en tous les points dont la projection dans X est égale
a x et la projection dans Y, égale a ..

(i) Pour tout o, il existe un x,€X, dont la projection sur X est x et la projection dans Y,
égale a y,, tel que F, soit f,-plat au point x,, et k(x) est une extension primaire de k().

Dans ces conditions, F est f-plat au point x.

Soit m, 'idéal maximal de @,; comme @, et 0, sont noethériens et 0,—~0, un
homomorphisme local, il suffit, en vertu de (0, 10.2.2), de prouver que pour
tout n>o, F,/my#, est un (0,/my;)-module plat. Désignons par (J,) la famille des
intersections finies des u;*(m;"); par hypothése, il existe A tel que J,Cmy, et comme
F E®@y(0y/m.’,})=(ﬁ m®0,_,(@y/3k))®0”/3A(0y/m5)’ il suffira de prouver que % ./J, %, est
un (0,/3J,)-module plat. Or, pour chaque « tel que J,Cu;'(my*), on a, par passage
aux quotients, un homomorphisme u, : 0,/J,—>A,/m;", et intersection des noyaux
des u, est réduite a2 0. Compte tenu de (I, 3.6.1), on voit qu’on est ramené a (11.4.11)
dans le cas (ii), et & (11.4.12) dans le cas (i).

Corollaire (x1.5.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent, x un point de X, y=f(x); posons
A=0, Soit u:A—A" un homomorphisme de A dans un anneau de Zariski A, tel que I'image
réciproque u='(t') du radical v’ de A’ soit I'idéal maximal m de A; supposons en outre que
Phomomorphisme @ : A—A’  soit injectif. Posons Y'=Spec(A’), X'=XxyY’, f'=Ffy),
F'=F®yY'. Pour que F soit f-plat au point x, il faut et il suffit que F' soit f'-plat en tout
point dont la projection dans X est égale & x et dont la projection dans X' est égale & un point fermé
de Y'.

Si en outre A’ est une A-algebre finie, on peut dans ce qui précéde remplacer I hypothése que U
est injectif par Phypothése que u est injectif.

Comme A (resp. A’) s’identific & un sous-anneau de A (resp. A’) (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 3, n° 3, prop. 6), on voit d’abord que z lui-méme est injectif
et que 7 est son prolongement par continuité i A.

Soit (m,) la famille des idéaux maximaux de A’; comme on a

myrA =mp, et My nA'=m,

et que les m." sont ouverts dans A’, on a w~'(m)")=Anua"!(f;"), et il suffira de
"montrer que dans A, les intersections finies des #~'(1it"s) forment un systéme fonda-
mental de voisinages de o, ce qui permettra d’appliquer (11.5.1) aux homomorphismes
composés v,0u : A—~>Ap, , ol 7, : A’>A[, est 'homomorphisme canonique. Comme A
est complet, il suffira de montrer que lintersection des #~'(M.*«) est réduite a o
(Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 2, n° %, prop. 8, o on peut dans la démonstration
remplacer la suite décroissante par un ensemble filtrant quelconque). Or, pour tout «
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fixé, 'intersection des it A'ﬁ.a pour z>0 est réduite 4 o dans ’anneau local noethérien A:’ﬁ& .

D’autre part les 1] sont les idéaux maximaux de A’, donc I’homomorphisme canonique

A’—»HA:?,& est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, cor. 2 du th. 1), et
a

comme par hypothése % : A—>A’ est aussi injectif, cela achéve la démonstration dans
le cas général. La derniére assertion résulte de ce que A est un A-module fidélement
plat (0, 7.3.5) et A’=A’®,A puisque A’ est par hypothése un A-module de type fini
‘(Bourbaki, Alg. comm., chap. I1I, § 3, n° 4, th. g et chap. 1V, § 2, n° 5, cor. g de la prop. g).

Proposition (xx.5.3). — Soient f: X—Y un morphisme localement de présentation finie,
F un Oy-Module quasi-cohérent de présentation finie, x un point de X, y=f(x), g=(¢,0) : Y'Y
un morphisme propre de présentation finie. On suppose que :

(i) L’homomorphisme 8, : O,—(g (0y)), est injectif.

(ii) Pour tout x'eX'=XXyY’' dont la projection dans X est x, F'=FOyY' est
Y'-plat au point x'.

Alors F est f-plat au point x.

La question étant locale sur X, on peut supposer f de présentation finie. Soit
p:X'>X la projection canonique. Comme f'=fy,:X'—>Y’ est de présentation
finie (1.6.2) et que &’ est un Oy-Module de présentation finie (0;, 5.2.5), il résulte
de (r1.3.1) que ’ensemble U’ des points de X’ ou & est f'-plat est ouvert. Comme U’
contient p~'(x) par hypothése, et que p est propre, donc fermé, U’ contient un ensemble
de la forme p~'(U), ou U est un voisinage de ». Remplagant X par U, on peut donc
supposer déja que &' est f’-plat. D’autre part, tenant compte de (I, 3.6.5), (I, 5.4.2)
et (2.1.4), on peut remplacer Y par Spec(0,), autrement dit supposer que Y= Spec(A),
ol A est un anneau local. Sous ces conditions, on va prouver que % est f-plat. En vertu
de (5.13.3), A est limite inductive de sous-anneaux locaux noethériens A, tels que
I'injection canonique A,—A soit un homomorphisme local. En vertu de (8.9.1), on
peut supposer que X=X,®, A, f=f,®1,, F=F,®, A, pour un A convenable,
S 1 X3—=>Y,=Spec(A,;) étant un morphisme de type fini, &, un O,-Module cohérent.
De méme, on peut supposer que Y'=Y;3®, A, g=£,081,, ol g, :Y,—Y, est un
morphisme de présentation finie; en outre (8.10.5, (xii)), on peut supposer que g,
est propre. Comme par hypothése I’homomorphisme A—T'(Y’, 0y.) est injectif et que A,
est un sous-anneau de A, ’homomorphisme A,—>I'(Y’, 0y) est aussi injectif. Enfin,
en vertu de (11.2.6), on peut supposer A pris tel que F3=F,®y, Y, soit f;-plat,
puisque F'=F ;‘®Y1Y" Ces remarques prouvent que l'on peut désormais supposer
Panneau A noethérien, les autres hypothéses de (11.5.3) étant vérifiées. Posons alors
B=A, Z =Spec(B); comme B est un A-module fidélement plat (0;, 7.3.5), il revient
au méme de dire que F est f-plat ou que F®yZ est Z-plat (2.1.4); de méme, si 'on
pose Z'=Y'xyZ, le morphisme Z’'—Y’ est fidélement plat (2.2.13), donc il revient
au méme de dire que F' est f’-plat ou que F'®y. Z’ est Z'-plat;enfin h=gg : Z'>Z
est propre (I, 5.4.2) et de type fini (1.5.2), A est noethérien, et si z est son point
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fermé, ’homomorphisme 0,—(h(0y)), est wnjectif, car il résulte de (2.3.1) que
h(0y)=g,(0y)®yZ, et notre assertion résulte de ’hypothése (i) et de la définition des
modules plats (07, 6.1.1).

On peut donc désormais supposer ’anneau local noethérien A complet; la démons-
tration sera achevée si ’on prouve que lintersection des noyaux des homomorphismes
A=0,~0, (ou y' parcourt g~'(y)) est réduite ¢ o. En effet, les 0, sont des anneaux
locaux noethériens, donc pour chaque ' Iintersection des my (n>0) est réduite a o;
si a,, est I'image réciproque dans A de my, les intersections finies des a, , sont des
voisinages de o dans A et l'intersection de tous les a, , est réduite a o; les intersections
finies des a,, formeront donc un syst¢tme fondamental de voisinages de o dans A
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n® 7, prop. 8, olt on peut dans la démonstration
remplacer la suite décroissante par un ensemble filtrant quelconque); on pourra par
suite appliquer (11.5.1). Or, soit seA un élément appartenant au noyau de chacun
des homomorphismes A—0,; l'image s’ de s dans I'(Y’, Oy) est donc une section
de 0y. au-dessus de Y telle que s;,=o0 pour tout y'eg~*(y); il y a par suite un voisinage V'
de g~ '(») dans Y’ tel que s'|V'=o0. Mais comme g est fermé, V' contient un ensemble
de la forme g=(V), ou V est un voisinage ouvert de y dans Y; or, Y est un schéma local,
donc le seul voisinage du point fermé » de Y est Y tout entier, autrement dit V'=Y’,
s'=o0, et comme A—>T(Y’, Oy) est injectif par hypothése, s=o0. C.Q.F.D.

Le cas particulier suivant de (11.5.3) nous sera utile au chap. V :

Corollaire (x1.5.4). — Soit f=(y, 0) : X—Y un morphisme propre de présentation
finie, et soit p 1 X XyX—>X la premiére projection. On suppose que 0 : Oy—f,(Ox) soit injectif.
Alors, pour que f soit plat, il faut et il suffit que p le soit.

Proposition (11.5.5). — Soient A un anneau, Y =Spec(A), f: X—>Y un morphisme
localement de présentation finie, F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie, x un point
de X. Soit A—A’ un homomorphisme injectif faisant de A’ une algébre entie¢re sur A. Posons
Y'=Spec(A"), X'=XXyY', f'=fx1, F'=F@yY'. Alors, si F' est f'~plat en tout point
de X' dont la projection dans X est égale a@ x, F est f-plat au point x.

Supposons d’abord que A’ soit une A-algébre finie et de présentation finie; alors le
morphisme Y’'—Y est propre (IL, 6.1.11) et de présentation finie, donc les hypothéses
de (11.5.3) sont vérifiées, d’ot1 la conclusion. Dans le cas général, la proposition résultera
de ce cas particulier, du fait que A’ est limite inductive de ses sous-A-algebres finies
A} et des deux lemmes suivants :

Lemme (xx.5.5.1x). — Toute A-algébre finie A’ est limite inductive de A-algébres Ay
qui sont finies et de présentation finie. '

On raisonne comme dans (1.9.3.1). On aen effet A’=B/J, ou B est une A-algébre
finie qui est un A-module lbre, et J un idéal de B (1.4.7.1). Or, J est limite inductive
des idéaux J,CJ de B qui sont de type fini (et a fortiori des A-modules de type fini), donc,
par I’exactitude du foncteur !_i_rp), A’ est limite inductive des A-algébres B/J,; or, B/J,

est par définition un A-module de présentation finie, donc aussi (1.4.7) une A-algébre
de présentation finie.
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Pour appliquer ce lemme a la situation de (11.5.5) on notera en outre que si
Phomomorphisme A—>A’ est injectif, il en est ainsi @ fortiori de A—A) pour tout A.
Lemme (11.5.5.2). — Soient A un anneau, A’ une A-algébre, (A}) un systéme inductif
de A-algébres tel que A’=H_)mA;; on pose Y=Spec(A), Y'=Spec(A’), Y;=Spec(A}).
Soient  f: X—Y un morphisme de présentation finie, F un Ox-Module quasi-cohérent de
présentation finie; on pose X'=XXyY', f'=fy), F'=FOyY', Xi=XXyY}, Si=rfy
i=FQyY,. Soit x un point de X, tel que F' soit f'-plat en tous les points x'€ X’ au-dessus
de x ; alors il existe N tel que F ), soit fy-plat en tous les points de X, au-dessus de x.

Soit U’ ensemble des x'eX’ tels que &’ soit f’'-plat au point x’; on sait (11.3.1)
que U’ est ouvert dans X' puisque f’ est de présentation finie (1.6.2); de méme
I’ensemble U; des points de X ol & est f,-plat est ouvert dans X, et on sait en outre
(11.2.6) que U’ est réunion des »y*(Uj}), ou v, : X'—X est la projection canonique.
Considérons le schéma T=Spec(k(x)); posons T'=TXxyY’, T;=TxyY,, et soient
w, : T'=T;, g : T'=X, g5 : Ty—X, les projections canoniques. Posons V}=g,~*(U}),
V'=g"YU) =lijw{1(V;). Par hypothése on a (compte tenu de (I, 3.6.1)) V'=T";
comme T" est quasi-compact, il existe A tel que wy*(V4)="T’. On déduit alors de (8.3.3)
appliqué aux parties fermées quasi-compactes T,—V3} de T;, qu’il existe p>A tel
que T,=V,; cela signifie que &, est f,-plat en tous les points de X dont la projection
dans X est x. C.Q.F.D.

11.6. Descente de la platitude par des morphismes quelconques : cas d’un
préschéma de base unibranche.

Théoréme (1x.6.1). — Soient A un anneau local intégre géométriquement unibranche
(0, 23.2.1), Y=Spec(A), f: X—>Y un morphisme localement de présentation finie, F un
Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie. Soient A’ un anneau local, u : A—A’ un homo-
morphisme local injectif ; on pose Y'=Spec(A’), X'=XXyY', f'=fy), F'=FOyY'. Soient x
un point de X dont la projection f(x)=y est le point ferméde Y, x’ un point de X' dont les projections
dans X et Y' sont respectivement x et le point fermé y' de Y'. Alors, si F' est f'-plat au point x',
F est f-plat au point x.

On peut se borner au cas ou f est de présentation finie, la question étant locale
sur X. Nous procéderons en plusieurs étapes.

I) Réduction au cas o A et A’ sont des anneaux locaux intégralement clos.

Comme u est injectif et A integre, il existe un idéal premier p’ de A’ tel que
u~*(p’)=o0 (0, 1.5.8); ’homomorphisme composé A1>A’->A”=A’/p' est donc injectif
et local, et si Y’=Spec(A”), X"=X'®, A"=XXyY"', F'=F'Q, A", F' est Y'-plat
aux points de X'’ au-dessus de x’ (2.1.4); remplacant au besoin A’ par A" et tenant
compte de (I, 3.4.7), on peut donc supposer d’abord que A’ est intégre. Si K’ est le corps
des fractions de A’, il y a alors un anneau de valuation B’ dans K’ qui domine A’; ’homo-

morphisme composé A5 A’>B’ étant injectif et local, le méme raisonnement que
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précédemment permet de remplacer A’ par B’; on peut donc supposer "anneau local A’
intégralement clos, A étant un sous-anneau local de A’ dominé par A’. Soit A, la cléture
intégrale de A; il est clair que ACA;CA’, et par hypothése A, est un anneau local ;
si m, my, m’ sont les idéaux maximaux de A, A;, A’, on a mcm,;cm’; en effet, m; est
le seul idéal premier de A; au-dessus de m, puisque A, est un anneau local (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 2, n® 1, prop. 1); comme m'nA=m, on a m'NnA;nA=m,
donc m'nA;=m;. Posons Y,;=Spec(A,), X;=XXyY;, fi=fvy), F1=F ®yY;, et
soit x; la projection de x" dans X,; désignons d’autre part par y, I'unique point fermé
de Y,, de sorte que p;=f;(x,). Par hypothése le morphisme Spec(k(y,))—Spec(k(y))
est radiciel, d’oit 'on conclut, par la transitivité des fibres (I, 3.6.4) et (I,3.5.7), que
le morphisme f,7(y,)—f"!(y) est radiciel, et en particulier que x, est le seu! point de X,
dont les projections dans X et Y, soient x et y, respectivement; en outre, on a vu que
est le seul point de Y, dont la projection dans Y soit », donc x, est le seul point de X,
dont la projection dans X soit x. Si 'on prouve que &, est f;-plat au point x;, on pourra
donc appliquer (11.5.5), d’ou résultera la conclusion. On est donc ramené au cas o A
lui aussi est intégralement clos.

II) Réduction au cas oir A et A’ sont des anneaux locaux de Z-algébres de type fini intégralement
closes.

On peut considérer A’ comme limite inductive filtrante de ses sous-Z-algébres
(intégres) de type fini B}; en outre, comme A’ est intégralement clos et que la cloture
intégrale d’'une Z-algeébre de type fini est aussi une Z-algebre de type fini (7.8.3), on
voit que A’ est limite inductive de ses sous-Z-algebres de type fini B} intégralement closes ;
si my=m'nBj, A’ est aussi limite inductive des sous-anneaux locaux (B})n, =Aj;
dominés par A’ (5.13.3). Pour tout A, BinA est aussi limite inductive de ses sous-

Z-algebres de type fini B,,, donc A== h_)m B,,, et comme plus haut on peut remplacer B,,
dans cette formule par sa cléture intégr);llc (contenue par hypothése dans BjnA), puis
par Panneau local A, = (By)p,, o0t myu=mnB,=minB,, de sorte que A,y est
dominé par Aj et par A. Posons Y, =Spec(A,,); il résulte de (8.9.1) qu’il existe
un couple (a«, A) assez grand, un morphisme f,, :X,,—>Y,, de type fini et un
Ox ,-Module cohérent F,, tels que X=X, Xy Y, f= X1y, F=F a®y,Y; sl X
est la projection de x dans X,,, il suffira de montrer que %, est f,;-plat au point x,,.
Comme A’ est limite inductive des A, pour p>X, X’ est limite projective des
XXy, Y,=X,,, eton aaussi F'=F w®y, Y, ou F w=F u®y,Y,. Appliquant
(11.2.6), on voit qu'on peut prendre u assez grand pour que F,, soit Y -plat au
point x/,, projection de x' dans X}, et en outre, par construction des A, la projection
de x, dans Y, est le point fermé de Y.

III) Réduction au cas o le corps résiduel k' de A’ est une extension finie et radicielle du
corps résiduel k de A.

On peut en premier lieu répéter le raisonnement de la partie I) de la
démonstration de (11.4.11), tenant compte du fait que Z est un anneau de
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Jacobson; on se réduit ainsi au cas ol &' est une extension finie de £, ce que
I'on va supposer dans ce qui suit. Soient £” la plus grande extension séparable
de k£ contenue dans k', k; une extension galoisienne finie de £ contenant £”, de
sorte que k''®.k, est composée directe de corps isomorphes a k;; comme £’ est une
extension radicielle de £, £'®.k, est donc composée directe d’extensions radicielles
de k. Il existe un anneau local A; qui est une A-algébre et un A-module libre de type fini,
tel que A, /mA, soit £-isomorphe a £, (0;, 10.3.1.2); de fagon précise, on peut supposer
que k,=k[T]/(r), ol r est un polynéme unitaire irréductible et séparable de £[T]
de degré n; si R est un polynéme unitaire de A[T] dont I'image canonique est 7 (et qui
est donc de degré =), on peut prendre A;=A[T]/(R). Or, si K est le corps des fractions
de A, il est clair que R est un polynéme irréductible et séparable de K[T]; on en déduit
donc d’abord que A, est un anneau intégre dont le corps des fractions K;=K/[T]/(R)
est une extension séparable de K. En outre, si ¢ est 'image canonique de T dans A,
les t (0<j<n) forment une base du A-module A,, et leurs images dans k, une base sur £;
on déduit de 12 que d=det(Tr, ,(t'*7)) est un élément de A dont la classe dans &
est %0, et qui est par suite inversible. Le méme raisonnement que dans (6.12.4.1, I))
prouve alors que le morphisme Spec(A,)—Spec(A) est plat et a ses fibres réguliéres;
on conclut par suite de (6.5.4, (ii)) que A, est intégralement clos. Considérons alors
Panneau A{=A’'®,A,; c’est un A’-module libre de type fini, donc un anneau semi-
local (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. g de la prop. 9); en outre, les idéaux
maximaux de cette A’-algébre finie sont tous au-dessus de I'idéal maximal m’ de A’,
et a fortiori contiennent mA]. Mais Aj/mA;=(A’'/mA’)®,k,, et comme £, est une exten-
sion séparable et finie de £, le radical de Aj/mA; est égal & (m’'/mA’)®,k, (Bourbaki,
Alg., chap. VIII, § 7, n° 2, cor. 2 de la prop. 3); si n; (1<i<r) sont les idéaux maximaux
de A{, les corps A{/n; sont donc les corps composant ’algébre £'®,k;, autrement dit
ce sont des extensions finies radicielles de k,. D’ailleurs, comme A—A’ est un homo-
morphisme injectif, il en est de méme de A;—A], A, étant un A-module plat;

I’homomorphisme canonique A;—>.H (A])n, €tant lui aussi injectif (Bourbaki, Alg. comm.,

i=1 r

chap. II, § g, n° g, th. 1), il en est de méme du composé A1—>.H (Ai)"i' Mais A, est

i=1
intégre, et les noyaux des homomorphismes A;—>(A}),. sont en nombre fini; comme
1

leur intersection est nulle, c’est que I'un d’eux déja est nul. En d’autres termes, il
Yy a un B1=(A{)n1, tel que 'homomorphisme A;,—B, soit injectif et local. Posons
Y;=Spec(B,), X;=X'XyY; F1=F '®y Y, estY;-platen tousles points de X] au-dessus
de x’; d’ailleurs I'idéal maximal de B, est le seul au-dessus de m’, par suite tous ces
points ont pour projection dans Y; le point fermé y;. Soit ¥, un de ces points. Posons
d’autre part Y,=Spec(A,), X,=XxyY;, F1=F ®yY,; si x, est la projection de x
dans X,, la projection de x; dans X est x et sa projection dans Y, est le point fermé y,.
Si 'on prouve que (#,),, est un ¢, -module plat, il en résultera que F est un 0;-module
plat; en effet @, est un Oy-module plat, donc (#),),, est un Oy-module plat (0;, 6.2.1).
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Mais (F,),, =F x®®xmx.’ et 0, est un O -module fidélement plat; donc (2.2.11, (iii))
F 5 est un 0p-module plat. Comme X|=X, Xy Y], #{=% 0y Y, on est bien ramené
a la situation de I’énoncé (11.6.1), avec A et A’ remplacés par A, et B; respectivement.

IV) Fin de la démonstration. — On est finalement réduit & prouver (11.6.1) sous
les hypothéses supplémentaires suivantes :

(i) A et A’ sont des anneaux locaux de Z-algébres de type fini (donc des anneaux
excellents (%7.8.3));

(it) A est intégralement clos;

(iii) le corps résiduel £’ de A’ est une extension finie et radicielle du corps résiduel &
de A.

On sait alors ((7.8.3) et (2.3.8)) que sous les conditions (i) et (ii), si m et m’
sont les idéaux maximaux de A et A’ respectivement, la topologie m-adique sur A est
induite par la topologie m’-adique de A’. Le complété % : A—~A’ est donc un homo-
morphisme injectif. D’autre part, comme le morphisme Spec(£’)—Spec(k) est radiciel,
il en est de méme du morphisme f~'(y')—f"1(») I, 3.5.7), et il n’y a donc qu’un seul
point x’ de X’ dont les projections dans X et Y’ soient x et y' respectivement. On peut
donc appliquer le résultat de (11.5.2). C.Q.F.D.

Corollaire (xx.6.2). — Soient A un anneau local intégre unibranche, Y= Spec(A),
S X—>Y un morphisme localement de présentation finie, F un Ox-Module quasi-cohérent de
présentation finie. Soient A’ un anneau local, A—A’ un homomorphisme local injectif; on pose
Y’ =Spec(A’), X'=XXyY', f'=fy), F =F@yY'. Sort x un point de X dont la projec-
tion f(x)=y est le point fermé de Y ; on suppose que F' est f'-plat en tous les points x' de X’
dont les projections dans X et Y' sont respectivement x et le point fermé y' de Y'. Alors F est f-plat
au point x.

On peut en effet reprendre la partie I) de la démonstration de (11.6.1), qui
prouve (avec les mémes notations) que si &, est fi-plat en fous les points x;, de X, dont
les projections respectives dans X et Y, sont x et y;, alors & est f-plat au point x; on est
ainsi ramené au cas olt A est intégralement clos, donc géométriquement unibranche, et la
conclusion résulte alors de (11.6.1).

11.7. Contre-exemples.

(11.7.1) Considérons d’abord le cas ou A est un anneau local artinien, et ot les hypothéses de (11.4.11)
sont remplies sauf la condition (ii) concernant le corps résiduel ¥ de A. Nous allons voir que la conclusion
de (11.4.11) peut alors étre en défaut. Soit £ un corps admettant une extension galoisienne &’ de degré [k : k] > 1,
et désignons par I' le groupe de Galois de £’. Soit A une k-algébre ayant une base de 3 €éléments 1, a, b avec
la table de multiplication a*=ab=ba=>5*=0, de sorte que A est un anneau local artinien dont I’idéal maximal
m=ka+kb est de carré nul. Soit A’=A® .k, qui est une F'-algébre de base 1, a, b, anneau local artinien d’idéal
maximal m’=k’a+k’'b=mA’, de carré nul; A s’identifie canoniquement A un sous-anneau de A’. Soit J le sous-
K’-espace vectoriel de m’ engendré par a++yb, ol yYEL’ n’appartient pas a k; il est clair que J est unidéal de A’,
Posons B=A’/3; c’est un anneau artinien qui est un A-module non plat; sinon (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
§ 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), B serait un A-module libre; comme A’ est lui aussi un A-module libre, et que
Phomomorphisme canonique A’/mA’—B/mB est bijectif, ’homomorphisme canonique A’—>B=A’[J serait lui
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aussi bijectif (loc. cit., n° 2, cor. de la prop. 6) ce qui est absurde. Autrement dit, si on pose Y = Spec(A),

X =Spec(B), 94 n’est pas Y-plat en I'unique point x de X. Mais soit A; =B, et Y, =Spec(A,), et considérons

P’homomorphisme canonique A—>A,, qui est local et injectif puisque JNA =o0; si B;=B®, A, =B®,B, nous

allons voir qu’il y a un point de X; =XX,Y,=Spec(B;) ol 0y est Y,-plat. Pour cela, remarquons que I'on a

B®,B=(A"®,A")/(Im(I®,A") + Im(A’®, J)). Or la structure de C’=A’®, A’ s’obtient aisément; on considére

la A-algébre produit C = Hr Aj;, ol tous les A sont égaux a A’, et ’application canonique ¢ : A’®,A’—>C telle
S

que p(*®y) = (a(xDy), er (le groupe I' opérant canoniquement sur A’); en passant aux quotients, on en déduit
un homomorphisme C’/mC’—>C/mC qui n’est autre que ’homomorphisme canonique k’®pk"—> 1;] ks (avec kg=Fk

pour tout 6€I'); on sait que ce dernier est bijectif (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 8, prop. 4), donc il en est de
méme de ¢, puisque C’ et C sont des A-modules libres (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. de la prop. 6).
De ce qui précéde, il résulte que B®,B est une A-algébre semi-locale, composée directe des A-algébres locales
A’[(6(3)+3). Celle de ces algébres correspondant & ’identité de I' est isomorphe & A’[S, donc est un A;-module
plat, mais comme y¢#k, il y a au moins un o€l tel que o(3) +3; alors 6(I)+I=m’, et A’/m’ n’est pas un
(A’/3)-module plat, puisque c’est le quotient de A’/J par un idéal non nul.

(11.7.2) Nous allons maintenant montrer que le résultat de (11.5.4) perd sa validité lorsqu’on ne suppose
plus que f soit un morphisme propre (et a fortiori (11.5.3) cesse d’étre exact lorsqu’on ne suppose plus g propre).
Soient £ un corps, A, ’anneau de polynémes £[S, T], A I’anneau quotient A /A ST; Y =Spec(A) est donc la
courbe réductible formée des deux « axes de coordonnées » dans le plan affine Vj, = Spec(A,). L’anneau A admet
deux idéaux premiers minimaux p; = AS/AST, py = A T/A ST, et comme A est réduit, il se plonge canoniquement
dans B=B,®B,, o B,=A/n,, B,=A/p,; d’ailleurs B, s’identifie & ¥[T] et B, & £[S], donc ce sont des anneaux
intégres intégralement clos et par suite Z =Spec(B) n’est autre que le normalisé du préschéma Y par rapport
a R(Y) (II, 6.3.8), somme des deux schémas Z, = Spec(B,), Z,=Spec(B,). Désignons par y le « point double »
de Y, correspondant a 1'idéal maximal p, +py=m de A, par z, et z, les points de Z qui se projettent en , corres-
pondant respectivement aux idéaux maximaux m, = (T) et my,=(S) de B, et B,. Nous désignerons par X le sous-
préschéma de Z induit sur le complémentaire de z, dans Z; on a donc X = Spec(B,® (B,)); il est immédiat que
Phomomorphisme A—>A’=B;®(B,), est injectif, mais le morphisme correspondant f:X—Y n’est pas fermé
(car f(Zy,—{zy}) n’est pas fermé dans Y, bien que Z,—{z,} soit fermé dans X); a fortiori il n’est pas propre.
Nous allons voir maintenant que f n’est pas plat au point z,; il suffira de montrer (0, 6.6.2) que O, n’est pas un
9,-module fidélement plat, et pour cela il suffit de voir que I’homomorphisme canonique ©,—>O, n’est pas injectif
mais cela est immédiat car O, est un anneau intégre, tandis que 9, admet des diviseurs de zéro. Cependant,
la premiére projection p:X Xy, X-—>X est un isomorphisme : en effet, on a B, ®, B, =(A[p)®,(Alp;)=Alpy,
(B2)s®, (By)s = (By®, B,)s = (B,)s pour la méme raison, et enfin B,®, (B,)s=0, car I'image canonique de S dans B,
est nulle.

(11.7.3) L’exemple précédent peut se généraliser : on considére sur un corps k une courbe algébrique
réduite Y admettant un seul « point double ordinaire » » (notion qui sera définie plus tard de fagon générale),
et sa normalisée Z, de sorte que le morphisme g:Z-—>Y est fini, que la restriction de g & Z—g 1(y) est un
isomorphisme sur Y—{}, et que g~ () seréduit a deux points « simples » z;, z,; en outre le préschéma g~1(»)
est somme des deux préschémas Spec(k(z,)), Spec(k(z;)), canoniquement isomorphes & Spec(le(y)). Soit X
le sous-préschéma de Z induit sur 'ouvert Z—{z,}; le morphisme f:X-—>Y, restriction de g & X, n’est pas
propre, sans quoi (II, 5.4.3) il en serait de méme de ’injection canonique j:X—>Z, qui n’est pas fermée. Le
morphisme f est radiciel, car pour tout y’€Y, la fibre f~1()’) ne comprend qu’un seul point ', K(y")—>k(x")
étant un isomorphisme; on en conclut d’abord que le morphisme diagonal A;: X—>X XX est bijectif (1.7.7.1)
et d’autre part, comme f est non ramifié (17.4.2, d’)), A; est une immersion ouverte (17.4.2, b)); par suite Aj est
un isomorphisme, et la premiére projection p : X x ,X—>X I'isomorphisme réciproque. Cependant f n’est pas plat
au point 2, ; sinon ©,, serait un @y-module fidélement plat (0, 6.6.2), et comme O, contient deux idéaux premiers
minimaux p,, p, distincts (correspondant aux deux « branches » de Y au point ») il existerait dans ©, deux idéaux
premiers dont les images réciproques par u : 9,—0O, seraient p, et p, (0,, 6.5.1); mais cela est absurde, car @,
n’a que deux idéaux premiers distincts, o et I’ 1deal maximal my, et u~1(m,;) est I'idéal maximal m de 9,

(11.7.4) On notera que dans I’exemple précédent I’homomorphisme u est injectif lorsque Y est zrréductzble
(on peut par exemple prendre Y= Spec(k[S, T]/(S(S% + T2?)— (82—T?))), « cubique & point double »); on peut
en effet alors (en remplagant Y par un voisinage affine de y) supposer que Y= Spec(A), ol A est intégre, d’out
Z =Spec(B), ol B est la cloture intégrale de A; comme B, 0, et 0, s’identifient alors & des sous-anneaux du corps
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des fractions de A, u est évidemment injectif. On notera par contre que 1’homomorphisme 7% : 31,——)@2‘ n'est pas
injectif, car @2: est un anneau intégre local (z, étant un point simple), tandis que @y a deux idéaux premiers minimaux
distincts (correspondant aux deux « branches » de Y) et admet donc des diviseurs de zéro. Cela donne un exemple
montrant que dans I’énoncé (11.5.2), on ne peut pas remplacer I’hypothése que 7 est injectif par I’hypothése que u
lui-méme est injectif, méme lorsque A’ est un anneau local. Il suffit en effet de prendre (avec les notations précé-
dentes) A=0,, A’=0, , Y=_8pec(A), X =Spec(A’); le raisonnement de (11.7.3) prouve encore que la premiére
projection p: X X X—>X est un isomorphisme, bien que f ne soit pas plat au point z,.

(11.7.5) Les exemples de (11.7.2) et (11.7.3) expliquent la restriction aux anneaux locaux unibranches
dans (11.6.1) et (11.6.2). Nous allons voir maintenant que dans (11.6.1), on ne peut affaiblir I’hypothése sur A
en supposant seulement A unibranche. Considérons en effet ’anneau local intégre complet A = R[[U, V]]/(U2% + V?)
qui est unibranche mais non géométriquement unibranche (6.5.11). On sait (loc. cit.) que si u, v sont les images
de U et V dans A, la cléture intégrale de A est A= A[t] avec t=ufu, tel que ¢ =——1, si bien que A est isomorphe
a4 C[[U]]. Posons Y =Spec(A), X= Spec(A) (normalisé de Y (II, 6.3.8)) et soient y et x les points fermés de Y
et X respectivement; nous allons montrer que pour une A-algébre locale convenable A’, sil’on pose Y’ = Spec(A’),
X'=XxX,Y’, etsiy désigne le point fermé de Y’, O;. est Y’'-plat en un point de X’ dont les projections dans X
et Y’ sont respectivement x et »’, mais n’est pas Y'-plat en tous les points ayant ces projections; il en résultera évidem-
ment (2.1.4) que 9, n’est pas Y-plat au point x (ce qui est d’ailleurs trivial a priori, A n’étant pas un A-module libre).

Soit B=A®pC, isomorphe & C[[U, V]]/(U +iV)(U—iV); B a deux idéaux premiers minimaux p’, p”
engendrés respectivement par u+iw et u—iv, et n=p 4 p’ estl’idéal maximal de I’anneau local complet B.
Soit B =K®R C; B est composée directe de deux algebres isomorphes 3 C[[U]], engendrées par les idempotents
¢=1®1+1t®i)/2 et ¢’ =(1®1—t®i)/2; comme ’homomorphisme A—>A est injectif, il en est de méme de B—>B,
et les images de u+iv et de u—iv par cette injection sont respectivement ue’ et ue”; on en conclut aussitot que B
s’identifie canoniquement & (B/p’)@® (B/p”’). Cela étant, prenons pour A’ I’anneau local B/p’; alors K@AA'
S'identifie 4 B®,A’. Mais on a (B/p")®,(B/p")=B/p’ et (B/p’)®,(B/p”")=B/n, donc A®,A’ est isomorphe
a A’@(B/n). Cela établit notre assertion, car Bfn=A’/(n/p’) n’est pas un A’-module plat (sans quoi ce serait
un A’-module libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n°® 2, cor. 2 de la prop. 5), ce qui est absurde).

11.8. Un critére valuatif de platitude.

Théoréme (1x.8.1). — Sotent f: X—>Y un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie, x un point de X, y=f(x). On suppose
Panneau local O intégre (resp. réduit et noethérien). Pour que F soit f-plat au point x, il faut et
il suffit que, pour tout anneau de valuation (resp. tout anneau de valuation discréte) A’ et tout
homomorphisme local O,~A’, la condition suivante soit satisfaite : en posant Y'=Spec(A’),
X'=XxyY', f'=fyy, le Ox-Module F'=F®yY' est f-plat en tous les points x' de X’
dont les projections respectives dans X et Y' sont x et le point fermé y' de Y'.

La condition étant évidemment nécessaire (2.1.4), reste a prouver qu’elle est
suffisante. On peut évidemment ((I, 3.6.5) et (I, 2.4.4)) se borner au casott Y= Spec(A)
est le spectre d’un anneau local A et y le point fermé de Y.

(i) Cas oxx A est intéggre. — Soient K le corps des fractions de A, A; la cléture
intégrale de A; si Pon pose Y;=Spec(A;), X;=XXyYy, fi=fy,, il suffit, en vertu
de (11.5.5), de montrer que F,; =% ®,Y,; est fi-plat en fous les points x; de X, dont x
est la projection dans X. Or, si fi(¥)=y;, on a j, =m,;, ol m; est un idéal premier
de A, dont m =i, estla trace sur A (m, est d’ailleurs nécessairement un idéal maximal).
Soit alors A’ un anneau de valuation pour K qui domine 0, =(A,),,; I’homomor-
phisme A—0@, étant local, il en est de méme de A—A’. Il existe alors au moins un
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point x'eX’ dont les projections dans X; et Y’ sont respectivement x, et ' (I, 3.4.7);
comme par hypothése #" est f'-plat au point #’, et que 0, est intégralement clos, on
peut appliquer (11.6.1), et on en déduit que &, est f;-plat au point x,, d’ou le théoréme
dans ce cas.

(i1) Cas ox A est réduit et noethérien. — Soient p, (1<i<m) les idéaux minimaux de A;
comme A est réduit, il s’identifie canoniquement a4 un sous-anneau du produit des
A;=A/p;, quisontdesanneaux locaux noethériens; posant Y;=Spec(A;), X; =X XxyY;,
Ji=/fxy, il résulte de (11.5.2) qu’il suffit de démontrer que pour chaque i, F;=F®yY;
est f;-plat en tout point x; de X; dont les projections dans X et Y; sont x et le point
fermé y; de Y; respectivement. Or, comme A; est un anneau local noethérien intégre,
il existe dans son corps des fractions K; un sous-anncau A;’ contenant A;, qui soit une
A-algebre finie (donc un anneau semi-local noethérien) et dont les anneaux locaux
soient géométriquement unibranches ((6.15.5) et (0, 23.2.5)). Comme les idéaux maximaux
de A]’ sont alors nécessairement au-dessus de 'idéal maximal de A;, on déduit encore
de (I,3.4.7) etde (11.5.2) qu’il suffit, en posant Yj;=Spec(A}), X} =XXxyY},
Ji'=fyy), de prouver que F;'=F®yY; est f{'-plat en fout point x;" de X}’ sont les
projections dans X et Y’ sont x et le point fermé y;’ de Y} respectivement. Or, soit A’
un anneau de valuation discréte pour K; dominant A}, et soit ¥’ un point de X’ dont
les projections dans X;" et dans Y’ sont ;" et )" respectivement (I, 3.4.7); comme @,
est géométriquement unibranche, on peut encore appliquer (11.6.1) et on en déduit
bien que &' est f'-plat au point x;".

Remarques (1x.8.2). — (i) Dans I’énoncé de (11.8.1), on peut se borner a supposer
que la condition sur &' est vérifiée pour les anneaux de valuation A’ complets et dont
le corps résiduel est algébriquement clos. On sait en effet que tout anneau de valuation A’
est dominé par un tel anneau A" (I, 7.1.2), et que si A’ est un anneau de valuation
discréte, on peut supposer qu’il en est de méme de A" (0, 10.3.1).

(ii) La démonstration de (11.8.1) se simplifie lorsqu’on suppose non seulement
que A est intégre et noethérien, mais que son complété A est lui aussi intégre. Remplacant X
par X®,A et raisonnant comme dans la démonstration de (11.5.3), on peut en effet
se ramener alors & prouver (11.8.1) lorsque A =0, est intégre, noethérien et complet.
Or, on sait (II,7.1.7) qu’un tel anneau A est dominé par un anneau de valuation
discréte complet; la conclusion résulte donc directement de (11.5.2).

11.9. Familles séparantes et universellement séparantes d’homomorphismes
de faisceaux de modules.

(xx.9.1) Soient X un préschéma, (f,),er une famille de morphismes f, : Z, —»X,
Z un Ox-Module quasi-cohérent; pour tout AeL, supposons donnés un Oz -Module
quasi-cohérent %, et un homomorphisme

(rx.9.1.1) u, : F—>(£) (D)
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On dit que la famille (x,) (ou la famille correspondante des uf : (f,)"(F)—>%,)
est séparante si 'intersection des noyaux des u, est nulle. En d’autres termes, cela signifie
que pour fout ouvert U de X, et toute section ¢ de F au-dessus de U, telle que, pour fout ),
la section u,(¢) (qui, par définition est une section de ¥, au-dessus de f; *(U)) soit
nulle, alors ¢ est elle-méme nulle.

(xx.9.2) Avec les notations de (11.9.1), soit M un second ensemble d’indices;
pour tout 2AeL, soit (g,)iex une famille de morphismes g, :Z;,—~Z,; pour
tout couple (A, n), supposons donnés un (OZ,M-Module quasi-cohérent &, et un
homomorphisme v,, : ¥, — (g,),(#,); posons h,,=fiog,, :Z;,—~X et considérons
I’homomorphisme composé

uy vy
Wyt F —> ([).(Gh) ——> (h,),(3,)-

Supposons que, pour tout AeL, la famille (v,,),cy soit séparante : alors, il en est de
méme de la famille des ( f,) (v,,) (»€M), comme on le voit aussitét. On en conclut que,
pour que la famille (z,) soit séparante, il faut et il suffit que la famille (w,,)n, yerxu
le soit.

(xx.9.3) Pour vérifier que la famille (,) est séparante (avec les notations de
(11.9.1)), on peut évidemment se ramener tout d’abord au cas ou X est affine, la
propriété étant locale sur X. On peut en outre supposer que Z,=X pour tout heL.
En effet, soit M un ensemble d’indices, somme d’une famille (M,),¢,, etpourtout AeL,
soit (Y,,)ucy, un recouvrement ouvert affine de Z,; soit j,, : Y,,—~Z, Dlinjection
canonique et posons J,,=j,,(¥,) =%,|Y,,. Si 'on considére I’homomorphisme
canonique 2,,=pg, : G (o). (D) = () (F5,) relatifajg,, (0, 4.4.3.2), il est
immédiat que pour chaque A€L, la famille (v;,),cy, estséparante. Envertude (11.9.2),
on est donc ramené a prouver que la famille des homomorphismes composés (( f,), (7)) ou,
est séparante, autrement dit on est ramené au cas ou les Z, sont affines. Mais alors les
(/).(¢,) sont des Ox-Modules quasi-cohérents (I, 1.6.2) et en vertu de la définition,
on peut remplacer les Z, par X et les 4, par les (f;) (¥,), d’ou notre assertion.

On notera en outre que si L est fini et les f, quasi-compacts, on peut, dans la réduction
précédente, supposer que les M, sont aussi finis, donc on est dans ce cas ramené
a vérifier qu'une famille finie d’homomorphismes de % dans des 0x-Modules quasi-
cohérents est séparante.

(rx.9.4) Considérons donc le cas ot Z,=X pour tout A, et ot X=Spec(A) est
affine; alors on a F=M et g)‘zﬁx, oi M et N, sont des A-modules, et u,=o,,
ou les ¢, : M—N, sont des A-homomorphismes. Dire que la famille (x,) est séparante
signifie alors que, pour tout seA, lintersection des noyaux des (¢,), : M,—(N,), est
réduite a 0. On dit alors aussi que la famille (¢,) est séparante. On notera que si L est fini,
il revient au méme de dire que l'intersection des noyaux des ¢, est o, car on a alors
AQL Ker((¢,),) = (;\QL Ker(¢,)), (0;, 1.3.2). Mais cette relation n’est plus exacte en général

lorsque L est infini, et le fait que P'intersection des noyaux des ¢, soit o n’entraine donc pas,
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en général, que la famille (¢,) soit séparante. Par exemple, supposons que A soit un
anneau de valuation discréte, d’idéal maximal m, et considérons la famille des homo-
morphismes ¢, : A—>A/m*, dont lintersection des noyaux m" est réduite & o; cette
famille n’est toutefois pas séparante, car les fibres de tous les m* au point générique x
de X=3Spec(A) (qui est ouvert dans X) sont égales & 0,= k(x), corps des fractions
de A, et leur intersection n’est donc pas réduite a o.

(xx.9.5) Nous allons principalement nous occuper dans ce qui suit du probléme
du changement de base pour les familles séparantes. Les notations étant celles de (11.9.1),
considérons un morphisme g : X’ X et posons F'=F @, Oy, = g (F), et, pour tout A,
Z; =7, X', i=Fix1, 93=9,00 Ox. = g3 (%)), ou g, :Z5—>Z, est la projection
canonique. Pour tout 2, on désigne alors par u; : F'—(fy) (¥95) I’homomorphisme
obtenu comme suit : soit

¢ 2 (£),(92) ~(H).((60).((8) (%)) = £,((/).(%2)

Phomomorphisme (f3) (pg,), ou pg, est l’homomorphisme canonique (0, 4.4.3.2)
correspondant a gj. Alors u) est défini comme le composé

¢ T S D5 £ @A) — (R
olt 6=0) g est ’homomorphisme canonique (0, 4.4.3.3) correspondant a g. On
dira pour abréger que u) est déduit de u, par le changement de base g. Lorsque f; : Z,—X
est un morphisme affine, on a (fy) (%5)=g ((f,),(%,)), et dans ce cas on a donc
simplement u}=g"(uy)-

On peut aussi interpréter «) de la fagon suivante : il suffit de connaitre la
valeur de u)(#'), lorsque ¢’ est une section de &’ au-dessus d’un ouvert U’ de X',
du type particulier suivant : ¢’ est la restriction a U’ de l'image canonique par
U, #)->T(g Y (U), #') d’une section ¢t de Z au-dessus d’un ouvert U de X
contenant g(U’) (ces sections engendrant en effet le Og-Module F' (0, 3.7.1)).
Considérons la section u,(¢) de ¥, au-dessus de f; '(U), et son image canonique ¢’
par T'(f;71(U), 4,) =T (g (71 (U)), 94); alorsu)(#) estlarestrictionde ¢’ a fy ~'(U’).
Considérons en particulier le cas ot Z, est un sous-préschéma induit sur un ouvert
de X, 9,=/;(F), ou h Z,—~X est l'injection canonique, et ou u, est ’homomor-
phisme canonique oz : F —(j3),(JA(F))=(/)),(%5) (01, 4.4.3.2) correspondant a j,.
Alors Z; est induit sur un ouvert de X', et interprétation précédente montre que u,
n’est autre que ’homomorphisme canonique gz : F'—(J;),(J5 (F'))=(J),(¥;) corres-
pondant a l'injection canonique j; : Z;—X'.

(xx.9.6) Sous les conditions de (11.9.5), supposons que X et X’ soient affines,
et que 'on veuille prouver que pour toute section ¢ de &' au-dessus de X', dont
les images par tous les ) sont nulles, alors ¢ est elle-méme nulle. Alors, on peut
aussi se borner au cas ou Z,=X pour tout AcL. En effet, avec les notations
de (11.9.3) et de (11.9.5), si Pon pose Y;,=g3"'(Y,,), I’homomorphisme 2},
déduit de v,, par le changement de base g n’est autre que ’homomorphisme canonique
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og; + Ia—> (). ( Jw(%;)) correspondant a Iinjection canonique jj, : Y5, —~Z}, comme
on I'a vu dans (11.9.5). L’assertion résulte alors des raisonnements de (11.9.2) et
(11.9.3), Y,, et v,, étant remplacés par Y), et 7},.

On a une réduction semblable lorsque I'on veut prouver que la famille (u}) est
séparante (X et X' étant affines) : cela résulte encore de (11.9.2) et (11.9.3).

Proposition (x1.9.7). — Avec les notations de (11.9.1) et (11.9.5), supposons
X==_Spec(A) et X'=Spec(A’) affines, et supposons en outre que A’ soit un A-module projectif.
Alors, si la famille (u,) est séparante, toute section t' de F' au-dessus de X' dont les images par
tous les uj, sont nulles, est elle-méme nulle.

On a vu (11.9.6) qu’on peut se borner au cas ou tous les Z, sont égaux ¢ X. La
proposition est alors conséquence du lemme suivant :

Lemme (xx.9.7.1). — Sotent A un anneau, (M,),c, une famille de A-modules, M un
A-module et pour chaque \, wu, : M—>M, un homomorphisme. Supposons que Uintersection des
noyaux des u, soit réduite @ o. Alors, pour tout A-module projectif N, Uintersection des noyaux des
homomorphismes u,®1 : M®, N — M,®,N est réduite a o.

En effet, N est facteur direct d’'un A-module libre L, et il suffit évidemment de
prouver que l’intersection des noyaux des homomorphismes v, : M®,L - M,®,L est
réduite a o, puisque %,®1 : M®, N - M,®,N est la restriction de v,. Mais ’assertion
résulte alors trivialement de I’hypothese.

Remarque (11.9.8). — Nous ignorons si, sous les hypothéses de la proposition
(11.9.7), la famille () est séparante : il faudrait en effet (11.9.4) prouver qu’une
section ¢’ de F' au-dessus d’un ouvert D(h')CX’ (ou A'€A’) telle que les u}(¢') soient toutes
nulles, est elle-méme nulle. Or, on ne peut appliquer la proposition (11.9.4) a
D(h')=Spec(A;,), car du fait que A’ soit un A-module projectif (méme libre), il ne résulte
pas que A;, soit un A-module projectif. Par exemple, on peut prendre pour A un anneau
de valuation discreéte, pour A’ un anneau de valuation discréte qui soit un A-module -
libre de rang 2, et pour A;, le corps des fractions de A’.

On a toutefois le résultat suivant :

Corollaire (11.9.9). — Soient X un préschéma artinien, g :X'—>X un morphisme
plat (on notera que ces deux conditions sont satisfaites si X est le spectre d’un corps
et g un morphisme quelconque). Alors, avec les notations de (11.9.1) et (11.9.5), st la
Samille (u,) est séparante, il en est de méme de la famille (u)).

On peut évidemment se borner au cas ot X = Spec(A) est le spectre d’'un anneau
local artinien A (I, 6.2.2); on note ensuite que pour tout ouvert affine U’= Spec(A’)
de X’, A’ est un A-module plat, donc projectif (0Oy;, 10.1.3). I1 suffit donc d’appliquer
(11.9.7) a tout ouvert affine de X’ pour obtenir le corollaire.

Théoréme (xx.9.10). — Sotent X un préschéma, (u,) une famille d’homomorphismes
(11.9.1.1), g:X'—>X un morphisme, (u3) la famille d’homomorphismes déduite de (u,) par
le changement de base g (11.9.5).

(i) St g est un morphisme fidélement plat et si la famille (u)) est séparante, alors la
Samille (u,) est séparante.
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(ii) Supposons que g soit un morphisme plat, et en outre que ’une des deux conditions suivantes
soit vérifide :

a) L est fini et les f, sont quasi-compacts.

b) Le morphisme g est localement de présentation finie.

Alors, si la famille (u,) est séparante, il en est de méme de la famille (u)).

(i) En vertu de (2.2.8), il suffit de montrer que si une section ¢ de & au-dessus
d’un ouvert U de X appartient au noyau de chacun des u,, son image ¢ par ’homo-
morphisme canonique I'(p) : I'(U, #) - I'(g"}(U), g'(£#))=T(U, g,(¢'(£¥))) est nulle.
Or les images de t par les g'(u,) sont les images des u,(¢) par ’homomorphisme
(U, (£),(9.) = T(g " (U), £'((f2),(%,)), donc sont nulles, et a fortiori on a u}(t')=o0
pour tout A, donc #=o0 par hypotheése, ce qui prouve (i).

(ii) La question étant locale sur X et X’, on peut se borner au cas o X = Spec(A)
et X’'==Spec(A’) sont affines, A’ étant un A-module plat, et a prouver que, pour toute
section z' de &' au-dessus de X' dont les images par tous les # sont nulles, alors z’
est elle-méme nulle. On a vu en outre (11.9.6) que ’on peut alors supposer que Z,=X
pour tout A.

Distinguons maintenant les deux cas.

a) Si L est fini et les f, quasi-compacts, on a vu (11.9.3) qu’on peut encore se
ramener au cas ou Z, =X pour tout A€L, et ou en outre L est fini. Il revient au méme
alors de dire que l'intersection des noyaux des u, : #—%, est nulle, ou que ’homo-
morphisme u=(u,) : F >¥% :GADg" est injectif. Comme u'=g"(u) est injectif puisque g
est plat, la proposition est démontrée dans ce cas. .

b) Soient F = l\~/1, @Azfl\?x, et posons M'=M®,A’, N;=N,;®,A’, de sorte
que F ’=i\7[', ?;:N;\; par abus de langage, nous noterons encore u, ’homomor-
phisme M-—N,, et #) ’homomorphisme #,®1 : M'—N). Donnons-nous un élément
Z’eM’ tel que u)(z')=o0 pour tout A; il s’agit de prouver que 'ona z'=o0. Or, I’hypo-
thése que g est plat et de présentation finie entraine, d’apres (11.3.15), qu’il existe une
suite finie (5;);<;<, d’¢éléments de A, telle que, si 'on pose J;=s5;A+4...+5A,
et A;=Ag[J;_14A,, Panneau A;=A'®,A; soit un A;-module libre pour 1<:i1<n,
et J,=A. La proposition sera établie si nous prouvons pour 1<:i:<n I’assertion
suivante :

(*;) Il existe un entier m;>o tel que s;%z'=o0 pour j<i.

En effet, posant alors k=m, et notant que les s¥ (1<i<n) engendrent aussi I'idéal
unité¢ de A, D’assertion (*,) montrera que z’, combinaison linéaire des s¥z’, est nul.

Prouvons (*,) par récurrence sur i, I’assertion étant vide pour i=o0. Supposons
donc i>o0 et soit m un multiple commun des m; pour j<i—1. Remarquons que (pour
1<h<n) siJ} est 'idéal engendré parles s (0<j<k), Jp/Js est nilpotent; remplacer les s;
par sj' pour 1<j<n revient donc & remplacer, pour 1<h<n, A;par A [J; —1A3h= B,,
de sorte que A,=B,/(J3_1/Jn_1)B;; comme A’ est un A-module plat, il résulte
de (Oyy, 10.1.2) que B;,=A’®,B, est encore un B,-module libre. On peut donc
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remplacer tous les s; (1<j<n) par s sans changer les propriétés des J, et des A;,
et supposer par la suite que m=1. Alors 2, étant annulé par J;_,, s’identifie 2
un élément de Hom, (A'/J; _;A’, M’), et comme J;_;A’ est un idéal de type fini
de A’, ce module d’homomorphismes s’identifie lui-méme & Hom,(A/J;_,, M)®, A’
(0;, 6.2.2). Soit v,=Hom(1, u,) : Hom,(A/J;_;, M) - Hom,(A/J;_,, N,) I’homomor-
phisme déduit de u,; la famille (v,) est elle aussi séparante. En effet, pour tout ieA,
on a (Hom,(A/J;_:, M))t:—HomAl(At/(Si_l),, M;) et de méme en remplagant M
par N,, puisque 'idéal J; _; est de type fini (0;, 1.3.5); comme par hypothése I'inter-
section des noyaux des (u,); est nulle, il en est de méme de lintersection des noyaux
des (v,),=Hom(1, (u,);), d’oll notre assertion (11.9.4). Remplagant A par A/[J;_,,
M par Hom,(A/J;_;, M), N, par Hom,(A/J;_;, N,) (quisontdes (A/J;_,)-modules),
u, par v, et enfin A’ par A’'[3J;_,A’, on voit qu’'on peut se ramener au cas o, dans
la situation initiale, ’élément s=s5;€A est tel que A soit un A -module libre. Or la famille
des (u;), : M,—~(N,), est séparante par hypothese; comme on a (u)),(z'/1)=o0, il résulte
de (11.9.7) que Pon a 2z'/1=o0 dans M;; mais cela signifie qu’il existe un entier r tel
que s2’=o0 dans M’, ce qui achéve de prouver (*) par récurrence.

Remarque (xx.9.11). — Bornons-nous pour simplifier au cas ot Z, =X pour tout A.
Il faut noter alors que si la famille des homomorphismes u, : -, est séparante,
il ne s’ensuit pas nécessairement que, pour tout xeX, lintersection des noyaux des homo-
morphismes (u,), : #,—(%,), soit réduite a o. Par exemple, soient X un préschéma
de Jacobson localement noethérien, de dimension >1, et & un Ox-Module cohérent;
pour tout point fermé x de X, et tout entier n>0, ml% est un Oyx-Module cohérent
de support contenu dans {x}. La famille des homomorphismes canoniques # —% [m}F
(ot x parcourt ’ensemble X, des points fermés de X et n 'ensemble des entiers >o0)
est séparante : en effet, si ¢t est une section de & au-dessus d’un ouvert U de X dont les
images dans les I'(U, #/m}%) sont toutes nulles, il en résulte aussitdét que pour tout
point fermé xeU, on a t,=o0; comme ’ensemble des points fermés contenus dans U
est trés dense dans U, cela entraine bien t=o0 (10.2.1). Cependant, si 'on prend
F =0y, etsi yeX est un point non fermé de X, on a (Ox/m;0x), =0 pour tout point
fermé x de X, mais Oy ,#0, et lintersection des noyaux des homomorphismes
Oy ,~(Ox|/m70x), est égale a Oy ,.

Lemme (x1.9.12). — Les notations étant celles de (11.9.1) et (11.9.5), supposons la
Samille (u,) séparante ; supposons en outre que X soit un S-préschéma, ot S =Spec(A) est un
schéma affine, et que X'=XXgS’, ot S'=Spec(A’), A’ étant une A-algébre; supposons enfin
que les &, soient S-plats. Soit (A)),c; la famille filtrante des sous-A-algébres de type fini
de A’; pour tout «acl, posons S, =Spec(A)), X =XXsS,, Ziha=2Z,xxX], et sotent
Jan 2 Z5—X FU G et uly les morphismes, Modules et homomorphismes de Modules déduits
de f, F, Y, et u, au moyen du changement de base X[ —~>X. Alors, si, pour tout ocl, la
Samille (u),cy est séparante, il en est de méme de (uy)cp,-

Il s’agit de prouver que si une section ¢ de &' au-dessus d’un ouvert affine U’
de X' est telle que #}(#)=o0 pour tout AeL, ona #'=o0. Si &, : X'—>X estla projec-
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tion canonique, il résulte de (8.2.11) qu’il existe un indice « et un ouvert quasi-compact
U, cX! tels que U'=h;'(U,); en outre, en vertu de (8.5.2, (i)), on peut supposer
qu’il y a une section ¢,/ de & au-dessus de U, telle que ¢’ soit I'image canonique de ¢
Quitte a remplacer S, X, Z,, f5, &, %, et u, par S, UY, fs~1(UY) et les restrictions
correspondantes de #,, 9., et u,,, on peut donc supposer que U'=X’, que ¢ est
I'image canonique d’une section ¢ de & au-dessus de X et que ’homomorphisme A—A’
est injectif, ou encore, si p : S’—S est le morphisme correspondant, que I’homomor-
phisme Og—p (Og) intervenant dans la définition de p est injectif. Il en résulte aussitot
en vertu de la platitude de %, sur S (et en se ramenant par exemple au cas ou Z, est
affine sur S (I, 1.6.3 et 1.6.5)) que 'homomorphisme canonique p : 4, —(g3), (%3
est lui aussi injectif. Mais ’homomorphisme composé
T(uy) T(e)
X, #F)— (2, ) — T(Z5, %))
est égal par définition 2 ’homomorphisme composé
T(e) T())
'x,#)—IrxX, #)— I'(Z;, ;)

donc l'image de ¢ par ces homomorphismes composés est u;(t’)=o0; en vertu de
Pinjectivité de I’homomorphisme I'(Z,, %,) Lo, I'(Z;, ¢;) on en conclut que u,(f)=o0
pour tout AeL, d’oit t=o0 par hypothése, et finalement #'=o.

Proposition (11.9.13). — Les notations étant celles de (11.9.1) et (11.9.5), supposons
que X soit un préschéma sur un corps k, et que, en posant S =Spec(k), on ait X'=XXgS’,
ol S’ est un k-préschéma quelconque. Alors, si la famille (u,),cy, est séparante, il en est de méme
de (uy).

On peut se borner au cas o S’=Spec(A’) est affine. Si A’ est une %-algebre de
type fini, le morphisme g :X’—X est plat et de présentation finie, et on est donc dans
les conditions d’application de (11.9.10, (ii), )). Dans le cas général, on considére A’
comme limite inductive de ses £-sous-algébres A, de type fini, et on applique a chaque A,
le résultat de (11.9.10, (ii), )); on conclut alors a I’aide du lemme (11.9.12), puisque
les ¢, sont S-plats.

(xx.9.14) Gardons toujours les notations de (11.9.1) et (11.9.5) et supposons
que X soit un S-préschéma. Si pour tout changement de base g : X XxgS'—=X, o §'—S§
est un morphisme quelconque, la famille (u}) correspondante est séparante, nous dirons
que la famille (u,) est universellement séparante relativement a S. Lorsque la famille (u,) est
réduite a un seul élément u, nous dirons encore que u est universellement injectif, relativement
a S. Il est clair alors que pour tout morphisme % : S'—S, la famille (u}) correspondante
est universellement séparante relativement a S’; inversement, si & est fideélement plat et
si (43) est universellement séparante relativement a S’, alors (u,) est universellement
séparante relativement a4 S, comme il résulte aussitot de (11.9.10, (1)) et du fait que
pour tout morphisme S-S, le morphisme correspondant S" XgS’—S" est fidele-
ment plat.
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Proposition (xx.9.15). — Les notations étant celles de (11.9.1), supposons que X soit un
S-préschéma, les 4, étant S-plats. Soit Sy un sous-préschéma fermé de S défuni par un Idéal quasi-
cohérent nilpotent ¢ de O,, tel que les (Og] #)-Modules F*| #¥+1 soient tous localement libres.
Soit (uyo) la famille d’ homomorphismes obtenue a partir du changement de base X< X,=XXg4S,.
Alors, si la famille (u,,) est séparante (vesp. universellement séparante relativement @ S,), la
Samille (u,) est séparante (resp. universellement séparante relativement a S).

Notons que si S’—S est un changement de base quelconque et S;=1S'XgS,,
Sy est un sous-préschéma fermé de S’ défini par un idéal quasi-cohérent nilpotent £’
de Oy tel que £ #** soit un (Og/#')-Module localement libre pour tout &
(2.1.8, (i)); comme en outre les %;=%,8;S’ sont S'-plats, on voit que l’assertion
relative aux familles universellement séparantes est conséquence de ’assertion relative
aux familles séparantes. Pour prouver cette derniére, on peut (11.9.3) se ramener au

~

cas ou S=Spec(A), X =_Spec(B) sont affines, Z,=X pour tout A, F= M, 4,=N,,
ou M et les N, sont des B-modules, les N, étant des A-modules plats. En outre, la question
étant locale sur X et S, il suffit de voir que si teM est tel que #,(f)=o0 pour tout A,
alors £=o0. Ona #=35, ol est un idéal nilpotent de A, tel que les 5¢/*! soient
des (A/J)-modules libres, et par hypothése les u,, : M/JM — N, /3N, forment une
famille séparante. Supposons que J"*'=o0 (n entier >0) et raisonnons par récurrence
sur 7z, Passertion étant triviale pour n=o0. Si ¢ est la classe de ¢ dans M/J"M, la classe
de u,(¢) dans N,/J"N, est nulle pour tout A, donc, par I’hypothése de récurrence,
T=o0, autrement dit ona t€J"M. Or J"=J"/J"*! est un (A/J)-module libre; si (e,) est

une base de ce module, on peut donc écrire t= ¢, 22, avec #2€A/T, nul sauf pour un
o

nombre fini d’indices. D’autre part, puisque N, est un A-module plat, J"N, s’identifie
A J'Ou5NL/IN;) et Pon peut par suite écrire ul(t)=§eaum(tg):§a]ea®um(tg).
Comme par hypothése u,(f)=0, on en déduit que u,,(f5)=0 pour tout « et tout A;
d’ott #2=o0 pour tout « puisque la famille (,,) est séparante, et par suite t=o. C.Q.F.D.

Théoréme (11.9.36). — Les notations étant celles de (11.9.1), supposons que X
soit un S-préschéma localement noethérien, F un Ox-Module cohérent et que les 9, soient
S-plats. Pour tout seS, soit ((4),)rc1 la famille obtenue a partir de (u,) par le changement
de base X,=X Xy Spec(k(s))—>X. Alors, pour que la famille (u,) soit universellement
séparante relativement & S, il faut et il suffit que pour tout seS, la famille ((u,),) soit
séparante.

La nécessité de la condition découle trivialement des définitions. Inversement,
supposons la condition de I’énoncé vérifie, et prouvons d’abord que la famille (u,)
est séparante. On peut (11.9.3) se réduire au cas ot S=Spec(A), X=Spec(B) sont
affines, Z,=X pour tout A, F = ﬁ, ?;‘zrﬁx, ou B est noethérien, M est un B-module
de type fini et les N, des A-modules plats et se borner & prouver que, si teM est tel
que u,({)=o0 pour tout A, alors ¢=o0. Pour montrer que ¢=o, il suffit de prouver que
pour tout idéal maximal p de B, 'image #, de ¢ dans M, est nulle (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § g, n° 3, cor. 1 du th. 1). On peut donc se borner & montrer que 'intersection
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des noyaux des (u,),:M,—(N,), déduits des (u,) par le changement de base
Spec(B,) — Spec(B) est réduite & o. Autrement dit, on est ramené au cas ou B est un
anneau local noethérien, et en considérant I'idéal premier de A image réciproque de
I'idéal maximal de B, on peut aussi supposer que A est un anneau local, d’idéal maximal m.
Alors, comme mB est contenu dans I'idéal maximal de B, et que M est un B-module
de type fini, Pintersection des m"M est réduite & o (0;, 7.3.5), donc il suffit de prouver
que pour tout n, 'image de ¢t dans M/m"**M est nulle. Il suffit donc de prouver que
la famille déduite de (u,) par le changement de base Spec(B/m"*'B) — Spec(B) est
séparante, ce qui signifie encore qu’on peut se borner au cas ol A est un anneau local
dont ’idéal maximal m est nilpotent. Mais alors les m*/m*** sont des (A/m)-modules
libres, et en vertu de I’hypothese sur les (u,),, on est précisément dans les conditions
d’application de (11.9.15), d’ott la conclusion annoncée.

Soient maintenant £ : S’—S un morphisme changement de base, et (z3) la famille
obtenue a partir de (u,) par le changement de base %’ : X XS’—>X; prouvons que (u3)
est aussi séparante. Supposons d’abord que % soit localement de type fini; il en est alors
de méme de /', donc X'=XXgS" est localement noethérien; de plus, si s'€S’ est
au-dessus du point seS, il résulte de (11.9.13) appliqué a X, et 2 X[ =X ®,,k(s)
que, pour tout s'e€S’, la famille (u)), est séparante; on peut par suite conclure de la
premiére partie de la démonstration que dans ce cas (u3) est séparante.

Enfin, si & est quelconque, on peut évidemment se limiter au cas o S = Spec(A)
et S'=Spec(A’) sont affines, et considérer A’ comme limite inductive de ses sous-
A-algebres de type fini. Comme les &, sont S-plats, il suffit d’appliquer ce qui précede
et le lemme (11.9.5) pour terminer la démonstration.

Proposition (xx.9.17). — Sotent f:X—>S un morphisme localement de présentation
finie, F un Oyx-Module quasi-cohérent de présentation finie et f-plat, U un ouvert de X, j : U—>X
Pinjection canonique, u : F —j (j (F)) Ihomomorphisme canonique (Oy, 4.4.3.2). Pour tout
seS, soient X, la fibre X XgSpec(k(s)), U, Pouvert UnX, de X,, F ,=F®yk(s),
Js 1 U;—X, Plinjection canonique, u, : F,— (j,) ((j,) (F,)) Uhomomorphisme canonique. Pour
que u soit universellement injectif relativement & S, il faut et il suffit que u, soit injectif pour tout seS.

Il n’y a encore a prouver que la suffisance de la condition. Lorsque X est localement
noethérien, la proposition est un corollaire immédiat de (11.9.16). Nous allons nous
ramener a ce cas en deux étapes, en nous bornant, comme on peut évidemment le faire,
au cas ou S=Spec(A) et X sont affines.

A) Cas oix U est quasi-compact. — Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (xx.9.17.1). — Sous les hypothéses générales de (11.9.17), et en supposant en
outre S et X affines et U quasi-compact, Uensemble E des seS tels que u, soit injectif est
constructible.

En effet, les fibres X, sont des préschémas localement noethériens, donc E peut
aussi, en vertu de (5.10.2), étre défini comme P’ensemble des seS tels que Ass(#,)CU,.
Notons en outre que U, étant quasi-compact dans un schéma affine, est constructible.
Alors, la vérification de la condition (9.2.1, (i)) découle aussitot de (4.2.7); d’autre
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part, la vérification de (9.2.1, (ii)) se fait aisément en utilisant I’étude des cycles premiers
associés au voisinage de la fibre générique (9.8.3), ainsi que (9.5.2) et (9 5.3).

Ce lemme étant établi, on peut, en vertu de (8.9.1) et (8.2.11), supposer qu’il
existe un sous-anneau noethérien Ay de A, un préschéma de type fini X, sur Sy = Spec(A,),
un ouvert U, de X, et un Oy -Module cohérent F, tels que X=X, X3S et que, si
po : X=X, est la projection canonique, on ait U=p,"(U,) et F=p,(F,). Soit (A,) la
famille filtrante des sous-anneaux de A qui sont des Aj-algébres de type fini, et posons
X=Xy X5,54, Ug=UyXg,S,, F,=F3;S
relatif & &, et U,, défini comme dans (11.9.1%). Pour tout seS, I’hypothése que u,
soit injectif entraine que (u,),, I'est aussi (11.9.10, (i)), ot s,=¢,(s) est P'image de s

soit #, I’homomorphisme canonique

a?

par le morphisme g, : S—8,. Si E, est 'ensemble des s,€S, tels que (,),, soit injectif,
on a donc S=g¢q;'(E,), et les E, forment un systéme projectif d’ensembles. Mais le
lemme (11.9.17.1) appliqué 2 u,, montre que E, est constructible dans S_; on déduit
donc de (8.3.4) qu’il existe un indice « tel que E,=S,. Mais alors, comme X est
noethérien, u, est universellement injectif en vertu de (11.9.16), donc il en est de méme
de u.

B) Cas général. — L’ouvert U est réunion filtrante croissante d’ouverts quasi-
compacts U,; si j, :U,—>X est linjection canonique et u, : F —(jy), (/) (F))
I’homomorphisme correspondant, il résulte du lemme (11.9.17.1) que I’ensemble E,
des seS tels que (u,), soit injectif est constructible. D’autre part, pour un seS, dire
que u, (resp. (u;),) est injectif signifie que Ass(#,)CUnX, (resp. Ass(#,)CU,nX,)
(5.10.2). Comme Ass(Z,) est fini (3.1.6), dire que u, est injectif signifie donc qu’il
existe A tel que seE,; I’hypothése signifie par suite que S= y E,. En vertu de (1.9.9),
il existe un indice A tel que S=E,, d’ou l'on conclut par la premiére partie du
raisonnement que %, est universellement injectif. Il résulte alors de la factorisation de u, :

F > (F|U) > (1), (F|U,)

que u est aussi universellement injectif.

Remarque (11.9.18). — Soient X un préschéma, F, ¥ deux Ox-Modules quasi-
cohérents de présentation finie, ¥ étant en outre supposé localement libre, u : F —% un
homomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) pour tout morphisme g : X’'—X, ’homomorphisme g"(x) : g'(F) — g’ (%) est
injectif ;

b) pour tout xeX, I’homomorphisme u®1,, : F @, k(x) ~F®, k(x) est injectif;

¢) pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que «|U : F|U - ¢|U
soit un isomorphisme de & |U sur un facteur direct de ¢|U.

En effet, il est clair que ¢) entraine a) et que a) entraine 4). Le fait que 5) entraine ¢)
résulte de (0, 19.1.12), (0}, 5.2.5) et (0, 5.5.5). '

Lorsque les conditions équivalentes précédentes sont vérifies, on dit que u est
aniversellement injectif.
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11.10. Familles schématiquement dominantes de morphismes et familles
schématiquement denses de sous-préschémas.

Proposition (x11.10.1). — Soient X un préschéma, (Z,)\cy une famille de préschémas,
et pour tout AeL, soit f,=({,, 0,) : Z,—>X un morphisme. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) La famille des homomorphismes 0, : Ox—( SN, (Og,) est séparante (autrement dit
(11.9.1), l'intersection des noyaux des 0, est nulle).

b) Pour tout ouvert U de X, toute section t de Ox au-dessus de U dont toutes les images par
les homomorphismes canoniques

(1x.10.1.1) (02 : T(U, Ox) - T(fH(U), 0y,)

sont nulles, est elle-méme nulle.
c) Pour tout ouvert U de X, et tout sous-préschéma fermé Y de U tel que pour tout AeL,

il existe une factorisation

(1rx.10.1.2) {I(U)&Y—I>U

de la restriction f;7'(U)—U de f, (ou J est injection canonique), on a Y="U.

St de plus X est un S-préschéma, ces conditions sont aussi équivalentes & la suivante :

d) Pour tout morphisme séparé g : X' —S et tout couple de S-morphismes u, v d’un ouvert U
de X dans X', tel que pour tout N, les composés de u et v avec le morphisme f5*(U)—U, restriction
de f,, soient égaux, on a u=vo.

L’équivalence de a) et b) résulte des définitions. Pour voir que b) entraine ¢),
il suffit de considérer I’'Idéal quasi-cohérent # de @y définissant Y, et de noter que, pour
tout ouvert VCU, I’hypothése entraine que le morphisme (0,)y se factorise en

I'(V, 0y) -~ T(V, O] #) > T(fi '(V), Ogy).

On en conclut que toute section ¢ de # au-dessus de V a pour image o dans tous
les T'(fY(V), 0y,), donc, en vertu de b), fF=o0 et Y=U. Inversement, sic) est
vérifiée, il suffit, pour prouver b), d’appliquer ¢) au sous-préschéma fermé Y de U
défini par I’'Idéal 0 : ’hypothése que les images de ¢ par les (0,)y sont toutes nulles
entraine que 1’on a des factorisations (11.10.1.2) pour tout A (I, 4.1.9). Pour prouver
que ¢) entraine d), il suffit d’appliquer ¢) au sous-préschéma fermé Y de U, image
réciproque de la diagonale de X’x X’ par (u, v)g et d’utiliser (I, 4.4.1). Inversement,
on déduit 4) de d) en considérant le S-schéma X'=S[T]=S®,Z[T] (T indéter-
minée) et en se rappelant que les sections de Oy au-dessus de U correspondent biuni-
voquement aux S-morphismes U-—S[T] (I, 3.3.15); dire que deux sections de 0
au-dessus de U ont mémes images par tous les (0,)y équivaut a dire que les composés
des deux morphismes correspondants avec tous les morphismes f; '(U)—U sont
égaux.
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Définition (xx.10.2). — Lorsque les conditions équivalentes de (11.10.1) sont vérifiées,
on dit que la famille (f,) est schématiquement dominante. Lorsque les f, sont les immersions
canoniques dans X d’une famille (Z,) de sous-préschémas de X, on dit aussi que la famille (Z,)
est schématiquement dense.

Remarques (11.10.3). — (i) La notion de famille schématiquement dominante
est locale sur X, comme il résulte par exemple de la forme 4) dans (11.10.1) :si (W,)
est un recouvrement ouvert de X, la famille (f,) est schématiquement dominante si
et seulement §’il en est ainsi de chacune des familles formée des morphismes f7*(W,) =W,
restrictions des f,.

(i) SiZ estle préschéma somme des Z,, f: Z—X le morphisme coincidant avec f,
dans chacun des Z,, il revient au méme de dire que la famille ( f;) est schématiquement
dominante, ou que la famille réduite au seul élément f Pest.

(iii) Soit M un second ensemble d’indices et, pour tout AeL, soit (g,,),cy une
famille de morphismes g, : Z3,—~Z,; si, pour chaque AeL, la famille (g,,),cy est
schématiquement dominante, alors, il revient au méme de dire que la famille (f)),cy,
est schématiquement dominante, ou que la famille (fy0g,,)0 werLxu Lest (11.9.2).

(iv) Soit f:Z->X un morphisme tel que f,(0;) soit un Ox-Module quasi-cohérent
(par exemple un morphisme quasi-compact et quasi-séparé (1.7.4)). Alors, dire que f
est schématiquement dominant signifie que V'image fermée de Z par f (I, 9.5.3) est identique
a X.

Proposition (xx.10.4). — Si la famille de morphismes f, : Z,—~X est schématiquement
dominante, la réunion des f,(Z,) est dense dans X. Inversement, si cette réunion est dense dans X
et si de plus X est vréduit, la famille (f,) est schématiquement dominante.

La premiére assertion résulte aussitot de (11.10.1,5)). D’autre part, si X
est réduit, et si la réunion des f,(Z,) est dense dans X, alors, si ’on a des factorisations

. . . (N red Jred
(11.10.1.2) pour tout AeL, on a aussi des factorisations (7 (U))peq — Yrea S,

et ’hypothese entraine que I'espace sous-jacent a Y est identique a U, donc Y=Y ,=U
puisque U est réduit.

Les résultats du n° 11.9 sur les familles séparantes se traduisent en résultats sur
les familles schématiquement dominantes :

Théoréme (11.10.5). — Sotent (f,) une famille de morphismes f, : Z,—X, g : X' X
un morphisme, et posons Z; =7, xXxX', fi=(fi)x): Zi—~>X".

(1) St g est fidélement plat et si la famille (fy) est schématiquement dominante, alors la
JSamille (f,) est schématiquement dominante.

(ii) Supposons que g soit un morphisme plat et en outre que I’une des conditions suivantes
soit vérifide :

a) L est fini et les f, sont quasi-compacts.

b) Le morphisme g est localement de présentation finie.

Alors, st la famille (f,) est schématiquement dominante, il en est de méme de la

Samille ( fy).
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Proposition (11.10.6). — Les notations étant celles de (11.10.5), supposons que X soit
un préschéma sur un corps k, et qu'en posant S =Spec(k), on ait X'=XX¢S’, oa S’ est un
k-préschéma quelconque. Alors, si la famille ( f,) est schématiquement dominante, il en est de méme
de (f3)-

Corollaire (xx.x0.7). — Soient X un préschéma sur un corps k, (Z,)rey une famille
de k-préschémas géométriquement réduits sur k, et pour chaque reLl, soit f; :Z,—>X un
k-morphisme. Désignons par Y le sous-préschéma réduit de X ayant pour espace sous-jacent
Padhérence de xLeJL f(Zy). Soient k' une extension de k, X', Z, fi : Z\—X' les préschémas

et morphismes déduits de X, Z, et f, par extension de la base a k'. Alors, st Y' est le sous-préschéma
réduit de X' ayant pour espace sous-jacent U’adhérence de ALEJL fH(ZY), ona YY=YQK. En
particulier, Y est géométriquement réduit sur k. '
Comme les Z, sont réduits, les morphismes f, se factorisent en f, : Z, Ay L, X,
ou j est injection canonique (I, 5.2.2). Il résulte alors de (11.10.4) que (g,) est une
famille schématiquement dominante. Posons Y;=Y®,%’, sous-préschéma fermé de X',
et soit g3 le morphisme déduit de g, par extension de la base a &', de sorte que f; se

. , 9 <, T L. e o . . ,
factorise en Z) —> Y; — X', ou ' est 'injection canonique. Il résulte de (11.10.6) que
la famille (g}) est schématiquement dominante. Mais par hypothese les Z) sont réduits,

donc (I, 5.2.2) les g se factorisent en Z 2y Y’ — Y;; on conclut donc de (11.10.2)
que Y'=Y; et h=g), ce qui établit le corollaire.

Définition (11.10.8). — Les notations étant celles de (11.10.5), supposons que X soit
un S-préschéma. On dit que (f,) est universellement schématiquement dominante (relativement & S)
si, pour tout changement de base S'—S, la famille (f)) correspondant au changement de base
X'=XxgS'—>X, est schématiquement dominante.

Lorsque S est le spectre d’un corps, la prop. (11.10.6) signifie donc qu’une famille
schématiquement dominante est universellement schématiquement dominante (rela-
tivement a S).

Lorsque les f; sont des immersions canoniques Z,->X, on dira aussi que la famille
des sous-préschémas Z, est universellement schématiquement dense dans X (relativement a S)
au lieu de dire que la famille (f,) est universellement schématiquement dominante
(relativement a S).

Théoréme (x11.10.9). — Les notations étant celles de (11.10.5), supposons que X soit
un S-préschéma localement noethérien et que les Z, soient tous S-plats. Pour tout seS,
soient X, =X XgSpec(k(s)), (Zy),=2ZyXgSpec(k(s)), (fr)s=SaX1 : (Zy),—X,. Pour que
la famille (f,) soit universellement schématiquement dominante relativement a S, 1l faut et il suffit
que, pour tout se€S, la famille ((f,),) soit schématiquement dominante.

Proposition (11.10.10). — Sotent f: X—S un morphisme plat localement de présentation
finie, U un ouvert de X. Pour que U soit universellement schématiquement dense dans X relativement
a'S, u faut et il suffit que, pour tout se€S, Ug=UnX; soit schématiquement dense dans X (ou, ce
qui revient au méme, que Pon ait Ass(0x )CUy).
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§ 12. ETUDE DES FIBRES DES MORPHISMES PLATS
DE PRESENTATION FINIE

12.0. Introduction.

Nous utiliserons dans tout ce paragraphe les notations générales de (9.4.1).

(12.0.1) Etant donné un morphisme localement de présentation finie f:X—Y,
nous avons vu (9.9) que pour certaines propriétés locales P de préschémas sur des
corps ou de Modules sur ces préschémas, ’ensemble E des xeX tels que la pro-
priété P ait lieu, pour la fibre X;,, au point x de cette fibre, est localement constructible
dans X. Nous nous proposons de montrer que, pour la plupart de ces propriétés, si I’on
suppose de plus que le morphisme f est plat, alors ’ensemble E est méme ouvert
dans X. De méme ((9.2) a4 (9.8)) nous avons montré que si f est de présentation finie,
et si cette fois P désigne certaines propriétés globales de préschémas sur des corps
ou de Modules sur ces préschémas, I'ensemble F des peY tels que la propriété p
ait lieu pour la fibre X, est localement constructible dans Y. Nous montrerons que
si on suppose de plus que le morphisme f est propre et plat, F est méme ouvert
dans Y.

(12.0.2) La méthode générale de démonstration des propriétés en question
comporte trois étapes. On se raméne d’abord au cas oit Y est affine et X de présentation
finie; puis :

A) ATlaide de (8.9.1) (et éventuellement d’autres résultats du § 8) et de (11.2.6),
on se rameéne au cas o X et Y sont noethériens.

B) On applique les résultats du § g rappelés en (12.0.1) prouvant que E (resp. F)
est constructible.

C) Pour voir que E est ouvert, il suffit, en vertu de (0, 9.2.5) de montrer que
si xeE, alors toute générisation x' de x appartient aussi a E. Utilisant (II, 7.1.7), on voit,
puisque Y est noethérien, qu’il existe un spectre d’anneau de valuation discréte Y, et un
morphisme £ :Y,—>X tel que, si y, (resp. y;) est le point fermé (resp. le point générique)
de Y,, on ait A(p,)=wx, A(y;)=2'. On fait alors le changement de base g=foh : Y;>Y;
compte tenu des résultats des § 4 et 6 sur les préschémas localement noethériens sur des
corps et les changements du corps de base, on est ramené a prouver I’assertion en question
pour un point ¥, de X;=XxXyY; au-dessus de y; et pour une générisation x; de x,
au-dessus de y;. Comme Y;=Spec(A), ol A est un anneau de valuation discréte,
d’uniformisante ¢, on doit en définitive, pour un A-module M, prouver une propriété
de M, sachant que M/tM a la méme propriété et que ¢ est M-régulier (ce qui résulte
de I’hypothése de platitude); on utilise pour cela les résultats de (3.4) et de (5.12).
On procéde de méme pour I’ensemble FCY.
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12.1. Propriétés locales des fibres d’'un morphisme plat localement de pré-
sentation finie.

Théoréme (12.x.1). — Sotent f: X—Y un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module f-plat et de présentation finie, ® une partie finie de ZU{+oo}, k un entier.
Les parties suivantes de X sont ouvertes :

(i)  Lensemble des xeX tels que les dimensions des cycles premiers associés @ F, et
contenant x soient des éléments de P.

(ii) L'ensemble des xeX tels que les cycles premiers associés & F, contenant x aient
tous la dimension k.

\

(iii) L’ensemble des xeX tels que x n’appartienne & aucun cycle premier immergé associé
¢ Fi-

(iv) L’ensemble des xeX tels que F, soit équidimensionnel au point x et posséde la
propriété (S,) au point x (5.7.2).

(v)  Lensemble des xeX tels que coprof((F )<k (0, 16.4.9).

(vi) Lensemble des xeX tels que F iy soit un Qxf(x)-Module de Cohen-Macaulay au
point x (5.7.1).

(vil) Lensemble des xeX tels que F ) soit géométriquement réduit au point x (4.6.22).

(viii) L’ensemble des xeX tels que F, soit géométriquement ponctuellement intégre au
point x (4.6.22).

Les questions étant locales sur X, on se raméne d’abord au cas ot X =Spec(B)
et Y=Spec(A) sont affines, f un morphisme de présentation finie. Il y a alors un
sous-anneau noethérien A, de A, un Ag-préschéma de type fini X,, un 0x-Module
cohérent & tel que F,®, A soitisomorphe a & (8.9.1); en outre, en vertu de (11.2.6),
on peut supposer que Z , est Y-plat (avec Yy==Spec(A,)). Si & : X—>X, estla projection
canonique, I’ensemble E des points xeX ot I'une des propriétés (i) a (viii) est vérifide
est égal & A Y(Ey), ou E, est 'ensemble des x,eX, ou la propriété correspon-
dante pour &, est vérifiée : cela résulte, pour les propriétés (i) a (iii), de (4.2.7);
pour les propriétés (iv) a (vi), de (6.7.1); pour les propriétés (vii) et (viii),
de (4.7.11).

On est ainsi ramené au cas ou A et B sont noethériens, f de type fini, et F = ﬁ,
od M est un B-module de type fini. En vertu de (9.9.2), on sait que 'ensemble E est
constructible pour toutes les propriétés envisagées, et il reste dans chaque cas I’étape C)
de (12.0.2), ou l'on doit prouver que E est stable par générisation.

(z2.1.1.1) Commencons par le cas (iii) qui est le plus simple. Soit x'#x une
générisation de x dans X. Posons y=f(x), y'=f(x"); il existe un spectre d’anneau de
valuation discréte Y, et un morphisme # : Y,;—X tels que, si , et y; sont le point fermé
et le point générique de Y;, on ait u(p)=x et u(y)=«" (I, 7.1.7); posons
g=fou:Y,—>Y; si X;=XXyY,, il existe une Y;-section u; : Y;—>X, telle que u=g,ou,,
ou g, : X;—>X estla projection canonique. Si x;=u,(,), ¥, =u,(;), onadonc g,(x,)=x
et g,(x;))==x’, et x; est une générisation de x,. Appliquant de nouveau (4.2.7), on voit
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qu’on est ramené au cas o Y= Spec(A) est le spectre d’un anneau de valuation discréte,

 étant le point fermé et » le point générique de Y. Si ¢ est une uniformisante de A,
Ihypothése que & est f-plat entraine que ¢ est F-régulier (0;, 6.3.4). Par hypothése
aucun des cycles premiers associés immergés de ZF [tF ne contient x. Alors, il résulte
de (3.4.4) que x n’appartient 2 aucun cycle premier immergé associé 3 Z, et il en est
donc de méme de toute générisation de x. En particulier, ' n’appartient 2 aucun cycle
premier immergé associé & &, ni a fortiori a aucun de ceux associés a &, (X, étant un
sous-préschéma induit sur un ouvert de X).

(12.1.1.2) Envisageons ensuite les cas (iv) et (v) ((vi) n’est qu’un cas particulier
de (v)). On procéde comme ci-dessus (en utilisant (6.7.1) au lieu de (4.2.7)) et Pon
est ramené au cas oit Y est le spectre d’'un anneau de valuation discréte A.

I’anneau C=0x , est alors localisé d’une A-algébre de type fini, donc est caténaire
(5.6.4), et par hypotheése le C-module M,/tM, vérifie (S,) et est équidimensionnel
(resp. on a coprof(M,/tM,)<£); on déduit donc de (5.12.2) (resp. de (0, 16.4.10))
que M, vérifie (S,) et est équidimensionnel (resp. que coprof(M,)<k) puisque ¢ est
M,-régulier et appartient & I'idéal maximal de C. D’ou les conclusions puisque x’ est

une générisation de x et que (F,),=F,.

(r2.1.1.3) Passons aux cas (vii) et (viii). On peut évidemment remplacer Y par
le sous-schéma intégre ayant {—y—'} pour espace sous-jacent, et X par f _1({_}:7}), sans
changer les fibres en » et »’, donc on peut supposer A intégre, de corps des fractions
K=EK(»'). On sait ((4.5.11) et (4.7.8)) qu’il existe une extension finie K’ de K telle
que, pour le (0x®,K’)-Module &#’'=%®,K’, lescycles premiers associés soient géométri-
quement irréductibles et que les longueurs géométriques de F "’ aux points maximaux z; de
son support soient respectivement égales aux longueurs de &, en ces points; il revient donc
au méme de dire que F est géométriquement réduit (resp. géométriquement ponctuelle-
ment intégre) en un point x' de X, =X®,K, ou de dire que F’ est réduit (resp. intégre)
aux points de X®, K’ au-dessus de x’, compte tenu de (4.2.7%). Soit A’ une A-algebre finie
dont K’ est le corps des fractions; il résulte de (4.7.11) qu’en tout point de X®,A’
au-dessus de x, F®,A’ a la propriété (vii) (resp. (viii)). Remplacant A par A’ et X
par X®,A’, on voit qu’on peut se borner 4 prouver que &, est réduit (resp. intégre)
en toute générisation x’ de x. On procéde alors comme dans (12.1.1.1), en utilisant
cette fois (4.7.11), et 'on est encore ramené au cas ou A est un anneau de valuation
discréte, y étant le point fermé, »’ le point générique de Y, et I'uniformisante ¢ de A étant
un élément M-régulier. Comme par hypothése Z [tF est réduit (resp. intégre) au point x,
il résulte de (3.4.6) (resp. (3.4.5)) que F est réduit (resp. intégre) au point x, donc
aussi dans un voisinage de x, et en particulier au point x’, ce qui achéve la démonstration
dans les cas (vil) et (viii).

(12.1.1.4) Reste 4 examiner les cas (i) et (il). Remplagant Y par le sous-schéma
intégre ayant m pour espace sous-jacent, on peut se borner au cas o Y est irréductible

et »' son point générique. Soit z' un point générique d’un cycle premier associé a F
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contenant x’, et soit Z’ I’adhérence de z’ dans X, de sorte que 'on a xeZ’. Pour traiter
le cas (i), il va suffire de prouver la

Proposition (12.1.1.5). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent et f-plat; pour tout yeY, posons
Fy=F o k(). Sotent 2" un point de X, y'=f(2'), et supposons que z'€Ass(F,). Soient Z'
(resp. Y') le sous-préschéma réduit de X (resp. Y) ayant pour espace sous-jacent I'adhérence de {z'}
dans X (resp. de {y'} dans Y). Alors, pour tout yef(Z'), les dimensions de toutes les compo-
santes irréductibles de Z,, sont égales @ dim(Z,,) (dimension de I’adhérence de 2’ dans X,) (ce que
nous exprimerons plus tard (13.2.2) en disant que la restriction Z’'—Y’ de f est un
morphisme équidimensionnel) ; en outre, en tout point maximal z de Z,, on a zeAss(F ).

Pour cela, nous allons nous ramener au cas ot Y est spectre d’un anneau de valua-
tion discréte. Prenons un spectre d’anneau de valuation discréte Y; et un morphisme
h:Y;—>X tel que Ai(y,)=z, h(y])=2', y, ety| étant le point fermé et le point générique
de Y, respectivement (II, 7.1.7). Soient g=foh :Y,—Y, X;=XXyY,, et soient
Si: X=Y,, g, : X;—>X les projections canoniques; il y a une Y;-section #%; : Y,—>X,
telle que A=gyoh; (I,3.3.14).Si Z{=7,®,,,k(;), onsait (4.2.6) que les composantes
irréductibles de Z{ dominent Z; soit z; le point générique de 'une de ces composantes
qui contient &,( y;), de sorte que f1(z1)=y; et g,(z1)=2". Comme £,( ;) est spécialisation
de hy( 1), il est a fortiori spécialisation de z;; soit z; un point générique d’une des compo-
santes irréductibles de @n (X,),, contenant hy(y,). Alors g,(z;) est spécialisation
de g,(2)=2" dans X, et z=Ah(y,)=g,(h(y,)) est spécialisation de g,(z;); mais comme
J(&1(z1))=» et que z est point générique de Z,, on a nécessairement z=g,(zy).

Supposons maintenant que l'on ait prouvé que, si 'on pose F;=F®, Oy, on
a z;€Ass((#,),,); il résultera de (4.2.7) que zeAss(#,); en outre, les dimensions

de @n(Xl)yl et de {7}an sont égales, et de méme les dimensions de {z;}n (X,),
et de {Z'}nX, (4.2.7); on s’est donc bien ramené, comme annoncé, au cas out Y est
spectre d’un anneau de valuation discréte A, y et »’ étant son point fermé et son point

générique respectivement.

Cela étant, comme z'eAss(F,), on a a fortiori z'€Ass(¥). Si ¢t est une unifor-
misante de A, ¢ est & -régulier par platitude, donc (3.4.3) on a zeAss(F [tF )= Ass(F,).
Quant a I’assertion relative aux dimensions, elle résulte de (7.1.13), appliqué a un
sous-préschéma fermé de X ayant Z’ pour espace sous-jacent.

Abordons enfin le cas (ii) de (12.1.1). Avec les mémes notations, il faut prouver
que si tous les cycles premiers associés a &, et contenant x ont la dimension £, il en est
de méme de tous les cycles premiers associés a &, et contenant x'. Or on vient de voir
que tout cycle premier associé & &, et contenant x’ a méme dimension que lun des
cycles premiers associés & &, et contenant x; cela démontre donc (ii).

Remarques (12.1.2). — (i) Sous les conditions de (12.1.1.5) avec F =0y (de
sorte que f est plat), on ne peut en général affirmer que la restriction Z'—Y' de f est
un morphisme plat ni méme un morphisme ouvert. C’est ce que montre ’exemple (6.5.5,
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(ii)) ou 'on prend pour Z’ une des deux composantes irréductibles de X = Spec(B).
Il est immédiat que ce morphisme restriction n’est pas ouvert aux points de Z’ au-dessus
du « point double » de Y'=Y.

(ii) Dans les hypothéses de (12.1.1.5), avec % =0y, on ne peut affaiblir la
condition « f est plat » en « f est universellement ouvert » (cf. (2.4.6)), comme nous
le verrons plus loin sur un exemple (14.4.10, (i)).

Corollaire (12.1.3). — Sous les hypotheses de (12.1.1), la fonction x->coprof((F,,),)
est semi-continue supérieurement dans X et la fonction x->prof, (F,) (10.8.1) est semi-continue
inférieurement dans X.

La premiére assertion n’est autre qu’une formulation équivalente de (12.1.1,
(v)). Pour prouver la seconde, on peut d’abord, compte tenu de (10.8.7) et (10.8.8),
se ramener comme dans (12.1.1) au cas ol Y est le spectre d’'un anneau de valuation
discréte A de point fermé y et de point générique »’, X =Spec(B) étant affine,
F = IVI, ol M est un B-module de type fini. Puisque & est f-plat, toute composante
irréductible de Supp(#) qui contient xeX, domine Y (2.3.4), autrement dit son
point générique 2’ appartient a X,; les composantes irréductibles Z de Supp(#)
qui contiennent une générisation 1" de x appartenant a X, sont donc exactement celles
qui contiennent x et en outre, d’aprés (12.1.1.5), on a dim(Z,)=dim(Z,), d’ou,
si T==Supp(¥), dim,(T,)=dim, (T,). De plus, pour une uniformisante ¢ de A, on a vu
dans (12.1.1, (v)) que 'on a coprof(M,)=coprof(M,/tM,), et puisque d’autre part
coprof(M,,) < coprof(M,) (6.11.5), on voit que I'on a coprof((#,),)<coprof((#,),),
la relation prof,(#,)<prof;(#,) découle alors de (10.8.7).

Y

Remarque (12.1.4). — On déduit aussi de (12.1.1, (1)) que la fonction
x> dim,(X;,) est semi-continue supérieurement dans X, mais nous verrons plus
loin (13.1.3) que cette propriété est vraie méme sans supposer f plat.

Corollaire (12.x.5). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f :X—->Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent et f-plat, G un Oy-Module cohérent,
x un point de X, y=f(x). Supposons que G ait la propriété (S,) au point y, et que F, ait la
propriété (S;) au point x et soit équidimensionnel au point x. Alors :

(i) F®o, Y posside la propricié (S,) au point x.

(i1) 87 de plus Y est localement immersible dans un schéma régulier, ou est un préschéma
excellent (7.8.5), il existe un voisinage de x dans X tel que F®o, G ait la propriété (S,) dans
ce voisinage.

En effet, par (12.1.1, (iv)), il existe un voisinage ouvert V de x tel que pour tout
x'eV, Fy vérifie (5;) au point x’. D’autre part, ¢ vérifie (S,) en tous les points
de Y’=Spec(0,) (5.7.2). Remplagant Y par Y’ et X par VxyY’, on est ramené
(compte tenu de (I, 3.6.5)) au cas ou ¥ vérifie (S;) dans Y tout entier et oui, pour tout
yef(X), &, posséde la propriété (S;) en tous les points de f~*(y); comme & est f-plat,
on sait alors (6.4.1) que F®, ¥ possede la propriété (S;) dans X, ce qui prouve (i).
Pour démontrer (ii), il suffit d’observer que, sous les hypotheses faites, ¥ possede la
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propriété (S,) dans un voisinage U de y dans Y ((6.11.2) et (7.8.3, (iv))); on conclut
alors de la méme maniére en remplagant cette fois Y par U et X par VxyU.

Théoréme (12.1.6). — Soient f: X—>Y un morphisme plat et localement de présentation
Sfinie, k un entier. Les parties suivantes de X sont ouvertes :

(1)  L’ensemble des points xeX tels que Xy, vérifie la propriété (S,) au point x.

(ii) L’ensemble des xeX tels que Xy, vérifie la propriété (R,) géométrique au point x,
soit équidimensionnel au point x et tels en outre que x n’appartienne & aucun cycle premier immergé
associé @ Xy,.

(iii) L’ensemble des xeX tels que X, soit géométriquement régulier (i.e. lisse) au point x.

(iv) L’ensemble des xeX tels que X, soit géométriquement normal au point x.

Les étapes A) et B) de (12.0.2) se font ici comme dans (12.1.1); pour ’étape A),
on utilise (6.7.8), ainsi que (4.2.7) pour (ii); pour Pétape B), on utilise (9.9.2) et
(9.9.4). Reste a examiner ’étape C) dans chaque cas.

(1) Comme dans (12.1.1.2), on se raméne (en utilisant (6.7.8)) au cas ot Y
est le spectre d’un anneau de valuation discréte A, X==Spec(B), ou B est une A-algébre
de type fini, x, " deux points de X tels que f(x)=y soit le point fermé et y'=f(x") le
point générique de Y, x’ étant en outre une générisation de x. Comme il s’agit de prouver
que X vérifie (S,) au point #’, on peut remplacer X par Spec(C0 ,), c’est-a-dire supposer
Panneau B local, ’homomorphisme A—B étant local et B étant une A-algébre essen-
tiellement de type fini (1.3.8). Alors, par hypotheése, si ¢ est une uniformisante de A,
¢ est un élément B-régulier par platitude, et B/tB vérifie (S,). Mais comme A est un
anneau universellement caténaire (5.6.4), B est caténaire, donc, par (5.12.4), il en
résulte que B vérifie (S,), ce qui acheéve la démonstration dans le cas (i).

(iii) Icil’étape C) est inutile; comme fest plat, on sait en effet (6.8.7) que lorsque Y
est localement noethérien et f localement de type fini, ’ensemble des xeX tels que X,
soit géométriquement régulier au point x est ouvert dans X.

(ii) En raisonnant comme dans (12.1.1.3), pour prouver que la propriété consi-
dérée est stable par générisation, on peut d’abord, en considérant une extension finie
quelconque K’ de k(y’), et tenant compte de la définition (6.7.6) de la propriété (R;)
géométrique, ainsi que de I'invariance par changement du corps de base des deux autres
propriétés figurant dans (ii), remplacer dans (ii) la propriété (R;) géométrique par la
propriété (R,). Procédant alors comme dans (i), on se raméne au cas o Y est spectre
d’un anneau de valuation discréte A, et puisque A est caténaire, il suffit d’appli-
quer (5.12.5) pour conclure.

(iv) L’ensemble des points xeX tels que Xj, soit géométriquement normal au
point x est contenu dans celui des xeX tels que X, soit géométriquement ponctuellement
intégre et vérifie (S,) au point x, et ce dernier est ouvert dans X en vertu de (12.1.1,
(viii)). On peut donc déja supposer que, pour tout xeX, X, est géométriquement
ponctuellement integre et vérifie (S,) au point x, et a fortiori il est équidimensionnel.
D’autre part, en vertu du critére de Serre (5.8.6), dire que X, est géométriquement
normal au point x signifie que X, vérifie (S,) et la propriété (R,) géométrique en x;
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mais en vertu de (ii) et des remarques précédentes, cet ensemble est intersection de
deux ouverts de X, donc est ouvert dans X. C.Q.F.D.

Corollaire (x2.1.7). — Soit f:X—>Y un morphisme localement de présentation finie.
Alors Uensemble des points xeX oi f possede Pune des propriétés suivantes (6.8.1) :

(1)  vérifier la propriété (S,) s
il) étre de coprofondeur <n;
iii) étre de Cohen-Macaulay ;
1v) étre régulier (ou lisse, ce qui revient au méme);
V) étre normal ;

(vi) étre réduit;
est ouvert dans X.

En effet, il résulte de (11.3.1) que ’ensemble des xeX ou f est plat est ouvert.
On peut donc se borner au cas ou f est plat, et alors le corollaire résulte de (12.1.1, (iv),
(vi) et (vii)) et de (12.1.6, (i), (ii) et (iv)).

Remarques (12.1.8). — (i) Dans (12.1.6, (ii)), on ne peut supprimer I’hypothése que x n’appartienne a
aucun cycle premier associé immergé de Xy, . C’est ce que montre ’exemple (5.12.3), ot 'on prend X = Spec(A),
Y étant le spectre de ’anneau local A, de k[T] correspondant a I’idéal premier (T) et le morphisme X—Y corres-
pondant 3 I’homomorphisme injectif A,—>A, déduit par localisation et passage au quotient de I’injection
k[T]—k[T, U, V]; ce morphisme est plat puisque A est un As-module sans torsion (0, 6.3.4). Ici la fibre X, au
point fermé y de Y, égale & Spec(A/tA), est irréductible, de dimension 1 et vérifie la condition (R,) géométrique
puisque I’anneau local en son point générique est un corps. Par contre, au point générique )’ de Y, la fibre Xy
a deux composantes irréductibles de dimensions respectives o et 1, et celle de dimension o n’est pas réduite, donc Xy
ne vérifie pas la condition (R).

(ii) Dans (12.1.6, (ii)), on ne peut pas non plus supprimer I’hypothése que Xj(z) est équidimensionnel au
point x. On le voit ici sur 'exemple (5.12.6) avec X =Spec(A), Y==Spec(A,), ou A, est défini comme dans (i),
le morphisme X—Y provenantencore del’injection k[T]—£[T, U, V, W] parlocalisation et passage au quotient,
et étant plat puisque A est un Aj-module sans torsion (0, 6.3.4). La fibre X, au point fermé y de Y est réduite

(donc vérifie (S;)) et vérifie (R;), mais a deux composantes irréductibles de dimensions 2 et 1, tandis que la fibre X,
au point générique y” de Y ne vérifie pas (R;).

12.2. Propriétés locales et globales des fibres d’un morphisme propre, plat
et de présentation finie.

Théoréme (12.2.1). — Soient f:X—>Y un morphisme propre de présentation finie,
F un Ox-Module f-plat et de présentation finie, ® une partie finie de ZU{£oo}, k un entier.
Les parties suivantes de Y sont ouvertes :

(i)  L’ensemble des yeY tels que Pensemble des dimensions des cycles premiers associés
a F, soit contenu dans ®.

(i) Lensemble des yeY tels que Uensemble des dimensions des composantes irréductibles
de Supp(#,) contienne ®.

(iii) L’ensemble des yeY tels que tous les cycles premiers associés a F, aient une méme
dimension égale a k.

(iv) Lensemble des yeY tels que F, wait pas de cycle premier associé immergé et que

Uensemble des dimensions des composantes irréductibles de Supp(F,) soit égal a ®.
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(v)  Lensemble des yeY tels que F, ait la propriété (S,) et soit équidimensionnel en
tout point de X,.

(vi) Lensemble des yeY tels que coprof(F,)<k.

(vii) L’ensemble des yeY tels que F, soit un Qxy-Module de Cohen-Macaulay.

(viii) L’ensemble des yeY tels que F, soit géométriquement réduit.

(ix) Lensemble des yeY tels que F, soit géométriquement ponctuellement intégre en
chaque point de X,.

(x)  L'ensemble des yeY tels que F, soit géométriquement intégre.

(xi) L’ensemble des yeY tels que F, wait pas de cycle premier associé immergé et que
la somme [( p) des multiplicités totales (4.7.12) de F, aux points maximaux de Supp(F,) soit <k.

A Yexception de (ii), (iil), (iv), (x) et (xi), les propriétés P(y) considérées sont de
la forme suivante : « pour tout xeX,, &, a la propriété Q(x) », ou Q(x) est Pune des
propriétés (i) a (viii) de (12.1.1). Il résulte de (12.1.1) que ’ensemble U des xeX
tels que Q(x) soit vraie est ouvert, et I’ensemble V des peY tels que P(y) soit vraie
n’est autre que ’ensemble Y—f(X—U); dans tous ces cas, le théoréme est donc déja
vrai en supposant seulement le morphisme f fermé. Pour (iii), on applique (i) avec @
réduit 2 un seul élément. Il reste & examiner les cas (ii), (iv) et (xi) séparément, ((x) se
déduisant aussitét de (xi) et de (4.7.14)) en appliquant toujours la méthode décrite
dans (12.0.2).

(x2.2.1.1) Cas (ii) : Les étapes A) et B) de la démonstration procédent comme
dans le début de (12.1.1); pour étape A), on utilise (8.9.1), (11.2.6) ainsi que (4.2.7);
pour I’étape B), on utilise (9.5.5) appliqué a Supp(&). Il reste 2 démontrer que si (en
supposant Y noethérien) P’ensemble des dimensions des composantes irréductibles de
Supp(#,) contient @, alors il en est de méme de ’ensemble des dimensions des compo-
santes irréductibles de Supp(#,), pour toute générisation y' de y dans Y. Soit Y; un
spectre d’anneau de valuation discréte tels que, si y; et »; sont le point fermé et le point
générique de Y, il y ait un morphisme 4 : Y;—Y tel que A(y,) =y, A(»)=y" (IL, 7.1.7).
Appliquant (4.2.7), on voit qu’on peut remplacer Y par Y; et X par X;=XXyY,,
autrement dit, se borner au cas ou Y est spectre d’anneau de valuation discréte, y son
point fermé et »’ son point générique.

Utilisant (Erry;, 30), on peut se borner au cas ot Supp(#)=X, de sorte que f
est quasi-plat (2.3.3); les composantes irréductibles Z; de X dominent alors Y (2.3.4),
autrement dit leurs points génériques appartiennent a X, et les Z;nX,, sont les
composantes irréductibles de X, . Mais toute composante irréductible de X, est contenue
dans un des Z;, donc est une composante irréductible de (Z;),; or, on sait (7.1.13)
que les dimensions de toutes les composantes irréductibles de (Z;), sont égales
a dim((Z;),,), ce qui achéve de prouver (ii).

(r2.2.1.2) Cas (iv) : Le méme raisonnement qu’au début montre, en utilisant
(12.1.1, (iii)) que I'on peut déja supposer (en remplagant Y par un ouvert de Y) que
pour tout yeY, &, n’a pas de cycle premier associé immergé. L’assertion du cas (iv)
est alors une conséquence immédiate des assertions des cas (i) et (ii).
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(r2.2.1.3) Cas (xi) : Pour Pétape A) du raisonnement, on utilise (8.9.1),
(11.2.6), (8.10.5, (xii)) (pour conserver I’hypothése que f est propre), ainsi que
(4.2.7), (4.5.6) et (4.7.9). Pour Iétape B), on voit, comme dans le cas (iv), qu’on
peut supposer que pour tout yeY, &, n’a pas de cycle premier associé immergé, et
Pon applique (9.8.8) qui prouve que la fonction z~>/(z) est constructible. Il reste
donc a voir (en supposant Y noethérien et f propre) que pour toute générisation » d’un
point yeY, on a [(y')<I(y). En raisonnant comme dans (12.1.1.3), on voit (a P’aide
de (4.7.8) et (4.5.11)) qu'on peut supposer que les composantes irréductibles
de Supp(#,) sont géométriquement irréductibles et que (") est la somme des longueurs
des (& y')z; aux points maximaux z; de Supp(#,). Appliquant de nouveau (4.2.7),
(4.5.6) et (4.7.9), on se raméne, comme dans (12.2.1.1), au cas out Y est un spectre
d’anneau de valuation discréte, » son point fermé et »’ son point générique. Le fait
que [(y')<I(y) sera alors conséquence du

Lemme (12.2.1.4). — Sotent Y un spectre d’anneau de valuation discréte, y son point fermé,
' son point générique, f:X—>Y un morphisme propre, F un Ox-Module cohérent et f-plat,
Z; (vesp. z;) les points maximaux de Supp(F,) (resp. Supp(F,)). Supposons que F, n’ait
pas de cycle premier associé immergé. Alors on a

2 long((#)) < 2 long((F)z)-

On a Y==Spec(A), ol A est un anneau de valuation discréte, dont nous dési-
gnerons par ¢ une uniformisante, de sorte que F,=% [t#. Comme & est f-plat, les 2]
sont aussi les points maximaux de Supp(#) (2.3.4); pour tout z;, désignons par zj,
ceux des z; qui sont des générisations de z; il résulte de (3.4.1.1) que I'on a

long((F,);) > = long((F,),)
d’ot en sommant

S long((F,),) > 2 long((F,)s,)

Le lemme sera donc prouvé si nous établissons que pour tout 2}, il y a au moins un indice ¢
tel que z; soit I'un des zj. Or, comme f est propre (donc fermé) et f(z;)=y’, il existe

xeX qui est une spécialisation de z; et est tel que f(x)=y, autrement dit {zj}nX,
n’est pas vide. Comme ¢ est & -régulier par platitude, on déduit de (3.4.3) qu’il y a
au moins un point de Ass(#,) dont z; est une générisation; mais comme les points
de Ass(#,) sont par hypothése les z;, cela termine la démonstration.
Corollaire (12.2.2). — Sous les hypothéses de (12.2.1) :
(i) La fonction y~>dim(Supp(F,)) est continue (donc localement constante) dans Y.
(ii) La fonction y~>coprof(F,) (5.7.1) est semi-continue supérieurement dans Y.
(iii) La fonction y~~I(y) (12.2.1, (xi)) est semi-continue supérieurement dans Y lorsque
les F, nont pas de cycle premier associé immergé.

(iv) La fonction y~>prof (F,) (10.8.1) est semi-continue inférieurement dans Y.
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(i) I résulte de (12.2.1, (i)) appliqué a @ égal au plus petit intervalle de N

A

contenant les dimensions des cycles premiers associés a #,, que z~>dim(Supp(Z,))
est semi-continue supérieurement au point yp; il résulte d’autre part de (12.2.1, (ii))
appliqué a @ égal a ’ensemble des dimensions des composantes irréductibles de Supp(#,),
que cette méme fonction est semi-continue inférieurement au point », d’ott la conclusion.
Les assertions (ii) et (iii) ne sont que d’autres formulations de (12.2.1, (vi) et (xi)).
Enfin, d’aprés (12.1.3), I'ensemble des xeX tels que prof, (F,)<k est ouvert, et la
conclusion de (iv) en résulte par le méme raisonnement qu’au début de (12.2.1).

Remarques (12.2.3). — (i) On observera que pour (12.2.1, (ii)), on peut se dispenser de I’hypothése que f
est propre.

(ii) Dans (12.2.1, (ii)), on ne peut remplacer la condition que I’ensemble E(y) des dimensions des compo-
santes irréductibles de Supp(#,) contienne @, par la condition que E(y) soit égal a @. En effet, soit £ un corps, et
considérons I’espace projectif 2 3 dimensions P =P =Proj(C), ou C=k[ty, t;,,, ;] (¢; indéterminées); dans P,
soit X le sous-schéma fermé « réunion de la droite X, définie par ¢; =3 =0 et du plan X, défini par t,—i;=o0»,
ce qui décrit en termes géométriques le fait que X, est égal & Proj(C/a), ou I’idéal gradué a est égal a be, avec
b= Ct,+ Ct;, c = C(t,—13); considérons le morphisme f, : X,—X; qui, en termes géométriques, est la « projection
de X, sur X, a partir de la droite a I’infini D définie par ¢;=t,=o0 »; sous forme algébrique, f; correspond a
I’homomorphisme d’algébres graduées k[ty,t,]—k[ty, ty,%5, 43]/a obtenu par passage au quotient i partir de
I’injection canonique k[¢y, t,]—>k[tg, t1, ta, t5]. 11 est clair que f est un morphisme projectif, donc propre; il en est
donc de méme de sa restriction f: X—=Y, ot Y=D,(f) et X=f;71(Y); pour voir que f est plat, il suffit de
remarquer que k[¢,] est un anneau principal et Panneau C’=£k[ty, ¢y, t5]/(ta—1t3) ((¢,) + (t5)) un & [¢,]-module sans
torsion (0;, 6.3.4). Pour tout y€Y distinct du point y, défini par t,=o0, f~1(y) a alors deux composantes
irréductibles, de dimensions o et 1, tandis que f~(y,) n’a qu’une seule composante irréductible de dimension 1.

(iii) Dans (12.2.1, (i)), on ne peut pas non plus remplacer la condition que I’ensemble E’(y)DE(y») des
dimensions des cycles premiers associés & #, soit contenu dans @ par la condition qu’il soit égal @ @. Soient en effet &
un corps, A l’anneau k[¢t] de polynémes, B le sous-anneau k[t%, t3u, tu®, u*] de ’anneau de polynémes £[t, u]
(t, u indéterminées); B n’est pas intégralement clos, 1’élément t>u® appartenant a sa cloture intégrale mais n’étant
pas dans B; si m est I’idéal maximal de B, engendré par 4, t3u, tu® et u, m est idéal premier associé immergé de A/At2.
Posons Y = Spec(A), X = Spec(B), etsoit f: X—Y le morphisme correspondant 2 I’homomorphisme A—>B qui
transforme ¢ en . Comme cet homomorphisme fait de B un A-module sans torsion, f est plat (0;, 6.3.4). Si y est
le point de Y correspondant a 1’idéal maximal tA, le préschéma f—1(y) est irréductible et de dimension 1, mais
admet un cycle premier associé immergé de dimension 0; au contraire, si y" est le point générique de Y, f—1(y)
n’a pas de cycle premier associé immergé, étant le spectre d’une k()’')-algébre intégre de dimension 1. Dans cet
exemple, f est un morphisme affine non propre; on peut en déduire aussitét un exemple analogue ou f est propre
et plat en considérant X comme un ouvert partout dense d’un schéma projectif sur Y (I, 5.3.4 et 5.3.2), ou en
procédant directement comme dans la Remarque (ii).

Les Remarques (ii) et (iii) montrent la nécessité d’inclure dans (12.2.1, (iv)) la condition que &, n’ait pas
de cycle premier associé immergé.

(iv) Dans (12.2.1, (xi)), on ne peut supprimer I’hypothése que f soit propre. En effet, soient £ un corps,
Y la « droite affine », spectre de I’anneau de polynémes £[¢] (¢ indéterminée), X le schéma somme de Y et de I’ouvert
complémentaire du point fermé y de Y défini par ¢=o0. Ilest clair que le morphisme f: X—>Y qui est égal aux
injections canoniques dans chacune des composantes de X est plat et que si ’on prend # =0;, #, n’a de cycle
premier associé immergé pour aucun z€Y. Toutefois, on voit ausitét que 'ona I(y)=1 et I(z)=2 pour
tout z #J.

(v) Dans (12.2.1, (xi)), on ne peut pas non plus supprimer ’hypothése que &, soit sans cycle premier associé
immergé. C’est ce que montre I’exemple de la Remarque (ii) : on voit aussitét en effet que ’on a, avec # =0,
(po)=1 et l(y)=2 pour y+y, dans Y.

(vi) Nous ignorons si dans (12.2.1, (xi)) on peut remplacer ’hypothése que # est f-plat par celle que
Supp(#)=X et que fest universellement ouvert. En reprenant la démonstration de (12.2.1.4), on voit (en utilisant
aussi (14.3.6)) qu’il faudrait résoudre la question suivante : Soient A un anneau local noethérien, M un A-module
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de type fini, ¢ un élément de ’idéal maximal m de A, qui n’est contenu dans aucun idéal premier minimal de A;
s’il existe un de ces idéaux premiers minimaux p tels que dim(A/p)=1, est-il vrai que m est un idéal premier
associé a M/tM (¢ n’étant pas supposé M-régulier) ?

On notera toutefois qu’on ne peut, dans (12.2.1, (xi)), supprimer purement et simplement ’hypothése que &
est f-plat. On prendra en effet ici P comme dans la Remarque (ii), puis dans P le sous-schéma fermé X, réunion
des trois droites X;, X,, X; définies respectivement par ¢, ={f3=0, t;—ity=13=0, ty=1t;=0; on définit la
projection f de X, sur X; comme précédemment et sa restriction f: X—Y, ot Y =D, (¢) est la droite affine et
X =fy7%(Y); f est propre mais non plat, etsil’on prend #F=0y, #,n’a de cycles premiers associés immergés pour
aucun €Y. Mais on a [(y)=1 et [(y)=2 pour y+y, dans Y.

Théoréme (12.2.4). — Sotent f: X—~Y un morphisme propre, plat et de présentation
Sfinie, k un entier >1. Les parties suivantes de Y sont ouvertes :

(i)  L'ensemble des yeY tels que X, posséde la propriété (Sy).

(i) Lensemble des yeY tels que X, vérifie la propriété (R,) géométrique, soit équidimen-
sionnel en chaque point et n’ait pas de cycle premier associé immergé.

(iii) L’ensemble des yeY tels que X, soit géométriquement régulier (i.e. lisse sur k()).
(iv) L’ensemble des yeY tels que X, soit géométriquement normal.
(v)  Lensemble des yeY tels que X, soit géométriquement réduit.

(vi) Lensemble des yeY tels que X, soit géométriquement réduit et que le nombre géomé-
trique de composantes connexes de X, soit égal a k.

(vil) L’ensemble des yeY tels que X, soit géométriquement ponctuellement intégre (4.6.9).

(viil) L’ensemble des yeY tels que X, soit géométriquement intégre.

(ix) Lensemble des yeY tels que X, n’ait pas de cycle premier associé immergé et que la
multiplicité totale (4.7.4) de X, sur k(y) soit <k.

Sauf pour (vi), ces assertions sont des cas particuliers d’assertions de (12.2.1),
ou se déduisent d’assertions de (12.1.6) comme au début de la démonstration
de (12.2.1). Pour (vi), on se raméne comme toujours (compte tenu de I'invariance
du nombre géométrique de composantes connexes par changement de base (4.5.6))
au cas ou Y est noethérien. L’ensemble U des yeY tels que X, soit géométriquement
réduit est ouvert dans Y en vertu de (v); il résulte alors de (IIL, 7.8.7 et 7.8.6) que
pour tout yeU, il y a un voisinage VCU de y et un entier m tels que, pour tout zeV,
I'(X,, Ox) soit isomorphe a (k(2))™; mais en vertu de (IIL, 4.3.4), m est alors le nombre
géométrique de composantes connexes de X,, d’ou la conclusion. On donnera une autre
démonstration de (vi) dans (15.5.9).

12.3. Propriétés cohomologiques locales des fibres d’un morphisme plat et
localement de présentation finie.

Lemme (12.3.1). — Soient A un anneau, B une A-algébre de présentation finie qui soit
un A-module plat, M un B-module de présentation finie, qui soit un A-module plat. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est un B-module projectif.

b) M est un B-module plat.

c) Pour tout yeSpec(A), M®,k(y) est un (BO,k(y))-module projectif.
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L’équivalence de a) et b) résulte de Bourbaki, 4lg. comm., chap. I1, § 5, n° 2, cor. 2
du th. 1. Comme a) implique ¢) trivialement, il reste & prouver que ¢) implique 54),
ce qui résulte du criteére de platitude par fibres (11.3.10), appliqué avec g=h, f=14.

Proposition (12.3.2). — Soient A un anneau, B une A-algébre de présentation finie qui
soit un A-module plat, M un B-module de présentation finie qui soit un A-module plat. Alors :

(1) Il existe une résolution gauche de M par des B-modules libres de type fini.

(ii) On a
(12.3.2.1) dim. projg(M) = s:p(A)dim.projB®Ak(y)(M®Ak(y))=Tor.dimB(M)

¥ E Spec
ot Tor.dimg(M) est le plus petit entier i tel que Torf(M, N)=o pour tout j>i et tout
B-module N (et + oo st un tel entier i n'existe pas).

(i) Envertude (8.9.1), il existe un sous-anneau noethérien A, de A, une A,-algébre
de type fini B, et un By-module de type fini M, tels que B soit isomorphe a2 B ®, A
et M a My®, A. De plus (11.2.7) on peut supposer que B, et M, sont des A,-modules
plats. Il y a alors une résolution gauche (L,), de M, formée de B;-modules libres de type
fini, et comme M, et les L; sont des Ajy-modules plats, (L,),®, A est une résolution
gauche de M formée de B-modules libres de type fini (2.1.10).

(i1) En vertu de (0, 17.2.2, (ii)), on a Tor.dimzg(M)<dim.projz(M), et la
définition de la dimension projective prouve aussitot que, pour tout yeSpec(A), on a
dim. projg g, k) (M®, k()< dim. projg(M). Pour prouver les inégalités inverses, considé-
rons une résolution gauche (L;) de M par des B-modules libres de type fini, et supposons
que Tor.dimg(M)=n (resp. dim.projgg,xy(M®,k(»))<n pour tout yeSpec(A)).
Alors R=Im(L,—L,_;)=Ker(L,_;—L,_,) estun B-module de type fini qui est aussi
un A-module plat, en vertu de I’hypothése sur M et B et de (2.1.10). En outre,
on a Torf (M, N)=Tor?(R, N) pour tout B-module N (M, V, 7). L’hypothése
Tor.dimg(M)=n entraine donc Torf(R, N)=o0 pour tout B-module N, c’est-a-dire
que R est un B-module plat, donc projectif en vertu de (12.3.1); cela établit que
dim.projg(M)<n. L’hypothese dim.projB®Ak(y)(M®Ak(_y))<n pour tout ypeSpec(A)
entraine d’autre part, par tensorisation avec k(y), que dans chacune des suites (exactes
en vertu de la platitude sur A de M, des L; et de R (2.1.10))

0—>R®, k(y)—>L,_1®,k(y)—... >L®,k(y) >M®, k(y) -0

R®,k(y) est un (B®, k(y))-module projectif (pour yeSpec(A)). On conclut alors encore
de (12.3.1) que R est un B-module projectif, donc dim.projg(M)<n.

Proposition (12.3.3). — Soient f: XS un morphisme localement de présentation finze,
L., un complexe formé de Ox-Modules quasi-cohérents de présentation finie; pour tout seS,
soit (Z,)s le complexe L Oo k(s) de Ox -Modules de type Sini. Supposons que L, _, soit
S-plat. Alors Pensemble U des xeX tels que (H,((L)a))e=0 est ouvert dans X. Si de plus
&, est f-plat, alors on a H#,(L,)|U=o.

On peut évidemment se limiter au cas ol n=1 et ol le complexe £, se réduit

A 0>Ly> .Sfl—';.?oeo. On peut d’abord se ramener au cas ot S==Spec(A) et X
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sont affines, puis au cas ou S est noethérien; en effet, par (8.9.1) et (8.5.2), on sait qu’il existe
un préschéma noethérien S’'=Spec(A’), ol A’ est un sous-anneau de A, un morphisme
de type fini f* : X’ —S’ et trois Ox.-Modules cohérents Z; (0<i<2) telsque X =X’Xg S,
S=fg, £i=Z;®gS, ainsi que deux homomorphismes «’, ?" tels que u=u'®r1, 1=0'®1
et v'ou’=o0. On peut en outre supposer que % est f'-plat (11.2.7), et que #; est f’-plat
lorsque &, est supposé f-plat. Par fidéle platitude, ’hypothése (#,((Z,)n)). =0 équivaut
a (H,((L)w))e =0, six’ estla projection de x dans X’; si U’ est ’ensemble des x'e X’
tels que (9,((Z")pw)))e =0, U est donc I'image réciproque de U’ par la projection
X—-X’, ce qui rameéne, pour la premiére assertion, au cas ou S est noethérien. Pour la
seconde assertion, on remarque en outre que A est limite inductive de ses sous-anneaux A,
qui sont des A’-algebres de type fini; posons X,=X’'XgS,, ou S,=Spec(A,),
FPN=F®S,, et soient w,=u'®1: FP>LV p=v®1: LP>FP  de sorte
que 'on a (LM =Ker(s,)/Im(x,). Or, comme le foncteur h_r_)n est exact dans la
catégorie des groupes commutatifs, on a Ker(v):li_n;(Ker(vx)), Im(u):l_ir_)n(Im(ux)),
et %1(3.)=E§>1 H,(FW). Silon a supposé que Z; est f~plat et (en se ramenant au cas
ot X=U) que lon ait prouvé #,(¥¥)=o0 pour tout A, on en déduira bien
H\(ZL)=o.

I) Supposons désormais S noethérien. On sait (sans hypothese de platitude sur %)
que Pensemble U est constructible dans X (9.9.6). Utilisant maintenant (0, 9.2.5),
il reste 2 montrer que pour toute générisation x' de xeU dans X, on a aussi x'eU. La
méthode exposée dans (12.0.2) s’applique sans changement (compte tenu du fait que
pour un préschéma Z sur un corps k£ et une extension £’ de £, la projection Z®k'—>Z
est fidelement plate). On peut donc supposer que S est le spectre d’un anneau de
valuation discréte A, dont on désigne par ¢ une uniformisante, x étant au-dessus du
point fermé de S et x' au-dessus du point générique de S. L’hypothése que &£, est
f-plat entraine que ¢ est Z régulier (0;, 6.3.4). On est alors ramené a prouver
le lemme suivant (od B, M, N, P seront remplacés par 0,, (Z,),, (£1), et (ZLo):
respectivement) :

Lemme (12.3.3.1). — Soient B un anneau local noethérien, M, N, P trois B-modules, N
étant supposé de type fini, M SNSP deux homomorphismes tels que vou=o. Soit t un élément
de l'idéal maximal de B tel que t soit P-régulier et que la suite

® ®

1p/tn P/tP

(12.3.3.2) MM 222 NN

soit exacte. Alors la suite M >N > P est exacte.

Notons d’abord que si ’on remplace M par son image Q) dans N et « par P'injec-
tion j:Q—>N, Plimage de j®1 est la méme que celle de u®1, donc on peut, sans
changer I’hypothése ni la conclusion, supposer « injectif. D’autre part, si R est I'image
de v et p : N>R la surjection canonique, ¢ est évidemment R-régulier, on a pou=o,
et le noyau de p®1 est contenu dans celui de »®1; il lui est par suite égal si la
suite (12.8.3.2) est exacte; comme d’autre part on a évidemment Ker(p)=Ker(v),
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on voit qu’on peut, pour prouver le lemme, supposer en outre » surjectif. Le lemme sera
alors conséquence du suivant :

Lemme (12.3.3.3). — Soient B un anneau, M, N, P trois B-modules, u : M—N,
v : N—P deux homomorphismes tels que u soit injectif, v surjectif et vou=o. Soit t un élément
de B tel que t soit P-régulier. Alors on a

(12.3.3.4) Ker(v®1) [Im(u®1) = (Ker(v) /Im(u))®5(B/tB)

4 un isomorphisme canonique prés.

En effet, ’hypothése que la suite (12.9.3.2) est exacte entrainera alors
(Ker /Im u)®5(B/tB)=o0, et comme ¢ appartient a I'idéal maximal de B et que Ker()
est un B-module de type fini (puisque B est supposé noethérien dans (12.3.3.1)), le
lemme de Nakayama prouvera que Ker(v)=1Im(u).

Reste donc a démontrer (12.3.3.3). Posons u'=u®1, v'=0v®1, Z=XKer(v),
H=Z/Im(x), de sorte qu’on a les suites exactes

o->M—->Z-—-H-—>o0

0>7Z -N>P -0

d’ou, en tensorisant par B/¢B et utilisant le lemme (3.4.1.4) et le fait que ¢ est P-régulier,
les suites exactes

MM % ZtZ —H[tH > o
o> ZtZ ->NJINS P/iP >0

d’ou Ker(v')=Z[tZ, et comme Im(w’)=Im(u’), on obtient (12.3.3.4).

II) Supposons maintenant en outre que %, soit f-plat; remplacant en outre éven-
tuellement X par U, on peut supposer que X=U. Il s’agit de voir que pour tout xeX,
ona (#,(Z,)),=o0. Soit s=f(x), etsoit n I'idéal m 0 ,, qui est contenu dans I'idéal
maximal de Ox ,; comme (#(Z,)), est un Ok ,-module de type fini (X étant localement
noethérien), il est séparé pour la topologie n-adique (0, 7.3.5), donc il suffit de montrer
que son séparé complété pour cette topologie est 0. Or, en vertu de (III, 7.4.7.2), ce séparé

k+1

complété est égal a I(EI H (L Bog(Us s/mg ™)), etil suffira donc de prouver que chacun
k

des termes de ce systéme projectif est nul. Mais cela est vrai par hypothése pour £=o;

raisonnons donc par récurrence sur k. La conclusion résultera du lemme plus général

k+1
]

suivant (qu’on appliquera pour A= /mi*! et J égal a Iidéal maximal m,/m
de A) :

Lemme (12.3.3.5). — Soient A un anneau,  un idéal nilpotent de A, L, : P—M>Q—U>R
un complexe de A-modules. On pose Ay=A[F, LO=L ®,A, : Po——u"—> Q_OL R,, et lon suppose
que gry(A) est un Ag-module plat, et que Q et R sont des A-modules plats. Alors la relation
H,(L®Y=o0 entratne H,(L,)=o.

Posons LW =1 ®,(A/FE+Y) : Pki Qk——v—k—> R, ; comme il existe un entier £>1 tel

i u v
que LW =1L, ilsuffira de prouver, par récurrence sur £, que la suite Pj,—> Q ,, —5 R, est
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exacte (cette assertion découlant de ’hypothése pour £=0). Soitdonc x€Q ; un élément
tel que o,(x) =o0. Comme par I’hypothése de récurrence la suite Pk_llik;1 Qk_lvk—'; R, _,
est exacte, 'image canonique de xdans Q ;, _,=0Q ,/(5*Q/J*+1Q ) appartient 2 Im(;, _,),
donc il existe zeP, tel que x=1u,(z)++' avec ¥’ €JQ/F*'Q. Comme on a you,=o, la
relation z,(x)=o0 entraine z,(x')=o0, et par ailleurs on a évidemment z,(x") eJ*R/F*+'R;
tout revient donc a prouver que la suite

3kP/3k+1P i; SkQ/3k+1Q,1,> 3kR/3k+1R

(ott u’ et v’ proviennent de u et » par restriction et passage aux quotients) est exacte.
Or, par hypothése, J¥/JF*! est un (A/J)-module plat, donc la suite

(PIJP)@,5(FH/HY) > (QUSQ)®,5(FH/FHY) > (R/IR) @y 5(3H/FH)

est exacte. Mais (Q /JQ)®,5(I*/F ) =Q®,(F*/J**") s’identifie 2 JFQ/F+'Q en
vertu de la platitude de Q sur A, et de méme (R/JR)®, (F*/JF*!) s’identifie a

J*R/J¥+1R. Enfin, image de »’ s’identifie a celle de «'’, et cela termine la démonstration.
Corollaire (12.9.4). — Soient f:X—>S un morphisme plat localement de présentation
finie, F, G deux Ox-Modules de présentation finie et f-plats. Soient n un entier >0, U Pensemble

n o
des xeX tels que (é”xt@xf(z)(.?ﬂw), G t@))a=0 (resp. (For 310 (Z s Gpwy))a=0). Alors

U est ouvert, et on a (gf’ngx(gr", g)|U=o0 (resp. %r:x(g‘", 4)|U=o0).

On peut évidemment se borner au cas oi S et X sont affines. Alors (12.3.2),
il existe une résolution gauche £ ,=(%,;) de &# formée de Ox-Modules libres de type
fini. Si Pon pose M'=Hom(L,,F) (resp. N =Z B ¥), on en déduit que chacun
des ' (resp. A”;) est isomorphe 4 un Oy-Module de la forme %™, donc les ¢ et A
sont des Ox-Modules de présentation finie et f-plats. En outre, pour tout changement
de base S’'—S, si 'on pose X'=XxsS, F'=FQS, ¥'=9Q0,S", ¥ =L OS" est
encore une résolution gauche de &' par des Ox.-Modules libres de type fini (2.1.10),
et M"=M"BOgS’ estégala Hom(ZL,,F') (resp. N =N OsS estégala L By, ¥')
d’aprés ce qui précede. En particulier, on a, pour tout seS, &xtg, (F, G) =H"((A),)
(resp. %rixs (Fq, Gg) =p((AN,)s)). Appliquant (12.3.3) aux i:omplexes de Modules
S-plats A#° et A&, on en déduit aussitot le corollaire.

§ 13. MORPHISMES EQUIDIMENSIONNELS

Ce paragraphe est consacré a ’étude de la variation de la dimension des fibres d’un
morphisme localement de type fini f:X—Y (qui est déja intervenue a propos de la
« formule des dimensions » dans 5.5 et 5.6). On prouve d’abord (13.1.3) que la fonc-
tion x~>dim, f~(f(x)) est toujours semi-continue supérieurement dans X (théoréme de semi-
continuité de Chevalley). On étudie ensuite plus particulierement les morphismes, dits
« équidimensionnels », pour lesquels cette fonction est localement constante. Malheureuse-
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ment la notion de morphisme équidimensionnel n’est pas stable par changement de base;
c’est pourquoi dans de nombreuses questions il est plus commode de travailler avec la
notion de morphisme universellement ouvert, dont ’étude fait 'objet des §§ 14 et 15.

13.1. Le théoréme de semi-continuité de Chevalley.

Lemme (13.x.1). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, X un
préschéma vrréductible, f: X—Y un morphisme dominant de type fini. Soit £ (resp. m) le point
générique de X (resp. Y) et soit e=dim(f~(n)). Alors, pour tout xeX, toutes les composantes
irréductibles de f~'(f(x)) sont de dimension >e.

La proposition est immédiate lorsque, pour tout yef(X), 0, est un anneau univer-
sellement caténaire : en effet, si x est point générique d’une composante irréductible Z
de f7(), ilrésultede (5.6.5), jointa (5.2.1), que'on a ¢+ dim(0,) =dim(Z)+dim(0,);
mais en vertu de (0, 16.3.9), on a dim(0,)<dim(0,), d’ou la conclusion dans ce cas.

Nous allons ramener le cas général a ce cas particulier. La question est évidem-
ment locale sur Y, et, compte tenu de (4.1.1.3), elle est aussi locale sur X; on peut donc
se borner au cas ot Y==Spec(A) et X==Spec(B) sont affines et irréductibles, B étant
une A-algébre de type fini. En outre (1.5.4), on peut supposer X et Y réduits, donc A
et B intégres et, comme f est dominant, A est alors un sous-anneau de B. Considérons A
comme limite inductive de ses sous-Z-algébres de type fini; il résulte alors de (8.9.1)
qu’il existe une telle sous-algébre A, et une Aj-algébre de type fini B; telles que
B=By®,,A. Posons Y,=Spec(A,), Xo=Spec(B,), et soit f,: X,—Y, le morphisme
correspondant a I’homomorphisme A,—B,, de sorte que f=f,X1y. Il n’est pas évident
a priori que le préschéma X, soit intégre, mais nous allons voir qu’on peut se ramener 2
ce cas. Soit 7, le point générique de Y,, de sorte que si g est le morphisme Y —>Y,,
on a g(n)=mw,; par transitivité des fibres (I, 3.6.4), on a f~'(n) =/ () Pxemyk(n),
et comme f~!(y) estirréductible par hypothése, il en est de méme de f; (7o) (4.4-1).
Notre assertion résultera alors du lemme suivant :

Lemme (13.1.2). — Sotent Y, Y deux préschémas intégres de points génériques nq, 7,
g :Y—Y, un morphisme dominant, f,: X,—Y, un morphisme dominant tel que fy~'(x,) soit
irréductible. Soit X Punique composante irréductible de X, rencontrant fy'(m,) (0f, 2.1.8), et
désignons encore par X, le sous-préschéma fermé réduit de X, ayant X pour espace sous-jacent.
Supposons que le préschéma X=X Xy Y soit intégre; alors X est isomorphe @ XgXy,Y.

En effet, si j, : X;—X, est 'injection canonique, qui est une immersion fermée,
J=JoX1y : XXy, Y>X; Xy Y=X est une immersion fermée. D’autre part, X; contient
la fibre f;7'(v,), donc X{xy Y contient f~'(4); notons d’autre part que f~'(x) n’est
pas vide (I, 3.4.7), donc contient le point générique de X; par suite I'image de j est
nécessairement X tout entier. Mais comme X est intégre, le seul sous-préschéma fermé
de X ayant X pour espace sous-jacent est X lui-méme, donc j est un isomorphisme.

Ce lemme étant établi, on peut donc supposer que X, est intégre; pour tout y,eYy,
0, est une Z-algébre essentiellement de type fini, donc un anneau universellement
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caténaire (5.6.4); par suite, pour tout y,efo(X,), toutes les composantes irré-
ductibles de f~'(y) ont une dimension >e, car on sait que dim(f; (n,))=e par transi-
tivité des fibres (4.1.4). Pour tout yef(X), on a alors y,=g(»)efy(X,) et par transiti-
vité des fibres et (4.2.7%), on achéve la démonstration.

Théoréme (13.1.3) (Chevalley). — Soiz f:X—>Y un morphisme localement de type
fini. Pour tout entier n, Uensemble F,(X) des xeX tels que dim,(f~'(f(x)))>n est fermé;
autrement dit, la fonction x~dim,(f~'(f(x))) est semi-continue supérieurement dans X.

I) Supposons d’abord que f soit localement de présentation finie.

La question est évidemment locale sur X et sur Y, et on peut donc supposer
Y = Spec(A), X =_Spec(B) affines, B étant une A-algébre de présentation finie. On sait
alors (8.9.1) qu’il y a un sous-anneau noethérien A, de A, et une Aj-algeébre de type
fini B, tels que si I'on pose Y, = Spec(A,), X,==Spec(By), onait X =X, Xy Y, f=fyX 1y,
ou f,:X,>Y, correspond & ’homomorphisme A,—B,. Soient g:Y->Y, le mor-
phisme correspondant a I’injection canonique Ay;—A, y un pointde Y, y,=g(y); on sait
que [ 9)=£"(20) @y k() et il résulte de (4.2.7) que si p est la projection cano-
nique f~1(p)—>f"1(»,), les composantes irréductibles de f~!(») sont les composantes
irréductibles des ensembles p~(Z,), ou Z, parcourt ’ensemble des composantes irré-
ductibles de f;7*(»,), et chacune des composantes irréductibles de p~*(Z,) domine Z,
et a une dimension égale & dim(Z;). Tenant compte de (0, 14.1.5), on voit donc que
si g':X—>X, est la projection canonique, x un point de X et x,=g'(x), on a
dim, (7 (f(x))) =dim,, (7 (fi(%))), dott F,(X)=g'"(F,(X,)), et on est par suite
ramené a démontrer le théoréme lorsque Y est noethérien, ce que nous supposerons désormais.

On peut évidemment supposer X et Y réduits (1.5.4). En considérant I’ensemble
des parties fermées Y’ de Y telles que le théoréme soit vrai pour le sous-préschéma fermé
de Y ayant Y’ pour espace sous-jacent et pour X’'=jf"!(Y’), on peut raisonner par
récurrence noethérienne (0, 2.2.2), et supposer que le théoréme est vrai pour toute partie
fermée Y'+Y de Y. Si X, (1<i<m) sont les sous-préschémas fermés réduits de X ayant
pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X, on a F”(X)zL‘.JF"(X‘-)

en vertu de (0, 14.1.5), et I'on peut donc se borner & démontrer le théoréme pour
chacun des X;, autrement dit, on peut supposer X irréductible. Si Z est le sous-préschéma

fermé de Y ayant}’(—X) pour espace sous-jacent, f se factorise en X375y, ou J est
Pinjection canonique (I, 5.2.2), et g est de type fini (1.5.4), donc il suffit de démontrer
le théoréme pour Z et g; en vertu de I’hypothése de récurrence, on est donc ramené
a considérer seulement le cas o Z =Y, autrement dit ou Y est irréductible et f dominant.
Soit alors 7 le point générique de Y et posons e=dim(f~*(n)); il résulte de (13.1.1)
que pour n<e on a F,(X)=2X, et par suite on peut se borner au cas o n>e. Mais
alors (9.5.6), il y a un voisinage ouvert U de 7 dans Y tel que F,(X)cf~}(Y—U);
comme Y—U=Y, P'hypothése de récurrence entraine que F,(X) est fermé.

II) Passons maintenant au cas général, en supposant toujours S==Spec(A)
et X =0_Spec(B) affines, B étant une A-algébre de type fini, donc de la forme
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B=A[T,, ..., T,]/3. Soit (J,) la famille des idéaux de type fini de A[T,, ..., T,]
contenus dans J, de sorte que J est la réunion filtrante des ; si X et les
X, =Spec(A[T,, ..., T,]/J,) sont considérés comme des sous-préschémas fermés de
Z =Spec(A[T,, ..., T,]), on a donc, pour les espaces sous-jacents, X=QX7\. Si
S+ X,—>S est le morphisme structural, on en déduit que f‘l(s)=Q fi1(s) pour tout
seS, et comme les ensembles fi!(s) sont fermés dans P'espace noethérien Z,, il existe
un A (dépendant de s) tel que f~(s)=f5(s). Si alors, pour tout xeX, on pose
d(x) =dim,(f~(f (x))), da(x)=dim,(f;*(fa(*))), ce qui précéde prouve que l'on a
d(x) =ir)‘1f d,(x); les fonctions d, étant semi-continues supérieurement d’aprés la premiére
partie de la démonstration, il en est de méme de d. C.Q.F.D.

Corollaire (x3.x.4). — Sous les hypothéses de (13.1.3), Uensemble des xeX tels que x
soit isolé dans f~(f(x)) est ouvert dans X.

En effet, c’est le complémentaire de F,(X) (0, 14.1.10).

On notera qu’on retrouve ainsi, sous des hypothéses plus générales, la conséquence
(I, 4.4.10) du « Main theorem » de Zariski.

Corollaire (13.x.5). — Sous les hypothéses de (13.1.3), supposons en outre que f soit
un morphisme fermé. Alors, pour tout entier n, Uensemble des yeY tels que dim(f~(y))>n est
JSermé, autrement dit, Papplication y~dim(f~*(p)) est semi-continue supérieurement ; en particulier,
st y est spécialisation de y', on a dim(f~*(y))=>dim(f~())).

En effet, dire que dim(f~'(y))>n signifie que yef(F,(X)) (0, 14.1.6).

Corollaire (13.1.6). — Sotent X, Y deux préschémas irréductibles, f: X—Y un morphisme
dominant localement de type fini. Soit & (resp. w) le point générique de X (resp. Y) et soit
e=dim(f~(n)). Alors, pour tout xeX, on a dim,(f~'(f(x)))>e.

En effet, ’ensemble des  tels que dim,(f~*(f(x)))<e estouverten vertude (13.1.3),
et comme il ne peut contenir &, il est vide.

Notons enfin le résultat plus facile suivant :

Proposition (x3.1.7). — Sotent Y un préschéma quasi-compact, f:X—Y un morphisme
de type fini. Il existe un entier n tel que, pour tout yeY, on ait dim(f~(y))<n.

Comme il y a un recouvrement ouvert affine fini (V,) de Y tel que chaque f~*(V))
soit réunion finie d’ouverts affines, on est aussitbt ramené au cas ot Y ==Spec(A) et
X =Spec(B) sont affines, B étant une A-algébre de type fini. Si B admet un systéme
de n générateurs, alors, pour tout yeY, B®, k() est une k(y)-algébre admettant n géné-
rateurs, donc dim(f~*(y))<n en vertu de (4.1.1).

13.2. Morphismes équidimensionnels : cas des morphismes dominants de
préschémas irréductibles.

(13.2.1) Soient Y un préschéma irréductible, X un préschéma irréductible,
f 1 X—-Y un morphisme dominant localement de type fini; soit v le point générique de Y.
On sait (13.1.6) que pour tout x€X, on a dim,(f~!(f(x)))=>dim(f~*(n)).
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Définition (13.2.2). — Sous les hypothéses de (13.2.1), on dit que f est équidimensionnel
au point x (ou que X est équidimensionnel sur Y au point x) si

dim, (f 7 (f())) = dim(f~"(x))-

On dit que f est équidimensionnel (ou que X est équidimensionnel sur Y) si f est équidimen-
sionnel en tout point xeX.

Il résulte du théoréme de Chevalley (13.1.3) que ’ensemble des xeX ou f est
équidimensionnel est ouvert non vide. En outre, si f est équidimensionnel au point x, toutes
les composantes irréductibles de f~!(f(x)) qui contiennent x ont méme dimension, car
chacune d’elles a une dimension qui est >dim(f~'(y)) (13.1.6) et <dim,(f~*(f(x)))
en vertu de (0, 14.1.5).

Proposition (13.2.3). — Sotent Y un préschéma irréductible localement noethérien, X un
préschéma irréductible, f: X-—>Y un morphisme dominant localement de type fini; soient v le
point générique de Y, x un point de X, y=f(x), et supposons que I'on ait
(13.2.3.1) dim((Ox)=dim(ﬁy)—l—dim(@z@@yk(y)).

Alors f est équidimensionnel au point x. La réciproque est vraie si les deux membres de Pinégalité
(5.6.5.2) sont égaux, en particulier si O, est universellement caténaire.
Cela résulte aussitét de (5.6.5.2) et de Pinégalité d(x)>o0 (13.1.1).

(13.2.4) Soient maintenant, de fagon générale, Y un préschéma localement
noethérien, f: X—Y un morphisme de type fini, x un point de X, X’ une partie fermée

irréductible de X contenant x, y=f(x), Y'=/f(X"), n'le point générique de Y'. Désignons
encore par X’ et Y’ les sous-préschémas fermés réduits de X et Y respectivement ayant X’

. . . , . AT
et Y’ pour espaces sous-jacents; la restriction X’'—Y de f'se factorisedoncen X' —Y 5y,
ol j est injection canonique (I, 5.2.2), et f est de type fini (1.5.4). Posons alors pour
abréger :

(13.2.4.1) A=0Y’y, B:@X,z, A,=0Yl,y, B'= 0X',Z'
La formule (5.6.5.2) appliquée au morphisme dominant f’ et aux préschémas
irréductibles X', Y’, donne

(13.2.4.2) dim(B’) <dim(A") + dim(B'®,, k( y)) —(dim,(f~*(y))—dim(f"}(n’)))

D’autre part, ’anneau local A’ (resp. B, B'®, k(y)) est un anneau quotient de A
(resp. B, B®,k(»)), donc (0, 16.1.2.1) on a

(13.2.4.3) dim(A")<dim(A), dim(B)<dim(B), dim(B'®,.k(y))<dim(B®,k()).

On déduit donc en premier lieu de (13.2.4.3) et (0, 16.3.9)

(x3.2.4.4) dim(B") <dim(A’) +dim(B'®, k( »)) <dim(A)+ dim(B®, k()).
En outre, en vertu de (0, 16.3.9), on a aussi les inégalités

(x3.2.4.5) dim(B") <dim(B) <dim(A) +dim(B®, k( y)).
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La comparaison de ces inégalités montre donc que :

Lemme (x3.2.5). — Avec les notations de (13.2.4), les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) dim(B’)=dim(A)+dim(B®, k(y)).

b) On a simultanément les relations suivantes :

(i) dim(A’)=dim(A).

(il)) dim(B'®, k(y))=dim(B®,k(y)), autrement dit

dim (X’ nf7(y))=dim,(f~'(»)).

(iii) dim,(f' "' (p))=dim(f'"!(v’)), autrement dit f' : X'—>Y' est équidimensionnel
(13.2.2) au point x.
(iv) On a Pégalité

dim(B’) = dim(A’) 4 dim(B'®,, k( »))—(dim,(f* " (»))—dim(f"~*(n’)))

(relation qui est toujours vérifiée lorsque A= Oy , est un anneau universellement caténaire, en vertu

de (5.6.5)).
c) On a simultanément les relations suivantes :

(1) dim(B’)=dim(B).

(ii) dim(B)=dim(A)+ dim(B®, k( y)).

(x3.2.6) Rappelons maintenant que les composantes irréductibles X; de X
contenant x sont en nombre fini et que 'on a ((5.1.2.1) et (0, 14.2.1.1))

(13.2.6.1) dim(0y, ;) =sup dim(lx, ).

L’équivalence des conditions &) et ¢) dans (13.2.5) implique par suite, compte
tenu de (0, 16.3.9) et (0, 14.2.1) :

Proposition (x3.2.7). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—-Y un
morphisme de type fini, x un point de X, f(x)=y; ona
(x3.2.7.1) dim(0x, ;) <dim(0y, ,)+ dim(@x’x(@c,Y,yk(_y)).

Pour que les deux membres de (13.2.7.1) soient égaux, il faut et il suffit qu’il existe une partie
fermée irréductible X' de X contenant x et vérifiant simultanément les conditions suivantes :

() S Y'=fX'), on a dim(0y, ,)=dim(0y ).

(i) dim,(X'nf~'(p))=dim,(f~*(»)) (autrement dit, X' contient une des composantes
irréductibles de f~'(y) contenant x, de dimension maxima parmi toutes ces composantes). Il revient
au méme de dire que dim(@x,x®@myk( )’))=dim(0x',z®oy,’yk( 7).

(1) X' est équidimensionnel sur Y' au point x, autrement dit, on a
dim (X’ nf7*(y))=dim(X'nf (),

ot v est le point générique de Y' (et par suite, toutes les composantes irréductibles de X' af~1(y)
contenant x ont méme dimension (13.2.2)).
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(iv) On a Pégalité
dim(Cy, )= dim(Cy, )+ dim(Ox, oPey (7))

(condition toujours impliquée par (iii) lorsque Oy , est un anneau universellement caténaire).

De plus, X' est alors une composante irréductible de X et Y' une composante irréductible
de Y.

Dans I’énoncé, les anneaux locaux O, , et Oy, sont relatifs aux sous-préschémas
fermés réduits de X, Y respectivement ayant X’ et Y’ pour espaces sous-jacents respectifs.

En outre, cela prouve que

Corollaire (13.2.8). — Si les deux membres de (13.2.7.1) sont égaux, les parties fermées
irréductibles X' de X contenant x et vérifiant les conditions (1) @ (iv) de (18.2.7%) sont exactement
celles pour lesquelles on a dim(0x. ,)=dim(0x ) (ce qui implique nécessairement que X' est
une composante irréductible de X).

La proposition (13.2.7) entraine :

Corollaire (13.2.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme de type fini, x un point de X, f(x)=y. Supposons que Oy , soit un anneau universellement
taténaire. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les deux membres de (13.2.7.1) sont égaux.

b) 1l existe une composante irréductible Z de f~*( ) contenant x, de dimension dim,(f~*()),
celle que, pour tout x’ dans un voisinage de x dans Z, on ait

(x3.2.9.1) dim(0x ,) =dim(0Oy, ;) + dim(@x,x@c,Y’yk(.y)).

c) 1l existe une composante irréductible Z de f~() contenant x, de dimension dim,(f~*()),
telle que pour le point générique z de Z, on ait

(13.2.9.2) dim(0x ,) =dim(0y ).

Montrons que a) entraine 4). Soit dim,(f~'(»))=n; en vertu de (13.2.7), il
existe une composante irréductible X’ de X vérifiant les conditions (i) a (iv) de (13.2.7);
soit Z une composante irréductible de dimension » de f~!(y), contenant x et contenue
dans X’. Comme f~!(y) est localement noethérien, il existe un voisinage ouvert U de x
dans Z tel que U ne rencontre aucune composante irréductible de f~!(») autre que celles
qui contiennent x, donc (4.1.1.3) dim,(f~*(»))=n pour tout x'€U; il est clair alors
que les conditions (i) a (iii) de (13.2.7) sont satisfaites quand on y remplace x par un
point quelconque x’eU, et il en est de méme de la condition (iv) puisque Oy, est
universellement caténaire; d’ott la conclusion par (13.2.%). La condition 5) entraine
trivialement ¢) en vertu de (5.1.2). Enfin, si ¢) est vérifiée et si X'’ est une composante
irréductible de X contenant Z et telle que les conditions (i) & (iv) de (13.2.7) soient
vérifiées quand on y remplace X' par X'’ et x par z, il est clair que ces conditions sont aussi
vérifiées pour X'’ et x puisque Oy, est universellement caténaire, donc ¢) implique a).

Proposition (x3.2.10). — Sotent Y un préschéma irréductible localement noethérien,
v son point générique, f:X—~>Y un morphisme de type fini, y un point de f(X). Soient Z; les
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composantes irréductibles de f~'(9), z; le point générique de Z;, et considérons les conditions

sutvantes :

45

a) Pour tout xef~*(y), on a la relation
(x3.2.10.1) dim(@x'w)zdim((Uy,y)—{—dim(@x’z®oy’yk(}l)).

b) Pour tout i, on a

(x3.2.10.2) dim (0, ,)=dim(0Oy, ).

c) Pour tout i, il existe une composante irréductible X; de X contenant Z; et telle que
dim(X;nf~!(%))=dim(Z,) (autrement dit, telle que le sous-préschéma fermé réduit X; de X
soit équidimensionnel sur Y au point z;).

Alors a) entraine b) et b) entraine c); en outre, si Oy, est universellement caténaire, les
trois conditions a), b), c) sont équivalentes.

L’anneau 0Xv1i®oY,yk( y) étant de dimension o (5.1.2), a) entraine évidem-
ment b); b) entraine ¢) en vertu de (13.2.7) appliqué au point z;. Inversement,
supposons que Oy, soit universellement caténaire; comme la condition ¢) implique
que f(X;) est dense dans Y, il résulte de ¢) que les conditions (i) a (iv) de (13.2.7%) sont
vérifiées en remplacant X’ par X, et x par z;, donc ¢) implique ) ; enfin 4) implique a)
en vertu de (13.2.9).

Corollaire (13.2.11). — Les notations étant celles de (13.2.10), supposons que Oy , soit
universellement caténaire. Pour tout y'€Y, soit E(y') Pensemble des dimensions des composantes
irréductibles de f~'(y’) et posons d(y')=dim(f ' (y"))=sup(E(y’)). Alors, si les conditions
équivalentes a), b), c) de (13.2.10) sont vérifices, on a E(p)CE(v), doi d(y)<d(y).

En effet, avec les notations de (13.2.10), X;nf~!(n) n’est pas vide et est par
suite une composante irréductible de f~'(n) (0, 2.1.8).

Remarques (13.2.12). — (i) Rappelons (6.1.2) que la relation (13.2.10.1) est
toujours vérifiée lorsque le morphisme f est plat au point x. '

(ii) Avec les notations de (13.2.10), supposons que Oy, soit universellement
caténaire et en outre que le morphisme f soit propre; alors, si les conditions équiva-
lentes a), b), ¢) de (13.2.10) sont satisfaites, on a méme d(y)=d(n), car il résulte
de (13.1.5) que Pon a d(y)>d(x).

(iii) Le morphisme de (12.2.3, (ii)) est propre et plat et tous les anneaux locaux
de Y sont universellement caténaires; en outre, les deux composantes irréductibles X,,
X, de X sont équidimensionnelles sur Y en tout point; mais E(y) a deux éléments pour
tout y+y,, alors que E(y,) est réduit a un seul élément, donc E( y) n’est pas constant dans Y.

13.3. Morphismes équidimensionnels : cas général.

Proposition (13.3.1). — Sotent Y un préschéma, f:X—Y un morphisme localement de
type fini, x un point de X, y=f(x). Désignons par Y, les composantes irréductibles de Y contenant y.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) 1l existe un entier e et un voisinage ouvert U de x tels que 'image par f de toute composante
rréductible de U soit dense dans un Y, et que, pour tout x'e€U, Pespace Unf=(f(x')) soit
équidimensionnel et de dimension e.

a’) 1l existe un entier ¢ et un voisinage ouvert U de x tels que I'image par f de toute compo-
sante vrréductible de U soit dense dans un Y, et que, si on désigne par y, le point générique de Y,
toute composante irréductible des espaces Unf~(y), Unf~'(y,) soit de dimensicn e.

a"’) Il existe un entier ¢ et un voisinage ouvert U de x tels que, pour chacune des composantes
irréductibles U, de U, f(U,) soit dense dans un Y, et que, pour tout x'e€U,, les composantes
irréductibles de U,nf~'(f(x')) soient toutes de dimension e.

b) Il existe un entier e, un voisinage ouvert U de x et un Y-morphisme quasi-fini
g :U=>Y®,Z[T,, ..., T,] (préschéma que nous noterons aussi Y[T,, ..., T,] pour
abréger) tels que I'image par g de toute composante irréductible de U soit dense dans une compo-
sante irréductible de Y[T,, ..., T,].

Il est immédiat que «&’’) entraine @), car pour tout x€U, les composantes irré-
ductiblesde Unf~!(f(x)) sontchacune composante irréductible d’undes U,nf~*(f(x)),
d’ou la conclusion par (0, 14.1.4). La condition 2) entraine trivialement a’). Montrons
ensuite que a’) entraine a’’); on peut se borner au cas out f est de type fini et X et Y
réduits (1.5.4). Soit U, une composante irréductible de U, et supposons que f(U,)

soit dense dans Y,; alors la restriction de f a U, se factorise en U, —f—“> Y,— Y, ouf,
est de type fini et dominant (I, 5.2.2). Soit x, le point générique de U,; en vertu
de (0;, 2.1.8), U,nf,"(y,) est’'unique composante irréductible de Unf~!(y,) conte-
nant x, et est par hypothése de dimension ¢, égale aux dimensions de toutes les compo-
santes irréductibles de U,nf~'(y»), en vertu de ’hypothése et de (13.1.1). Mais en
vertu du théoréme de Chevalley (13.1.3) et de (13.1.1), ’ensemble V, des x'eU, tels
que dim, (fi7'(f5(x)))=e est ouvert et contient x, et il suffit de prendre la réunion des V,
pour obtenir un ensemble ouvert satisfaisant aux conditions de a’’).

Prouvons maintenant que a) entraine ) ; on peut se limiter au cas ot Y= _Spec(A)
et X =Spec(B) sont affines et o U=X. Prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme (13.3.x.1). — Sotent Y =Spec(A), X =Spec(B) deux schémas affines,
f: X =Y un morphisme de type fini, y un point de f(X), et posons e=dim(f~(y)). Alors il
existe un Y-morphisme g : X—>Y([Ty, ..., T,] tel que (si Pon pose X,=X XySpec(k())),
le morphisme g, : X,—Spec(k(p)[Ty, ..., T,]) soit fini. En outre, pour un tel morphisme g,
g, est nécessairement surjectif et il existe un voisinage ouvert U de f~'(y) dans X tel que g|U
sott quasi-fini.

Soit p=j,; 'anneau B®,k(p) est une k(p)-algébre de type fini, donc le lemme
de normalisation (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3, n° 1, th. 1) prouve qu’il y a dans
B®, k(p) une suite finie (£);<;<, d’éléments algébriquement indépendants sur k(p) et
tels que si 'on pose C'=k(p)[t, - .., t,], B®, k(p) soit une C’'-algebre finie; on a donc
dim(B®, k(p))=dim(CG’) (0, 16.1.5) et comme dim(C')=r (5.2.1), on a r=e.
Comme B®, k(p)=(B/pB)®,,k(p), on peut, en multipliant les # par un élément =+ o0
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convenable de A/p, supposer que chaque ¢ est 'image canonique dans B®, k(p) d’un
élément s;eB. Soit alors u : A[T,, ..., T,]>B I'’homomorphisme tel que u(T,)=s
pour tout ¢z, et soit g : X—Y[T,, ..., T,] le morphisme correspondant. Il est clair
qu’en raison du choix des s;, g, est un morphisme fini. Pour tout morphisme
g: X->Y[Ty, ..., T,], tel que g, soit fini, il résulte de (5.4.2) et (4.1.2.1) que g,
est nécessairement surjectif. D’autre part, en vertu de (13.1.4), ’ensemble U des xeX
qui sont isolés dans leur fibre g~ !(g(x)) est ouvert dans X et contient f~!(y), et par
définition la restriction g|U est un morphisme quasi-fini.

Ce lemme étant établi, pour prouver que a) implique 5), il reste & voir que si x,
est un point maximal de U, g(x,)=2z, est un point maximalde Z=Y[T,, ..., T,]. En
vertu de I’hypothése a), on peut (en restreignant au besoin U), supposer que f(x,) est
I'un des points génériques », des composantes irréductibles de Y contenant y;si p : Z—>Y
est le morphisme structural, on a donc p(z,)=y,, et ’on déduit par suite de g un k(y,)-
morphisme quasi-fini £ : Unf~(y,)—=>p~(1,). Or p~'(»,)=Spec(k(»,) [Ty, ---, T,])
est intégre et de dimension ¢; si z, n’était pas point maximal de Z, il ne serait pas point
maximal de p~'(y,) (0, 2.1.8) et son adhérence Z} dans p~!(y,) serait donc de
dimension <e¢ (4.1.2.1). Mais comme % est quasi-fini, il résulte de (4.1.2) et de
I’hypothése a) que on a dim(Z))>e (la restriction de £ & {7;} se factorisant en

@»—»Z;—»p-‘( J.) en vertu de (I, 5.2.2)); on aboutit ainsi a une contradiction, ce
qui montre que a) entraine b).

Prouvons finalement que ) implique a). Notons que le morphisme structural
p:Z2=Y[T,, ..., T,]>Y est fidtlement plat; donc (2.3.4) les points maximaux de Z
ont pour images par p les points maximaux de Y; ceci prouve déja que les f(x,) sont points
génériques des Y,. En outre, si f(x,)=y,, le &(y,)-morphisme & : Unf~'(y,) >p~(,)
déduit de g est dominant et quasi-fini par hypothése; on a donc dim(U,nf~(y,))=e¢
en vertu de (4.1.2) (U, étant la composante irréductible de U de point générique x,).
De méme, pour tout x'eU,, le morphisme U,nf~!(f(x")) - p~(f(x")) déduit de g est
un k(f(x’))-morphisme quasi-fini, donc (4.1.2) on a dim(f~*(f(x"))nU,)<e; mais par
ailleurs on sait (13.1.6) que toutes les composantes irréductibles de U,nf~*(f(x"))
sont de dimension >e¢; on voit ainsi que ces composantes sont exactement de dimen-
sion ¢, donc b) entraine a). C.Q_.F.D.

Définition (x3.3.2). — Soient Y un préschéma, f:X—Y un morphisme localement de
type fini, x un point de X. On dit que f est équidimensionnel au point x (ou que X est équi-
dimensionnel sur Y au point x) si les conditions équivalentes de (13.3.1) sont vérifiées. On dit
que f est équidimensionnel (ou que X est équidimensionnel sur Y) si f est équidimensionnel
en tout point xeX.

Il est clair que, pour que f soit équidimensionnel en un point x, il faut et il suffit
que f,q le soit. En outre, les conditions de (13.3.1) montrent que I’ensemble des points
ou f est équidimensionnel est ouvert dans X.

On notera que lorsque X et Y sont irréductibles, dire que f est équidimen-
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sionnel au point x signifie, en vertu de (13.3.1, a’’)), que f est dominant et que
dim,(f~(f(x)))=dim(f (%)) (ol 7 estle point générique de Y); la définition (13.3.2)
coincide donc dans ce cas avec la définition (13.2.2).

Proposition (x3.3.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, X; les composantes irréductibles de X (en nombre
fini) contenant x. Pour que f soit équidimensionnel au point x, il faut et il suffit que, pour tout j,
Y; =j_'(§(;)' soit une composante irréductible de Y et, en désignant par X; et Y; les sous-préschémas
Sermés réduits de X et Y d’espaces sous-jacents X; et Y;, par f; : X;=>Y; le morphisme déduit
de f (I, 5.2.2), par y; le point générique de Y;, que f; soit équidimensionnel au point x et que tous
les nombres dim(f;='(y;)) soient égaux.

Cela résulte aussitét de (13.3.1, a’)).

Corollaire (13.3.4). — Avec les notations de (13.3.3), posons y=f(x). Si Oy, estun
anneau universellement caténaire et si f est équidimensionnel au point x, on a

(x3.3.4.1) dim(@xi,z) = dim(@Yi,y) +e—deg. try, k(x)

oit e est la valeur commune des mombres dim(f;~*(y;)).

Comme chacun des 0Y1,,y, quotient de 0y ,, est un anneau universellement caténaire
(5.6.1), 1’égalité est conséquence de (5.6.5).

Corollaire (13.3.5). — Avec les notations de (13.9.4), supposons que f soit équidimen-
stonnel au point x et que Oy, soit un anneau universellement caténaire. Si I'anneau Oy , est équi-
dimensionnel, il en est de méme de Oy 5 la réciproque est vraie si Pimage par f de la réunion des X;
est dense dans un voisinage de y.

En effet, dire que Oy, est équidimensionnel signifie que les nombres dim(@Yi,y)
sont égaux pour toutes les composantes irréductibles Y; de Y contenant y, comme il
résulte de (5.1.1.5) appliqué au schéma local Spec(fy,); comme on a la relation
(13.8.4.1), il en résulte par le méme raisonnement que O , est alors équidimensionnel.
Inversement, si 0y , est équidimensionnel, tous les nombres 0Y’,’y sont égaux par
(13.3.4.1); on en déduit que Oy , est équidimensionnel si les Y; sont foutes les composantes
irréductibles de Y contenant y, ce qui résulte de I’hypothése supplémentaire.

Proposition (13.3.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—->Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Supposons que I’anneau O, soit
équidimensionnel. Alors, si O, est équidimensionnel et si Pon a Pégalité

(13.3.6.1) dim (0,) = dim(0,) + dim(0,®¢ k(»))

(cf (13.2.7.1)) f est équidimensionnel au point x, et la réciproque est vraie si O est un anneau
untversellement caténaire.

Gardons les notations de (13.3.3); il résulte de (13.2.8) et de ’hypothése que 0,
est équidimensionnel, que chacun des Y; est une composante irréductible de Y et que
chacun des f; est équidimensionnel au point x; en outre (13.2.8), on a (compte tenu

de (5.6.5))
dim(@xrz) =dim(0y, ;) +dim,(X; nf ) —deg. try, k(x).
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Or, comme 0, est supposé équidimensionnel, cette égalité s’écrit
(13.3.6.2)  dim,(X;nf~'(y))=dim(Ox ,)—dim(¥y )+ deg. try, k(x).

Le premier membre de (13.3.6.2) est donc indépendant de j; mais comme f; est
équidimensionnel au point x, on a dim,(X;nf~'(y))=dim(f;~*(y;)), donc le critere
(13.8.3) montre que f est équidimensionnel au point x.
Inversement, supposons que Oy, soit un anneau universellement caténaire et
que f soit équidimensionnel au point x; alors (13.3.5) O , est équidimensionnel, et il
résulte alors de (13.8.4) que l'on a la relation
dim(0Ox ,) =dim(0y ) -+ e—deg. tr,k(x)

ol ¢ est la valeur commune des nombres dim(f;~!(y;))=dim,(X;nf~!(y)); mais par
définition ¢ est aussi égal a dim,(f~!(y)), d’oi la relation (13.3.6.1), compte tenu
de (5.6.5.2).

Proposition (13.8.7). — Sotent Y un préschéma, f:X—->Y un morphisme localement de
type fini et équidimensionnel, Z. une partie fermée de X. Alors la fonction

(13.3.7.1) x>codimy(Zn f (), f~H(f ()

est semi-continue inférieurement dans X.
Comme toutes les composantes irréductibles de f~'(f(x)) contenant x ont par
hypothése la méme dimension (13.3.1), on a, en vertu de (5.2.1),

codim, (Znf~!(f(%)),/  (f(%))) =dim,(f T} (f(x)))—dim,(Znf T (f(x))).

Mais par hypothése le premier terme du second membre est fonction continue de x (13.3.1)
et le second est fonction semi-continue supéricurement de x en vertu de (13.3.3); d’ou
la conclusion.

Proposition (13.3.8). — Soient Y un préschéma, f:X—>Y un morphisme localement de
type fini, x un point de X. Soient Y' un préschéma, g : Y'—Y un morphisme plat, X'=X xyY’,
S'=fxy : X' =Y si f est équidimensionnel au point x, alors f' est équidimensionnel en tout
point x'eX’ au-dessus de x.

La question étant locale sur X et Y, on peut se borner au cas ol toute composante
irréductible de X (resp. Y) contient x (resp. y) ; comme ’image par f de toute composante
irréductible de X est alors dense dans une composante irréductible de Y (13 g.1), on
sait (2.3.5) que I'image par f’ de toute composante irréductible de X’ est dense dans
une composante irréductible de Y’. D’autre part, par transitivité des fibres (I, 3.6.4),
il résulte de (4.2.8) et de (13 3.1) que, pour tout z'€eX’, ’ensemble des dimensions
des composantes irréductibles de f'~!(f’(z’)) est le méme que ensemble des dimensions
des composantes irréductibles de f~!(f(z)), ou z est la projection de z’ dans X; d’ou
la conclusion en vertu de (13.3.1, a)).

Remarque (13.3.9). — La propriété d’équidimensionnalité d’un morphisme
[ X—=>Y nest pas stable par changement de base quelconque g :Y'—Y, méme lorsque g
est Pinjection canonique d’une composante irréductible Y’ de Y dans Y (Y’ étant
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considérée comme sous-préschéma fermé réduit de Y). Par exemple, soient £ un
corps, Ay==k[S, T] l’anneau de polyndémes a deux indéterminées, a=p,;p,, ou p,
et p, sont les idéaux premiers A,S et A, T de Ay; soient A=A;/a et Y ==Spec(A),
qui a deux composantes irréductibles Y,=Spec(A/p,), Y,=Spec(A/p,); prenons X =Y,,
f:X—>Y étant linjection canonique, qui est évidemment un morphisme équidimen-
sionnel. Prenons d’autre part Y'=Y,, g :Y' —>Y étant I'injection canonique; alors
ona X'=XxyY'=Spec((A/p,)®s(A/ps) =Spec(A/(pr+Ps)), et p1+Ps cst un idéal
maximal de A, donc X' est réduit a un point, et le morphisme f':X'—>Y’' #nest pas
dominant, 'image par f’ de 'unique point de X’ étant un point fermé de Y’; donc f’
n’est pas équidimensionnel.

On peut aussi donner un contre-exemple ou X et Y sont intégres, f fini et bira-
tionnel (et a fortiori équidimensionnel par (13.3.1, b)) g:Y'—>Y fini et dominant.
Soient A et A les anneaux locaux définis daus (11.7.5), et prenons Y=Spec(A),
X =Spec(A); d’autre part, avec les notations de (11.7.5), prenons Y’'=Spec(B);
alors X'=Spec(A®, B)=Spec(B®;B); mais on vérifie aussitét que B®yB est composé
direct des anneaux B/p’, B/p’’ et de deux anneaux isomorphes a B/n, dont les spectres
sont donc réduits & un point; comme les projections de ces points sont des points fermés
de Y’, ici encore on voit que f' ne transforme pas une composante irréductible de X’
en une partie partout dense d’une composante irréductible de Y’, donc f’ n’est pas
équidimensionnel.

Dans cet exemple, ’anneau A n’est pas géométriquement unibranche; nous allons
voir au paragraphe suivant (14.4.6) que de tels phénoménes ne peuvent se produire
lorsque les points de Y sont géométriquement unibranches. Le manque de stabilité de la
notion de morphisme équidimensionnel restreint grandement son intérét, au profit de
la notion de morphisme universellement ouvert, qui va étre étudiée en détail au para-
graphe suivant.

§ 14. MORPHISMES UNIVERSELLEMENT OUVERTS

Les §§ 14 et 15 sont consacrés a I’étude de la notion de morphisme universellement
ouvert (2.4.2). On a déja vu (2.4 6) qu’un morphisme plat et localement de présentation
finie est universellement ouvert, la réciproque étant inexacte. Au § 14, on examine
d’abord les propriétés des dimensions des fibres d’un morphisme universellement ouvert
f:X->Y; lorsque X et Y sont localement noethériens, f se comporte a cet égard (14.2.1)
comme un morphisme plat (cf. 6.1.2), et est en particulier équidimensionnel lorsqu’il
est localement de type fini et dominant et que X est irréductible (14.2.2). Inversement,
un morphisme équidimensionnel localement de type fini f: X —Y est universellement
ouvert lorsqu’on suppose en outre que Y est géométriquement unibranche, et en particulier
lorsque Y est normal (critére de Chevalley, 14.4.4). Nous montrons aussi que les mor-
phismes universellement ouverts localement de type fini f: X —Y (lorsque X et Y sont
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localement noethériens et Y irréductible) admettent « suffisamment » de quasi-sections,
i.e. au voisinage d’un point fermé x d’une fibre f~*(y), il y a un sous-préschéma ferm¢é X’
de X contenant x et tel que la restriction X'—Y de fsoit un morphisme quasi-fini (donc
a fibres discrétes) et dominant (14.5.3).

Au § 15 on étudie diverses propriétés des fibres des morphismes universellement
ouverts f: X —Y, localement de type fini, notamment lorsque X et Y sont localement
noethériens. On obtient ainsi en particulier un critére pour qu’un point xeX n’appar-
tienne qu’a une seule composante irréductible de X, en termes de propriétés de la fibre
FHf(%)) de x : il suffit que Y soit géométriquement unibranche (par exemple normal)
au point f(x) et que f~'(f(x)) soit géométriquement ponctuellement intégre au point x
(15.3.3); si de plus Y est localement intégre au point f(x), f est plat au point x et X loca-
lement intégre au point x. On étudie aussi la variation du nombre géométrique de composantes
connexes d’une fibre f~'(y); par exemple, si f est universellement ouvert et propre, et
les fibres de f géométriquement réduites, ce nombre est localement constant (15.5.7).
Enfin, lorsque f admet une section g (ce qui sera le cas lorsque X est un Y-schéma en groupes)
et que pour tout yeY, on désigne par X{ la composante connexe de la fibre X, =/f"1(y)
au point g(») (« composante neutre » dans le cas des groupes), on étudie la réunion X°
des X) pour yeY, et on montre (15.6.4) que si f est universellement ouvert et les
fibres X, géométriquement réduites, alors X° est un ensemble ouvert dans X.

14.1. Morphismes ouverts.

(r4.x.1) Rappelons (1.10.2) qu’une application continue ¢ : X—Y est dite
ouverte en un point xeX si 'image par ¢ de fout voisinage de x dans X est un voisinage
de ¢(x) dans Y. .

On notera que cela n’implique pas qu’il existe un systéme fondamental de voisinages
de x dont les images soient ouvertes dans Y.

Proposition (14.x.2). — Soient X, Y deux espaces topologiques, ¢ : X—Y une appli-
cation continue, x un point de X, y=1{(x).

(i) St  est ouverte en x, alors pour toute partie Y' de Y contenant {(x) la restric-
tion =Y Y)Y’ de § a Y’ est ouverte au point x.

(ii) Supposons que Y soit réunion d’unme famille localement finie de parties fermées (Y;)
et que pour tout 1 tel que Y(x)€Y;, la restriction ¢~ (Y,)—>Y; de { soit ouverte au point x;
alors  est ouverte au point x.

(i1i) Sotent vy : X'—>X une application continue, x' un point de X'; si Uapplication
composée Yoy : X'—>Y est ouverte au point x', { est ouverte au point y(x').

Si U est un voisinage de x, on a $(Un¢~(Y"))=¢(U)nY’; d’ou aussitét (i). Pour
prouver (ii), notons qu’il y a un voisinage W de {(x) dans Y ne rencontrant que les parties
fermées Y; en nombre fini qui contiennent §(x); donc W est réunion des Wn'Y; pour ces
indices. Or, si U est un voisinage de x tel que ¢(U)NY; soit un voisinage de ¢ (x) dans Y;,
il existe un voisinage VCW de {(x) dans Y tel que pour tous les 7 tels que ¢ (x)eY;,
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on ait VnY;CY(U)nY; et comme la réunion des VY, pour ces indices est V, on a
Vcy(U), donc ¢(U) est un voisinage de §(x) dans Y. L’assertion (iii) est triviale.

Remarques (14.1.3). — (i) L’ensemble Z des points xeX ol un morphisme est
ouvert n’est pas nécessairement ouvert. Par exemple, soient K un corps, A ’anneau de
polynémes K[S, T], V le plan affine Spec(A), X le sous-préschéma fermé de V « réunion
de la droite X; définie par T=o0 et de la droite X, définie par S=o0 », c’est-a-dire
Spec(A/a), ot a=AST; prenons Y=X,=Spec(A/AS) et pour f la projection corres-
pondant a Pinjection canonique K[T]-—>A/a; alors on a Z=1X,, qui n’est pas ouvert -
dans X.

(11) Soient X, Y deux préschémas noethériens irréductibles de points génériques &, 7
respectivement, f:X—Y un morphisme dominant localement de type fini; alors f est ouvert
au point £. En effet, on peut évidemment se borner au cas ot X et Y sont réduits (donc
integres) (1.5.4) et affines; en vertu du théoréme de platitude générique (6.9.1), il
existe un ouvert non vide V de Y tel que la restriction f~*(V)—V de fsoit un morphisme
plat, et on conclut de (2.4.6) que cette restriction est un morphisme ouvert. Toutefois,
comme il y a des morphismes dominants de type fini f: X—-Y (o0 X et Y sont irré-
ductibles) qui ne sont pas ouverts (voir par exemple (II, 8.1)), I’ensemble des points
ol un tel morphisme est ouvert n’est pas nécessairement fermé dans X.

(iii) Nous ignorons si, lorsque X et Y sont localement noethériens et f: XY
un morphisme localement de type fini, ’ensemble des points de X ou f est ouvert est
ou non localement constructible.

Proposition (14.1.4). — Soient X, Y deux espaces topologiques, ¢ : X—Y une application
continue. Pour tout yeY, Uensemble des xey~'(p) o est ouvert est une partie fermée de {~( ).

En effet, supposons que ¢ ne soit pas ouvert en un point xe~'(y); il existe alors
un voisinage ouvert V de x dans X tel que ¢(V) ne soit pas un voisinage de y; il en
résulte que pour tout x'eVn{¢~1(y), ¢ n’est pas ouvert au point x’.

Remarque (14.1.5). — Méme si X et Y sont localement noethériens et f un
morphisme fini, il peut se faire que f soit ouvert en tous les points d’une fibre f~!(9),
sans qu’il existe un voisinage de f~'(y) en tous les points duquel f soit ouvert. Soient
par exemple K un corps, A Panneau de polynémes K[T,, T,, T;], V=_Spec(A)
I'espace affine & 3 dimensions sur K, X =Spec(A/a), od a=Db¢, avec b=(T;) et
¢=(T,)4+(T,—T;) dans A, de sorte que X est réunion du plan X;==Spec(A/b) (« plan
d’équation Ty;=o0 ») et de la droite X,=Spec(A/c¢) (« droite d’équations T,;=o,
T,=T; ») qui sont ses composantes irréductibles. Prenons Y=X, et soit f:X->Y
la projection correspondant a I'injection canonique K[T;, Ty]—A/a; si_y estle point
commun & X; et X,, f~!() est réduit & y et f est ouvert en ce point mais n’est ouvert
en aucun point de X, dans un voisinage de y et distinct de .

(x4.1.6) Dans ce qui suit, le réle essentiel sera joué par le critére (1.10.3)
caractérisant les morphismes localement de présentation finie f:X—Y qui sont ouverts
en un point x par le « relévement des générisations » : pour toute générisation y’
de y=f(x), il existe x'eX, générisation de x, tel que y'=f(x').
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14.2. Morphismes ouverts et formule des dimensions.

Théoréme (14.2.1). — Sovent X, Y deux préschémas localement noethériens, f:X—>Y
un morphisme, x un point de X, y=f(x). On suppose que f est ouvert aux points génériques des
composantes irréductibles de f~*(y) contenant x. Alors on a la relation

(14.2.1.1) dim(0,) = dim(0,) + dim(0,9 k(7))-

Soit " une générisation quelconque de y distincte de y, et considérons le sous-préschéma

fermé réduit Y’ de Y ayant pour espace sous-jacent {y—’}; alors aucune composante
irréductible X’ de f~!(Y’) contenant x ne peut étre contenue dans f~!(y) : en effet,
si x” est le point générique de X', on aurait f(x')=p+)’, et comme x’ est sa seule
générisation dans f!(Y’), cela contredirait ’hypothése que f est ouvert au point x’,
en vertu du fait que ¢) implique ¢) dans (1.10.3). On peut donc appliquer (6.1.2) a
I’homomorphisme local d’anneaux noethériens @,—0,, d’ou la conclusion.

Corollaire (14.2.2). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Supposons f ouvert aux points génériques
des composantes irréductibles de f~'(y) contenant x. Alors [ est équidimensionnel au point x dans
chacun des deux cas suivants :

(1) X est irréductible et f est dominant.

(ii) Les anneaux O, et O, sont équidimensionnels.

Pour (i), cela résulte de (14.2.1) et de (13.2.3). Pour (ii), cela résulte de (14.2.1)
et de (13.3.6).

Proposition (14.2.3). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien,
n son point générique, f:X-—->Y un morphisme localement de type fini, y un point de f(X),
Z une composante irréductible de f~'(y) telle que f soit ouvert au point générique de Z.
Alors Z est contenue dans une composante irréductible X' de X dominant Y et telle que
dim(Z)=dim(X'nf~1(y))=dim(X’'nf~1(y)).

Cela résulte en effet de (14.2.1) appliqué au point générique de Z, et de (13.2.7).

Corollaire (14.2.4). — Avec les notations de (14.2.3), supposons que f soit ouvert en
tous les points de f~*(p). Pour tout zeY, soient E(z) Pensemble des dimensions des composantes
irréductibles de f~(z) et d(z)=sup E(z)=dim(f~'(z)). On a alors E(»)CE(n), d’ox
d(y)<d(n).

Cela résulte aussitdt de (14.2.3).

Corollaire (14.2.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre, yeY un point tel que f soit ouvert en tous les points de f~'(y). Alors la
Sonction z~dim(f~Y(z)) est constante dans un voisinage de y.

Soient Y; (1<i<n) les sous-préschémas fermés réduits de Y ayant pour espaces
sous-jacents les composantes irréductibles de Y contenant y; si f; : f~'(Y;)=>Y; est la
restriction de f, on sait que chacun des f; est propre (IL, 5.4.5) et ouvert en tous les
points de f~!(») (14.1.2). Comme la réunion des Y; est un voisinage de y dans Y,
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on voit qu’on peut se borner a démontrer le corollaire lorsque Y est irréductible; soit 7
son point générique. Il résulte de (14.2.4) que d(p)<d(n); d’autre part, comme f est
propre, on déduit de (13.1.5) que z~dim(f~*(z)) est semi-continue supérieurement;
en particulier d()>d(n), donc d(p)=d(n). De plus, il y a un voisinage V de y tel
que d(z)<d(yp) pour tout zeV; mais comme z est spécialisation de v, on a d’autre part
d(z)=d(n), d’ou finalement d(z)=d(y) pour zeV.

Corollaire (14.2.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—-Y un
morphisme ouvert de type fini, y un point de Y. Soient y; (1<i<n) les points génériques des compo-
santes irréductibles de Y contenant y. Alors, avec les notations de (14.2.4) :

(i) 8¢ pour 1<i<n, ona E(y)=E(y) (resp. d(y)=d(y;)), la fonction E (resp. d)
est constante dans un voisinage de y.

(ii) 1l existe un voisinage ouvert U de f~1(y) tel que la fonction z~>dim(Unf~1(z))
soit constante dans un voisinage de y.

(1) Le méme raisonnement que dans (14.2.5) montre qu’on peut se borner a
considérer le cas ol Y est irréductible, de point générique 7. Si »’ est une générisation
quelconque de y, on a alors (en appliquant (14.2.4) 2 la restriction f~}(Y')—Y’ def,
ou Y'= {y—’}, et utilisant (14.1.2)) E(»)CE(y')CE(y) et d(y)<d(y')<d(n); cela montre
que larelation E( y)=E(%) (resp. d(y)=d(x)) entraine E( y)=E(y’) (resp. d(»)=d(y"))
pour toute générisation y' de y. Or, en vertu de (9.5.5), les fonctions E et d sont localement
constructibles, donc il résulte de (Oy;, 9.2.5) appliqué a Pensemble des z tels que
E(z)=E(y) (resp. d(z)=4d(»)) que cet ensemble est un voisinage de y.

(ii) Pour chacun des y;, f~(7;) est un espace noethérien puisque f est de type
fini; soient x;; (1<j<m;) les points génériques de ses composantes irréductibles, et

posons X;={x,}; montrons que le complémentaire U dans X de la réunion
des Xj; qui ne rencontrent pas f~'(y) (qui est évidemment un voisinage ouvert
de f'(y)) répond a la question. En effet, la restriction f|U :U—Y de f est un
morphisme ouvert de type fini (I, 6.3.5); pour tout couple (i, j) tel que x;eU,
x; est point maximal de Unf~*(y) et il résulte de (13.1.1) appliqué a la restric-
tion X,.,.—>Y,_={—y_,-} de f (compte tenu de (I, 5.2.2) et de (1.5.4)) que toutes les
composantes irréductiblesde X;;nf~!(y) ont une dimension >dim(X;;nf~'(y,)). Compte
tenu de (14.2.3) appliqué a la restriction f~'(Y;)—Y, de f, qui est un morphisme
ouvert (14.1.2), f~Y») est, pour chaque ¢, la réunion des composantes irréductibles
de X;nf~'(y) (1<j<m), donc dim(f~*(y))2dim(Unf~"(y)); mais comme f|U est
ouvert, on a aussi dim(f~!(y))<dim(f~!(»)nU) en vertu de (14.2.4); on voit donc
qu’on peut appliquer (i) a f|U, d’ou la conclusion.

Remarque (14.2.7). — L’exemple (13.2.12, (iii)) montre que sous les hypothéses
de (14.2.5) ou (14.2.6, (ii)), on ne peut, dans la conclusion, remplacer la fonction
z~~dim(f~(z)) par la fonction z->E(z); en effet, dans cet exemple, f est propre et plat
(donc universellement ouvert (2.4.6)) et tout voisinage de Punique point de f~*(y,)
contient les points génériques des composantes irréductibles de f~*(7).
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14.3. Morphismes universellement ouverts.

(x4.3.1) Rappelons (2.4.2) que dire qu’un morphisme f:X—>Y est univer-
sellement ouvert signifie que pour tout morphisme g:Y'—=Y, fyy:Xy)=>Y' est
ouvert; il suffit d’ailleurs qu’il en soit ainsi lorsque Y'=Y[T,, ..., T,], pour tout e
(8.10.2) (et si Y est localement noecthérien, il suffit donc qu’il en soit ainsi pour tout Y’
localement noethérien).

Proposition (14.3.2). — Soit f:X—>Y un morphisme de préschémas. Si f est univer-
sellement ouvert, alors, pour tout morphisme g :Y' —Y, ou Y' est irréductible, I’image par
S =ty : Xyy—=>Y' de toute composante irréductible de Xy, est dense dans Y'. Réciproquement,
st cette condition est vérifide pour tout Y' irréductible et tout morphisme de type fini g :Y' —Y,
et si de plus f est localement de présentation finie, alors f est universellement ouvert.

En effet, il résulte de (1.10.4) que si f est universellement ouvert, il vérifie la
condition de 1’énoncé. Inversement, supposons que f soit localement de présentation
finie, et montrons que pour tout entier ¢, si 'on pose Y’ =Y[Ty, ..., T, fy est
ouvert. En effet, soit Y’ un sous-préschéma fermé de Y’ ayant pour espace sous-jacent
une partie fermée irréductible de Y’’; le morphisme composé Y'—Y"'—Y est de type
fini, donc toute composante irréductible de Xy, domine Y’ par hypothése; on déduit
donc de (1.10.4) que fy+ est un morphisme ouvert.

Cette proposition montre que la définition (III, 4.3.9) coincide dans le cas
considéré avec la définition générale des morphismes universellement ouverts donnée
dans (2.4.2).

A la notion de morphisme ouvert en un point (14.1.1) correspond de méme la
suivante :

Définition (14.3.3). — Soient f: X—Y un morphisme de préschémas, x un point de X.
On dit que f est universellement ouvert au point x si, pour tout morphisme g :Y'—>Y, en posant
X'=XxyY', le morphisme f'=fyy: X' =YY" est ouvert en tout point x’ de X’ dont la projection
dans X est x.

Remarques (14.3.3.1). — (i) Le raisonnement de (8.10.1) montre (avec les mémes
notations) que si x est un point de X, x, sa projection dans X,, alors, si f, est ouvert
au point x, pour tout p>2, fest ouvert au point x; il suffit de se borner aux ouverts U
de X contenant x et de remarquer que I’hypothése implique que f,(U,) est un
voisinage de f,(x,), donc f{v;'(U,)) est un voisinage de f(x). On en déduit que
Pénoncé (8.10.2) est encore exact quand on y remplace « universellement ouvert » par
« universellement ouvert au point x¥ », et « morphisme ouvert » par « morphisme ouvert
en tout point x, de X, dont la projection dans X est x » : il suffit dans la démonstration
de se limiter aux ouverts V contenant un x,.

(ii) Le résultat de (14.1.4) est encore valable pour un morphisme f:X Y,
en y remplacant « ouvert » par « universellement ouvert ». En effet, supposons que f
ne soit pas universellement ouvert en un point xef~!(y); il y a par suite un morphisme
Y'Y et un point x'eX’ se projetant en x, tels que f' ne soit pas ouvert au point x’.
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Or, si y'=f'(x'), la projection f'~*(»') —f~!(») est un morphisme ouvert (2.4.10),
etily a, en vertu de (14.1.4), un voisinage V' de ' dans f'~'(’) ou f’ n’est pas ouvert;
donc f n’est pas universellement ouvert aux points de I'image de V' dans (), qui
est un voisinage de x dans f~!(y).

Proposition (14.3.4). — (i) Soient f:X—>Y, g : Y—>Z deux morphismes, x un point
de X, y=f(x). Sif est universellement ouvert au point x et g universellement ouvert au point y,
alors gof est universellement ouvert au point x. Inversement, si gof est universellement ouvert au
point x, g est universellement ouvert au point y.

(i1) St f: X—>Y est un S-morphisme universellement ouvert au point x€X, alors, pour
tout changement de base S'—S, fig):Xg) =Yg, est universellement ouvert en tout point
de Xg) au-dessus de x.

(iii) Pour que f:X—>Y soit universellement ouvert au point xeX, il faut et il suffit
que frq le soit.

(iv) Sotent f:X—>Y un morphisme localement de présentation finie, x un point de X,
y=f(x); posons Y,=>Spec(0,), X, =XXyY;, f=fy,. Pour quef soit universellement ouvert
au point x, il faut et il suffit que f; le soit (on rappelle (I, 3.6.5) que X, est canoniquement
identifié & un sous-espace de X).

En effet (ii) est une conséquence évidente de la définition (14.3.3); il résulte aussi
de la définition que pour démontrer I’assertion (i), il suffit de le faire lorsqu’on y supprime
partout le mot « universellement », et cela résulte alors de (14.1.2). L’assertion (iii)
résulte de (ii) et de ce que le morphisme canonique X, ,—X est surjectif. Enfin, la
condition (iv) est trivialement nécessaire. D’autre part, si elle est vérifiée, et si g : Y'Y
est un morphisme quelconque, X'=Xy,, f'=fy), ¥ un point de X’ au-dessus de x,
alors f” est localement de présentation finie, et pour voir qu’il est ouvert au point x’, il
suffit d’appliquer le critére (1.10.3, 8)). Soient y'=f"(x"), Y; = Spec(0,), X{ =X' Xy Yy,
Ji =/%y. Comme g(»")=y, le morphisme composé Y;>Y' LY sefactorise en Y;—>Y,;—>Y
(I,2.4.4), donc X{=X;XyY; et fiy=(f)xy; la conclusion résulte alors aussitot de
I’hypothése que f;' est ouvert au point x’ et de (1.10.3).

Proposition (14.3.5). — Sotent X, Y deux préschémas, f: X—Y un morphisme, x un point
de X. Soit (Y;)1<i<n une famille localement finie de sous-préschémas fermés de Y telle que Pespace Y
soit réunion des Y;, et supposons que pour tout i tel que f(x)€Y;, la restriction f~'(Y,)=>Y;
de f soit un morphisme universellement ouvert au point x ; alors f est universellement ouvert au point x.

Compte tenu de la définition, cela résulte de la proposition analogue (14.1.2, (ii))
pour les morphismes ouverts en un point.

Proposition (14.3.6). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini. Pour que f soit universellement ouvert en un point xeX, il faut
et 1l suffit que la condition suivante soit vérifiée : pour tout morphisme g : Y'—Y, o Y'=Spec(A)
est le spectre d’un anneau de valuation discréte, tel que image g(»') du point fermé y' de Y' soit égale
a y=f(x), et pour tout point x'eX’'=XxXyY’' dontles projections sur X et Y’ sont x et y’ respec-
tivement, il existe une générisation 2’ de x' dans X' dont la projection dans Y' est le point générique
de Y' (autrement dit, i/ existe une composante irréductible de X' contenant x' et dominant Y').
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De plus, on peut, dans la condition précédente, se borner au cas o A est complet, a un corps
résiduel algébriquement clos, et ol x' est rationnel sur k(y').

Si Y’ est comme dans I’énoncé, la nécessité de la condition résulte de ce que f*
doit étre ouvert au point x’, et du critere (1.10.3). Pour voir que la condition est suffi-
sante, considérons un morphisme de type fini g: Y —U, et soient X"'=XXyY",
S "=fxn: X"=>Y", et " un point de X'’ au-dessus de x. Posons y"'=f""(x"), et soit ¢
une générisation de »"' dans Y", distincte de »”’. Puisque Y"’ est localement noethérien,
il résulte de (IL, 7.1.9) et (O, 10.3.1) qu’il existe un schéma Y’=Spec(A), ou A est
un anneau de valuation discréte complet, dont le corps résiduel est une cloture algé-
brique de k(x'’), et un morphisme g :Y'—>Y"" tels que, si s et 3’ sont le point générique
et le point fermé de Y’, on ait g(s)=¢ et g(»')=y". Il y a alors un point x’ de
X'=XXyY'=X"Xy.Y’' dont les projections dans X'* et Y’ soient x’’ et )’ respective-
ment, et qui soit rationnel sur k(') (I, 3.4.9). L’hypothése entraine qu’il y a une généri-
sation 2z’ de x’ dans X’ dont la projection dans Y’ soit s; si 2"’ est la projection de 2’
dans X", 2’ est une générisation de x'’ et sa projection dans Y’ est ¢'’; on conclut donc
de (1.10.3) que f’ est ouvert au point x’/, donc que f est universellement ouvert au
point x (14.3.3.1, (i)).

Corollaire (x4.3.7). — Les notations étant celles de (14.3.6) :

(i) Etant donné un point yeY, pour que f soit universellement ouvert en tous les points
de f7'(y), il faut et il suffit que pour tout morphisme g :Y'—Y, onY' est le spectre d’un anneau
de valuation discréte, et ot 'image g(y') du point fermé y' de Y' est y, toute composante irréductible
de X'=XXyY' domine Y'.

(i1) Pour que f soit universellement ouvert, il faut et il suffit que pour tout morphisme
g:Y' =Y, oa Y’ est le spectre d’un anneau de valuation discréte, toute composante irréductible
de X'=XxyY' domine Y'.

I1 est clair qu’il suffit de prouver (i); la nécessité de (i) résulte de (14.3.2) et sa
suffisance de (14.3.6).

Proposition (14.3.8). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, irréductible, régulier
et de dimension 1 (par exemple le specire d’un anneau de Dedekind), f:X—>Y un morphisme
localement de type fini, y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) fra et plat en tout point de f ().

b) f est universellement ouvert dans un voisinage de ( f~'y).

c) f est ouvert dans un voisinage de f ().

d) Toute composante irréductible de X rencontrant f~'(y) domine Y.

Comme f,,; est localement de type fini (1.3.4), a) entraine que f,, est plat dans
un voisinage de f~(y) (11.1.1), et il suffit d’appliquer (2.4.6) dans un tel voisinage
pour voir que a) entraine b). L’implication 5) =>¢) est triviale, et 'implication ¢) =d)
résulte de (1.10.4) appliqué 2 un voisinage de f~!(»). Reste a voir que d) entraine a).
On peut évidemment, en vertu de (1.3.4), se borner au cas ou X est réduit. La question
étant en outre locale sur X et sur Y, on peut supposer Y =Spec(A) et X =Spec(B)
affines; si X (1<i<n) sont les sous-préschémas fermés (intégres) de X ayant pour
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espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X, alors, pour tout xeX, 0 ,,
étant réduit, est un sous-anneau du composé direct des Ox,,z5 st y=f(x), il suffira de
montrer que chacun des 0%,z est un O -module sans torsion, car il en sera alors de méme
de Oy, ,; comme par hypothése 0, est un anneau local régulier de dimension 1, ¢’est-a-dire
un anneau de valuation discréte (II, 7.1.6), il résultera alors de (0;, 6.3.4) que Oy,
est un Oy -module plat. Mais si X; = Spec(B;), ol B; est un anneau intégre, ’hypothése d)
entraine que ’homomorphisme A—B; est injectif (I, 1.2.7); donc B; est un A-module
sans torsion, et a fortiori O,z est un Oymodule sans torsion.

Remarques (14.8.9). — (i) Dans I’énoncé de (14.3.8), on ne peut se dispenser de I’hypothése que Y est régulier.
Avec les notations de (11.7.5), prenons en effet Y = Spec(A), X=Spcc(X), de sorte que f:X-—>Y estun
morphisme fini surjectif; comme A est un anneau local intégre de dimension 1, ainsi que A, il résulte aussitdt
de (1.10.4) que le morphisme f est ouvert. Cependant f n’est pas universellement ouvert (ni a fortiori plat), comme
le montre (11.7.5). On aurait un exemple analogue en prenant pour Y le schéma local au point double d’une
courbe algébrique ayant un « point double ordinaire » et pour X le normalisé de Y.

(ii) L’exemple de (14.1.3, (i)) montre que I’ensemble des points de X oll un morphisme est universellement
ouvert n’est pas nécessairement ouvert, le morphisme f dans cet exemple étant universellement ouvert en tous les
points ou il est ouvert. L’exemple f:X—>Y wvu ci-dessus en (i) montre de méme que I’ensemble des points ol un
morphisme est universellement ouvert n’est pas nécessairement fermé, car il est immédiat qu’en tous les points de X
sauf un le morphisme f est universellement ouvert (c’est méme un isomorphisme local). 1l serait intéressant de savoir
si ’ensemble des points ot un morphisme est universellement ouvert est localement constructible.

Les deux propositions suivantes nous ont été signalées par M. Artin

Lemme (14.3.10). — Sotent A un anneau de valuation (non nécessairement discréte),
k son corps résiduel, K son corps des fractions, et posons S =Spec(A). Soient X un préschéma
irréductible, f: X—S unmorphisme dominant de type fini ; soit Xy=X®&,k (resp. X;,=X®, K)
la fibre de f au point fermé (resp. au point générique) de S. Alors, si Xo+O, on a
dim(X,) =dim(X,).

On peut se borner au cas ot X est affine, en remplagant au besoin X par un ouvert
affine contenant un point générique d’une composante irréductible de X, de dimension
maximale, et utilisant (4.1.1.3). Soit n=dim(X,)>o0; ilrésultede (13.3.1.1) qu’il existe
un voisinage U de X, dans X et un S-morphisme quasi-fini g : U—=S[T;, ..., T,]=72
tel que le morphisme restriction g, : Uy=U nX;—Z,=Spec(k[T,, ..., T,]) soit fini et
surjectif. Par changement de base Spec(K)—>S et restriction a 'ouvert U;=UnX;
de X;, on déduit de g un morphisme quasi-fini g, : U;—Z;=Spec(K[T,, ..., T,]).
Comme U, est dense dans X,, on a dim(U,)=dim(X,) (4.1.1.3); la proposition sera
établie, en vertu de (4.1.2), si nous prouvons que le morphisme g, est dominant. Supposons
le contraire; il existerait alors un polynéme F;#o0 dans K[T,, ..., T,] tel que
g, (U CV(F,). Si o est une valuation sur K associée a A, et si (a,) est la famille des
coefficients de F,, on peut, aprés multiplication de F, par un élément =+ o de K, supposer
que 'on a iEf(m(aa))zo; autrement dit, F, provient d’un polynéme FeA[T,, ..., T,]
(avec lequel il s’identifie) tel que Pimage F, de F dans [T, ..., T,] soit non nul.
Considérons alors dans Z 1’ensemble fermé V(F); on a V(F)nZ,=V(F,), et comme U,
est dense dans U (puisqu’il contient le point générique de X), g(U)CV(F); en parti-
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culier, on aurait g,(U,) CV(F)nZ,=V(F,); mais puisque Fj+o0, V(F,) est une partie
fermée de Z, distincte de Z, et ’on aboutit a une contradiction. C.Q .F.D.

Proposition (14.3.1x1). — Soient f: X—>S un morphisme de type fini, (g,)yer une
Samille de morphismes universellement ouverts g, : Y,—S, et pour tout NeL, soit u, : Y,—X
un S-morphisme. Pour tout s€S, posons X, =X XgSpec(k(s)), (Y,),=Y,XgSpec(k(s)), et
soit (u)), : (Y,),—~X, le morphisme u, X1 déduit de u, par changement de base. Soit Z(s)
Padhérence dans X, de la réunion des ensembles (u,),((Y,),), et posons d(s)=dim(Z(s)). Alors,
pour toute générisation s' d’un point s€S, on a d(s)<d(s').

On sait (II, 7.1.4) qu’il existe un anneau de valuation A’ et un morphisme
h : S'=Spec(A’)—>S tels que si a (resp. b) est le point fermé (resp. le point générique)
de §', on ait k(a)=s, k(b)=s". En outre, le morphisme projection p : X ®, k(a) =X,
est surjectif et ouvert (2.4.10), donc fait de X, un espace quotient de X ®, k(a) par
une relation d’équivalence ouverte; pour toute partie M de X,, p~ (M) est donc égal

a I’adhérence p~'(M) (Bourbaki, Top. gén., chap. Ier, 4¢ éd., § 5, n° 3, prop. 7);
on raisonne de méme pour X, et compte tenu de (I, 3.4.8), de (4.2.7) et du fait que
les g, sont universellement ouverts, on voit qu’on peut se ramener a prouver la propo-
sition sur la situation obtenue aprés changement de base S’—S. Supposons donc S’'=S,
s étant le point fermé et s’ le point générique de S. L’hypothése que g, est ouvert entraine
que toute composante irréductible de Y, domine S (1.10.4), donc que son point
générique est un point maximal de (Y,),; si Z désigne I’adhérence dans X de Z(s'),
on a donc u,(Y,)CZ, et par suite (4;),((Y)),) €Z,=ZnX,; autrement dit, on a
Z(s)CZ,, d’ou dim(Z(s))<dim(Z,). Mais en appliquant (14.38.10) a un sous-préschéma
réduit de X ayant pour espace sous-jacent une composante irréductible de Z, on obtient
dim(Z,)<dim(Z,) (P'inégalité provenant de ce qu’il peut y avoir des composantes
irréductibles de Z ne rencontrant pas X,). D’autre part, comme Z(s") est par définition
fermé dans X, on a Z,=7Z(s"), ce qui achéve la démonstration.

Remarque (14.3.12). — Le cas envisagé par M. Artin était celui o Y, =S pour
tout A, autrement dit le cas ou (x,) est une famille de S-sections de X. Un autre cas utile
est celui ou la famille (u,) est réduite & un seul élément; on peut d’ailleurs toujours
se ramener & ce cas en considérant le préschéma Y somme des Y, et les morphismes
g:Y>S et u:Y—>X dont les restrictions & chaque Y, sont respectivement g,
et u,.

Proposition (14.3.13). — Soient f: X—>Y un morphisme localement de type fini, y un
point de Y, x un point maximal de la fibre X, =X XySpec(k(y)).

Considérons les conditions suivantes :

a) f est universellement ouvert au point x (ou encore en tout point de la composante
irréductible de X, de point générique x (14.3.3.1, (ii))).

b) Pour toute composante irréductible Y, de Y contenant y, il existe une composante irré-
ductible Z de X contenant x, dominant Y et telle que dim,(X,)=dim,(Zn X )=dim(ZnX,),
ot m est le point générique de Y, (ce qui entraine que Z est équidimensionnelle sur Y, au
point x (13.2.2)).
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b’) Pour tout voisinage ouvert U de x dans X et toute générisation y' de y, on a
dim(UnX,)>dim,(UnX).

Alors on a les implications a)=-b)<>b’).

Pour montrer que 4) implique &), il suffit de remarquer que )’ appartient
a une composante irréductible Y, de Y contenant y, de point générique 7; pre-
nant Z comme dans /) et notant que le point générique de Z (qui est aussi celui
de ZnX, (0, 2.1.8)) est contenu dans U, on a dim(UnX,)>dim(UnZnX,),
et, en vertu de (13.1.6), dim(UnZnX, )>dim(ZnX,); d’ou I’assertion, puisque
dim,(UnX )=dim,(X,) (4.1.1.3).

Pour prouver que 4’) implique 4), on peut d’abord remplacer X par f~'(Y,),
donc supposer Y,=Y; on peut se borner au cas ou X et Y sont affines, puisque
dim,(UnX,)=dim,(X,) (4.1.1.3). Les composantes irréductibles W; du préschéma
noethérien X, sont alors en nombre fini, et le complémentaire de la réunion des W;
(adhérences dans X) qui ne contiennent pas x est un voisinage ouvert V de x. En rem-
placant X par V, on peut donc supposer que xeW, pour tout i (’hypothése 4’) entraine
dim(VnX,)>o0, donc x appartient a un des W, pour un i au moins). En outre, les W;
sont exactement les composantes irréductibles de X qui dominent Y (0, 2.1.8); cela
étant, si 'on avait, pour chacune de ces composantes Z, dim(ZnX,)<dim,(X,), on
en conclurait dim(X,)<dim,(X,), contrairement a I’hypothése 4’). La relation
dim,(ZnX,))=dim(ZnX,) résulte alors de (13.1.6).

Reste & démontrer que @) entraine 4’). Tenant compte de (II, 7.1.4) et de l'inva-
riance des hypotheéses et de la conclusion par changement de base (en vertu
de (4.2.7)), on peut se borner au cas oit Y est un spectre d’anneau de valuation, de
point fermé y et de point générique »’, et ot U=X. L’hypothése que f est ouvert au
point x entraine qu’il existe une composante irréductible Z de X contenant x et domi-
nant Y (1.10.3). Appliquant (14.%.10) & un voisinage de x dans Z, on en conclut que
dim(ZnX,)=dim,(ZnX); mais comme x est maximal dans X,, ZnX, contient la
composante irréductible de X, de point générique x, donc dim,(ZnX )=dim,(X,);
d’autre part, on a dim(X,)>dim(ZnX,), ce qui achéve de prouver &’).

Remarque (14.3.14). — Nous ignorons si dans (14.3.13), la conclusion subsiste
lorsqu’on remplace I’hypothése @) par ’hypothése plus faible que f est ouvert au point x.
On peut montrer aisément qu’il suffirait de traiter le cas out Y est spectre d’un anneau

local intégre, dont le point générique est isolé, et ot X est un sous-préschéma fermé
du fibré vectoriel Y[T].

14.4. Le critére de Chevalley pour les morphismes universellement ouverts.

Théoréme (14.4.1). — Soient f:X—>Y un morphisme localement de type fini,
yun point de Y, x un point maximal de la fibre X,=X XySpec(k(y)). Supposons y géométri-
quement unibranche. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert au point x (ou encore en tout point de la composante

irréductible de X, de point générique x (14.3.3.1, (ii))).
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b) St Y, est Punique composante irréductible de Y contenant y, v son point générique, il existe une
composante irréductible Z. de X contenant x, dominant Y , et telle que dim,(ZnX)=dim(ZnX))
(ce qui signifie que Z est équidimensionnelle sur Y, au point x (13.2.2)).

b’) Pour tout voisinage ouvert U de x dans X et toute générisation y' de y, on a
dim(UnX,)>dim,(UnX).

St de plus Y est localement noethérien, ces conditions sont aussi équivalentes & la suivante :

c) f est ouvert au point x.

Notons d’abord que puisque (0,),; est intégre, y n’appartient qu’a une seule
composante irréductible Y, de Y. Le fait que 5) et ') sont équivalentes et que a)
implique 4’) résulte de (14.3.13); d’autre part, si Y est localement noethérien, on a vu
dans (14.2.3) que ¢) implique ). Il reste donc & montrer que lorsque y est géométri-
quement unibranche, 4) entraine a).

Lemme (14.4.1.1). — Sotent Y un préschéma, Y'=Y[T,, ..., T,], » un point de Y',

y son image dans Y. S1 Y est géométriquement unibranche au point y, alors Y' est géométriquement
untbranche au point y'.

En effet, comme pour tout yeY, Spec(k(y)[T, ..., T,]) est géométriquement
régulier sur k(p) (0, 17.3.7), le morphisme structural Y'Y est lisse (6.8.1), et il
suffit d’appliquer (11.3.14).

Lemme (14.4.1.2). — Soient A un anneau local intégre unibranche, B un anneau intégre
contenant A et entier sur A, n un idéal premier de B au-dessus de Iidéal maximal m de A. Alors
le morphisme Spec(B,) —Spec(A) est surjectif, autrement dit, pour tout idéal premier p de A,
1l existe un idéal premier q de B tel que qCn et qnA=np.

Soient K (resp. L) le corps des fractions de A (resp. B), A’ la cl6ture intégrale
de A, B’ le sous-anneau de L engendré par A’ et B, de sorte qu'on a un diagramme
commutatif d’injections canoniques

B — P

[

A — A

Comme B’ est entier sur B, il existe un idéal premier n’ de B’ tel que n’nB=n (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 2, n° 1, th. 1), et (pour la méme raison) Spec(A’) —Spec(A) est
surjectif. D’autre part, comme A est unibranche, A’ est un anneau local, donc n'nA’,
qui est au-dessus de I'idéal maximal m de A, est nécessairement égal a 'unique idéal
maximal m’ de A’. En vertu du second théoréme de Cohen-Seidenberg (loc. cit., § 2,
n 4, th. 3) le morphisme Spec(B,)—Spec(A’) est surjectif, donc il en est de méme
du composé Spec(B;.)—>Spec(A’) —Spec(A); mais ce morphisme est aussi le composé
Spec(By.) —Spec(B,) —Spec(A), donc le morphisme Spec(B,)—>Spec(A) est surjectif.

Ces lemmes étant établis, revenons a la démonstration de I'implication &) =-a)
dans (14.4.1). En vertu de (14.3.3.1, (1)), il suffit de prouver que, pour tout
entier n>o0 et tout point ' de X'=X|[T,, ..., T,] au-dessus de x, le morphisme

210



§ 14 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 211

S X'=>Y'=Y[T), ..., T,], déduit de f par changement de base, est ouvert
au point x'. Compte tenu du lemme (14.4.1.1), de (2.3.4) et (4.2.7), on est
donc ramené a prouver que f est ouvert au point x : en outre, il suffit évidemment
(14.1.2, (iii)) de montrer que la restriction de f a un sous-préschéma fermé de X ayant Z
pour espace sous-jacent est ouverte au point x, si bien qu’on peut se borner au cas ou
X =7Z est irréductible. Quitte & remplacer X par un voisinage ouvert V de x tel que
VnX, soit irréductible, on peut supposer, en vertu de (13.3.1), que le morphisme f
se factorise en X—iY":Y[Tl, ..., T,]=Y, ou g est quasi-fini, dominant et localement
de type fini. Comme le morphisme structural Y’ —Y est ouvert (2.4.6), on
est ramené a prouver que g:X—>Y’ est ouvert au point x. D’ailleurs, en vertu
de (14.4.1.1), g(x) est un point géométriquement unibranche de Y. On est donc
ramené a prouver le lemme suivant :

Lemme (14.4.1.3). — Soient X, Y deux préschémas irréductibles, f: X—Y un morphisme
localement quasi-fini et dominant. Si x€X est tel que y=f(x) soit unibranche sur Y, alors f
est ouvert au point x.

Il suffit de prouver que f{Spec(0x ,))=Spec(¥y,) (1.10.3). On peut donc se
borner, par le changement de base Spec(0y,)—>Y, au cas ot Y==Spec(A), ou A est
un anneau local et y est le point fermé de Y (tenant compte de (I, 3.6.5) et (0, 2.1.8),
qui prouvent que X XySpec(fy ) estirréductible); remplagant fpar f, 4, on peut supposer
X et Y réduits, donc intégres. Remplagant éventuellement X et Y par des voisinages affines
de x et y respectivement, on peut supposer (8.12.9) que le morphisme f se factorise en
X—’>X1—9>Y, ol J est une immersion ouverte et ¢ un morphisme fini (évidemment dominant);
comme X et X, sont affines, j est affine, donc séparé et quasi-compact, et par suite se facto-
rise en X-> X2—h> X;, ou X, est 'image fermée de X par j, 4 I'injection canonique et  une
immersion ouverte (I, 9.5.3). En d’autres termes, on peut supposer que X, est intégre, ou
encore de la forme X,;=Spec(B), ou B est une A-algebre integre et finie, contenant A
puisque g est dominant. Si n est 'idéal premier de B correspondant au point , I’hypotheése
que A est unibranche implique alors (14.4.1.2) que le morphisme Spec(B,)—Spec(A)
est surjectif, c’est-a-dire que Spec(COx ,) —>Spec(Oy,) est surjectif. C.Q.F.D.

Corollaire (14.4.2). — Sotent f:X—>Y un morphisme localement de type fini, y un
point géométriquement unibranche de Y, w le point générique de Punique composante irréductible Y,
de Y contenant y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert en tous les points de X, (ou, ce qui revient au méme
(14.3.3.1, (ii)), aux points maximaux de X ).

b)  Pour tout xeX,, il existe une composante irréductible Z de X contenant x et équi-
dimensionnelle sur Y au point x (13.2.2).

b’) Pour tout xeX, et tout voisinage ouvert U de x dans X, on a
dim(UnX,)>dim,(UnX).
b") Pour tout ouvert U de X, on a dim(UnX,)>dim(UnX).
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Lorsque de plus Y est localement noethérien, ces conditions sont encore équivalentes & la suivante :

c) f est ouvert en tous les points de X, (ou, ce qui revient au méme (14.3.3.1, (ii)),
aux points maximaux de X).

L’équivalence de a) et ¢) lorsque Y est localement noethérien résulte de (14.4.1);
les conditions 5) ou '), appliquées aux points maximaux de X, entrainent a) en vertu
également de (14.8.3.1, (ii)); enfin, 4’) et 4"") sont équivalentes, car

dim(UnX,) =sup(dim,(UnX,)).

z€eX,
Reste & voir que la condition a) entraine b) et 4’) en tout point xeX,. Posons
d=dim,(X)), et soit x’ le point générique d’une composante irréductible de X,
contenant x et de dimension d. En vertu de a) et de (14.4.1), il y a une composante
irréductible Z de X contenant x’ et équidimensionnelle sur Y au point x’, donc telle
que dim,(ZnX,)=dim(ZnX,). Mais par construction dim, (ZnX)=dim, (X,)=d,
et dim,(ZnX )<dim(ZnX))=d; compte tenu de (13.1.6), cela prouve que Z
est équidimensionnel sur Y au point x; donc a) entraine 5). De plus, on a
dim(X,)>dim(ZnX,)=d=dim,(X,). Remplagant X par un voisinage ouvert U de x,
on voit ainsi que @) entraine 4’). C.Q.F.D.

Corollaire (14.4.3). — Soient Y un préschéma géométriquement unibranche, f:X—>Y
un morphisme localement de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert.

b) Pour tout ouvert U de X, tout yeY et toute générisation y' de y on a

dim(UnX,,)>dim(UnX,).

St de plus Y est localement noethérien, ces conditions sont aussi équivalentes & la suivante :

c) f est ouvert.

Corollaire (14.4.4) (critére de Chevalley). — Soit f: X—>Y un morphisme localement
de type fini.

(1) 8% f est équidimensionnel en un point xeX (13.9.2) et st y=f(x) est un point
géométriquement unibranche de Y, f est universellement ouvert au point x.

(i) StY est géométriquement unibranche, f est universellement ouvert en tous les points de X
ot f est équidimensionnel, et I’ensemble de ces points est ouvert dans X. En particulier, si f est équi-
dimensionnel, il est universellement ouvert.

L’assertion (ii) est conséquence triviale de (i), puisqu’on sait déja que I’ensemble
des points ou f est équidimensionnel est ouvert (13.3.2). Quant a Passertion (i), elle
résulte de ce que I’hypothése implique que la condition ) de (14.4.1) est vérifiéc au
point générique d’une composante irréductible de X, contenant x, compte tenu
de (13.3.1); il suffit donc d’appliquer (14.4.1).

Remarque (14.4.5). — On peut prouver que si Y est localement noethérien, et si
toutes les générisations de y=f(x) sont des points géométriquement unibranches de Y
(cf. (6.15.2)), alors, si f est équidimensionnel au point x, il est universellement ouvert
dans un voisinage de x.
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Corollaire (14.4.6). — Sowent Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme localement de type fini. Soit y un point géoméiriquement unibranche de Y, et supposons
en outre que pour tout xef ~'(y), Panneau Ox , soit équidimensionnel. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) f est équidimensionnel (13.3.2) en tous les points de f~().

b) f est ouvert en tous les points de f~'(y).

c) f est universellement ouvert en tous les points de f ().

En effet, ¢) implique trivialement ), et @) implique ¢) en vertu de (14.4.4); enfin,
en raison des hypothéses sur 0, et 0,, b) implique a) par (14.2.2). Plus généralement :

Proposition (x4.4.7). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, tel que y=f(x) soit géométriquement unibranche.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est équidimensionnel (13.3.2) au point x.

b) Lanneau O, est équidimensionnel et f est ouvert aux points génériques des composantes
irréductibles de f~'(y) contenant x (donc aussi en tout point d’une telle composante).

c) Lanneau O, est équidimensionnel, et f est universellement ouvert aux points génériques des
composantes irréductibles de f~*(y) contenant x (donc aussi en tout point d’une telle composante).

En outre, lorsque ces conditions sont satisfaites, pour tout sous-préschéma fermé réduit X,
de X ayant pour espace sous-jacent une composante irréductible de X contenant x, la restriction
Ji: X;=>Y de f est un morphisme équidimensionnel au point x, et universellement ouvert en tous
les points des composantes irréductibles de f~'(y)nX; qui contiennent x.

La condition a) implique que f est équidimensionnel en tous les points génériques
des composantes irréductibles de f~!(») contenant x (13.3.1), et par suite (14.4.4)
universellement ouvert en ces points; le méme raisonnement appliqué a chaque f; (compte
tenu de (13.3.3)) prouve la derniére assertion de la proposition, compte tenu
de (14.3.3.1, (ii)). En outre, d’aprés (14.2.1), on a les relations

(14.4.7.1) dim(0y, ;) = dim(8,) + dim(Cy, ;00 k(7))
(14.4.7.2) dim (0, ;) =dim(0,)+ dim(Cx ,®¢ k(3))

et puisque f est équidimensionnel au point x, il résulte de (13.3.1) que lon a
dim, (X, nf (7)) = dim, (£ =(5)), don (5.2.3) dim(C, ;@q k(3))=dim(Cx ;@0 k(3)).
On conclut donc que dim(0x, ,)=dim(0 ;) pour tout i, autrement dit U , est équidi-
mensionnel, et cela achéve de montrer que @) entraine ¢). Il est clair que ¢) entraine 3);
enfin, 4) entraine la relation (14.4.7.2) en vertu de (14.2.1); il résulte alors de (13.3.6)
que b) entraine a).

Proposition (14.4.8). — Sotent Y un préschéma noethérien, f: X—Y un morphisme
localement de type fini, y un point de Y, x un point maximal de X,=f"'(y). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Le morphisme f est universellement ouvert au point x, autrement dit, pour tout changement
de base g : Y'Y, on a la propriété P(Y') : pour tout point x" de X'=X XyY' au-dessus de x,
le morphisme f'=fy): X'—Y' est ouvert au point x'.
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a’) La propriété P(Y') est vraie pour tout morphisme fini g :Y'—>Y.

a'") La propriété P(X'') est vraie pour le normalisé Y de Y, (II, 6.3.8).

b)  Pour tout point x'' de X' =XxXyY'" au-dessus de x, il existe une composante irréduc-
tible Z'" de X'’ contenant x'' et équidimensionnelle sur Y'' au point x''.

Il est trivial que @) implique 4’). Pour montrer que 4’) implique a’’) notons
que Pon peut écrire Y''=Spec(#), ou # est une Oy-Algeébre quasi-cohérente entiére
sur Oy; comme Y est noethérien, # est limite inductive de ses sous-Oy-Algebres %,
qui sont quasi-cohérentes et de type fini (I, 9.6.6); mais alors les %, sont des
Oy-Algebres finies (II, 6.1.2); on peut donc écrire Y"=l<i_@Yg, ou Y,=Spec(%,),
d’ou X"=X><YY"=1i<_m X%, avec X;=XXyY3. En vertu de '), les morphismes
S+ X3—Y; sont ouverts en tous les points de X} au-dessus de x; on en conclut que [’
est ouvert en tous les points de X'’ au-dessus de x, par (8.10.1) et (14.3.3.1, (i)).

Comme le préschéma Y’ est normal par définition, le fait que 4) entraine a’’) résulte
de (14.4.4) appliqué a la composante irréductible équidimensionnelle de 1’énoncé et
a la restriction de f’ & cette composante. Il reste donc & montrer que a’’) entraine a)
et b). Compte tenu de (1.10.3), on peut se borner au cas ot Y=Spec(¢,), en notant
que le morphisme canonique Spec(@,)—Y est universellement bicontinu (I, 3.6.5),
et d’autre part que Y''XySpec(0,) est le normalisé de (Spec(0,)),q comme il résulte
de la permutabilité des opérations de fermeture intégrale et de localisation (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 1, n° 5, prop. 16). Supposant donc Y=_Spec(A), ol A est un
anneau local noethérien, et y le point fermé de Y, on sait (0, 23.2.5) qu’il existe une
factorisation

Y'5Y,3Y

du morphisme structural, telle que v soit un morphisme fini surjectif, # un morphisme
entier, radiciel et dominant, donc surjectif (IL, 6.1.10) et par suite un homéomorphisme
universel (2.4.5). Sil’'on pose X;=XXyY,, la projection X" —X,; est donc un homéo-
morphisme, et ’'hypothése a’’) entraine par suite que fi=fy, : X;—Y; est ouvert en
tous les points de X; au-dessus de x. En outre, cela montre que pour prouver la
propriété b), il suffit de prouver la méme propriété ot I'on remplace Y/, X" et x”
par Y,, X, et un point x, de X, au-dessus de x: Mais Y, est noethérien et en outre il est
géométriquement unibranche puisque Y'’ est normal et # radiciel (6.15.1); la propriété
a prouver résulte donc de (14.4.1). Il reste & montrer que f est universellement ouvert
au point x, ce qui résultera du lemme suivant :

Lemme (14.4.8.1). — Soit v : Y,—Y un morphisme fermé (resp. universellement fermé)
et surjectif. Pour quwun morphisme f:X—Y soit ouvert (resp. universellement ouvert) en un
point xeX, il suffit que fi=fy, : Xy=XXyY;—>Y, soit ouvert (resp. universellement ouvert)
en tous les points de X, au-dessus de x.

La seconde assertion résulte trivialement de la premiére et du fait que pour tout
changement de base Y'Y, le morphisme oy, :Y;XyY =Y’ est encore surjectif et
est fermé si v est universellement fermé. Pour prouver la premiére assertion, considérons
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un voisinage ouvert U de x dans X; comme v est fermé et surjectif, pour que f(U) soit
un voisinage de y=f(x), il faut et il suffit que »7!(f(U)) soit un voisinage de »~*(y).
Mais si p : X;—~X est la projection canonique, ona »~*( f(U))=£(p~*(U)) (I, 3.4.8),
et Phypothése entraine que f;(p~*(U)) estunvoisinagede fi(p7'(x))=0v"(») (I, 3.4.8).

Corollaire (14.4.9). — Soient Y un préschéma noethérien, f:X—Y un morphisme loca-
lement de type. fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est umversellement ouvert, autrement dit, pour tout changement de base Y'—Y, le
morphisme  fiyy : XXy Y' =Y’ est ouvert.

a’) Pour tout morphisme fini Y,—Y, fiy, est ouvert.

a”) Si Y est le normalisé de Yy, fy) est ouvert.

b)  Pour tout point x'' de X''=XxyY", il existe une composante irréductible 7' de X'’
contenant x'' et équidimensionnelle sur Y'' au point x'' (cf. (14.4.10, (i1))).

Cela résulte aussitot de (14.4.8) et (14.1.4).

Remarques (14.4.10). — (i) L’équivalence des conditions a) et 5) dans (14.4.8)
(resp. (14.4.9)) est encore valable pour un préschéma Y quelconque et un morphisme f
localement de type fini. En effet, a) entraine 4) en vertu de (14.4.1); inver-
sement, b) entraine que f”’ est universellement ouvert aux points de X'’ au-dessus de X
(resp. en tout point de X'’) en vertu de (14.4.1), et on en conclut la propriété a) en
appliquant le lemme (14.4.8.1) au morphisme entier et surjectif Y =Y.

Il se peut que, dans (14.4.1), pour I’équivalence de a) et ¢), ’hypothése supplé-
mentaire que Y est noethérien soit superflue (cf. (14.3.14)). S’il en est ainsi, les hypo-
théses noethériennes sont également superflues dans (14.4.2), (14.4.3), (14.4.8)

et (14.4.9).

(ii) On peut donner des exemples de morphismes f: X—>Y ayant les propriétés suivantes : Y est noethérien,
régulier et de dimension 2, f est universellement ouvert et de type fini, X a deux composantes irréductibles X;, X,,
mais la restriction X,—>Y de f 4 'une d’elles n’est pas un morphisme ouvert. Le principe de la construction s’appuie
sur la méthode générale de « recollement » qui sera exposée au chap. V, et ne peut donc qu’étre esquissé ici. On part
d’un point fermé y de Y, et on considére le Y-schéma Y, obtenu en faisant éclater y (I1, 8.1.3);si f;: Y;—Y est
le morphisme structural, on sait que la restriction de f; & f71(Y—{»}) est un isomorphisme sur Y—{y} (loc. cit.),

@
tandis que la fibre f7!(y) est isomorphe & Proj(S), ot S= @ mkmk+1 (I, 3.5.3), cC’est-a-dire ici 2 P:((y) :
k=0

il résulte de (14.4.1) que f; n’est pas ouvert au point générique de f; (). D’autre part, posons Y,=PL, et soit
f2: Y=Y le morphisme structural; il résulte de (II, 8.4.4) que f, est plat, donc universellement ouvert (2.4.6);
en outre (I, 3.5.38), f51(») estisomorphe & P:((y); il suffit alors de « recoller» Y, et Y, le long des fibres isomorphes
JSi(») et f31(»), ce quidonne un morphisme f: X—>Y ou les composantes irréductibles X, , X, de X s’identifient
canoniquement 2 Y, et Y, respectivement, et les restrictions de f & ces composantes 2 f; et f,.

Rappelons toutefois (12.1.1.5) que si Y est localement noethérien, f: X—Y de type fini et plat, alors toute
composante irréductible de X est équidimensionnelle sur Y (et par suite la restriction de f 4 une telle composante est
universellement ouverte si tous les points de Y sont géoméiriquement unibranches).

(iii) Rappelons (12.1.2, (i)) qu’il y a des morphismes f: X—>Y ayant les propriétés suivantes : Y est
noethérien (non géométriquement unibranche), f est fini et plat (et méme étale (17.6.3)), mais la restriction de f 2
une composante irréductible de X n’est pas un morphisme ouvert (bien que f lui-méme le soit d’apreés (2.4.6)).

(iv) Le critére de Chevalley (14.4.4) explique 'importance de la notion de morphisme universellement
ouvert. Cette notion permet en effet, dans de nombreux résultats, plus ou moins classiques, de remplacer une
hypothése de normalité par I’hypothése qu'un certain morphisme est universellement ouvert; I’énoncé plus général
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ainsi obtenu s’appliquera en particulier & des morphismes plats (2.4.6), dont 'importance en géométrie algébrique
va croissant. On peut considérer que les énoncés faisant intervenir I’hypothése qu’un morphisme est universellement
ouvert sont des généralisations communes d’énoncés faisant intervenir une hypothése de normalité et d’énoncés
faisant intervenir une hypothése de platitude.

14.5. Morphismes universellement ouverts et quasi-sections.

Lemme (14.5.1). — Sotent Y un préschéma irréductible localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, tel que f soit équidimensionnel (13.3.2) au point x;
on pose y=f(x), e=dim,(f~1(p)). Soit X' une partic fermée irréductible de X contenant x,
n un entier tel que Pon ait codim (X', X)<n et dim,(X'nf~(y))<e—n. Alors on a nécessai-
rement codim (X', X)=n, dim,(X'nf~Y(y))=e—n, et la restriction X'—Y de f est un
morphisme équidimensionnel en x (et a fortiori dominant).

La question étant locale sur X, on peut supposer que f est de type fini et équidi-
mensionnel, de sorte que pour fout z€Y, toutes les composantes irréductibles de f~!(z)
sont de dimension e (13.3.1, a’’)). Soient x’ le point générique de X', y'=f(x'),
Y’={y—’}=f(X’) et posons Z=f"'(Y’). En vertu de (0, 14.2.2), on a

(x4.5.1.1) codim(X’, Z)<n

et si les deux membres sont égaux, on a nécessairement codim(X’, X)=n et Z contient
une composante irréductible de X, ce qui entraine (13.3.1) que f(X') est dense dans Y
et par suite Z = X; donc ’égalité codim(X’, Z)=n équivaut a la conjonction de I’égalité
codim(X’, X)=n et de la relation Z=2X.

D’autre part, en raisonnant dans les préschémas réduits de Y et X ayant Y' et Z
respectivement pour espaces sous-jacents, on déduit de (5.1.2) et de (I, 3.6.5) que 'on a

(14.5.1.2) codim(X'nf~*(»"),f~1(»"))=codim(X’, Z).
En vertu de ’hypothése, f~'()') est biéquidimensionnel (5.2.1) et de dimension e,
donc (0, 14.3.5), on a, en vertu de (14.5.1.2) et (14.5.1.1)
(14.5.1.3) ¢=dim(X'nf(y"))=e—codim(X’, Z) >e—n
’égalité ayant lieu si et seulement si codim(X’, X)=n etsi f(X’) est dense dans Y.
Enfin, (13.1.1), on a dim,(X'nf~'(y))>¢, d’ou, par (14.5.1.3),
(14.5.1.4) dim, (X' nf~(y))=e¢' >e—n.
Or, par hypothése, on a aussi dim,(X'nf~'(y))<e—n, d’ou les conclusions de la
proposition.
Corollaire (14.5.2). — Les hypothéses sur f, X, Y, x étant celles de (14.5.1), supposons
en outre que x ne soit pas point maximal de f~'(p). Alors il existe un voisinage ouvert affine U
de x dans X, et une section gel'(U, Ox) telle que Uensemble X' des x'€U tels que g(x')=o0
contienne x et ne contienne aucun point maximal de f~'(p). Pour tout g ayant ces propriétés, X' est
équidimensionnel sur Y au point x, et 'on a

(x4.5.2.1) dim,(X'nf~Yy))=e—1 e  codim(X’, X)’= L.
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On peut se borner au cas ot X=TU est un voisinage ouvert affine de x tel que
toutes les composantes irréductibles de f~'(») contiennent x. Ces composantes corres-
pondent aux idéaux premiers minimaux de @,/m,@,, et par hypothése ces idéaux sont
distincts de m,/m,0, (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 2); pour obtenir
un gel'(U, 0x) vérifiant les conditions de I’énoncé, il suffit de prendre gej, tel que
I'image de g dans m, n’appartienne a aucun des idéaux premiers précédents. D’ailleurs,
on a codim(X’, X)<1 (5.1.8), et comme X' ne contient aucune des composantes
irréductibles de f~!(») et que celles-ci sont de dimension e, on a (0, 14.2.2.2)
dim(X’'nf~!(y))<e—1. Il suffit alors d’appliquer (14.5.1).

Proposition (14.5.3). — Sotent Y un préschéma irréductible localement noethérien, f:X—>Y
un morphisme localement de type fini, x un point de X. On suppose que f est équidimensionnel au
point x et que x est fermé dans f~'( f(x)). Alors il existe une partie irréductible X' de X, localement
Jermée dans X, contenant x et telle que la restriction X'—Y de f (ol X’ est le sous-préschéma
réduit de X ayant X' pour espace sous-jacent) soit un morphisme quasi-fini et dominant.

En effet, avec les notations de (14.5.2), I’hypothése que x est fermé dans f~!(y)
entraine que x n’est pas point maximal de X'nf~!(y) tant que e—1>1. Il suffit donc
d’appliquer (14.5.2) en raisonnant par récurrence descendante sur e=dim,(f~!(f(x)))
jusqu’a ce que 'on arrive & e=1; ’application de (14.5.2) dans ce dernier cas donne
un X' tel que X' f~!(f(x)) soit noethérien et de dimension o, donc finj et discret; comme
alors X’ est équidimensionnel sur Y, X’nf~(f(x')) est de dimension o pour tout x'eX’,
ce qui entraine que la restriction X’'—Y de f est un morphisme quasi-fini (IL, 6.2.2).

Corollaire (14.5.4). — Sous les hypothéses de (14.5.3), supposons en outre que
Y==_Spec(A), ot A est un anneau local noethérien intégre et complet, et que y =f(x) soit Punique
point fermé de Y. Alors, il existe un anneau local intégre A’, contenant A, qui est une A-algébre
Sfinte et posséde la propriété suivante : si Pon pose Y'=Spec(A’) et X'=XXyY’, il existe
une Y'-section h :Y' X' telle que le morphisme composé Y’ 5 X' X soit une immersion
dont Iimage contient x.

Remplacant au besoin X par un sous-préschéma réduit irréductible de X, on peut,
en vertu de (14.5.3), se borner au cas o le morphisme f est déja quasi-fini et dominant.
Utilisant (I, 6.2.5), on en déduit que @,=A’ est un anneau intégre qui est une
A-algebre finie, et que X est somme disjointe du sous-préschéma fermé Y'=Spec(A’)
et d’un sous-préschéma Y’’; le schéma Y’ répond a la question, le morphisme composé
Y’'—>X’—>X n’étant autre que le morphisme canonique Spec(@,)—>X.

Remarque (14.5.5). — Si on n’exige pas que dans I’énoncé de (14.5.4), le
morphisme Y’—X soit une immersion, on peut supposer que A’ est en outre intégra-
lement clos : 1l suffit en effet de remplacer A’ par sa cléture intégrale A,, car on sait (0, 23.1.5)
que A, est un A-module de type fini.

Proposition (14.5.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, irréductible, régulier
et de dimension 1, f: X—~Y un morphisme localement de type fini, y un point de Y. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) fra €5t plat en tout point de f~'(y).
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b) f est universellement ouvert dans un voisinage de f~'(y).

c) f est ouvert dans un voisinage de f~'(y).

d) Toute composante irréductible de X rencontrant f~'(y) domine Y.

€) Pour tout point xef~'(y), fermé dans f~(y), et toute composante irréductible X, de X
contenant x, il existe une partie irréductible X' de X, localement fermée dans X, contenant x, contenue
dans X,, et telle que la restriction X'—Y de f soit un morphisme quasi-fini et dominant.

L’équivalence de a), b), ¢) et d) a déja été démontrée (14.3.8). Il est clair que ¢)
entraine d), car pour toute composante irréductible X; de X rencontrant f~!(y), il
existe dans X;nf~'(y) un point fermé dans cet espace (5.1.11). Enfin, pour prouver
que ¢, entraine ¢), on peut se borner au cas ou f est un morphisme de type fini; consi-
dérons un point fermé x de f~!(y) et soit X; une composante irréductible de X
contenant x. Comme la restriction f; : X;—Y de f a X, est un morphisme dominant,
il résulte de I’équivalence de ¢) et d) pour f; que ce morphisme est ouvert aux points
génériques de X;nf~'(y). Il résulte donc de (14.2.2) que f; est équidimensionnel
au point x, et on conclut alors a 'aide de (14.5.3).

Remarque (14.5.7). — Si, dans ’énoncé de (14.5.5), on suppose que Y= Spec(A),
ol A est un anneau de valuation discréte complet, et que y est le point fermé de Y, on
peut en outre supposer que X'=Spec(A’), ou A’ est un anneau de valuation discréte
qui est une A-algébre finie, comme le montre la démonstration de (14.5.4) et le fait
qu’'un anneau local intégre régulier et de dimension 1 est un anneau de valuation
discréte (I, 7.1.6).

Proposition (14.5.8). — Soient Y un préschéma localement mnoethérien, f:X—>Y
un morphisme localement de type fini, y un point de Y.

Pour tout Y-préschéma Y', posons X(Y')=Homy(Y’, X). Soit x un point de f~'(y);
afin que f soit universellement ouvert au point x, il faut et il suffit que la condition suivante soit
vérifide :

Pour tout anneau de valuation discréte complet A, de corps résiduel algébriquement clos, tout
morphisme g : Y'=Spec(A)—~>Y tel que 'image par g du point fermé y' de X' soit égal a y, et
tout élément uy,eX(Spec(k(y'))) tel que uy(y')=x, il existe un anneau de valuation discréte B,
un homomorphisme local A—B faisant de B une A-algébre finie, et, si on pose Z'=Spec(B),
un élément ueX(Z') tels que, si 2’ est le point fermé de Z', le diagramme

Spec(k(z')) —> Z'

l u

v
Spec(k(y)) —> X
soit commutatif.
Notons que si A et B vérifient les conditions de I’énoncé, B est un anneau de valuation
discréte complet (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 3, prop. 7 et chap. IV, § 2,

n® 2, cor. 3 de la prop. 9) de corps résiduel isomorphe a celui de A, donc algébri-
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quement clos, et puisque u(z')==x, il y a dans X""=XXyZ’ un point x”’, dont les
projections dans X et Z’ sont x et 2’ et qui est rationnel sur k(z’); en outre, puisqu’il
existe une Z’'-section » de X" telle que »(z’)=x"", image par v du point générique s
de Z’ est une générisation ¢ de x’* dont la projection dans Z’ est s; en appliquant (14.3.6),
on voit que la condition de I’énoncé est suffisante. Prouvons maintenant qu’elle est
nécessaire. Posons X'=XxyY', f'=fy): X'=>Y'. Il y a par hypothése un point x'eX’
au-dessus de x et de »’ et rationnel sur k(y’) (I, 3.3.14), donc fermé dans f'~(»’). En
vertu de (14.3.6), il y a une composante irréductible T’ de X’ contenant x’ et domi-
nant Y’, donc ((14.3.8) et (14.8.13)) larestriction T'—Y"’ de f” est équidimensionnelle
au point x. On déduit donc de (14.5.5) qu’il y a une A-algebre finie B qui est un anneau
local inteégre et intégralement clos et domine A (donc est un anneau de valuation discréte)
et, en posant Z'=Spec(B) et X"=XXyZ'=X"'Xy.Z’, une Z’-section v : Z'—>X"" telle
que P'image du point fermé 2z’ de Z’ par le morphisme composé¢ Z'—>X"—>X’ soit x’;
le morphisme composé u 1 25X X répond donc a la question.

Proposition (14.5.9). — Sotent Y un préschéma localement noethérien irréductible, f: X —Y
un morphisme localement de type fini, y un point géométriquement unibranche de Y. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert en tout point de f~'(y).

b) f est ouvert en tout point de f~'(y).

c) Pour toute composante irréductible Z. de (), de point générique z, il existe une compo-
sante vrréductible X, de X contenant z et équidimensionnelle sur Y au point z.

d) Pour tout point fermé x de f~'(y), il existe une partie irréductible X' de X, localement
Sermée dans X, contenant x, et telle que la restriction X'—Y de f soit un morphisme quasi-fini
et dominant.

L’équivalence de @), b) et ¢) a déja été démontrée (14.4.2). Pour prouver que a)
entraine d), notons qu’en vertu de (14.4.2), a) entraine qu’il existe une composante
irréductible Z de X contenant x et équidimensionnelle sur Y au point x; Pexistence
de X' provient alors de (14.5.3) appliqué a la restriction Z—Y de f. Inversement,
supposons d) vérifiée; en vertu du critere de Chevalley (14.4.4), la restriction X'—Y
de f est un morphisme universellement ouvert au point x, et a fortiori f est ouvert au
point x; f est donc ouvert en tous les points fermés de X,=f"!(»). Mais X, est un
k(y)-préschéma localement de type fini, donc un préschéma de Jacobson; I’ensemble
des points fermés de X, est donc dense dans X, (10.3.1), et il résulte de (14.1.4) que f
est ouvert en fous les points de X, ce qui achéve de prouver que d) entraine b).

Le résultat suivant a été mis en évidence par D. Mumford :

Proposition (14.5.10). — Sotent Y un préschéma noethérien, f: X —Y un morphisme
universellement ouvert, surjectif et localement de type fini. Alors il existe un morphisme fini surjectif
g:Y' =Y tel que, st Don pose X'=XXyY' et f'=fyy: X'=>Y', tout point y’€Y’ admetle
un voisinage ouvert U’ tel qu’il existe une U'-section de f'—1(U’).

Nous démontrerons la proposition en plusieurs étapes.
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I) Réduction au cas ok Y est intégre. — Si 'on a prouvé la proposition pour chacun
des sous—préschémés réduits Y; ayant pour espace sous-jacent une composante irré-
ductible de Y, et pour les images réciproques f~!(Y,), il est clair que le préschéma Y’
somme des Y; correspondants répondra a la question. On peut donc supposer Y intégre
et on va dans ce qui suit se borner & ce cas. Alors, dans la conclusion, on pourra aussi
prendre Y’ intégre (quitte & le remplacer par une composante irréductible convenable).

II) Caractére local sur Y. — Nous allons montrer que si ’on peut recouvrir Y
par des ouverts U; en nombre fini, tels que, pour tout j, la conclusion de la proposi-
tion soit vraie pour le morphisme f~'(U,)—U;, restriction de f, alors la conclusion
est vraie également pour f. En effet, on peut évidemment supposer les U; affines, de
sorte que U;=>Spec(A;), ol A; est un anneau intégre noethérien dont le corps des
fractions K=R(Y) est le corps des fonctions rationnelles sur Y. Pour tout j, il y a
par hypothése une Aj-algébre finie intégre A] telle que ’homomorphisme A;—A; soit
injectif (I, 1.2.7) et que le morphisme correspondant g; : U;=Spec(A]) — Spec(A;)=TU;
vérifie les conditions de la proposition (pour U; et f~*(U;)). Soit alors K’ une
extension finie de K contenant les corps des fractions de tous les A; (qui sont des
extensions finies de K). Considérons le normalisé Y’ de Y dans K’ (II, 6.3.8), qui
est de la forme Spec(#), o & est une Oy-Algébre entiére quasi-cohérente, fermeture
intégrale de Oy dans K’ (II, 6.3.4). Ces définitions prouvent que pour tout j,
A;=T(U;, @U;,)zl"(U]-, (g]-)*(GU;)) s’identifie & une sous-Aj-algebre finie de I'(U;, %);
autrement dit, (gi)*(%;_) =4/; est une (DUi-Algébre cohérente, sous-Algebre de £|U;.
I1 existe donc un sous-Oy-Module €; cohérent de & tel que €;|U;=s7; (1,9.4.7). Si l'on
pose € ’:?%} , la sous-Oy-Algébre %' de # engendrée par €’ est cohérente puisque & est

une Op-Algebre entiére. Montrons alors que Y’'=Spec(#’) répond a la question. En
effet, il est clair que le morphisme g :Y’'—Y est fini surjectif et que Y’ est intégre;
en outre, pour tout j, I'(U;, #’) est une Aj-algébre finie, autrement dit le morphisme
£ '(U;)—>U;, restriction de g, se factorise en g~!(U;)—>U;—U;, et comme Iexistence
locale de sections est stable par changement de base, cela établit notre assertion, tout yeY

appartenant a un U;.

II1) Réduction au cas on Y est intégre, local et géométriquement unibranche. — Supposons
d’abord que la proposition ait été prouvée lorsque Y est integre et local (avec Y’ intégre),
et montrons qu’elle est valable lorsque Y est intégre (noethérien) affine quelconque.
En effet, en vertu de la réduction II), il suffit de prouver que pour tout point yeY,
la proposition est vraie pour un voisinage ouvert affine V de y dans Y. Soient Y= Spec(A),
Y,=Spec(A,), ou p=ij,, etposons X;=XxyY,; parhypothése, il existe un morphisme
fini surjectif g, : Y;—Y;, ou Y;=Spec(B,), B, étant une A, -algébre intégre finie,
donc un anneau semi-local, tel que g, vérifie les conditions de I’énoncé pour Y; et X,.
Si y; (1<j<r) sont les points fermés de Yj, il y a donc un recouvrement de Y; par des
ouverts U tels que y;eU; et qu’il existe une Uj-section A de X XyUj (1<j<r). Le
A,-module B, admet un systéme fini de générateurs de la forme z;/s (avec seA—p,
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z; entiers sur A), que I'on peut supposer (en multipliant au besoin s par un élément
de A) étre des éléments du corps des fractions de B,, entiers sur A,, de sorte que si V
est Pouvert affine D(s)=Spec(A,)CY, Yj s’identifie a Y;XyV’, ou V'’ est le spectre
de la A,-algébre finie engendrée par les z;/s; g :V'—>V est donc un morphisme fini
surjectif et g;=gy,. De plus, appliquant la méthode de (8.1.2, a)), on peut supposer
que chacun des U est 'image réciproque par p:Y;—V’ d’un ouvert W; de V’, tel
que les W] recouvrent V' (8.3.11), et que chacune des sections % est de la forme (2})qy,),
ou 7 est une Wi-section de X xXyW; (8.8.2, (i)). On est donc bien ramené a prouver
la proposition lorsque Y=Spec(A), A étant un anneau local intégre et noethérien.
On sait alors qu’il existe une A-algébre intégre finie B, ayant méme corps des fractions
que A, telle que ACB et que Spec(B) soit géométriquement unibranche ((0, 23.2.5)
et (6.15.5)); comme le morphisme Spec(B)—>Spec(A) est surjectif, on peut évidemment
remplacer Y par Spec(B) et X par X®,B pour prouver la proposition. Raisonnant
comme au début de la réduction III), on peut donc supposer A local, intégre et
Y=Spec(A) géométriquement unibranche.

IV) Réduction au cas ot X est intégre, affine, et f quasi-fini, surjectif, birationnel et
universellement ouvert. — Supposons donc Y= Spec(A) integre, local et géométriquement
unibranche. Il existe alors un sous-préschéma irréductible X, de X tel que la restric-
tion f, : X,—Y de f soit un morphisme quasi-fini et dominant et que fy(X,) contienne
le point fermé » de Y (14.5.9); comme Y est géométriquement unibranche, il résulte
de (14.4.1) que f, est encore universellement ouvert. Comme en outre on peut supposer X,
réduit, donc intégre, on voit qu’on peut, en remplagant X par X, supposer que X est
intégre et f quasi-fini et dominant, et tel que f(X) contienne y; comme f est ouvert et que
tout ouvert de Y contenant y est égal 4 Y, f est surjectif.

Soient &, » les points génériques de X et Y respectivement; k(%) est donc une
extension finie de K =k(n). Par suite (4.6.8), il y a une extension finie K’ de K telle
que (Spec(k(E)®xK’)),q soit géométriquement réduit sur K et que ses composantes
irréductibles soient géométriquement irréductibles; il en résulte ((4.5.9) et (4.6.1))
que les corps résiduels de Spec(k(£)®xK’) sont des extensions finies, primaires et sépa-
rables de K’, donc sont égaux & K’. Appliquant de nouveau (0, 23.2.5) et (6.15.5),
il existe une A-algébre intégre finie B, ayant K’ pour corps des fractions, contenant A
et telle que Spec(B) soit géométriquement unibranche; on peut donc de nouveau
remplacer Y par Spec(B) et X par (X®,B),; pour prouver la proposition; la réduc-
tion ITI) permet alors de supposer encore A local, intégre et Y= Spec(A) géométriquement
unibranche, de point fermé y. En outre, f est alors un morphisme quasi-fini, surjectif et
universellement ouvert; chacune des composantes irréductibles X; de X (1<i<m) domine Y
(1.10.4) et est birationnelle sur Y. Soit alors x un pointde f~*() etsoit X; une composante
irréductible de X contenant x; désignons encore par X; le sous-préschéma réduit (donc
intégre) de X ayant X; pour espace sous-jacent, et soit f; : X;—Y la restriction de f.
Appliquant de nouveau (14.4.1) au morphisme quasi-fini et dominant f;, on voit que f;
est universellement ouvert; si U est un ouvert affine de X, contenant x, f;(U) est donc
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ouvert dans Y et contient », donc est égal 2 Y. On peut ainsi remplacer X par U pour
prouver la proposition.

V) Fin de la démonstration. — Nous supposons donc Y local, intégre et géomé-
triquement unibranche, X integre et affine, f quasi-fini, surjectif, birationnel et univer-
sellement ouvert; il en résulte que f est automatiquement séparé. En vertu du Main
theorem (8.12.6), il existe une factorisation X Lz Y, ol j est une immersion ouverte
et # un morphisme fini. Remplacant en outre Z par I'image fermée de j (I, 9.5.10),
on peut supposer que Z est intégre; comme u est fini et birationnel et Y géométriquement
unibranche, il résulte de (III, 4.3.5 et 4.3.4) que « (et par suite f) est un morphisme
radiciel; comme f est universellement ouvert et surjectif, c’est donc un homéomorphisme
universel. Par suite (2.4.5, (ii)) f est un morphisme fini. Mais alors on répond aux
conditions de 1’énoncé avec Y’ intégre en prenant simplement Y'=X et g=f, la
Y’-section étant le morphisme diagonal A,. C.Q.F.D.

Ce résultat peut étre utilisé pour développer des critéres de « descente » de diverses
propriétés par les morphismes universellement ouverts et surjectifs. Signalons en parti-
culier le critére suivant, di 4 D. Mumford :

Corollaire (14.5.xx). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, g : Y'—Y un morphisme localement de type fini, universellement
ouvert et surjectif ; posons X'=XxXyY', f'=fy): X' =Y. Alors, pour que f soit affine, il
Saut et il suffit que f' le soit.

On doit seulement prouver que la condition est suffisante. La question étant
locale sur Y, on peut supposer Y affine, donc noethérien. En vertu de (14.5.10), il
existe un morphisme fini surjectif h:Y,—Y tel que, si 'on pose Y;=Y'XxyY,, et
g'=gy,:Yi—~Y,, tout point de Y, admette un voisinage ouvert U; tel qu’il existe
une U,-section de g'~*(U,). Si l'on pose X,;=XxyY,;, la projection canonique
p : X;—X est un morphisme fini surjectif, donc, si I’on prouve que X, est un schéma
affine, il en résultera d’abord que X est quasi-compact, donc noethérien, puis que X
est affine en vertu du théoréme de Chevalley (II, 6.7.1). I1 suffit par suite de prouver
que le morphisme f;=fy, : X;—Y, est affine. Or, si 'on pose

1 =X Xy, Y{=X'%Xy Yy et fi'=(fi)xy =S Xi—> Y1,

fi est affine en vertu de I’hypothése. On est donc ramené a prouver le corollaire en y
remplagant Y, X, fet Y' par Y;, X,, f; et Y, autrement dit, il suffit de prouver que f
est affine lorsqu’on fait de plus, dans I’énoncé de (14.5.11), ’hypothése que tout point
de Y admet un voisinage ouvert U tel qu’il existe une U-section de g~*(U). La question
étant locale sur Y, on peut méme supposer qu’il existe une Y-section s de Y'. Or, on a le
lemme élémentaire suivant (valable dans toute catégorie admettant des produits fibrés) :
Lemme (14.5.1x.1). — Sotent f: XS, g : Y—>S deux morphismes, p, : X XY >X,
by XXgY—>Y les projections canoniques. Si s : S—Y est une section de g, alors s'=/(1, sof )g
est une section de p, et X, muni des morphismes f:X—>S et s : X—>XXY, s’identifie au
produit des Y-préschémas S et X XY pour les morphismes s :S—>Y et p, : XXgY—>Y.
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C’est un cas particulier de (I, 3.8.11), ou I'on remplace le diagramme par
X 2 XxgY - X

S Y S

8

Appliquant ce lemme en y remplagant S, Y par Y, Y’, on voit que 'on peut écrire f=(f")y,
pour le changement de base s:Y—Y’, donc f est affine puisque f’ I’est. C.Q.F.D.

Une variante de ce critére est la suivante :

Corollaire (14.5.12). — Avec les notations et hypothéses générales de (14.5.11), soit &
un Ox-Module inversible. Supposons qu’il existe une partie fermée Z de X, propre sur Y (IL, 5. 4. 10)
et telle que le préschéma induit par X sur Pouvert X —27Z soit normal. Alors, pour que &L soit ample
relativement & f, il faut et il suffit que L'=L®o Oy soit ample relativement a f'.

Gardons les notations de la démonstration de (14.5.11). Posons &) =2®, Oy ;
il suffira de prouver que %, est ample relativement & fop, en vertu de (III, 2.6.2);
mais fop=hof;, et, compte tenu de (II, 4.6.13, (v)), il suffira de prouver que
&£, est ample relativement a f;. La question étant locale sur Y,, on peut de
nouveau supposer que g’ admet une section s; si #;=%"®o,0y;, on peut alors écrire,
envertu dulemme (14.5.11.1), &, = ${®@Y{ Oy, pour le changement de base s : Y; —Yj;
la conclusion résulte donc de deux applications de (II, 4.6.13, (iii)).

§ 15. ETUDE DES FIBRES D'UN MORPHISME
UNIVERSELLEMENT OUVERT

15.1. Multiplicités des fibres d’'un morphisme universellement ouvert.

Proposition (x15.1.1). — Sotent Y un préschéma irréductible localement noethérien, de point
générique v, f:X—Y un morphisme localement de type fini, y un point de Y, F un Ox-Module
cohérent ; on pose F,=F @y k(y) (faisceau de modules sur la fibre f (). Soit z le
point générique d’une composante irréductible de Supp(F ), et soient X, (1<i<n) ceux des sous-
préschémas fermés réduits de X dont Uespace sous-jacent est une composante irréductible de Supp (F)
contenant z, et qui sont tels que la restriction X;—Y de f soit un morphisme universellement ouvert
au point 2 ; soit z; le point générique de X; (1<i<n). Sid,(F,) (vesp. N(F,)) désigne la longueur
géométrique de F en un point xef ~'(y) (resp.cellede F., enun point tef~*(x)) (4.7.5),0na

(r5.1.1.1) M(F )= EI)\ZI,(E’,,).
i de plus on suppose I'anneau O, régulier, on a

(x5.1.1.2) long((ﬂ'y)z)zz1 long((£,),,)-
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Les fibres f~'( ') de f (pour tout »'€Y) ne changeant pas lorsque ’on remplace f
par f,q, on peut supposer que X et Y sont réduits (2.4.3, (vi)), donc Y intégre; on
posera K =1£k(7). On peut en outre remplacer f par la restriction Supp(#)—Y de f
au sous-préschéma fermé réduit de X ayant Supp(#) comme espace sous-jacent, donc se
borner au cas ot X =Supp(F). Enfin,si y=1, il n’y a qu’une seule composante irréduc-
tible X; de X contenant z (0;, 2.1.8) etona z;=2, cequirend (15.1.1.1) et (15.1.1.2)
triviales (sans hypotheéses sur /). On peut donc se borner au cas y=+ ; il résulte alors
de ’hypothése et de (1.10.3) que les z; appartiennent & f~*(n), les seconds membres
de (15.1.1.1) et (15.1.1.2) étant donc définis. Soit Z, le sous-préschéma fermé réduit de
S~ () ayant pour espace sous-jacent X;nf~(7); on sait (4.6.6) qu’il existe une extension
finie radicielle K’ de K telle que, pour tout 7, le K’-préschéma (Z,®;K'),; soit géométri-
quement réduit sur K’. En outre, le morphisme projection f~(9)®xK’'—f"1(y) est fini,
dominant et radiciel (I, 3.5.7), donc est un homéomorphisme (2.4.5). Si z; est 'unique
point de f~!(n)®xK’ au-dessus de z;, il résulte de (4.7.9) et (4.7.5) que P'on a

(15.1.1.3) A (F ) =2y (F 8 K) =long((F,8K'),;).

Soit V un anneau de valuation discréte, de corps de fractions K’, dominant 0,
(I, 7.1.7); posons Y'=Spec(V), X'=XXyY', F'=FY', f'=fy) : X' =>Y’; si
g : Y'—>Y est le morphisme structural, ' le point générique de Y’ et »’ son point fermé,
ona g(y)=y, g(n')=n; le morphisme Spec(k(y’)) - Spec(k(y)) étant fide¢lement plat,
il en est de méme de la projection g’ :f' (') —>f"1(») (2.2.13), donc (2.3.4),ilya
un point générique 2z’ d’une composante irréductible de f'7'(y') tel que g'(z')=z.
Par construction, on a k(n')=K’, donc f'~!(n')=f"'(n)®K’; d’autre part, si 'on
pose X:=X.xyY’, la restriction XY’ de f’ est un morphisme universellement ouvert
au point z’, donc (1.10.3) il existe un point z'ef’~!(n’) qui est une générisation de 7/,
et ’'on peut évidemment supposer que z;" est point générique d’une composante irréduc-
tible de X;nf'~(n’); comme la projection de X!.nf'~!(n’) dans f~(n) est Z,
on a z'=z,. En vertu de (4.7.9) et (4.7.5), on a

(15.1.1.4) M(F ) =0 (F})>long((F)),)

Y

et il résulte donc de cette inégalité et de (15.1.1.3) qu’il suffit, pour établir (15.1.1.1),
de démontrer P'inégalité

(15.1.1.5) long((#,),)> & long((F,)z).

Considérons maintenant la seconde inégalité (15.1.1.2); nous utiliserons le lemme
suivant :

Lemme (15.1.1.6)., — Soient A un anneau local régulier qui n’est pas un corps, K son
corps des fractions, k son corps résiduel. Il existe un anneau de valuation discréte V' dominant A,
ayant K pour corps des fractions et dont le corps résiduel est une extension transcendante pure de k.

Posons S =Spec(A), et considérons le S-schéma P obtenu en faisant éclater le
point fermé s de S (II, 8.1.3); si m est 'idéal maximal de A, on a donc par définition
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P =Proj(B), ou B est la A-algebre graduée n(;Bom". Si & :P-S estle morphisme struc-

tural, la fibre A'(s) est isomorphe & Proj(B®,k) (I, 2.8.10), et par définition B®,k
est la k-algébre graduée n(;BOm"/m"‘“; mais comme A est régulier, cette algébre est

isomorphe & une algebre de polyndmes k[t,, ...,t,] (¢ indéterminées) (0, 17.1.1) et par
suite k~!(s) est isomorphe 3 P¢~L Soit { le point générique de A~ 1(s); si # (1<i<e)
sont les éléments de m dont les classes mod. m® sont les ¢, B, est 'anneau d’un
voisinage ouvert affine de { dans P, et 'on a Kk({)=k(¢, ...,¢_,); d’autre part,
comme A est intégralement clos, on vérifie aisément qu’il en est de méme de B (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 1, n° 8, cor. 1 de la prop. 21), donc B, est aussi intégralement
clos, et il en est par suite de méme de Panneau local 0 .. Enfin, comme A=0,
est régulier, donc un anneau universellement caténaire (5.6.4), on a, en vertu
de (5.6.5), dim(0p,)=dim(0,)—(¢—1), puisque £ est un morphisme birationnel,
que dim(A™!(s))=e—1 et que 'anneau local de la fibre £~'(s) en son point générique {
est de dimension o. Mais dim(0,)=e¢, donc dim(0p ()=1, et Op .=V est un anneau
de valuation discréte, étant noethérien, de dimension 1 et intégralement clos (IL, 7.1.6);
il répond évidemment a la question.

Ce lemme étant établi, on peut reprendre le raisonnement fait pour I'inégalité
(15.1.1.1) avec Y'=Spec(V); cette fois k(') est une extension séparable de k(y), et
par suite (4.7.9), on a long((£,),) =long((£,,),); comme par ailleurs f'~'(%")=f""(x)
et F,,=%,, on est encore ramené a prouver linégalité (15.1.1.5). Or, si ¢ est
une uniformisante de Oy, f'7'(y’) est le sous-préschéma fermé de X' défini par
IIdéal 0., et on a F,=F'[tF'; d'autre part, on vérifie aussitét (I, 9.1.12) que
(Fw)y=F; Uinégalité 2 démontrer (15.1.1.5) n’est autre alors qu’un cas parti-
culier de (g8.4.1.1).

Corollaire (15.x.2). — Les hypothéses étant celles de (15.1.1), supposons de plus que
N(F)=1 (resp. que O, soit régulier et long((F,),)=1). Alors il existe au plus une composante
irréductible X, de Supp(F) contenant z et telle que la restriction X;—Y de f soit universellement
ouverte au point z. De plus, si z; est le point générique de ceite composante, on a 2, (F,)=1 (resp.
long((#,),) = 1)-

Cela résulte aussitdét de (15.1.1) en notant que l'on a nécessairement, par défi-
nition de X;, (#,),*o0 (I,9.1.13).

Corollaire (15.1.3). — Sotent Y un préschéma irréductible localement noethérien de point
générique v, f : X—>Y un morphisme localement de type fini, & un Ox-Module cohérent de suppori X,
x un point de X, y=/f(x). On suppose que : 1° x n’appartient qu’d une seule composante irréduc-
tible Z de f~1(9); 20 F =F ®o k() est glométriquement réduit sur k(y), autrement dit, si z
estle point générique de Z, N, (F,)=1 (resp. 0, est régulier et long((F,),)=1). Alors, il existe au
plus une composante irréductible X' de X contenant x, telle que dim (X' nf~1(y))=dim,(f~*(y))
et que la restriction X'—Y de f soit universellement ouverte aux points génériques des composantes
irréductibles de X'af~(p) contenant x. De plus, s’il existe une telle composante X' et si 2’ est
son point générique, on a h,(F,)=1 (resp. long((F,),)=1).
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En effet, une composante irréductible X’ de X contenant x et telle que
dim,(X’'nf~!(»))=dim,(f~*(»)) contient nécessairement Z, puisqu’une composante irré-
ductible de X'nf~!(y) contenant x doit étre de méme dimension que la seule compo-
sante irréductible Z de f~'(y) contenant x. On peut alors appliquer (15.1.2) 4 2.

Remarques (15.1.4). — (i) Dans I’énoncé de (15.1.1), on ne peut remplacer
« universellement ouvert » par « équidimensionnel », comme le montre I’exemple
(14.4.10, (ii)) ou l'on fait & = 0y ; les fibres de f sont alors des schémas artiniens réduits,
donc (avec les notations introduites loc. ¢it.) on a A, (F,)=1, mais il y a deux compo-
santes irréductibles X,, X, de X contenant x’, et le second membre de (15.1.1.1) est
donc égal a 2, bien que la restriction de f & chacune des composantes X;, X, soit un
morphisme équidimensionnel en tout point. Ce méme exemple montre aussi que
dans (15.1.2) et (15.1.3), on ne peut remplacer ’hypothése « universellement ouvert »
par « équidimensionnel ».

(ii) Il est vraisemblable que pour la validité de I'inégalité (15.1.1.2), on ne
peut supprimer I’hypothése que 0, est régulier.

15.2. Platitude des morphismes universellement ouverts a fibres géométri-
quement réduites.

(r5.2.1) On a vu (2.4.6) qu'un morphisme plat et localement de présentation
finie est universellement ouverf. On a une réciproque partielle de ce résultat moyennant
des hypothéses supplémentaires :

Théoréme (15.2.2). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f: X —Y un morphisme
localement de type fini, F un Ox-Module cohérent, x un point de X, y=jf(x). On suppose vérifides
les conditions sutvantes :

(i) Supp(F)=X.

(ii) f est universellement ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f=*(y)
contenant x.

(i) Fy=F@o k(y) est géoméiriquement réduit au point x (4.6.22).

(iv) L’anneau Oy est réduit.

Alors F est f-plat au point x.

Comme 0, est réduit et noethérien, nous allons appliquer le critére valuatif de
platitude (11.8.1). Considérons donc un homomorphisme local @,—>A’, ol A’ est
un anneau de valuation discréte; posons Y'=Spec(A’), X'=XXyY', f'=fv, : X'=>Y/,
et soit ¥’ un point de X’ dont les projections dans X et Y’ sont respectivement x et le
point fermé »’ de Y'; si 'on pose F'=%Q®yY’, on a Supp(F')=X' par (I,9.1.13);
tout point générique 2z’ d’une composante irréductible de f'~!(»’) contenant x' a pour
projection dans f~*(y) un point générique z d’une composante irréductible de f~'(y)
contenant x, en vertu de (4.2.6); donc f” est universellement ouvert au point z’. Enfin,
il résulte de (4.7.11) que &, est géométriquement réduit au point x’. On voit donc

Y
qu’on est ramené a démontrer le
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Lemme (15.2.2.1). — Soient Y =_Spec(A) le spectre d’un anneau de valuation discréte,
y son point fermé, f:X—Y un morphisme localement de type fini, x un point de f~(y), F un
Ox-Module cohérent. On suppose vérifides les conditions suivantes :

(i) Supp(#F)=X.

(ii) f est ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f~*(y) contenant x.

(111) fy———?@@yk(y) est réduit au point x (3.2.2).

Alors F est f-plat au point x.

Désignons en effet par ¢ une uniformisante de A, posons B=0, et F,=M; la
condition (i) implique que Supp(M)==_Spec(B) (I, 9.1.13). La condition (ii) implique,
en vertu de (14.%.2), que toute composante irréductible de X contenant x domine Y;
en d’autres termes, I'image réciproque dans A de tout idéal premier minimal p; de B
est o, ce qui signifie encore que 'on a t¢p;, pour tout ¢. Enfin, (iii) signifie que M /tM
est un (B/tB)-module réduit (3.2.2). Il s’agit de montrer que sous ces conditions M est
un A-module sans torsion (0;, 6.3.4), et pour cela il suffit évidemment de montrer que ¢
est un élément M-régulier; mais cela résulte de (3.4.6.1).

Corollaire (x5.2.3). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un

morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). On suppose vérifiées les conditions
suivantes :

(i) f est universellement ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f~'(p)
contenant x.

(1) f=Yy) est géométriquement réduit (sur k(p)) au point x (4.6.9).
(i) L’anneau O, est réduit.

Sous ces conditions f est plat au point x.

Il suffit d’appliquer (15.2.2) & F =05 (4.6.22).

Remarques (15.2.4). — (i) Les trois premiéres des conditions de (15.2.2) ne changent pas lorsqu’on remplace f
par froq; mais si 9t est le nilradical d’un anneau local noethérien A, A/® est plat sur A/R mais non sur A lui-méme
lorsque 9t+o0 (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n°® 2, cor. 2 de la prop. 5). On voit donc qu’on ne peut
dans (15.2.2) supprimer la condition (iv).

(i) Ilrésulte de (2.4.6) que sila conclusion de (15.2.2) est vraie, ainsi que ’hypothése (i), f est universellement
ouvert dans un voisinage de x, et en particulier aux points génériques des composantes irréductibles de f~1(y)
contenant x. Méme lorsque (i), (iii) et (iv) sont vérifiées, on ne peut remplacer (ii) par ’hypothése plus faible que f
est universellement ouvert au point x seulement. C’est ce que montre I’exemple (14.1.3, (i)), ol f est évidemment
universellement ouvert en tout point de X,, donc en particulier au point x, intersection de X; et X,; les conditions (ii)
et (iii) de (15.2.3) sont aussi vérifiées par cet exemple. Toutefois, 9, n’est pas un O -module sans torsion, 9, s’iden-
tifiant 4 un sous-anneau de 9, qui contient des diviseurs de o dans @, ; donc f n’est pas plat au point x.

(iii) Dans (15.2.3), la conclusion n’est plus nécessairement valable lorsqu’on remplace ’hypothése (ii)
par ’hypotheése plus faible que f (), considéré comme Ie( y)-préschéma, n’a pas de cycles premiers associés immergés.
Un exemple est fourni en prenant pour Y une courbe ayant un point de rebroussement y, par exemple
Y =Spec(K[S, T]/(S?*—T?)), K étant un corps algébriquement clos, et pour X sa normalisée (II, 6.3.8). Sisett
sont les classes de S et T dans A =K[S, T]/(S?—T?), on vérifie aussitdt que X = Spec(B), ou B=XK[s, ¢, u],
u étant 1’élément /s du corps des fractions de A, et comme s=u?, t=u3, on a aussi B=K[u], isomorphe 4 I’anneau
de polynémes 4 une indéterminée sur K. Le seul point x de X au-dessus du point y correspondant a 1’idéal
maximal (s)+(t) correspond a’idéal maximal (u); mais comme la classe % de u dans 0,/m, O, est telle que u#*=o,
S Y») n’est pas un ke(y)-préschéma réduit. Ici f est un morphisme fini, surjectif et radiciel, donc un homéomor-
phisme universel (2.4.5), mais n’est pas plat au point x, car si @, était un ©,-module plat, il serait un ©,-module
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libre de rang 1 engendré par I’élément 1 de O, (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 5), ce qui est
absurde.

(iv) Montrons enfin que dans (15.2.2) ou (15.2.3), on ne peut remplacer « géométriquement réduit »
par « réduit ». Nous allons en effet définir deux anneaux A, A’ ayant les propriétés suivantes :

1) A est un anneau local noethérien d’idéal maximal m, intégre, complet, de dimension 1 et géométriquement
unibranche.

2) A’ est la cloture intégrale de A, une A-algeébre finie dont I’idéal maximal est mA’, et le corps résiduel &’
une extension radicielle finie non triviale du corps résiduel ¥ =A/m de A.

On peut alors prendre Y =Spec(A), X = Spec(A’), # =0, y et x étant les points fermés de Y et X respec-
tivement; les hypothéses (i) et (iv) de (15.2.2) sont trivialement vérifiées; comme A est de dimension 1, f: X—>Y est
radiciel, fini et surjectif, donc un homéomorphisme universel (2.4.5), ce qui prouve ’hypotheése (i) de (15.2.3). Enfin,
il est clair que f~1(y) est réduit. Cependant fn’est pas plat au point x, car si A’ était un A-module plat, ce serait un
A-module libre de rang 1 (puisqu’il 2 méme corps des fractions que A) engendré par 1’élément 1 de A (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 5), ce qui est absurde.

Pour construire les anneaux A et A’, partons d’un corps imparfait £ de caractéristique p> o; soient Ky =k((T))
le corps des séries formelles sur £, A, ’anneau de valuation pour K, correspondant & la valuation discréte égale a
Pordre des séries formelles; le corps résiduel de A, est donc k. Soit & un élément de k£ qui n’est pas puissance p-i¢me,
et prenons k’=k(x!/P); K =#k((T)) est alors une extension radicielle finie de Ky, et A’=A,&® k" anneau de valua-
tion discréte pour K correspondant & ’ordre des séries formelles sur K. Si m” est I’idéal maximal de A’, on répondra
aux conditions 1) et 2) en prenant A=A;+m’ : en effet, comme A, est noethérien et A’ un Ay-module de type
fini, A est une Aj-algébre finie, donc un anneau noethérien; comme A’ est fini sur A, m’ est le seul idéal maximal
de A, qui est donc un anneau local complet, évidemment de dimension 1 (étant fini sur Ay) et géométriquement
unibranche puisque A’ est intégralement clos et a méme corps de fractions K que A.

(v) La démonstration de (15.2.2) montre toutefois que I’on peut affaiblir la condition (iii) en y remplagant
« géométriquement réduit » par « réduit » lorsqu’on peut appliquer le critére valuatif de platitude (11.8.1) en
utilisant seulement des anneaux de valuation discréte A’ dont le corps résiduel &’ est séparable sur k(y); en effet,
si #” et 2’ ont les mémes significations que dans (15.2.2), les multiplicités radicielles p;(k(2’)|£) et p;(le(2)| k()
sont les mémes, en vertu de (4.7.3), donc il résulte de (4.7.9) que long((#,),) et long((#7.),) sont égales, et ’on est
encore ramené au cas ou Y est le spectre d’un anneau de valuation discréte et y son point fermé. Par exemple, on
pourra obtenir ce résultat plus fort lorsque O, est unibranche et dominé par un anneau de valuation discréte dont le
corps résiduel est extension séparable de I(), en vertu de (11.6.4). C’est le cas lorsque O, est un anneau régulier,
d’aprés (15.1.1.6). Mais, comme nous 1’a signalé Hironaka, il y a des anneaux locaux intégralement clos noethériens,
de dimension 2 (provenant de schémas algébriques sur des corps imparfaits) qui ne satisfont pas a la condition
précédente.

15.3. Applications : critéres de réduction et d’irréductibilité.

Proposition (x5.3.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent, x un point de X, y=f(x). Supposons
vérifides les conditions (i), (ii) et (iii) de (15.2.2). Alors :

(1) 1l existe un voisinage U de x dans X tel que f|U soit universellement ouvert et que,
pour tout x'eU, F., soit gbométriquement réduit sur k(f(x')) au point x'.

(i) St de plus Y est réduit au point y, il existe un voisinage U,CU de x tel que F|U,
soit f-plat et réduit.

Compte tenu de (I,5.1.8), (4.2.7) et (4.7.11), les hypothéses ne changent pas,
ni la conclusion (i) de I’énoncé, si 'on remplace Y par Y4 et X par XXyY,,4, et Pon
peut donc supposer Y réduit. Il résulte alors de (15.2.2) que & est f-plat au point x,
donc aussi (11.1.1) dans un voisinage de x, et a fortior: f est universellement ouvert dans
ce voisinage (2.4.6). Le fait que F,, soit alors géométriquement réduit au point '
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pour tous les points d’un voisinage de x résulte de (12.1.1, (vii)). L’assertion (ii) résulte
donc de ce qui précede et de (3.3.4).

Proposition (15.3.2). — Les notations étant celles de (15.3.1), supposons que les condi-
tions (1), (ii), (iii) de (15.2.2) soient vérifides, et de plus que f~*(y) soit équidimensionnel au
point x. Alors f est équidimensionnel au point x.

On a, pour tout y'eY, Supp(F,)=f""(y'). Par hypothése F, est réduit (donc
vérifie (S,)) et est équidimensionnel au point x. En vertu de (12.1.1, (ii)), on peut donc
supposer que Fp,, est équidimensionnel et de dimension constante e=dim,(f~'(y))
au point x’ pour tous les x’eU, ce qui signifie que f~!(f(x')) est équidimensionnel
et de dimension ¢ au point #’. Comme par ailleurs & |U est f-plat, il résulte de (2.3.4)
et de (13.3.1, a)) que f est équidimensionnel au point x.

Corollaire (15.3.3). — Les notations étant celles de (15.3.1), supposons vérifiées les
conditions sutvantes :

(i) Supp(F)=X.

(ii) f est universellement ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f~*(y)
contenant x.

(iii) F, est géométriquement ponctuellement intégre sur k(y) au point x (4.6.22).

(iv) Y est géométriquement unibranche au point y.

Alors x n’appartient qu’a une seule composante irréductible de X.

St de plus Y est intégre au point y et F =0y, alors X est intégre au point x et f est plat
au point x.

Notons d’abord que (i) et (iii) entrainent que x n’appartient qu’a une seule compo-
sante irréductible Z de f~*(y). Il résulte donc de (14.4.7) et de (15.3.2) que pour
toute composante irréductible X; de X contenant x¥ (donc Z), la restriction f; de f a X
est un morphisme équidimensionnel au point x, et universellement ouvert au point
générique de Z. La premiére assertion de 1’énoncé résulte alors de (15.1.3) et la seconde
de (15.3.1).

Remarques (15.3.4). — (i) L’exemple (14.4.10, (ii)) montre que, dans (15.3.3),
on ne peut supprimer I’hypothése que Y est géométriquement unibranche au point .

(ii) La remarque (15.2.4, (vi)) montre que la conclusion de (15.3.3) est encore
vraie sous les hypothéses suivantes : 0, est régulier, Supp(F)=X et F, est intégre au
point x. Nous ignorons si dans cet énoncé, on peut remplacer ’hypothése que 0, est régulier
par celle qu’il est géométriquement unibranche, ou méme intégre et intégralement clos.

15.4. Compléments sur les morphismes de Cohen-Macaulay.

Proposition (15.4.1). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent tel que Supp(F)=X, x un point
de X, y=f(x). On pose, pour tout zeX, Xﬂz):f‘l(f(z)), fﬂz)=.7"®@ﬂz)k(f(z)). Supposons
que F soit f-plat au point x et que F ; soit un @xy-Moa’ule de Cohen- Macaulay au point x. Alors f est
équidimensionnel au point x.
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En effet ((11.1.1) et (12.1.1, (vi))), il existe un voisinage U de x tel que F|U
soit f-plat et que pour tout x'€U, Fyg, soit un COX’W)-Module de Cohen-Macaulay
au point x’; cette derniére propriété entraine que &, est équidimensionnel au point x’
et que x’' n’appartient a aucun cycle Premier immergé associé a F,,, (0, 16.5.4).
En outre, en vertu de (12.1.1, (ii)), on peut supposer que les dimensions des composantes
irréductibles de Supp(Fj,,| (UnXy,,)) aient une (méme) valeur indépendante de x'.
Comme Supp(Fy,,) =X,y par hypothese, il résulte de (2.3.4) et de (13.3.1, a))
que f est équidimensionnel au point x.

Proposition (15.4.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme localement de type fini, F un Ox-Module cohérent tel que Supp(F)=X, x un point
de X, y=f(x). On suppose que O, est régulier et que F est un Ox-Module de Cohen- Macaulay
au point x. Alors (avec les notations de (15.4.1)) les conditions suivantes sont équivalentes :

a) F est f-plat au point x et F, est un @Xy-Module de Cohen-Macaulay au point x.

b) F est f-plat au point x.

c) f est universellement ouvert dans un voisinage de x.

d) f est ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de X, contenant x.

e) dim(F;)=dim(0,)+dim((F),).

e’) dim(0x ) =dim(0,)+ dim((OX,m@)@yk(y) ).

Comme Supp(#)=X, les conditions ¢) et ¢’) sont équivalentes par définition
(5.1.12). La condition ) implique trivialement b); b) entraine que & est f-plat aux
points d’un voisinage de x (11.1.1), donc b) entraine ¢) (2.4.6); ¢) entraine triviale-
ment d), et d) entraine ¢’) par (14.2.1). Enfin, puisque 0, est régulier et que & est
un Oy ,-module de Cohen-Macaulay, il résulte de (6.1.4) que ¢) entraine a).

Proposition (15.4.3). — Soient f: X—Y un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module de présentation finie, tel que Supp(F)=X, x un point de X, y=f(x). Alors
(avec les notations de (15.4.1)) les conditions suivantes sont équivalentes :

a) F est f-plat au point x et F, est un Ox -Module de Cohen-Macaulay au point x.

b) Il existe un voisinage ouvert U de x dans X, et un Y-morphisme quasi-fini
g:U=Y'=Y[T,, ..., T,] (T, indéterminées), tels que F|U soit g-plat au point x.

Montrons d’abord que &) entraine a). Posons % :Y'—>Y; le k(p)-préschéma
Y, =h"'(y) est régulier (0, 17.3.7); soient A Panneau local de ce préschéma au point
»'=g(x), k son corps résiduel, et soit B I'anneau local de X, au point x; posons d’autre
part (#,),=M, qui est un B-module de type fini. L’hypothése que le morphisme g
est quasi-fini entraine qu’il en est de méme de g, : X, =Y, (II,6.2.4), donc M®,%
est un (B®, k)-module de longueur finie (II, 6.2.2); comme par hypothése M est un
A-module plat et A un anneau de Cohen-Macaulay, M est un B-module de Cohen-
Macaulay (6.3.3). Le fait que & est f-plat au point x résulte de ce qu’il est g-plat et
de ce que le morphisme % est plat (2.1.6).

Montrons maintenant que a) entraine 4). La question étant locale sur X et Y,
on peut supposer X et Y affines; utilisant (8.9.1) et (11.2.7), on se raméne au cas
ou X et Y sont noethériens, compte tenu de (6.7.1). L’hypothése entraine que f est
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équidimensionnel au point x (15.4.1), d’out Pexistence d’un morphisme quasi-fini
g :U=Y' tel que toute composante irréductible de U domine Y’ (13.5.1, 4)) et que
& +U,~Y, soit fini et surjectif (13.3.1.1). D’autre part, pour prouver que % |U
est g-plat au point ¥, il suffit, puisque 4 : Y'—Y est plat, de montrer (en vertu du critére
de platitude par fibres (11.3.10)) que F, est g-plat au point x. Mais par hypothése &,
est un 0Xy-M0dule de Cohen-Macaulay au point x et Y, un préschéma régulier; d’autre
part, comme g, est fini et surjectif, il vérifie la condition ¢’) de (15.4.2) en vertu de
(5.6.10); il suffit donc pour conclure d’appliquer (15.4.2) a g, et & F,.

15.5. Rang séparable des fibres d’un morphisme quasi-fini et universelle-
ment ouvert. Application aux composantes connexes géométriques des
fibres d’un morphisme propre.

Proposition (15.5.x). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme séparé et quasi-fini. Pour tout zeY, soit n(z) le nombre géométrique des points de f~*(z)
(ou rang séparable de f~'(z) sur k(z); cf. 1,6.4.8). On a les propriétés suivantes :

(i) La fonction z~>n(z) est semi-continue inférieurement en tout point yeY tel que f soit
universellement ouvert aux points de f~(y).

(i) Soit y un point de Y tel que f soit universellement ouvert aux points de f~'(y); si la
Sonction z~>n(z) est constante dans un voisinage de y, alors f est propre au point y (15.7.1).

(iii) On suppose que f soit universellement ouvert et que tout point de Y soit géométriquement
unibranche ; alors, si la fonction z~>n(z) est localement constante dans Y, les composantes irréduc-
tibles de X sont deux & deux disjointes.

(i) Notons que puisque f est quasi-fini, le nombre 7n(z) est le nombre géométrique
des composantes connexes de f~'(z); on sait que la fonction z~>n(z) est localement
constructible (9.7.9); compte tenu de (O, 9.3.4), on est ramené & prouver le

Corollaire (15.5.2). — Sous les hypothéses générales de (15.5.1), soit y un point de Y tel
que f soit universellement ouvert aux points de f~'(p). Alors, si y’ est une générisation de y, on a

(15.5.2.1) n(y)<n(y’).

Pour tout changement de base g:Z—Y, fg : Xz—>Z est séparé, quasi-fini et
universellement ouvert aux points de X se projetant dans f~'(y); enoutre, si z, 2’ sont
deux points de Z tels que g(z)=y, g(z')=)»" et que 2’ soit générisation de z, on a
n(z)=n(y) et n(Z)=n(y) (I, 6.4.12); il suffit donc de démontrer (15.5.2.1) pour
un g convenable. On peut évidemment supposer y=»'. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (15.5.2.2). — Sous les hypothéses générales de (15.5.1), st y est un point de Y,
' une générisation de y distincte de y, il existe un spectre d’anneau de valuation discréte Z, de point fermé z
et de point générique 7', et un morphisme g : Z—Y tels que : 1° g(2)=y, g(&')=y"; 2° i Pon
pose f'=fgz, n(y) est le nombre de points de f'~'(2) etn(y’) est le nombre de points de f'~*(2').

En effet, il existe un anneau de valuation discréte A; et un morphisme g, de
Z,=Spec(A,;) dans Y tels que si z, et z; sont le point fermé et le point générique de Z,,
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on ait g,(z;)=y et g(z))=y" (I, 7.1.9); on peut donc déja supposer que Y est spectre
d’un anneau de valuation discréte A, y son point fermé et »' son point générique. Pour
tout xef~'(), k(x) est une extension finie de k() par hypotheése (IL, 6.2.2); on déduit
de (4.5.11) qu’il existe une extension algébrique finie £ de k(p) telle que le nombre de
points de f~(9)®,k soit égal & n(y). Comme il y a un anneau de valuation discréte A,
dominant A et dont le corps résiduel est fini sur k() et contient £ (IL, 7.1.2), on peut
en second lieu supposer que n(y) est le nombre de points de f~(y). Enfin, le méme
raisonnement montre qu’il y a une extension finie K de k(y’) telle que le nombre de
points de f~1(y")®y, K soit égal & n(y’'); si w est une valuation de k(') associe a A,
il y a une valuation discréte de K prolongeant w, et ’anneau A, de cette valuation
domine A, a K pour corps des fractions, et répond aux conditions du lemme.

On peut donc désormais supposer que Y est le spectre d’'un anneau de valuation
discréte, y son point fermé, y’ son point générique, et que n(p) et n(y’) sont les nombres
de points de () et f~!(y’), de sorte que pour tout xef~*(y) (resp. tout x'ef~(y’))
on a k(x)=EKk(y) (resp. k(x)=E())).

Désignons alors par X; les sous-préschémas réduits de X ayant pour espaces sous-
jacents les composantes irréductibles de X (1<i¢<m). En vertude (1.10.4), la restriction
X,—~Y de fa tout X; est un morphisme dominant, et comme f~'(»’) est discret, chacune
des intersections X;nf (') est réduite au point générique de X;, d’out (en désignant
par n,(z) le nombre géométrique de points de X;nf~!(z) pour tout z€Y), n(y)=1

pour tout i, et n(y’)—_—.zln,.(y')zm. Par ailleurs, f~1(y) est réunion des X;nf(),
d’out -

(15.5.2.3) n(5)< B (),

et pour prouver (15.5.2.1), il suffit d’établir que 7(y)<1 pour tout i. Autrement dit,
on peut supposer X intégre, et le morphisme f birationnel. Mais alors, pour tout xef (),
ona 0,C0,CK, ot K==Ek(y') estlecorpsdes fractions de ¢,. Comme 0, est un anneau
de valuation et que 0, domine 0,, on a nécessairement @,=0, (I, 7.1.1). Il existe
alors une Y-section 4 : Y—+X telle que 2(y)=x (I,2.4.4); comme Y est réduit et que X
est séparé sur Y, une telle section est unigue (I, 7.2.2), donc ’ensemble f~*(») ne contient
qu’un seul point, ce qui achéve de prouver (i).

(ii) Comme au début de (i), on est ramené a montrer que si les deux membres
de (15.5.2.1) sont égaux pour toute générisation y’ de y, f est propre au point y. Grace
au critére de propreté locale (15.7.5) et aux remarques du début on peut encore supposer
que Y==Spec(A) est le spectre d’'un anneau de valuation discréte A, y son point fermé
et »' son point générique, et il s’agit alors de montrer que f est propre.

Utilisons (15.5.2.2) et notons que si A’ est un anneau de valuation discréte domi-
nant A, A’ est un A-module sans torsion, donc le morphisme Spec(A’) - Spec(A) est
fidelement plat et quasi-compact, et il revient donc au méme de dire que f est propre
ou que le morphisme déduit de f par le changement de base Spec(A’) —>Spec(A) est
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propre (2.7.1, (vii)) ; on peut donc supposer que z(y) et n(»’) sont les nombres de points
des fibres f~'(y) et f'~!(y’) respectivement. Avec les notations de (i), on a alors par

(15.5.2.3) et (15.5.2.1)
(15.5.2.4) n(9) < Zny(9) < Zmy(y')=n(y")

et pour que les membres extrémes soient égaux, il faut que n;(y)=mn(»’)=1 pour tout i.
Comme on ’a vu dans (i), si n(p)=1 pour tout 7, X;nf~!(y) n’est pas vide et la
restriction X;—Y de f est un isomorphisme; comme les X; sont des sous-préschémas
fermés de X, cela entraine que f est propre (II, 5.4.5).

(iii) On peut se borner au cas out Y est affine et réduit, et comme Y est par hypothése
localement intégre (I, 5.1.4), on peut supposer Y intégre, et la fonction y~>n(y)
constante dans Y. Soient encore X; (1<i<m) les composantes irréductibles de X. Il
résulte de (1.10.4) que si )’ est le point générique de Y, chacun des X;nf~'(y’) est
réduit & un seul point; la restriction f; : X;—Y de f étant un morphisme quasi-fini
et dominant et tout point de Y étant géométriquement unibranche, il résulte du critére
de Chevalley (14.4.4) que f; est universellement ouvert. Si alors y est un point quelconque
de Y, ona n(y)<n()'); d’autre part, comme les X;nf~!(y) sont deux a deux disjoints,
?n,-(y’):n(y'); on a donc encore les relations (15.5.2.4). Mais par hypothése les

membres extrémes sont égaux, donc n(yp)=2n(y), ce quiimplique que les X;nf ()

sont deux a deux disjoints, et achéve la démonstration.

Combinant cette proposition avec le théoréme de connexion de Zariski et ses
conséquences (III, 4.3), on obtient les résultats suivants qui complétent (III, 4.3.7
et 4.3.10) ¢

Proposition (x5.5.3). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, f: X —Y
un morphisme propre ; pour tout yeY, soit n(y) le nombre géométrique de composantes connexes
(4.5.2) de f=Y(p). On suppose que la restriction de f & toute composante irréductible de X soit
un morphisme dominant dans Y. Alors, si_y, est un point géométriquement unibranche de Y, la _fonction
y~>n(p) est semi-continue inférieurement au point y,.

Considérons la factorisation de Stein f=gof’ de f (IIl, 4.3.3), 00 g:Y'—>Y est
un morphisme fini et f’: X—Y un morphisme surjectif dont les fibres sont géométri-
quement connexes (III, 4.3.4). Puisque f” est surjectif, 'image réciproque par f* de toute
composante irréductible de Y’ contient une composante irréductible de X au moins;
donc chacune des composantes irréductibles de Y’ domine Y. On peut donc appliquer
le critére de Chevalley (14.4.4) aux restrictions de g & chacune de ces composantes
irréductibles, et on en conclut que g est universellement ouvert en tout point de g~*(y,). La
conclusion résulte donc de (15.5.2) et du fait que le nombre géométrique des compo-
santes connexes de f~!(y) est égal au nombre géométrique des points de g~*(y)
(IO, 4.3.4).

Corollaire (15.5.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre ; soit y un point de 'Y tel que f soit universellement ouvert aux points de f () ;
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alors, avec les notations de (15.5.3), la fonction z->n(z) est semi-continue inférieurement au
point .

Avec les notations de (15.5.3), notons que dans la factorisation de Stein f=gof”,
S’ est surjectif; comme f est universellement ouvert aux points de f~*(y), g est univer-
sellement ouvert aux points de g~ %(») (14.3.4, (i)); il suffit alors d’appliquer a g la
proposition (15.5.1, (i)) en tenant compte de (III, 4.3.4).

Remarques (15.5.5). — (i) Méme si Y est intégre et normal, X intégre, f fini et surjectif (donc universellement
ouvert en vertu du critére de Chevalley (14.4.4)), la fonction y-~>n(y) n’est pas nécessairement localement
constante. On en a un exemple en prenant Y = Spec(k[T]) ou k est algébriquement clos, et X = Spec(A), ol
A =k[S, T]/(S2+ T%—1); aux points y’, " de Y correspondant aux idéaux maximaux (T—1) et (T4 1), ona
n(y)=n(y")=1, mais n(y)=2 en tous les autres points de Y. On va donner ci-dessous une condition supplémentaire
assurant que y~>n(yp) est localement constante (15.5.7).

(ii) L’exemple (14.4.10, (ii)) montre que dans (15.5.1, (iii)), on ne peut supprimer ’hypothése que les
points de Y sont géométriquement unibranches.

(iii) L’exemple (11.7.5) montre que la conclusion de (15.5.1, (i)) n’est plus valable si on suppose seulement
que le morphisme f est ouwvert (méme si, comme c’est le cas dans ’exemple cité, f est fini et surjectif).

(iv) Enfin, dans (15.5.1), on ne peut se dispenser de ’hypothése que le morphisme f est séparé, comme le
montre I’exemple ot X est la droite affine dont on a « dédoublé un point» (I, 5.5.11), et Y la droite affine : ici f
est un isomorphisme local (donc est plat) et est quasi-fini, mais z~>n(z) n’est pas semi-continue inférieurement.

Lemme (15.5.6). — Soit Y le spectre d’un anneau de valuation discréte, a son point fermé,
b son point générique. Soit f: XY un morphisme localement de type fini et ouvert. Supposons
que X soit connexe et que la fibre f~(a) soit un préschéma réduit. Alors f~'(b) est connexe.

Nous utiliserons le lemme purement topologique suivant (cas particulier d’un
résultat plus général du chap. III, g¢ Partie) :

Lemme (15.5.6.x). — Soit X un espace localement noethérien, dont toute partie fermée
irréductible admet un point générique. Soit Z, une partie fermée rare de X ayant la propriété suivante :
pour tout xeZ, si Pon désigne par T, Uensemble des générisations de x dans X, alors T,—{x}
est connexe. Dans ces conditions, st X est connexe, X-—72 est connexe.

Donnons-en une démonstration indépendante. Raisonnant par I’absurde, suppo-
sons que 'ouvert U=X—Z, partout dense dans X, soit réunion de deux ouverts non
vides sans point commun U’, U”, et désignons par X’ et X'’ les adhérences dans X
de U’ et U”. Comme X=U=X'UX" et que X est connexe, on a X'nX"+0, et
il est clair que X'nX""CZ. Soit x un point générique d’une composante irréductible
de X’'nX"”. Comme X est localement noethérien, il y a un voisinage ouvert V de x
dans X tel que VAU’ et VAU” n’aient qu'un nombre fini de composantes irréduc-
tibles; comme x est adhérent & U’ et & U”, il est nécessairement dans ’adhérence d’une
composante irréductible Z' de VAU’ et dans I’'adhérence d’une composante irréduc-
tible Z” de VAU’. Mais Z' (resp. Z"’) est fermé et irréductible dans X, donc admet
un point générique 2z’ (resp. z’’), et on a nécessairement z'eU’ et z’eU"”. Ceci prouve
que les intersections de T,—{x} avec U’ et U” sont non vides. Mais par définition
(X'nX")n(T,—{x})=0; donc les intersections de X’ et de X" avec T,—{x} sont
deux fermés non vides disjoints dans T,—{x}, dont la réunion est T,—{x}; or cela
contredit ’hypothése que T,—{z} est connexe. C.Q.F.D.
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Pour prouver (15.5.6), nous appliquerons le lemme (15.5.6.1) 2 X et a sa partie
fermée Z=jf""(a) qui est rare puisque f est ouvert. Notons que ’hypothése, compte
tenu de (15.2.2.1), implique que f est plat aux points de f~'(a). Pour un tel point x,
0, est donc un @,-module sans torsion (0, 6.3.4), et en particulier, si ¢ est une uniformi-
sante de 0,, ¢ est O,régulier. En outre 0,/t0, est réduit par hypothése; s’il est de profon-
deur o, c’est donc un corps (0, 16.4.7), et comme ¢0, est alors I'idéal maximal de 0,,
0, est un anneau de valuation discréte (0, 17.1.4), donc Spec(0,)—{x} est réduit
un point, et a fortior: est connexe. Si au contraire prof(0,/t0,)>1, on a prof(0,)>2
puisque ¢ est O,-régulier (0, 16.4.6); il résulte alors du théoréme de Hartshorne (5.10.7%)
que Spec(0,)—{x} est connexe, ce qui termine la démonstration.

Proposition (x5.5.7). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre. Pour tout ze€Y, soit n(z) le nombre gbométrique de composantes connexes de f~*(z).
Soit y un point de Y tel que f soit universellement ouvert aux points de f~*(y) et que f~(y) soit
géométriquement réduit sur k(y) (4.6.2). Alors la fonction z~>n(2) est constante dans un voisinage
de y.

On sait déja (15.5.4) que sous les conditions de I’énoncé, z~>n(z) est semi-
continue inférieurement au point y; tout revient a voir qu’elle est aussi semi-continue
supérieurement, et par le méme raisonnement qu’au début de la démonstration
de (15.5.1, (1)), il suffit de montrer que si y’ est une générisation de y, on a

(15.5.7.1) n(y)<n(y).

Utilisant le raisonnement du début de la démonstration de (15.5.2) et le lemme
(15.5.2.2) appliqué au morphisme fini g de la factorisation de Stein f=gof” de f (en se
souvenant que le nombre géométrique de points de g=*(») est égal a celui des compo-
santes connexes de f~'(y) (IIL 4.3.4)), on se raméne au cas ou n(p) et n(»’) sont
respectivement le nombre de composantes connexes de f~!(y) et f(y’), et ot Y est
le spectre d’un anneau de valuation discréte, y le point fermé et y’ le point générique de Y.
On peut en outre remplacer X par une quelconque de ses composantes connexes, ces
derniéres étant ouvertes et fermées dans X, et propres sur Y. Supposons donc X connexe;
I’hypothése que f est ouvert aux points de f~!(») entraine que si f~(»)+@, on a aussi
YY) *9 (1.10.3); Phypothése que f est fermé entraine que si f~*(y)+0, on a aussi
S~ (»)*0 (I, 7.2.1). Donc, si X+0 (ce qu’on peut évidemment supposer, la propo-
sition étant triviale dans le cas contraire), f~!(») et f~'(»’) sont tous deux non vides.
En outre, ’hypothése entraine que le préschéma f~(y) est réduit (4.6.1); comme f
est ouvert aux points de f~!(y), le lemme (15.5.6) implique que f~*(»’) est connexe,
autrement dit n(y’)=1. Comme f~'(y) n’est pas vide, cela prouve (15.5.7.1).

Remarque (15.5.8). — La relation (15.5.7.1) n’est plus nécessairement valable
si f n’est pas supposé propre, méme s’il vérifie les autres hypotheses de (15.5.7). Avec
les notations de (15.5.5, (i), il suffit pour le voir de considérer la restriction de f
a X——{x’}, ol x" est un des deux points de X au-dessus d’un point y distinct de y’ et »’;
on a alors n(y)=1, tandis que si n est le point générique de Y, n(n)=2.
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Proposition (15.5.9). — Soit f: X—Y un morphisme plat et localement de présentation
Sfinie ; pour tout yeY, soit n(y) le nombre géométrique de composantes connexes de f~'(y).

(1) St fest séparé et quasi-fini, la fonction y~>n(y) (égale alors au nombre géométrique
des points de f~1(y)) est semi-continue inférieurement dans Y ; si elle est constante dans un voisi-
nage de y,, f est propre au point y,. ‘

(ii) Si f est propre, la fonction y~>n(yp) est semi-continue inférieurement dans Y; si de
plus [~ py) est géométriquement réduit sur k(,), n(y) est constante dans un voisinage de y,.

Dans tous les cas, les questions sont locales sur Y, donc on peut supposer Y affine
et f de présentation finie; utilisant (8.9.1), (8.10.5) et (11.2.7), on se raméne au cas
ol Y est noethérien (en utilisant en outre (8.2.11) pour la seconde assertion de (i)).
Comme de plus f est alors universellement ouvert (2.4.6), il suffit d’appliquer (15.5.1),
(15.5.4) et (15.5.7) pour conclure.

Remarque (15.5.10). — On notera qu’on a ainsi obtenu une autre démonstration
de (12.2.4, (vi)). Inversement, on peut déduire (15.5.7) de (12.2.4, (vi)) : en effet,
on peut se borner au cas ot Y est réduit (en remplacant f par f.4), et il résulte alors des
hypothéses de (15.5.7) et de (15.2.3) que f est plat dans un voisinage ouvert de f~*();
comme de plus f est propre, on peut supposer que ce voisinage est de la forme f~*(U),
ot U est un voisinage ouvert de y dans Y. On conclut alors par (12.2.4, (vi)). La démons-
tration de (15.5.7) donnée plus haut a I’avantage de mettre en évidence le résultat
(15.5 6), qui a un intérét indépendant.

15.6. Composantes connexes des fibres le long d’une section.

Proposition (15.6.x). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y -un
morphisme localement de type fini, g : Y —X une Y-section de X (I, 2.5.5). Pour tout yeY,
désignons par X la composante connexe de f () contenant le point g( y). Soient y un point de Y,
v une générisation de y dans Y. Alors :

(i) S’il existe une composante irréductible Z de X, de dimension égale & dim(X3.) et conte-
nant g(y') (ce qui sera le cas si X, est irréductible), on a

(15.6.1.1) dim(X})>dim(X$,).

(ii) Si de plus X est irréductible et si les deux membres de (15.6.1.1) sont égaux, alors
chfg. (adhérence dans X).

(i) Soit Z I’adhérence de Z dans X; comme y est adhérent a )’ et g continue,
ona g(y)eZ. Comme Z =Znf~Y(y"), il résulte du théoréme de semi-continuité de
Chevalley (13.1.3) appliqué a la restriction de f au sous-préschéma fermé réduit de X
ayant Z pour espace sous-jacent, que 'on a dimg(y)(z nf~Y(»))>dim(Z); maisles compo-
santes irréductibles de Znf~!(y) contenant g( ) sont évidemment contenues dans X9,
d’ott a fortiori 'inégalité (15.6.1.1). *

(ii) Le raisonnement de (i) montre en outre que si les deux membres de (15.6.1.1)
sont égaux, on a nécessairement dim,)(Z nf ~1(y)) = dim,,,(X%); si X0 est irréductible,

cela entraine Znf~!(»)=XJ, donc X est contenu dans Z, et a fortiori dans XJ.
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Corollaire (15.6.2). — Avec les notations de (15.6.1), supposons en outre que pour
tout yeY, X9 soit irréductible. Alors la fonction z~>dim(X3) est semi-continue supérieurement
dans Y. St en outre cette fonction est constante dans un voisinage d’un point yeY, alors on a X2CX_3,
pour toute générisation y' de y.

Soit y un point de Y, et soit U un voisinage ouvert affine de g(») dans X; alors
il y a un voisinage ouvert V de y dans Y tel que g(V)CU, et pour tout zeV, UnX!
est dense dans X!, donc dim(XJ)=dim(UnX?) (4.1.1.3). Remplagant X par U,
on peut donc supposer que f est un morphisme de type fini. On sait alors (9.7.10) que
la fonction z->dim(X{) est localement constructible, et les assertions du corollaire
résultent donc de (15.6.1) et de (0, 9.3-4).

Proposition (15.6.3). — Avec les notations de (15.6.1), supposons que pour tout yeY,
X3 soit gbométriquement irréductible (4.5 .2). Alors, pour tout yeY tel que la fonction z~dim(X3)
soit constante dans un voisinage de y, f est universellement ouvert aux points de X).

Appliquons le critére (14.3.7). Soit donc 4 :Y'—Y un morphisme, Y’ étant le
spectre d’un anneau de valuation discréte, dont nous désignerons par £, ¢’ le point fermé
et le point générique respectivement, et supposons que £(f)=y, de sorte que y'=Ah(¢t')
est une générisation de y. Posons X'=XXyY', f'=fy): X' =Y, g'=gy): Y =>X"
Avec les mémes notations que dans (15.6.1), Phypothése faite sur les X? implique que
XP=X)®uk(t) et XP=X® . k(t'), et que X;° et X;? sont irréductibles (4.4.1);
comme, dim(X))=dim(X}’) et dim(X})=dim(X;’) (4.1.4), on voit qu’on est ramené
a prouver la proposition pour f’ et X;° autrement dit on peut se borner au cas ou Y
est spectre d’un anneau de valuation discréte, y son point fermé et »’ son point générique;
si x” est le point générique de X)), il résulte alors de (15.6.2) que tout point de X} est
spécialisation de x’, d’oi la conclusion.

Proposition (x5.6.4). — Sous les hypothéses générales de (15.6.1), soit XO la réunion
des X3 lorsque y parcourt Y. Si yeY est tel que X)) soit gbométriquement réduit sur k() (4.6.2)
et si f est universellement ouvert en tout point de X3, alors XO est un voisinage de XS dans X. En
particulier, si f est universellement ouvert et si, pour tout yeY, XY est géométriquement réduit sur k( ),
X0 est ouvert dans X.

Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas ou f est un morphisme de type
Sfini. Soit x un point de XJ; il résulte de (5.10.8.1) (avec F={0}) qu’il y a une suite
finie (Z;)o<i<n de composantes irréductibles de f~!(y) telle que g(p)eZ,, x€Z, et
Z;nZ, +0 pour o<i<n—1; les Z, étant irréductibles, il y a une suite finie (U;) (1<i<n)
d’ouverts affines dans f~!(y) tels que g(»)eU,, xeU,, U, étant un voisinage affine d’un
point x; de Z,nZ,_, pour 1<i<n. Il y a pour chaque ¢ un ouvert quasi-compact W;
dans X tel que U;=f"(y)nW,; soit W P'ouvert quasi-compact de X réunion des W;.
Comme g est continue, il y a un voisinage ouvert affine V de » dans Y tel que g(V)CW;
si X'=Wng~(V), la restriction de f & X'’ est de type fini; en outre, si, pour tout zeV,
X7 est la composante connexe de X'nf~!(z) contenant g(z), ona X’CX?, et xappar-
tient 2 X;°. En effet, chacun des U; contient les deux ensembles irréductibles U;nZ, _,
et U;,nZ; qui se rencontrent, et les ensembles irréductibles U;nZ;,_, et U,_;nZ,_,
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se rencontrent pour 2<:<n; la réunion des U;nZ,_, et des U,nZ, pour 1<i<n
est donc connexe et contient x et g(y). Comme f|X’ est universellement ouvert aux
points de X°, cela achéve de prouver notre assertion, car si la proposition est prouvée
lorsque f est de type fini, la réunion X' des X}* pour zeV sera un voisinage de , et il
en sera de méme de X°.

Supposons donc f de type fini. Alors X° est localement constructible (g9.7.12);
il suffit par suite de montrer que X° contient toute générisation x" de x (Oyy, 9.2.5).
Posons y'=f(x"); il existe un anneau de valuation discréte A et un morphisme u de
Y'=Spec(A) dans X tels que, si z est le point fermé et 2’ le point générique de Y’, on
ait u(2)=x et u(z')=x" (IL, 7.1.9);si h=fou, onadonc h(z)=y et h(z')=y'. Posons
X'=XxyY', f'=fy): X'=Y’, qui est un morphisme de type fini universellement ouvert
aux pointsde f'~Y(z), et g'=gy), qui estune Y'-section de X'. Si b, HR) > Y)
(resp. p,:f" " (2") = f71(")) estla projection canonique, p; (X)) (resp. p; (X)) estla
composante connexe de f'~(z) (resp. f'~'(z’)) contenant g’(z) (resp. g'(z’)), car les X°
sont géométriquement connexes (4.5.13) et il suffit d’appliquer (4.4.1). De plus, le
morphisme u correspond a une Y’-section v de X’ telle que p,(v(»))=x, p,(v(y"))=x’,
de sorte que (') est une générisation de v( ), et il suffira donc de prouver que »(y’)
appartient 2 p;%(XJ). Enfin, il est clair que p; (X)) est géométriquement réduit
sur k().

En d’autres termes, on est ramené au cas o Y est spectre d’un anneau de valuation
discréte, y son point fermé, ' son point générique. Comme f~!(y)—X) est alors fermé
dans X, on peut, en remplagant X par Pouvert X—(f~!(»)—X}), supposer que
X9=f"'(y); de méme, on peut remplacer X par I'ouvert, composante connexe de X,
qui contient g(Y), cette composante connexe contenant évidemment X°; autrement dit,
on peut supposer X connexe. La proposition sera alors établie si ’on montre que X°=X,
ou encore que X, est connexe; mais f~'(y') est géométriquement réduit sur k(y’),
et a fortiori réduit; comme en outre f est ouvert aux points de f~!(»), on peut appliquer
le lemme (15.5.6), d’ou la conclusion.

Corollaire (x5.6.5). — Soient f: X —>Y un morphisme plat de présentation finie, g une
Y-section de X5 pour tout yeY, soit XJ la composante connexe de f () contenant g(p), et soit X°
la réunion des X, quand y parcourt Y. Alors, pour tout yeY tel que X soit géométriquement réduit
sur k(y), X° est un voisinage de X dans X. En particulier, si f est réduit (6.8.1), X° est ouvert
dans X.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y= _Spec(A) affine. Il existe donc
un sous-anneau noethérien A, et un morphisme plat de type fini f; : Xq = Y,=Spec(A,)
tels que X=X Xy Y et f=(fy)y ((8.9.1) et (11.2.7)); en outre, on peut supposer
qu’il existe une Y,-section g, de X, telle que g=/(go)y) (8.8.2). Pour tout yeY, soit y,
sa projection dans Y,; il résulte de (4.5.13) que (X,);, est géométriquement connexe,
donc, si p :f 7 y) = fy ' »,) estlaprojection canonique,on a X)=p"'((X,);) (4.4.1);
de plus, Phypothése que X est géométriquement réduit sur k(y) entraine que (X))
est géométriquement réduit sur k( yy) (4.6.10). On est ainsi ramené au cas ol on suppose
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en outre Y noethérien; comme f est universellement ouvert (1r.1.1), il suffit alors
d’appliquer (15.6.4).

Proposition (15.6.6). — Soit f: X—>Y un morphisme tel que Y soit localement noethérien
et f localement de type fini, ou que f soit de présentation finie. Soit g une Y-section de X; pour
tout yeY, soit X$ la composante connexe de f~'(y) contenant g(y) ; enfin, soit X° la réunion
des X lorsque y parcourt Y.

Supposons que, pour tout yeY, X soit géoméiriquement irréductible. Alors :

(i) La fonction y~dim(XS) est semi-continue supérieurement dans Y.

(ii) Soient xyeX® yo=f(%;). Si la fonction y~>dim(X) est constante dans un voisinage
de 9o, tl existe un voisinage ouvert U de y, tel que f soit universellement ouvert aux points
de XOnf~Y(U). SideplusY est réduit et f~(y,) géométriquement réduit sur k( y,) au point x,,
S est plat au point x,.

(iii) Jnversement, supposons que f soit universellement ouvert au point générique de X et
en outre que ’une des conditions suivantes soit vérifide :

«) La fibre f~'(,) est géométriquement réduite sur ke( p,) au point g(,) et anneau Oy ,,
est noethérien.

B) Pour tout point générique y' d’ume composante irréductible de Y contenant y,, on a
dim(f () = dim(XJ).

Alors la fonction y~>dim(X)) est constante dars un voisinage de y,.

(iv) L’ensemble W des points xeX° tels que la fonction y-~dim(XY) soit constante dans
un voisinage de f(x) et que X3, soit géoméiriquement réduit sur k(f(x)), est ouvert dans X.

Les questions étant locales sur Y, on peut supposer que Y=Spec(A) est affine.
Lorsque f est de présentation finie, il existe donc un sous-anneau noethérien A; de A et
un morphisme de type fini f; : X; - Y; =8pec(A,) telsque X=X;xyY et f=(f1)y
(8.9.1); en outre, on peut supposer qu’il existe une Y,-section g, de X, telle que
g=(8)x (8.8.2). Pour tout yeY, soit y; sa projection dans Y; il résulte de (4.5.13)
que (X,); est géométriquement connexe, donc, si p :f () —>f;(»,) est la projection
canonique, on a X)=p"((X,)0) (4.4.1). Notons d’autre part que 'on peut, en vertu
de (9.7.11) et (9.7.12), appliquer (9.3.3) a la propriété d’étre géométriquement
irréductible; on peut donc supposer A, choisi de telle sorte que (X,); soit géométrique-

ment irréductible pour tout »,€Y;. On a dim(X{)=dim((X,)y) (4.1.4), et en appli-
quant de nouveau (9.3.3) a la propriété d’avoir une dimension donnée (et utilisant
(9.5.5) et (9.7.12)), on peut supposer (en restreignant au besoin Y a un voisinage
de y,) que si dim(X]) est constante dans Y, alors dim((X,);) est constante dans Y;.
Si Y est réduit, il en est de méme de Y, puisque A;CA; d’autre part, si f~!(y,) est
géométriquement réduit au point xq, f;*(Jp;) 'est au point x,; (x4, €t Yo, étant les projec-
tions respectives dans X; et Y; de x, et y,) (4.6.10).

Ces remarques montrent que pour démontrer (i) et (ii), on peut se borner au cas
ol Y est noethérien et f localement de type fini. Mais dans ce cas, ’assertion (i) résulte
de (15.6.2) et la premiere assertion de (ii) de (15.6.3). D’autre part, si Y est réduit

et f7'(y,) géométriquement réduit sur Ik(y,) au point x, (Y étant toujours supposé
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noethérien), comme XJ est la seule composante irréductible de f~!(») contenant x, on
déduit de (15.6.3) et (15.2.3) que si dim(X]) est constante dans un voisinage de y,,
f est plat au point x,.

Pour prouver (iii), remarquons d’abord que D’ensemble X° est localement
constructible dans X (g.7.12), donc, par (9.5.5), ’ensemble E des yeY tels que
dim(X})=dim(XJ) est localement constructible dans Y. Appliquons alors (1.10.1)
a E : il suffit de prouver (compte tenu de (i)) que dim(X))=dim(X?) pour le point
générique ' d’une composante irréductible de Y contenant y,; ceci permet déja de
supposer que Y= Spec(Oy,,,).

Si on est dans le cas «), on se raméne aussit6t, en vertu de (II, 7.1.9), et utilisant
(4-5-13) et (4.4.1) comme dans (15.6.4), au cas ot Y est spectre d’un anneau de
valuation discréte, y, son point fermé et »’ son point générique. Mais alors les hypothéses
entrainent en vertu de (15.2.2.1), que f est plat au point g( y,), donc aussi dans un voisi-

~nage V de ce point dans X (11.1.1). Pour démontrer notre assertion, on peut remplacer X
par V, car VA X)), n’est pas vide en vertu de (2.3.4), donc est un ouvert partout dense
dans XJ, et a par suite méme dimension (4.1.1.3); d’ailleurs, comme X}, est aussi la
composante connexe de f~(») contenant g(y’), on peut supposer V pris tel que V ne
rencontre aucune autre composante irréductible de f~*(y,) nide f~!(»’), autrement dit
on peut supposer que X°=X; mais alors la conclusion résulte de (12.1.1, (i)), puisque
par hypothése X7 est intégre.

Supposons maintenant qu’on soit dans le cas B). Appliquons cette fois (IL, 7.1.4)
de la méme maniére que (II, 7.1.9) dans le cas «) : on est alors ramené au cas ou Y est
spectre d’un anneau de valuation (non nécessairement discréte), y, son point fermé et y’
son point générique. En vertu de (14.3.13), il existe une composante irréductible Z
de X contenant X? et dominant Y, et telle que dim(Znf~'(y')) =dim(X},); mais I’hypo-
theése B) et le fait que dim(Znf~'(»"))<dim(f~(")) montrent que dim(X))<dim(X)
d’ou dim(X))=dim(X}) en vertu de (i).

Reste a prouver (iv). Notons d’abord que les ensembles envisagés ne changent pas
lorsqu’on remplace f par fiy ) : XXyYreq—Yreq, la projection XXyYyq—X étant un
homéomorphisme. Autrement dit, on peut supposer Y réduit, et alors il résulte de (ii)
que f est plat aux points de W. Considérons un point x, de W et prouvons que W est
un voisinage de x,; procédant comme au début de la démonstration, et utilisant aussi
(11.2.7), on peut de plus supposer Y noethérien; il résulte alors de (ii) ct de (15.6.4)
que XO est un voisinage de x, dans X, et de (12.1.1, (vii)) que W est aussi un voisinage
de x, dans X.

Corollaire (x5.6.7). — Supposons vérifides les conditions préliminaires de (15.6.6) sur f,
et supposons en outre que pour tout yeY, Xj soit géométriquement intégre sur k(). Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) La fonction y-~dim(X]) est localement constante dans Y.

b) Le morphisme f<Yrea) : X XyYieq—>Yyreq déduit de f par changement de base, est plat
aux points de X°.
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En outre, ces conditions entrainent que X° est ouvert dans X. Enfin, lorsque Y est localement
noethérien, a) et b) sont aussi équivalentes &

b’) f est universellement ouvert aux points de X°.

Le fait que a) entraine ) résulte de (15.6.6, (ii)), ainsi que le fait que X° est
alors ouvert dans X. Si b) est vérifiée, on peut se borner au cas ot Y est réduit et f plat;
alors, on se ramene, comme au début de (15.6.6), et en utilisant en outre (11.2.7),
au cas ot Y est noethérien, cas ol la conclusion résulte de (15.6.6, (iii), cas «)). L’équi-
valence de 4) et 6’) a déja été prouvée lorsque Y est localement noethérien (15.2.2.1),
compte tenu de ce que le morphisme X XyY, 4—X est un homéomorphisme universel.

Proposition (15.6.8). — Sotent f:X—>Y un morphisme séparé de présentation finie,
g une Y-section de X; pour tout y€Y, soit X} la composante connexe de f~(y) qui contient g( ),
et soit X° la réunion des X3 quand y parcourt Y. Alors, si yeY est tel que X soit propre sur k(y),
X0 est propre sur Y au point y (i.e. (15.7.1), il existe un voisinage ouvert U de y dans Y
tel que X°nf~!(U) soit fermé dans f~*(U) et propre sur U).

Procédant comme au début de (15.6.6) (ou on utilise (8.10.5, (v), et olt on
remplace (9.7.11) par (9.6.7)), on se rameéne au cas out Y est noethérien et f de type
fini. On sait alors (9.7.12) que X° est localement constructible dans X; d’autre part,
les X? sont géométriquement connexes (pour tout zeY) en vertu de (4.5.13); enfin,
comme g(Y)CX® X est universellement submersif sur Y (15.7.8). Il suffit alors
d’appliquer & XO le critere (15.7.9).

Corollaire (15.6.9). — Soit f: X—>Y un morphisme séparé tel que Y soit localement
noethérien et f localement de type fini, ou que f soit de présentation finie. Soit g une Y-section de X,
et pour tout yeY, soit X la composante connexe de f~'(y) contenant g(p). Soit y un point de Y
tel que X3 soit propre sur k(). Alors, pour toute générisation y' de y, on a dim(X5)>dim(XJ}).

Supposons d’abord f de présentation finie; alors en remplagant au besoin Y par
un voisinage de y, on peut supposer que f|X® est propre (15.6.8), et il suffit d’appli-
quer (13.1.5) a cette restriction. Si Y est localement noethérien et f localement de type
fini, X est localement noethérien; en outre I’hypothése que X) soit propre sur k()
entraine que X est noethérien; il existe donc un ouvert noethérien VCX contenant XJ;
par suite il y a un voisinage ouvert W de y dans Y tel que g(W)CV. En outre, si z est
point maximal de X)., on peut supposer que zeV. La restriction de fa Vnf~'(W)
est alors un morphisme de type fini, et g|W une W-section; en appliquant & ce mor-
phisme le résultat déja obtenu, on voit que si Z est la composante irréductible de X},
de point générique 2, on a dim(Z)<dim(XJ). Comme z est un point maximal quelconque
de X, on a bien dim(X])<dim(X).

Remarques (15.6.10). — (i) L’hypotheése suppléinentaire sur P’existence d’une composante irréductible de X3,
contenant g(y') et de dimension égale a dim(X?,), faite dans (15.6.1), n’est pas superflue, comme le montre
Pexemple suivant. Soient A un anneau de valuation discréte, 7 une uniformisante de A, K le corps des fractions
de A, k son corps résiduel. Prenons Y =Spec(A), et désignons par y et y’ le point fermé et le point générique de Y.
Considérons les deux Y-schémas suivants : X, =Spec(A[t]), X, = Spec(K[x, v]), out, u, v sont des indéterminées
(on notera que la projection de X, dans Y est donc {y'}). Dans I’anneau A[¢], I’idéal principal (wt—1) est
maximal, et correspond donc 4 un point fermé x, de X, qui se projette au point générique y’ de Y et est tel que F(x)=K.
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Considérons d’autre part le point fermé x, de X, correspondant a I’idéal maximal (u— {) +(v) de K[y, v]; on a
7

aussi k(x,)=K. Comme on le verra au chap. V, on peut donc recoller X, et X, le long des deux sous-préschémas
fermés Z;, Z, de X,;, X, ayant respectivement {x;} et {x,} pour espaces sous-jacents, suivant 1’unique
Y-isomorphisme de Z; sur Z,. Désignons par X le Y-préschéma ainsi obtenu, par x le point de X image de x; et xp°
La « section nulle » g de X, (I, 1.7.9) est encore alors une Y-section de X; f~1(y) estégalea (X,), tandis que
~1(¥') a deux composantes irréductibles, respectivement isomorphes a (X;)% et (X,)%, ayant un unique point
commun ¥, et de dimensions respectives 1 et 2. Voir cependant la prop. (15.6.9).

(ii) Considérons le morphisme f défini dans (12.2.3, (ii)), qui est propre et plat; en outre, la restriction de f
a X;nf; YY) est un isomorphisme, donc le morphisme réciproque g: Y—>X estune Y-section de X. On a alors
dim(X, )=1 tandis que dim(X° =o0 pour y#+y,, bien que X9 soit géométriquement irréductible pour tout yeY
(mais X n’est pas réduit); on voit donc que dans (15.6.6, (iii)), on ne peut supprimer les hypothéses «) et ).
En outre, X% n’est pas un voisinage de X?o, ce qui prouve que dans (15.6.4), on ne peut se dispenser de I’hypothése
que X¥ est réduit.

(iii) Au chap. VI, nous appliquerons les résultats précédents aux Y-préschémas en groupes localement de type
fini sur un préschéma localement noethérien Y. Si G est un tel préschéma, il existe une Y-section canonique g, la
« section unité », et ’on montre que G, est toujours géométriquement irréductible et que ’on a dim(Gj) =dim(G,),
en posant G, =f"1(y). Il résultera donc de (15.6.2) et (15.6.3) que la fonction z~>dim(G;) est semi-continue
supérieurement, et que si elle est constante au voisinage d’un point y, f est universellement ouvert aux points de GJ.
Si de plus G, est géométriquement réduit sur k(y) en un de ses points, on montre que G, est lisse (6.8.1) sur k()
en tous ses pomts il résultera alors de (15.6.6) que si de plus O, est réduit, alors fest lme en tous les points de G°
(mais pas nécessairement en tous les points de G )+ Ces rcsultats s’appliqueront par exemple dans la théorie de
schémas de Picard, ol nous disposerons d’un theorcmc général assurant que, sous certaines conditions, la
fonction zv>dim(G,) est localement constante. Remarquons que c’est en vue d’applications de cette nature que
les énoncés tels que (15.6.1) sont donnés pour les morphismes localement de type fini, et non seulement pour les
morphismes de type fini.

On notera aussi que dans le cas d’un Y-préschéma en groupes G, ’hypothése ) de (15.6.6) est toujours vérifiée.

15.7. Appendice : Critéres valuatifs de propreté locale.

Ce numéro donne des compléments au critére valuatif de propreté démontré dans
(I, 7.3.10); il est indépendant du reste du § 15.

Définition (x5.7.1). — Sotent f:X—Y un morphisme de préschémas, y un point de Y.
On dit que f est propre au point y s’il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que la restriction
S7YU)=>U de f soit un morphisme propre. On dit qu’une partie Z de X est propre sur Y au point y
s’il existe un voisinage ouvert U de y tel que Z nf~*(U) soit fermée dans f~'(U) et propre sur U
(IL, 5.4.10) (ce qui revient & dire que pour tout sous-préschéma fermé de X ayant Z
pour espace sous-jacent, la restriction Z—Y de f a Z est propre au point y).

Soit g :Y'—Y un morphisme quelconque; posons X'=XxyY', f'=fy, et, si
p : X’=>X est la projection canonique, Z'=p"*(Z). Alors, si Z est propre sur Y au
point y, Z’ est propre sur Y’ en tout point »" au-dessus de y (IL, 5.4.2).

Proposition (15.7.2). — Soient Y un préschéma intégre localement noethérien, X un
préschéma intégre, f: XY un morphisme séparé, dominant et de-type fini, y un point de Y
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est propre au point y.

b) Si Y,=Spec(0,), X;=XXyY,, le morphisme fi=fy,: X;—>Y; est propre.

c) Tout anneau de valuation discréte ayant R(X) pour corps des fractions et dominant O
domine un anneau local 0, de X (auquel cas on a nécessairement f(x)=y).
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Le fait que a) implique &) résulte de (I, 5.4.2), et 'implication b) =¢) résulte
de (II, 7.3.10). Reste donc & montrer que ¢) entraine a). La question étant locale sur Y,
on peut supposer Y affine, donc noethérien. En vertu du lemme de Chow (II, 5.6.1),
il existe un préschéma intégre X’, un morphisme projectif p : P—Y, une immersion
ouverte dominante j : X’—P, et un morphisme projectif et birationnel (donc surjectif)
g : X'=>X tels que le diagramme

soit commutatif. Comme X’ est intégre et j dominant, P est irréductible, et ’on peut,
en remplacant p par p4, supposer P intégre (I, 5.2.2 et I, 5.5.5, (vi)). Tout revient
a prouver qu’il existe un voisinage ouvert U de y tel que p~!(U)Cj(X’), car alors la
restriction de j a j7'(p~Y(U))=¢"*(f~*(U))=V sera un isomorphisme sur p~(U),
donc la restriction V—U de fog sera propre, et comme la restriction V—f~1(U) de g
est surjective, la restriction f~'(U)—U sera propre (IL, 5.4.3). Comme T =P—j(X’)
est fermé dans P, p(T) est fermé dans Y, et il suffit de montrer que y¢p(T), ou encore
que tout z'eP tel que p(z')=y appartient @ j(X’). Or, le corps des fractions ration-
nelles R(P) est égal & R(X’), donc a R(X) par construction; comme on peut se borner
au cas ol 2’ n’est pas le point générique de P, il existe un anneau de valuation discréte A
ayant R(X) pour corps des fractions et dominant @, (II, 7.1.7); comme p(z')=y,
A domine aussi ¢,, donc par hypothése il existe un xeX tel que f{x)=y et que A
domine @,. Comme g est propre, il existe x'eX’ tel que g(x')=x et que A domine 0,
(IL, 7.3.10); donc 2’ et j(x') sont deux points de P dont Jes anneaux locaux @, et
Ojy=0, sont apparentés (I, 8.1.4); comme P est un schéma, cela entraine z'=j(x’)
(I, 8.2.2), ce qui achéve la démonstration.

Remarque (15.7.3). — On peut dans (15.7.2) supprimer I’hypothése que Y est
localement noethérien, en remplacant dans la condition ¢) les anneaux de valuation
discréte par des anneaux de valuation quelconque; la démonstration est alors inchangée,
compte tenu de (II, 7.3.10).

Corollaire (15.7.4). — Soient Y un préschéma noethérien, f:X—>Y un morphisme
séparé de type fini, Z une partie de X tel que les points maximaux de son adhérence Z appartiennent
a Z (ce qui est le cas lorsque Z est fini, ou lorsque Z est constructible (0, 9.2.2)). Soit y
un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L’ensemble Z est propre sur Y au point ).

b) 8i Y,=Spec(0,), X, =XXyY;, et si g :X;—~>X est la projection canonique et
Z, =g (Z), Padhérence Z, de Z, dans X, est propre sur Y.

c) Pour tout schéma Y'=Spec(A’), o A’ est un anneau de valuation discréte, et tout
morphisme g : Y'Y, tel que 'image g(y') du point fermé y’ de Y’ soit y, on a la propriété suivante :
posant X'=XxyY', f'=fiy) : X'=>Y', g'=gx : X'=>X, Z'=g'"Y(Z), et désignant par '
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le point générique de X', alors, pour tout point x'€Z’nf'~ (') rationnel sur k(v'), il existe une
Y'-section de X' contenant x'.

Le fait que a) entraine b) résulte de ce que Z,Cgy(Z) et de ce que g7 YZ) est
propre sur Y, (15.7.1). Le fait que 4) entraine ¢) résulte de (II, 7.3.3). Reste donc a
voir que ¢) implique @). Il suffit évidemment de prouver que toute composante irréduc-
tible de Z est propre sur Y au point », et ’hypothése permet donc de se borner au cas
ot Z est réduit a un seul point z. On peut évidemment aussi, compte tenu de (I, 5.2.2)
et (IL, 5.4.6), supposer que X et Y sont réduits, puis (par définition d’une partie propre
(IL, 5.4.10)) supposer que ZZXz{_z} et (appliquant encore (I, 5.2.2)) que f est
dominant, donc X et Y intégres et noethériens; il faut alors prouver que f est propre
au point y de Y. Montrons pour cela que f vérifie la condition ¢) de (15.7.2). Soit A’
un anneau de valuation discréte ayant R(X)=Fk(z) pour corps des fractions et domi-
nant (,; avec les notations de ¢), on a donc g(»')=y, et g(n’) est le point générique
n=f(2) de Y. Comme par définition k(n')=Fk(z), il existe un &k(xn)-morphisme
Spec(k(n’)) — Spec(k(z)) transformant 7’ en z, donc une k(y')-section de f'~'(y’)
(I, 3.3.14); si 2’ est 'image de n' par cette section, 2’ est donc rationnel sur k(x’)
et g'(z')=2. On conclut donc de ’hypothése ¢) qu’il existe une Y'-section 4’ de X’ telle
que A'(n')=2'; soit A=g'oh’ : Y'—>X le Y-morphisme correspondant, et soit x=~/4(y’);
il est clair que f(x)=» et que A’=0, domine 0,, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (15.7.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—->Y un
morphisme séparé de type fini, y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est propre au point y. ‘

b) S¢ Y,=Spec(0,), X, =XxXyY,, le morphisme f;=fy,: X;—Y, est propre.

c) Pour tout schéma Y'=Spec(A’), o A’ est un anneau de valuation discréte, et tout
morphisme g : Y'Y, tel que ’'image g( y') du point fermé y’ de Y' soit y, on a la propriété suivante :
posant X'=XXyY', f'=fy): X' =Y’ et désignant par v’ le point générique de Y', alors, pour
tout x'ef'~1(v’), rationnel sur k(v'), il existe une Y'-section de X' contenant x'.

Corollaire (x5.7.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un mor-
phisme de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un morphisme propre g : X —Z et une immersion h : Z—Y tels que f=hog.

b) Le sous-espace f(X) est localement fermé dans Y, et si Z' est le sous-préschéma de Y image
Jermée de X par f (1, 9.5.3 et 9.5.1), et Z'' le préschéma induit par Z' sur ouvert f(X) de Z',
de sorte que f se factorise de fagon unique en f=jog (od j:Z''—Y est linjection canonique),
alors g : X—>7Z'" est propre.

c) Pour tout yef(X), f est propre au point y.

d) Pour tout schéma Y'=Spec(A’), ot A’ est un anneau de valuation discréte, et tout
morphisme g :Y'—>Y tel que g(Y')Cf(X), toute Y'-section rationnelle (I,7.1.2) de
X'=XxyY' se prolonge de fagon unique en une Y'-section de X'.

Il est clair que ) entraine a). Pour voir que a) entraine ¢), remarquons d’abord
que a) entraine que 4(Z) est localement fermé dans Y et g(X) fermé dans Z, donc f(X)
est localement fermé dans Y; pour tout pef(X), il y a par suite un voisinage ouvert U
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de y dans Y tel que f(X)nU soit fermé dans Uj; alors la restriction A~ (U)—U de 4
est une immersion fermée, et la restriction f~}(U)=g"}(A~}(U)) - £~ }(U) de g est
propre, donc la restriction f~'(U)—U de f est propre (I, 5.4.2). Pour voir que ¢)
entraine 5 ), notons d’abord que, pour tout yef(X), il existe, en vertu de ¢), un voisinage
ouvert U de y dans Y tel que f(X)nU soit fermé dans U, donc f(X) est localement fermé,
et par suite ouvert dans son adhérence. Comme cette derniere est I’espace sous-jacent
de Z’, et que f se factorise en f=j,0g,, ol j, : Z’'>Y est I'injection canonique et g,
est un morphisme de X dans Z’, le fait que go(X)=2Z"" (qui est ouvert dans Z’) entraine
la factorisation de ’énoncé de b); le fait que g est propre résulte alors du caractére local
(sur Z"") de cette propriété, et de (I, 5.4.3). Il est clair que ¢) implique d) en vertu
de (15.7.5), 'unicité du prolongement d’une Y’-section rationnelle résultant de I’hypo-
thése que f est séparé (I, 7.2.2). Prouvons enfin que d) entraine ¢); en premier lieu,
il résulte de d), compte tenu de (II, 7.2.3 et 7.2.4), que f est séparé; on peut alors
appliquer le critére (15.7.5, ¢)), qui montre que f est propre en tout point de f(X).

Remarques (15.7.7). — (i) Dans (15.7.4, ¢)), (15.7.5, ¢)) et (15.7.6, d)), on
peut se restreindre au cas out ’anneau de valuation discréte A’ est complet et admet un corps
résiduel algébriquement clos. En effet, dans la démonstration de (15.7.4), si on considére
un anneau de valuation discréte A’’ complet dominant A’ et ayant un corps résiduel
algébriquement clos (Oy, 10.3.1), Phypothese ¢) est alors vérifiée pour Y’ = Spec(A"’),
X"=XxyY" et f"=fy,; mais X"=X'XyY", et il résulte alors de la remarque
(I, 7.3.9, (I)) que f’ est propre; par suite Y’, X' et f’ vérifient aussi I’hypo-
thése ¢) (II, 7.3.8).

(ii) Compte tenu de (IL, 7.3.8), la condition ¢) de (15.7.5) peut se remplacer
par la condition que f’ est propre.

(x5.7.8). On dit qu’un morphisme de préschémas f : XY est submersif s’il est
surjectif et si la topologie de Y est égale au quotient de la topologie de X par la relation
d’équivalence définie par f. On dit que f est universellement submersif si pour tout change-
ment de base Y'Y, le morphisme f'=fy):XXyY' =Y’ est submersif. Tout mor-
phisme surjectif universellement ouvert, ou universellement fermé, ou fidélement plat et quasi-
compact est universellement submersif (2.3.12). Etant donné un morphisme f:X—Y, on
dit qu’un sous-ensemble Z de X est submersif sur f(Z) si la topologie du sous-espace f(Z) de Y
est quotient de la topologie du sous-espace Z de X par la relation d’équivalence définie
par f|Z. On dit que Z est universellement submersif sur f(Z) si, pour tout changement de
base g : Y'Y, 'image réciproque Z'=p~*(Z) de Z par la projection p : X XyY'—>Y’
est un ensemble submersif sur f'(Z')=g"*(f(Z)). Onnotera que si le morphisme f admet
une Y-section h : Y—>X, tout ensemble Z contenant h(Y) est universellement submersif sur Y.

Proposition (15.7.9). Soient Y un préschéma localement noethérien, y un point de Y,
S XY un morphisme séparé de type fini. Soit Z une partie localement constructible de X ayant
les propriétés suivantes :

(i)  Pour toute générisation y' dey, Z,=Znf~(y') est une composante connexe de f~*(')
et est géométriquement connexe sur k(y') (4.5.2).
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(ii) Z, est propre sur Spec(k()).

(1) Z est umversellement submersif sur f(Z) (15.7.8).

Alors Z est propre sur Y au point y (autrement dit (15.7.1) il existe un voisinage ouvert U
de y tel que Zaf~Y(U) soit fermé dans f~'(U) et propre sur U).

Utilisant la méthode de (8.1.2, a)) et (8.10.5, (xii)), on est ramené & prouver
que lorsque Y =Spec(A) est spectre d’un anneau local noethérien, les hypothéses (i),
(ii) et (iii) entrainent que Z est propre sur Y.

Notons d’abord que si A’ est un anneau local noethérien, ¢ : A—~A’ un homo-
morphisme local, Y'=Spec(A’) et g:Y'—Y le morphisme correspondant a ¢, ’image
réciproque Z' de Z par la projection canonique p: X XyY'—>X a vis-a-vis de Y’ les
propriétés (i), (ii), (iii) de I’énoncé, compte tenu de (1.8.2); utilisant (2.7.1, (vii)),
il revient donc au méme de démontrer que Z’ est propre sur Y’, pourvu que A’ soit un
A-module fidélement plat. Nous allons utiliser cette remarque en prenant A’=A
(01, 7-3.5), autrement dit nous pouvons nous borner au cas ol A est complet. Comme Z,
est une composante connexe de f~!( ), propre sur k( ), il résulte de (III, 5.5.2) que X
est somme de deux sous-préschémas X,, X, induits sur des parties ouvertes et fermées
de X, telles que X, soit propre sur Y et que Xonf~'(y)=7Z,. Posons Z,=X,nZ,
Z,=X,nZ, de sorte que ces ensembles forment une partition de Z en deux parties
ouvertes et fermées dans Z. Comme les Z,, sont connexes, on a nécessairement Z,CZ,
ou Z,CZ,, donc f(Zy)nf(Z)=9. Mais comme Z, et Z, sont saturés pour la relation
d’équivalence définie par f|Z, il résulte de (iii) que f(Z,) et f(Z,) sont ouverts dans f(Z).
Mais f(Z,) contient y, et tout voisinage de y dans Y est égal & Y, donc f(Z,)=f(Z),
et par suite f(Z,)=0, donc Z;=0 et ZCX,.

On peut donc désormais supposer de plus que f est propre, et il reste a prouver
que Z est fermé dans X. Autrement dit, il suffira de prouver qu’une partie constructible Z
d’un préschéma X propre sur Y qui satisfait aux deux seules conditions (i) et (iii), est fermée
dans X. En vertu de (0y, 9.2.5), il suffit donc de prouver que pour tout x'€Z et toute
spécialisation x de x’ dans X, on a xeZ. Soient A; un anneau de valuation discrete complet,
u un morphisme de Y,=Spec(A,) dans X tel que, si y, et y; sont le point fermé et le
point générique de Y,, on ait u(y,)=wx, u(y;)=x" (IL, 7.1.7); posons g=fou :Y,—>Y
et X;=XXyY,; il existe une Y;-section u, : Y;—X,; de f,=fy, telle que u=pou,,
ou p:X;—~>X estlaprojection canonique. Si x; =u,(,), x; =u,(»;), on a donc p(x,)=x
et p(x})=x', et x, est une spécialisation de x;. En outre, on a x;eZ,=p"'(Z); comme
nous avons remarqué que les conditions (i) et (iii) sont stables pour fout changement
de base, ainsi que la propriété d’étre constructible, on voit qu’on est ramené a la situation
suivante : Y est le spectre d’un anneau de valuation discréte complet, X est propre
sur Y, f(x)=y est le point fermé de Y, »'=f(x') son point générique, il existe une
Y-section kde X telle que A(y)=x, k(»')=«’, etenfinona x'eZ; il faut prouver que x€Z.
Or, Z, est une composante connexe de f~'(y), propre sur Spec(k(y)) puisque X est
propre sur Y. Appliquant de nouveau (III, 5.5.2), on voit comme plus haut qu’il y a
une partie ouverte et fermée X’ de X telle que X'nf~!(y)=2Z,; comme Z, est connexe,
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on peut supposer X' connexe (en remplagant au besoin X’ par celle de ses composantes
connexes contenant Z,). Mais alors le méme raisonnement qu’au début prouve qu’on a
nécessairement ZCX’; comme /£(Y) est connexe et contient x’, il est nécessairement
contenu dans X’, donc x=#h(p)eX'nfY(y)=7, C.Q.F.D.

Corollaire (15.7.10). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme séparé de type firi, universellement submersif (15.7.8) et tel que toutes les fibres
X,=f"y) soient gboméiriquement connexes. Alors, si yeY est tel que X, soit propre sur k(y),
S est propre au point y.

Compte tenu de (15.7.5), on est ramené au cas o Y==Spec(0,) puisque les
hypothéses sont stables par changement de base. Mais dans ce cas il suffit d’appliquer
(15.7.9) & Z=X,

Corollaire (15.7%7.11). — Soit f: XY un morphisme séparé de présentation finie ;
supposons qu’il existe un morphisme surjectif de présentation finie g :Y'—~Y, qui soit en outre
propre ou plat, et tel que si Pon pose X'=XXyY', il existe une Y'-section de X' (ou encore un
Y-morphisme Y'—>X (L, 3.3.14)). Supposons enfin que les fibres X,=f""(y) soient géomé-
triquement connexes. Alors Uensemble U des yeY tels que X, soit propre sur k( p) est ouvert dans Y,
et la restriction f~Y(U)—>U de f est propre.

La question étant locale sur Y, on peut supposer Y=Spec(A) affine. Appli-
quant (8.9.1) a4 f et & g, on voit qu’il existe un sous-anneau noethérien A, de A et
deux morphismes de type fini f; : Xo— Y= Spec(Ay), g : Yo=Y, tels que X=X Xy Y,
Y'=Yoxy,Y, f=(fo)y et g=(g)y); en outre, utilisant (8.10.5, (v), (vi) et (xii)) et
(11.2.7%), on peut supposer f, séparé, g, surjectif et propre (resp. plat) si g est propre
(resp. plat); utilisant (8.8.2), on peut de plus supposer qu’il existe une Yg-section de X.
D’autre part, utilisant (9.7.7), on peut appliquer (9.3.3) a la propriété d’étre géomé-
triquement connexe, et on peut donc supposer A, choisi de sorte que les f;~'(y,) soient
géométriquement connexes pour tout y,€Y,. Enfin, utilisant (2.7.1, (vii)), il revient
au méme de dire que f~!(y) est propre sur k() ou que f; !(y,) est propre sur k(y,),
ou y, est la projection de y dans Y,. Ces remarques montrent qu'on est ramené a
démontrer le corollaire lorsque Y est noethérien. Notons maintenant le

Lemme (x5.7.1x.1). — Soient f:X—>Y un morphisme, g :Y'—Y un morphisme
surjectif, qui est en outre propre ou plat et quasi-compact. Posons X'=XXyY', f'=fyy: X' =>Y".
Alors, si f' est submersif (resp. universellement submersif), il en est de méme de f.

On peut se borner au cas ou f’ est submersif. En effet, supposons le lemme
prouvé dans ce cas, et montrons que si f’ est universellement submersif, f I'est aussi.
Soit donc Y;—Y un morphisme quelconque, et posons Y;=Y'XxyY; si X;=X'Xy Y]
et fi=(f")x,y : Xi—Y], f{ est submersif par hypothése; de plus le morphisme g; : Y;—Y,
est surjectif, et propre (resp. plat et quasi-compact) si g ’est. Donc, si I'on pose
X=XXyYy, fi=fy,, il résulte de Phypothése et du fait que Xj=X;XxyY;, quef
est submersif, donc f universellement submersif. Supposons donc seulement que f*
soit submersif. Il est clair tout d’abord que f est surjectif. Soit E une partie de Y
telle que f~}E) soit fermé dans X; alors, si p: X' =X est la projection cano-
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nique, p~(f"HE))=S"g Y(E)) est fermé dans X’, donc, puisque f’ est submersif,
& Y(E) est fermé dans Y’; mais comme g est aussi universellement submersif (15.7.8),
E est fermé dans Y, ce qui prouve le lemme.

Cela étant, comme il existe par hypothése une Y'-section de X', f’ est universelle-
ment submersif (15.7.8), donc il en est de méme de f d’aprés le lemme (15.7.11.1).
Il suffit alors d’appliquer (15.7.10), en remarquant que ’ensemble des yeY tels que f
soit propre en y est par définition ouvert dans Y.

(A suivre.)
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