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DIE DE RHAM KOHOMOLOGIE ALGEBRAISCHER
MANNIGFALTIGKEITEN
UBER EINEM BEWERTETEN KORPER

EINLEITUNG

Grothendieck hat in [8] bewiesen, da die De Rham Kohomologie einer glatten
algebraischen Mannigfaltigkeit iiber dem Korper der komplexen Zahlen, d.h. die
Hyperkohomologie des Garbenkomplexes der duBleren Differentialformen, iibereinstimmt
mit der De Rham Kohomologie des assozierten komplexanalytischen Raumes, die
identisch ist mit der singulidren Kohomologie dieses Raumes mit komplexen Koeffizienten.

Da die Arbeit von Monsky und Washnitzer [16] zeigt, da8 die De Rham Koho-
mologie der rigidanalytischen Rdume im Sinne von Tate [18] iiber einem nicht-
archimedisch bewerteten Korper der Charakteristik Null eine Rolle spielt fiir die
Kohomologietheorie der algebraischen Schemata iiber Kérpern positiver Charakteristik,
ist es von Interesse, die Grothendieckschen Ergebnisse auf den rigidanalytischen Fall zu
iibertragen. Dazu hat man die Kohomologie des Komplexes der Differentialformen einer
affinoiden Algebra in der Umgebung eines Divisors mit nur transversalen Schnitten lokal
im Sinne der Grothendiecktopologie zu untersuchen.

In § 1 zeigen wir, daBl ein glatter abgeschlossener Unterraum eines affinoiden
Raumes immer eine im Sinne der Grothendiecktopologie zulissige Uberdeckung durch
tubulare Umgebungen besitzt. In § 2 berechnen wir dann die De Rham Kohomologie
in solchen tubularen Umgebungen. Daraus ergibt sich dann auch im nichtarchimedischen
Fall der Grothendiecksche Satz.

§ 1. Tubulare Umgebungen glatter Unterraume.

Im folgenden sei £ ein vollstindiger, nicht trivial nichtarchimedisch bewerteter
Korper mit der Bewertungsfunktion | | : £—R, V sein Bewertungsring, m das maximale
Ideal dieses Bewertungsringes und k=V/m Restklassenkérper von V.

Wir bezeichnen mit T,=£k<{(X,, ..., X,>> die freie affinoide Algebra in den
Variablen X, ..., X, iiber £, d.h. den Ring der Potenzreihen

fX)= Z g . Xi...Xir=YgX

0130, ...,4g>0 177
deren Koeffizienten eine Nullfolge in £ bilden. T, ist normiert : |f(X)|=sup|a].
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6 REINHARDT KIEHL

Die Faktorringe A=T,/a dieser freien affinoiden Algebren heiBlen affinoide
Algebren. A wird mit der Faktornorm || || versehen.

Ag={acA, ||a]| <1}

ist eine vollstindige V-Unteralgebra von A. Die Topologie von A hingt nicht von der
speziellen Darstellung als Faktorring einer freien affinoiden Algebra ab. Sei x ein Element
aus Sp(A), der Menge aller maximalen Ideale, dem maximalen Spektrum von A. Wir
schreiben f(x) fiir die Restklasse eines Elements f aus A in dem Restklassenkdrper
A/m=Fk(x); mit|f(x)|bezeichnen wir den Wert von f(x) bei der eindeutig bestimmten

Fortsetzung der Bewertung | | des Grundkorpers £ auf den endlichen Erweite-
rungskérper £(x). Fir ein Element f aus A erkldren wir die Spektralnorm
|f= sup [f(x)].
z€ Sp(A)

Im Falle A=T, stimmt diese Spektralnorm mit der Koeffizientennorm iiberein.
Enthiélt A keine nilpotenten Elemente, so ist die Spektralnorm | | wenigstens noch zur
Faktornorm || || 4quivalent [4].

Wir schreiben : A={feA; |f|<1}
tA)={feA; |fI<1}
A=Ajt(A).

Die k-Algebra A ist endlicherzeugt iiber x ([6], [17]).
" Einzelheiten iiber diese Dinge findet man in [5], [6], [17], [18].

In [13] wird jeder affinoiden Algebra A ein G-geringter Raum X im Sinne
von [12] zugeordnet, d.i. ein Tripel, bestehend aus der Menge Sp(A) versehen mit
einer Topologie, einer Grothendiecktopologie auf einer Kategorie zulidssiger offener
Teilmengen von Sp(A) und einer Garbe Oy von Ringen bzgl. dieser Grothendieck-
topologie. Wir schreiben fiir diesen zu A assozierten affinoiden Raum wieder Sp(A).
Jeder A-Homomorphismus % : A—B induziert einen Morphismus G-geringter Raume
Sp(k) : Sp(B) - Sp(A), und man erhilt so alle Morphismen.

Sind fi, ..., f, &> --.> &, Elemente aus A, so ist die spezielle offene Teilmenge
U=U(f, ... & - &) ‘
={xeSp(A); [AWI<1, .. [LWIST, @) 21, - g (x)] 21}

zuldssig; U versehen mit der induzierten Struktur ist wieder ein affinoider Raum, ein
spezieller affinoider Teilbereich :

Ulfi, oo & - &0 )=Sp(AKL s - s fos &0 -5 80 D)
(siehe [18]).

Ein offener affinoider Unterraum Sp(B)<>Sp(A) des affinoiden Raumes Sp(A)
heiBit geschachtelter spezieller Teilbereich, wenn es eine Kette von Unterrdumen

Sp(B)=Sp(A,)=>Sp(A,_,)=...=>Sp(Ay)=Sp(A)
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DIE DE RHAM KOHOMOLOGIE ALGEBRAISCHER MANNIGFALTIGKEITEN 7

gibt, so daBB Sp(A;,,) spezieller affinoider Teilbereich von Sp(A;) ist; die unterliegende
Menge heiBt geschachtelte spezielle offene Teilmenge von Sp(A). Wir wollen noch die
wichtigsten zulissigen Uberdeckungen eines affinoiden Raumes Sp(A) angeben.

Eine zulissige Uberdeckung #(f,, ..., f,) von Sp(A) durch die speziellen offenen

Teilmengen U(fE, . Y
heiBt Laurentiiberdeckung, definiert durch die Elemente f;, ..., f,.

Bilden die Elemente fi, ..., f, aus A eine Teilung der Eins von A, d.h. gibt es
Elemente g;, ..., g, in A mit

figl_i' +.f;gr=I’

so heiBt die zuldssige Uberdeckung von Sp(A) durch die speziellen offenen Teilmengen
Uy, ..., U(f7?) formelle Uberdeckung [13].

Trivial ist folgender Hilfssatz :
Hilfssatz 1.1. — Eine Uberdeckung von Sp(A) durch endlich viele geschachtelte spezielle

offene Teilmengen ist zuldssig, d.h. kann verfeinert werden durch eine spezielle Uberdeckung im
Sinne von Tate [18].

Wir miissen uns jetzt mit einer anderen Art von zulissigen Uberdeckungen, den
Zariskitiberdeckungen beschiftigen.

Eine Teilmenge U des Spektrums Sp(A) einer affinoiden Algebra A heit Sariski-
offene Teilmenge, wenn sie Komplement der Nullstellenmenge V(J) eines Ideals J von A
ist. Fiir ein Element f aus A ist 3(f)={xeSp(A); f(x)+o0} Zariskioffen. Eine Teil-
menge U von Sp(A) ist genau dann Zariskioffen, wenn sie sich darstellen 148t als

U=3(f,)u...udf).

Hilfssatz 1.2. — Seien f1, . . ., f, Elemente aus A mit
(%) : 8(f)u...ud(f,)=Sp(A).
Dann gibt es ein von Null verschiedenes Element a aus k, so daf bereits
Sp(A)=U((Afe) v ... v U((f]a)"Y) ist
Aus (%) folgt, daB es Elemente g, ..., g, in A gibt mit
(%%) : frgy+...+f8.=1.
Sei h;=f,g; und a ein Element aus £ mit 0<|a|<1. Da wir 1.2 nur fiir die Einschrén-

kungen der gegebenen Zariskiiiberdeckung auf die einzelnen affinoiden Teilbereiche der
Laurentiiberdeckung Z (4, /a, ..., h,[a) zeigen miissen, kénnen wir annehmen, daB

Sp(A)=U((h/a)*', ..., (k[a)*7)) ist.
Wenn Sp(A) nicht leer ist, gibt es wegen () wenigstens einen Index, etwa i,=1,
so daBB |Ay(x)|>|a| ist fir alle x aus Sp(A). Dann ist aber auch f; auf ganz Sp(A)

von Null verschieden. Nach dem Maximumsprinzip [4] ist dann |fi(x)|>|b|>0
fiir ein geeignetes Element 4 aus £ und alle x aus Sp(A).
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8 REINHARDT KIEHL

Folgerung 1.3. — Jede Zariskioffene Teilmenge U=3(fi)u...ud(f,) von Sp(A) ist
ein zuldssiger offener Unterraum von Sp(A). Ist a ein Element aus k mit 0<|a|<1, so bilden die
affinoiden  Teilbereiche Uy =U((f;/a’)™") i=1, ...,1;j=1,2,... eine zuldssige Uberde-
ckung W von U.

Beweis. — Sei ¢ :A—B ein Homomorphismus affinoider Algebren mit
Sp(9)(Sp(B)) cU. Wir miissen zeigen, daB das Urbild Sp(¢)~'(2) der Uberdeckung U
zu einer speziellen verfeinert werden kann. Nach Voraussetzung iiber ¢ ist
3(e(f))v...ud(e(f))=Sp(B). Aus Hilfssatz 1.2 folgt also, daBB es einen Index j,
gibt, mit

Sp(B)=U((¢(f) /")) v...vU((e(£,)/a")~")=Sp(e) " (Uy)u...uSp(p)~{(U,,)

Folgerung 1.4. — Eine Uberdeckung W von Sp(A) durch Zariskioffene Teilmengen ist zuldssig.
Beweis. — Da Sp(A) bei der Zariskitopologie quasikompakt ist, kann U zu einer
Uberdeckung durch endlich viele Zariskioffene Teilmengen und diese durch eine

Uberdeckung (3(f1)s - -5 (1)

verfeinert werden. Also folgt 1.4 aus 1.2.

Sei J ein Ideal der affinoiden Algebra A : J=Af;+...-+Af,. Wir wollen die affi-
noiden Umgebungen der Nullstellenmenge V(J) von J in Sp(A) studieren. Wir nennen
eine Teilmenge U von Sp(A) Schlauchumgebung von V(J), wenn sie von der Form

U=U((#ife), - - > (/ile)) =Sp(AK(Afe)s - - -5 (fi[e)))

ist, mit einem von Null verschiedenen Element ¢ aus £.
Hilfssatz 1.6. — Set J=Af,+...+Af, ein Ideal der affinoiden Algebra A, a ein
Element aus A, a die Restklasse in B=A[J. Dann gibt es eine Schlauchumgebung U = Sp(C)

von V (), mit folgenden Eigenschaften :
(1.5.1) Wenn a Einheit ist, ist auch a|U (das Bild von a in C) Einheit.
(1.5.2) Wenn |a|%o0 ist gilt : |a|U|=]|a]|.
(1.5.3) Ist a=o0, so ist eine Potenz von a in 3 enthalten :

ad=afi+...+a.f.

Insbesondere kann man zu jedem >0 U so wdhlen, daf |a|U|<e ist.

Beweis 1.5.3. — a ist nilpotent, also eine Potenz &° in J enthalten. In einer geniigend
kleinen Schlauchumgebung ist |a,.f;|U|<s, ..., |q,.f,|U|<e.

Fiir den Beweis von 1.5.1 und 1.5.2 konnen wir annehmen, da} r=1, f=f ist.

Sei @ Einheit. Dann gibt es ein Element 4 aus A mit der Restklasse b in B, so
daB @.b=1 ist, also auch ein Element u in A, so daB a.b=1+u.f ist. In einer geniigend
kleinen Schlauchumgebung U ist |u«.f|U|<1, damit 1+u.f|U Einheit :

(1+uflU) ' =1—u.flU+(u.f|U)£. ..

Lu 1.5.2. — Nach geeigneter endlicher Grundkorpererweiterung und teilen durch
ein Element o aus £ mit |p|=|a| konnen wir annehmen, daBl |a|=1 ist.
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DIE DE RHAM KOHOMOLOGIE ALGEBRAISCHER MANNIGFALTIGKEITEN 9

Wir miissen zeigen, daB es eine Schlauchumgebung U gibt, in der |a|<1 ist.
Zum Beweis konnen wir ferner annehmen, daB} A Integrititsbereich und f+o0 ist. Nach
dem Noetherschen Normalisierungssatz [18] gibt es in A eine freie affinoide Unteralgebra

Tﬂ:k<<X13 A Xn>>,
iiber der A endlich ist, so daB
(Af)nT,=T,.X, ist.

Fir die minimalen Primideale p,, ..., p, iiber Af ist dann ebenfalls p,nT,=T,.X,.
Wir bezeichnen mit H;(Y) das Hauptpolynom der Restklasse a; von @ in A/p; iiber
T,/T,.X,=T,_=k(X,, ..., X,_>>, mit H(Y) das Produkt dieser Polynome H,(Y).
Da |a|<1 ist, ist auch |q;|<1 fiir i=1, ..., s; also haben die Polynome H;, damit
auch H potenzbeschrinkte Koeffizienten. Fiir eine geeignete Potenz
H'=H°’ gilt dann H'(a)=0
HY)=Y +¢Y ' 46Y 24, . 4o

mit r>1 und |[¢|<1,i=1,...,7

Wegen T,_;<—T, ist H(Y) auch Polynom iiber T,

H'(a)=u.f=05b, ueA.

Ersetzt man Sp(A) durch eine geeignete Schlauchumgebung von V(f), so kann
man annehmen, daB

|H (a) | =|b]|=|u.f|<|u].| f|<1 ist.
Wire |a|> 1, so gibe es einen Punkt xeSp(A) mit |a(x)|> 1.
Aus a(x)"+c (x)a(x)" " . .+ (x) =b(x) und |g(x)| <1, |6(x)| <1 folgt :

()] o) lb(x)i)
<su
= p(|a<x>1’ ()] Ja(x)

<I.
Widerspruch!

Wir wollen einige wichtige Folgerungen aus diesem Hilfssatz ziehen.

Satz 1.6. — Gegeben sei ein Ideal J=Af,+...+Af, der affinoiden Algebra A;
Uy, ..., U, seien geschachtelte spezielle, offene Teilmengen wvon Sp(A), so daf V(3) in
U,u...uU, enthalten ist. Dann gibt es eine ganze Schlauchumgebung wvon V(J), die in
U,u...uU, enthalten ist.

Beweis. — Man kann annehmen, daf3 die offenen Teilmengen U, speziell sind.
Genau wie den Hilfssatz 1.8, [13] von Tate (Beweis siche [18]) beweist man : Es
gibt eine Laurentiiberdeckung (V;=Sp(A)));~; .., von Sp(A), so daB fiir jeden
Index 7, U;nV; von der Form U;nV;=U(g"),i=1, ..., s mit potenzbeschrinkten
Elementen g, ..., g, aus A; ist. Wir kénnen annehmen, da A=A, ist fiir einen
Index ;. U;=U(g".|g|<1. Da V(J) in U,u...uU, enthalten ist, gibt es
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10 REINHARDT KIEHL

Elemente &, . ..,k in A, ein Element fin J, mit gk, +...4+gh,=1-+f und |h(x)| <1
fir x aus V(J) und i=1, ...,

Nach Hilfssatz 1.5 kann man Sp(A) durch eine geeignete Schlauchumgebung
ersetzen, so daB |4 |<1,...,|A]|<1,|f|<1 wird. Dann bilden aber die offenen
Mengen U(gr)=U,, ..., U(g;!)=U, eine formelle Uberdeckung.

Da jeder geschachtelte spezielle Teilbereich von Sp(A/J) Durchschnitt eines
geschachtelten speziellen Teilbereiches von Sp(A) mit Sp(A/J) ist, erhidlt man aus 1.6

Folgerung 1.7. — Gegeben sei eine Uberdeckung von Sp(A[SJ) durch geschachtelte spezielle
offene Teilmengen Uy, . .., U, von Sp(A[J). Dann gibt es eine Schlauchumgebung U von V (J) und
eine Uberdeckung von U durch geschachtelte spezielle offene Teilmengen V,, ..., V, von U, so daff

V,aV(3)=U,, ..., V,aV(3)=U, ist.

Gegeben sei ein Homomorphismus ¢ : A—B affinoider Algebren und ein Ideal
JI=Af,+...+Af, von A. Wichtig ist folgendes Endlichkeitskriterium :

Satz 1.8. — Unter den angegebenen Voraussetzungen sei B|JIB  endlich iiber AJS.
Dann gibt es in k ein Element c=+o0, so daf BK(c[f)™Y ..., (e/f,)™">> endlich iiber
AL (elf)Y oy (€lf)™Y> ist. Mit anderen Worten : Uber einer Schlauchumgebung von
V(3J) ist der affinoide Raum Sp(B) endlich.

Folgerung 1.9. — Ist A[J—B|JIB surjektiv, so ist fiir passendes e+o0 aus k auch
AR e os (SL)™15> = BAELR) Y - (eL£)715> suricktiv.

Beweis von 1.8. — Wir konnen annehmen, daBl r=1, f;=f ist. Bei passender
Auswahl der l;:V-Unteralgebren A, von A bzw. B, von B bildet ¢ A, in B, ab. Sei
B=Fk{X,, ..., X,>>/a Faktor der freien affinoiden Algebra k{(X,, ..., X, >>, so
daB By=V X, ..., X, >/(an VX, ..., X,>>) ist. Die Bilder von X, ..., X, in B
bezeichnen wir mit xy, ..., x,. Da B/3B endlich iiber A/J ist, istauch B,/3BnB, endlich
iiber A,/In A, ([17], [18]). Es gibt also Polynome Py(Y), ..., P,(Y) in A, [Y] mit hochsten
Koeffizienten Eins und Elemente u;, ..., %, in B mit : P,(x))=u,.f, ..., P,(x,) =4y, .f.
Sei ¢ ein von Null verschiedenes Element aus £ mit |ye|<1 fir (= I, o Dann

—~—~— N N—— e
sind die Restklassen von x,, . .., x,in B{{f[eD>) ganz iiber A<{{fled). Da A<{{f[e)>) ganz

iiber A< ffeydo=Ag<S]e)> und V't By((fle>>=1(BK fle»»)n By fled> ist, gilt : Auch
die Restklassen #,, ..., %, von x4, ..., x, im Restklassenring ﬁ—B0<< fle>> [mB fle)>
sind ganz iiber A= A K fleyy /mA0<< f/s)) Da B durch xl, ..., %, und die Restklasse
( f/s) von f/e iiber A erzeugt wird, aber ( f/a) bereits in A hegt ist B iiber A sogar
endlich. Daraus folgt, daB auch B<{f/ed) iiber A{{f[e>> endlich ist ([17], [18]).

Beweis von 1.9. — Aus 1.8 und dem Lemma von Nakayama folgt, daB es endlich
viele Zariskioffene Teilmengen 3(4,), ..., 3(k,) gibt, so daB V(J) in 3(k)uv...u3(h,)
enthalten ist und die induzierten Homomorphismen

Ay =B, 1=1,...,7
surjektiv sind. Wegen 1.2 und 1.6 erhilt man daraus 1.9.
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DIE DE RHAM KOHOMOLOGIE ALGEBRAISCHER MANNIGFALTIGKEITEN I1

Bemerkung 1.10. — Diese und &dhnliche Sitze folgen auch aus den Eigenschaften
des Ringes Ay= ILH; Al file, ..., f,]e>> der « Keime holomorpher Funktionen in
O0O*cek, c>0

einer Umgebung von V(J) ». Z.B. gilt : Ay ist Noethersch, das Paar (A4, A5.J)
Henselsch; die J-adische Komplettierung von A ist treuflach iiber Ay. Satz 1.8 ist
dquivalent zu einem Endlichkeitskriterium fiir Homomorphismen solcher Ringe.

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften glatter affinoider Riume studieren.

Wir iibernehmen aus [g] folgende Definition :

Definition 1.11. — Gegeben sei ein maximales Ideal x einer affinoiden Algebra A. Dann
heifit x absolut reguliir, wenn eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt ist :

(1.11.1) Fiir alle vollstindig bewerteten Erweiterungskorper K von k und fiir alle maximalen
Ideale y aus A(?K dber x ist (A(%)K)

1 AL
(1.11.2) Fir en maximales Ideal y wvon A?k” dber x st (A?kp)y reguldr.
(p = Char.(k)).
(1.11.8) Fiir den stetigen Differentialmodul M (A k) ist der Rang

, Treguldr.

p(M(A/k),) <dim A,.

(1.11.4) M(AJK), ist fret vom Rang dim A,.

(1.11.5) Es gibt in A eine freie affinoide Algebra T, so daf A idiber T endlich und A,
dber T, ¢ etal, d.h. flach und unverzweigt ist.

Den Beweis fiir diese Aquivalenzen findet man in [3].

Sind alle maximalen Ideale von A absolut regulir, so nennt man A absolut regular
und in Analogie zur algebraischen Geometrie Sp(A) einen glatten affinoiden Raum.

Fiir die Anwendungen ist es notwendig, (1.11.5) zu verscharfen.

Satz 1.12. — Sei Sp(A) glatt. Dann gibt es eine Uberdeckung von Sp(A) durch endlich
viele offene spezielle affinoide Teilbereiche (Sp(A;) < Sp(A)),i=1,2,...,7, so, daf es zu
Jedem Punkt x eines Teilbereiches Sp(A,) der Uberdeckung eine freie affinoide Unteralgebra T
von A, und in T ein Element t gibt, mit folgenden Eigenschaften : A, ist endlich iiber T, t nicht
in x enthalten und A,;, etal iiber T,.

Folgerung 1.13. — Man kann t sogar so wdihlen, daf es ein Element d in A, und ein
unitires Polynom P(Y) in T[Y] gibt mit :

dP(Y)

P(d)=o0; P'(d) (wo P(Y)= W) ist Einheit in 'T,[d]; A,;, ist kanonisch isomorph zu

T, [Y]/(T.[Y]. P(Y))
Beweis der Folgerung. — Sei n=Tnx. Da der Restklassenkdrper T /n=k(mn)
unendlich, die £(n)-Algebra A;/nA; nach Voraussetzung endlich separabel ist, gibt es

in A; ein Element d, dessen Restklasse in A;/nA; diese Algebra iiber k(1) erzeugt. Das
Minimalpolynom P(Y) von d iiber dem Quotientenkorper von T liegt dann bereits
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12 REINHARDT KIEHL

in T[Y] und aus dem Lemma von Nakayama folgt, da A, kanonisch isomorph zu
T.[Y]/P(Y).T, ist. Da A;/nA; separabel iiber £(n) ist, ist die Restklasse von P’(d) in
A;mA; also P'(d) in A;, Einheit (sieche [9]; I, Theorem 7.6).

Es gibt deshalb ein Element ¢ aus T, das nicht in 1 enthalten ist, so daB P’(d) bereits
Einheit in A; und A; kanonisch isomorph zu T,[Y]/P(Y).T,[Y] ist.

Da die Zariskitopologie quasikompakt ist, erhdlt man wegen Hilfssatz 1.2 :

Folgerung 1.14. — Sei Sp(A) glatt. Dann besitzt Sp(A) eine spezielle Uberdeckung
(Sp(A;) = Sp(A)),i=1, ..., s, mit Algebren A, folgender Form :

T, <7 5 [Y](BY)) —> A, =T, [d]
Y —d.

Dabei ist 'T,, freie affinoide Algebra, t;+ 0 ein Element aus T,., P;(Y) ein unitires Polynom
mit Koeffizienten in T, und P'(d;) Einheit in A,.

Beweis von Satz 1.12. — a) Die Charakteristik p des Grundkorpers sei positiv. Der
stetige Differentialmodul M(A/k) von A iiber % ist lokal frei (1.11.4); also iiberdecken
endlich viele Zariskioffene Teilmengen 3( f;), ..., 3(f,) den Raum Sp(A), so dal M(A/k);;,
freier A;-Modul wird und sogar eine Basis aus totalen Differentialen d(a) besitzt. Wegen
Hilfssatz 1.2 gibt es daher eine Uberdeckung von Sp(A) durch endlich viele spezielle
affinoide Teilbereiche (Sp(A)),i=1,...,7, so daB M(A/k)=M(AJk)®A,; freier
AModul ist und sogar eine Basis von totalen Differentialen besitzt. Wir nehmen deshalb
an, daBB M(A/k) selbst frei ist und eine Basis aus totalen Differentialen besitzt :

M(Ak)=Ady;®...2Ady,.
Dann hat Sp(A) in allen Punkten die Dimension 7. Nach Multiplikation mit einem von
Null verschiedenen Element aus £ konnen wir annehmen, daf3
<z, .o ol <t

ist. Nach dem Noetherschen Normalisierungssatz enthilt A eine freie affinoide Algebra
T'=k<{z, ..., 2,0y in den Variablen £, ..., z,, so daB A iiber T” endlich ist.
Wir betrachten den Homomorphismus

o: T=Fk(X,, ..., X,)0—~A
der freien affinoiden Algebra T in A, der X, in 2?4y, abbildet. Dann ist das Bild

von T in A in T’ enthalten und T’ endlich iiber T. Da A iiber T’ endlich ist, ist auch A

endlich iiber ?’; also ist A endlich iiber T und nach bekannten SchluBweisen [6]
deshalb auch A endlich iiber T. Aus Dimensionsgriinden ist ¢ eine Injektion. Da die
Differentiale

doX))=d(p+2)=dy, ..., do(X,)) =,
den A-Modul M(A/k) erzeugen verschwindet der Differentialmodul
M(A/T) = M(A/K) |Adg(T)
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von A iiber T. Daher ist A unverzweigt iiber T und sogar etal iiber T, da T regulir
ist ([9]; I, Prop. 3.1, Theorem g.5).

b) Der Grundkorper £ habe die Charakteristik Null. Wir kénnen annehmen, da3 A
Integrititsbereich ist. (Sonst zerfallt A als regulirer Ring in ein direktes Produkt von
Integrititsbereichen). Nach dem Noetherschen Normalisierungssatz gibt es eine Injektion
¢ : T<sA einer freien affinoiden Algebra T=T,=i(X,, ..., X,>> in A, so daB3 A
iiber T endlich ist.

Wir nennen einen Homomorphismus ¢ : T—A unwesentliche Abdnderung von ¢,
wenn die induzierte Abbildung

T TSR
mit der induzierten Abbildung ‘¢ : T4

iibereinstimmt.

Insbesondere ist fiir eine unwesentliche Abidnderung ¢ von ¢ die Abbildung Tpl
endlich; also ist jede unwesentliche Abinderung ¢ selbst endlich und aus Dimensions-
griinden wieder Injektion. Wir bezeichnen fiir ein maximales Ideal x aus Sp(T) mit
F({, x) die Menge der Punkte in der Faser Sp(¢)~!(x), mit Fy({, x) die Teilmenge der
unverzweigten Punkte iiber x, mit r(¢, x) die Anzahl der Punkte in F({, ) und mit
7o(¢, ) die Anzahl der Punkte in Fy(¢, x). Wir schreiben [{] fiir den Grad des Homo-
morphismus ¢, [EJ] fir den Grad des Homomorphismus EJ

Hilfssatz 1.56. — Fiir alle unwesentlichen Abédnderungen § von ¢ und alle Punkte x aus Sp(T)
gilt -

($, x) <[¢].

Beweis. — Sei K ein algebraisch abgeschlossener, vollstindiger Erweiterungskorper
von k. Dann ist auch A(?K reguldr und kein Element von T(’%)Kz KXy, o X000
Nullteiler von A(%)K bei ¢®K.

Es gilt jedenfalls :
r(4, x) <[] =[$OK]

[¢] =[o®K].
Andererseits ist nach [6] [VBK] = [Ll}®/\I</]

[¢®K] =[¢®K].
P ——

Da auch ¢®K unwesentliche Abinderung von ¢®K ist gilt aber $®K =¢®K.

Wir kehren zum Beweis von 1.12 zuriick. Sei a ein Punkt von Sp(A) Wir kénnen ¢ so
wihlen, daB ¢ '(a)=TX,+...+TX,=5 ist. Unter allen unwesentlichen Abinde-
rungen ¢ von ¢ mit ¢~ '(a)=0 gibt es eine, §,, fiir die 7,({;, b)) maximal ist. Ange-
nommen, es gibt einen Punkt ¢, in F({,, ), der nicht in F((¢,, &) liegt. Wir bezeichnen
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