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RELATIONS DE CONJUGAISON ET DE COBORDISME
ENTRE CERTAINS FEUILLETAGES

par R. MOUSSU et R. ROUSSARIE

Dans cet article, nous nous proposons d’établir quelques résultats de classification
de feuilletages de codimension 1, définis sur des variétés compactes de dimension inférieure
ou égale a g. Classifier les feuilletages définis sur une variété V, signifie ici, décrire et
éventuellement dénombrer les classes d’équivalence de feuilletages de V, pour une
relation d’équivalence convenable. La variété V étant supposée de classe €° ou €°©
(analytique réelle) et les feuilletages considérés sur V, de classe 7, o<r<oo, ou %°,
les deux relations d’équivalence suivantes s’imposent naturellement, entre feuilletages
de méme codimension :

1. La relation de conjugaison.

Deux feuilletages f, et f; de V sont topologiquement (respectivement %”-) conjugués,
§’il existe un homéomorphisme % (respectivement un difféomorphisme %4 de classe 7,
r>1) envoyant les feuilles de f, sur les feuilles de f;. On appellera type topologique
d’un feuilletage, sa classe de conjugaison topologique. Si % est isotope a I'identité de V,
a travers les homéomorphismes (respectivement les difféomorphismes de classe 7) de V,
Jo et f; sont dits topologiquement (respectivement %”-) isotopes.

2. La relation de cobordisme.

Deux feuilletages f; et f; de V, de classe ", 1<r<oco, sont €’-cobordants s’il existe
un feuilletage # de Vx[o, 1], de classe %, transverse 2 Vx{o} et Vx{1} et induisant
les feuilletages fyx{o} sur Vx{o} et fix{1} sur Vx{1}. On définit de maniére
analogue la relation de #“-cobordisme entre deux feuilletages analytiques f; et f; : le
feuilletage % est supposé étre analytique et induire les feuilletages fyXx[0,¢€] sur
Vx[o, ] et fix[1—¢, 1] sur VX[1—e¢, 1], pour un certain e>o0. De plus, si f; et f;
sont transversalement orientables, on exigera que & soit aussi transversalement orientable.

Peu de résultats sont connus concernant la relation de conjugaison en dehors
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144 R. MOUSSU ET R. ROUSSARIE

d’une description des types topologiques des feuilletages de C=S8'x1 et de T>*=8'x S,
description que nous rappelons bri¢vement :

Il n’existe que deux types topologiques de feuilletages de C, tangents & 9C et sans
feuille compacte en dehors de 9C. On peut représenter chacun de ces deux types par
les feuilletages f; et f, définis par les 1-formes

o, =dr+o(r)dd et  w,=(1—2r)dr+ o(r)do

ou (0,7)eS'xI, et ¢ est une application ¥® de I dans R telle que ¢(0)=¢(1)=0 et
o(r)>0 pour o<r<i1. Les feuilles intérieures de ces feuilletages sont difféomorphes a R
et s’enroulent autour de chaque composante de 9C. Les orientations transverses sur
chaque composante de 9C sont les mémes pour f; et opposées pour f,.

Ces deux feuilletages élémentaires sont utilisés pour décrire tous les types topolo-
giques de feuilletages de C, resp. de T% En fait, tout feuilletage orientable f de C,
tangent 4 0C (resp. de T?), avec quelques feuilles compactes, est topologiquement
équivalent a un feuilletage défini par une forme d’équation :

o=y(r)dr+¢(r)dd avec (0, r)eS'x (S resp. I)

ol ¢ et ¢ sont deux applications € de S' resp. I dans R sans zéros communs
(|4(r) |+ ]e(r)|>0) et telles que ¢~ '(0)+T et dIce~'(o) dans le cas de la variété
C=8"x1I. Les feuilles compactes de ce feuilletage sont les cercles

S'x{x} pour xeF=¢ (o).

Si U=S8'-F+0, les composantes connexes de S$'XU, qui sont toutes difféomorphes
au produit du cercle par un intervalle ouvert, contiennent un feuilletage du type de f;
ou de f,. Pour des raisons de continuité et d’orientabilité il n’intervient de cette facon
qu’un nombre fini de feuilletages du type de f, et ce nombre est pair dans le cas de T

Enfin, le théoréme de Denjoy [1] exprime que tout feuilletage de T? de classe >2
et sans feuille compacte est topologiquement conjugué & un feuilletage linéaire, défini
par une forme fermée d’équation o =adr4Bd6 ol « et B sont deux nombres réels,
rationnellement indépendants.

Il n’existe pas de résultats généraux du type ci-dessus pour les feuilletages des
variétés de dimension >g. Seules quelques catégories simples de feuilletages ont été
étudiées; par exemple les feuilletages sans holonomie, c’est-a-dire les feuilletages dont
le groupe d’holonomie en tout point est trivial. Si & est un feuilletage sans holonomie,
de codimension 1, transversalement orienté et de classe >2, on peut lui associer un
élément 3(F) de SH'(V,R) (sphére des directions orientées dans H'(V, R)), et on a
montré dans [12] que cet invariant 3 classifie les feuilletages a isotopie prés, pourvu
que la variété V soit fermée, de dimension 3 et difféomorphe & un produit. (Autrement
dit, deux feuilletages & et F' sont isotopes si et seulement si §(F)=38(F').) Dans
la partie I, nous généralisons ce résultat aux feuilletages presque sans holonomie,
c’est-a-dire aux feuilletages définis sur une variété V a bord non vide, tangents a oV
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et sans holonomie dans 'intérieur de V. Nous montrons précisément que les feuilletages #
presque sans holonomie de codimension 1, transversalement orientés et de classe >2,
définis sur une variété V, de dimension §, compacte, a bord non vide, difféomorphe
3 un produit, sont classifiés & isotopie prés par un invariant §(F)eSTH!(V,R) (ou
STH'Y(V, R)=SH!(V, R)u{o} avec {o}cH'(V, R)) et la donnée des orientations trans-
verses sur les composantes connexes de V.

La partie II est consacrée a la classification (par conjugaison) des feuilletages de
codimension 1, de classe >2, sans composante de Reeb, des variétés T? et T?x 1. En
effet, dans [4], il est montré que de tels feuilletages sont « localement » presque sans
holonomie et on déduit des résultats de la partie I une classification tout a fait analogue
a la classification décrite plus haut pour T? et S$'xI. Dans le cas analytique on obtient
une description plus précise de tous les types de feuilletages (sans restriction).

La relation de cobordisme a été étudiée par A. Philipps et A. Haefliger, pour
les feuilletages des variétés ouvertes ([8], [3]). La relation de cobordisme utilisée par
ces auteurs est plus stricte que celle que nous avons introduite : le feuilletage cobordant &
est supposé transverse aux sous-variétés Vx{¢} de Vx[o, 1]. Nous avons abandonné
cette derniére condition, car elle entraine que deux feuilletages cobordants sont diffé-
rentiablement isotopes, lorsque la variété V est compacte. Pratiquement rien n’est connu
au sujet de la relation de cobordisme entre feuilletages d’une variété compacte V, a
part le fait banal suivant : si f et f; sont deux feuilletages de codimension 1 d’une
variété V, définis respectivement par les 1-formes fermées v, et «,, alors f; et f; sont
cobordants. En effet, on peut définir un feuilletage cobordant par une 1-forme de VxI
d’équation

o =dt + @y (£) 0 + @y (t)

ou tefo, 1] et ¢, ¢, sont des fonctions €= de [o, 1] dans R de supports [0, E] et [3 , 1]
respectivement. 4 4

Dans la partie III, nous appliquons les résultats précédents a 1’étude des cobor-
dismes de feuilletages de T2 En particulier, nous montrons que, si ’on se limite aux
cobordismes sans composantes de Reeb (R-cobordismes) ou aux cobordismes analytiques,
la relation est tres rigide (en un sens que ’on précisera) : presque aucun couple de feuil-
letages de T? n’est R-cobordant (*).

(*) Récemment J. Thurston a montré que deux feuilletages de T? étaient toujours cobordants.
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I. — CLASSIFICATION DE FEUILLETAGES PRESQUE SANS HOLONOMIE

Rappelons qu’un feuilletage défini sur une variété V a bord non vide est dit presque
sans holonomie, s’il est tangent a ¢V et a un groupe d’holonomie trivial en tout point
intérieur & V. Un tel feuilletage est toujours orientable. Nous nous proposons de classifier
a isotopie pres les feuilletages presque sans holonomie, de codimension 1, transversalement
orientés et de classe >2, définis sur une variété compacte, orientable, de dimension 3,
difféomorphe a un produit. Si & est un tel feuilletage défini sur une variété V, les groupes
d’holonomie des composantes connexes de ¢V ont une propriété remarquable : ils sont
ordonnés et archimédiens. Dans le § 1 ci-dessous nous rappelons ou démontrons quelques
propriétés des groupes ordonnés et archimédiens qui sont utilisés dans le § 2 pour une
étude locale du feuilletage au voisinage de ¢V. La classification est obtenue dans le § 3,
en utilisant les résultats du § 2 et de [12].

1. Groupes ordonnés et archimédiens de germes de difféomorphismes.

Un groupe G est dit ordonné s’il est muni d’un ordre total compatible avec sa
structure de groupe. GP désignant ’ensemble des éléments du groupe supérieurs stric-
tement a ’élément neutre, le groupe G est dit archimédien si :

pour tout geG et pour tout keGP, il existe neN tel que g<A"

Il est bien connu que tout groupe ordonné et archimédien est abélien libre et
plus précisément qu’il s’identifie en tant que groupe ordonné a un sous-groupe du groupe
additif ordonné R, ce sous-groupe étant défini & une constante multiplicative positive preés.

Désignons par Diffj(R*) le groupe des germes en o des difféomorphismes de
classe 7, 1<7<00 ou r=w (analytique réelle), de R*=[o, + ), préservant I’origine.
On munit ce groupe d’un ordre partiel; [ f] désignant le germe du difféomorphisme
local f :

il existe un voisinage U de o dans R™ tel que

<
[f1<[e] f(x)<g(x) pour tout xeU—{o}.

Notons que les éléments plus grands que le germe de 'identité sont les germes
d’expansions et que les éléments plus petits que le germe de I'identité sont les germes
de contractions.

Soient G un groupe quelconque et ¢ une représentation de G dans Diffj(R*).
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Nous dirons que la représentation ¢ est ordonnée et archimédienne si 'image ¢(G)
est un sous-groupe ordonné et archimédien de Diffj(R*) pour Pordre introduit plus
haut. Comme nous ’avons indiqué au début du paragraphe, il existe alors un homo-
morphisme injectif de groupe ordonné, /¢ :¢(G)—R, défini & une constante positive
multiplicative pres.

Désignons par Hom(G, R), Pespace vectoriel réel des homomorphismes de G
dans R et par StHom(G, R) le quotient de Hom(G, R) par la relation d’équivalence
identifiant deux éléments différents par une constante multiplicative positive (ici, S est
pris comme symbole de la spheére des directions orientées de Hom(G, R) et le 4 désigne
la classe de la représentation triviale). Par exemple, si G est un groupe de type fini,
Hom(G, R) ~R¥ ou % est le rang de P’abélianisé du groupe G, et STHom(G, R) est la
sphére 8*~* des directions orientées de R* & laquelle est adjointe l'origine de R*. A la
représentation ¢ est alors associé I’homomorphisme fo¢ de G dans R. Comme fo¢ est
défini a une constante positive multiplicative pres, il correspond a ¢ une classe bien
déterminée [fop] de STHom(G, R), classe que l'on notera par 3(¢).

Par exemple, si ¢ est une représentation linéaire, c’est-a-dire telle que :

pour tout geG, il existe A,eR™ tel que ¢(g)(x)=1,.%,

la classe 3(¢) est la classe de ’homomorphisme associant 2 g le nombre Log 2,. Nous
désignerons par log ¢ cet homomorphisme : §(¢)=/[log ¢].

Nous dirons que deux représentations ¢ et ¢’ du groupe G sont topologiquement
conjuguées, §’il existe un homéomorphisme local 2 de R*, préservant l'origine, tel que :

pour tout  geG,  '(g)=ho(g)h s
le théoréme d’ergodicité de Denjoy permet alors d’interpréter la classe 3(¢) (si ¢ est

suffisamment différentiable) comme un invariant de conjugaison, ainsi que le montre le
lemme suivant :

Lemme 1. — Soit G un groupe de type fini; considérons I’ensemble des représentations ordonnées
et archimédiennes de G dans Diff](R*), o r>2. Chacune de ces représentations est topologiquement
conjuguée @ une représentation linéaire et deux d’entre elles ¢ et @' sont topologiquement conjuguées
st et seulement si 3(p)=23(¢").

Ce lemme généralise le résultat du lemme 4 de [10].

Démonstration. — Notons d’abord que si deux représentations ¢ et ¢’ sont topo-
logiquement conjuguées, il existe un isomorphisme de groupe ordonné :

k=0(G) — ¢'(G), défini par k(o(g))=ho(g)h™"=¢'(g),

ou & est ’homéomorphisme de conjugaison. Il en résulte que 3(¢p)=3(¢’).
D’autre part, si ¢ et ¢’ sont deux représentations linéaires telles que 8(p)=23(¢’),
il existe une constante positive pu telle que log ¢ = log ¢’. Autrement dit, pour tout
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geG, il existe A >0 tel que o(g)(x)=nr.x et ¢'(g)(x)=2A'.x et il sensuit que
1

’homéomorphisme k(x)=x* conjugue ¢’ avec ¢ (p=~rhog’oh™1).

Le lemme sera donc démontré lorsqu’on aura prouvé que toute représentation
ordonnée et archimédienne ¢ de G dans Diffj(R*) est topologiquement conjuguée & une
représentation linéaire, autrement dit que le sous-groupe ¢(G) de Diffj(R™*) est topo-
logiquement conjugué a un sous-groupe linéaire.

Nous savons que ¢(G) est un groupe abélien libre de rang fini : ¢(G) ~Z* pour
un certain k2>o0. Nous allons raisonner par récurrence sur ce nombre Z.

a) Si k=o0 -alors ¢(G) est le sous-groupe trivial qui est évidemment linéaire,
¢(g) est le germe de l'identité pour tout geG.

B) Supposons que k=1. Soit @ une contraction locale de R" en o, représentant
un générateur de ¢(G). D’aprés le lemme de Sternberg [14], il existe pour tout A, o<A<1,
un homéomorphisme local % de R* en o, difféomorphisme de classe €® en dehors de o,
conjuguant a avec la contraction linéaire ¢, définie par /,(x)=2xx.

Tout autre élément de ¢(G) étant égal au germe de 4* pour un certain keZ,
I’homéomorphisme % conjugue ¢(G) avec le groupe linéaire engendré par ?,.

v) Supposons que k=2. Soient a et b deux contractions locales de R* en o dont
les germes en o engendrent ¢(G). Comme plus haut, on choisit un homéomorphisme
local k, de R* dont la restriction a (o, ¢) est un difféomorphisme de classe ¥ qui
conjugue a avec la contraction linéaire ¢, ; on prendra A;=e™".

Considérons maintenant le difféomorphisme =(f)=¢ de (—o0, + ) sur (o, o).
Le conjugué de 4, par le difféomorphisme =~ est la translation T_,(x)=x—1 et il
coincide au voisinage de —oo avec w~ ‘hyahy .

Soit b =n"1hbhyin; c’est un difféomorphisme de classe r défini au voisinage
de + oo sur R. Comme b commute avec a, 6 commute avec T_, et détermine un difféo-
morphisme b de classe r du cercle S, quotient de R par la translation T_,. De plus,
comme a et b sont deux générateurs indépendants de ¢(G) et que tout élément de ¢(G)

différent de I’identité est un germe de contraction ou d’expansion, le difféomorphisme &
n’a pas de point périodique. Sa classe de différentiabilité r étant supérieure ou égale
a 2 par hypothese, ce difféomorphisme est topologiquement conjugué a une rotation
d’angle irrationnel « d’aprés le théoréme de Denjoy [1]. Autrement dit, il existe un
homéomorphisme H de R sur R, respectant ’orientation, tel que H commute avec T_,

et que : HpH(t)=T,(t)=t+s.

Il en résulte que ’homéomorphisme Homn ok, conjugue le groupe ¢(G) restreint
a (o, o) avec le groupe engendré par les translations T_; et T,. Enfin, ’homéomor-
phisme k=mnoHon 'oh, de R*—{o} dans R*—{o} se prolonge en o par k(0)=o0
et conjugue ¢(G) avec le groupe linéaire engendré par e '.x et ¢.x.

) Supposons maintenant que k2>2. Soient a, b, ¢, ..., des contractions locales
représentant une base de ¢(G). Appliquons aux deux premiers générateurs a et b les
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constructions de y). L’homéomorphisme Hon~ !0k, conjugue g, b, c, ... avec les homéo-
morphismes T_,, T,, ¢, ... Par passage au quotient par la translation T_, ’homéomor-
phisme ¢'définit un homéomorphisme de S' commutant avec la rotation d’angle s. Comme
s est irrationnel, cet homéomorphisme est une rotation et ¢ est une translation de R.
Il s’ensuit que k=mnoHon ok, conjugue ¢(G) avec un groupe linéaire.

Remarque 1. — Si ¢ est une représentation ordonnée et archimédienne, tous les
éléments de ¢(G) différents de I’élément neutre ont le méme ordre de contact avec
I’identité en o lorsque ¢ est suffisamment différentiable pour que cet ordre soit défini.
Si Pordre de ¢ est fini (ce qui sera le cas par exemple si ¢ est analytique), on peut calculer
explicitement &(¢) :

<p(g)

(i) Si ¢ est d’ordre o (c’est-a-dire, pour tout geG tel que ¢(g) £Id, (0)*1),

<P(g) (

3(p) est la classe de ’homomorphisme associant & geG le nombre log———
est conjugué a sa partie linéaire.

0) et ¢

ii) Si ¢ est d’ordre fini #>o0 (c’est-a-dire, pour tout geG, tel que ¢(g)=*1d,
P P

am
dCP,Eg) (0)*0), 3(¢) est la classe de I’homomorphisme associant & geG le nombre
d(ng) (0). Récemment F. Takens a démontré des résultats plus précis dans ce cas
%

particulier.

2. Germe de feuilletage sans holonomie en dehors d’une feuille compacte.

Soient M une variété compacte, connexe, sans bord, et [#] un germe de feuilletage
de codimension 1, défini au voisinage de M x{o} dans MXR*, dont MXx{o} est une
feuille. Désignons par G le groupe =,(M, x), ¥ étant un point base dans M. Si [#] est
de classe 7, on lui associe une représentation d’holonomie ¢ : G—Diffj(R*) en utilisant
un feuilletage & représentant [F], transverse au facteur R* au voisinage de M x{o}.
Nous dirons que le germe de feuilletage [#] est sans holonomie en dehors de M s’il
peut étre représenté par un feuilletage & dont les groupes d’holonomie sont triviaux
en dehors de M Xx{o}.

Lemme 2. — Soit [F ] un germe de feuilletage de classe r>o, défini au voisinage de M x {0}
dans MLXR* et admettant M. x{o} comme feuille. Une condition nécessaire et suffisante pour
que [F] soit sans holonomie en dehors de M est que la représentation d’holonomie

¢ : G=m,(M, x) - Diffj (R*)
soit une représentation ordonnée et archimédienne.
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Démonstration. — Soit & un feuilletage représentant [F], tel que F soit défini au
voisinage de M x{o} dans MXR et soit sans holonomie en dehors de M x{o}. Le
groupe d’holonomie ¢(G) est un groupe ordonné, car & étant sans holonomie en dehors
de Mx{o}, chaque élément de ¢(G) différent de Iidentité a un seul point fixe o, et
c’est donc un germe de contraction ou d’expansion.

Soient [ f] un élément contractant de ¢(G) et [¢] un élément quelconque. Nous
devons montrer qu’il existe peN tel que

LF1P<[gl-

Choisissons des difféomorphismes locaux d’holonomie f et g représentant [ f] et [g].
Soit U=[o, €] un intervalle tel que g~* soit défini sur U et que f soit défini sur g~*(U).
Comme f est une contraction, f? est défini sur g~*(U) pour tout peN. Soit yeU avec
y#+0. Posons z=g"1(p)eg1(U). fP(2) est défini pour tout peN et tend vers o lorsque
p croit indéfiniment. Donc, pour p suffisamment grand on a, soit f?(2)<y soit fPg~(»)<y.

Or fPg=! étant défini sur U, Pinégalité fPg~'(»)<y entraine que fPg~! est une
contraction, c’est-a-dire que fPg~'(x)<x, pour xeU—{o}; soit [f]?<[g].

Réciproquement, si un germe de feuilletage [#] a une représentation d’holo-
nomie ¢ ordonnée et archimédienne, chaque élément de ¢(G) est un germe de contraction
ou d’expansion et [#] a une holonomie triviale en dehors de M.

Corollaire. — Si M est compacte et s’il existe un représentant F de [ F | de classe > 2 tel que :

— Mx{o} est sa seule feuille compacte;
— @(G) est un sous-groupe abélien de Diffy(R*),

alors [F] est sans holonomie en dehors de M.

Démonstration. — On montre tout d’abord [4] qu’il existe un élément de ¢(G)
qui est le germe d’une contraction. Du lemme 1 de la thése de N. Koppel on déduit
que ¢ est une représentation ordonnée archimédienne.

Considérons maintenant une sous-variété compacte M, de codimension 1, d’une
variété V, telle que le fibré normal de M dans V soit trivial. La sous-variété M possede
deux faces dans V que I’on notera M, et M,. Soit [#] un germe de feuilletage dans V
de classe r défini au voisinage de M, tangent & M et sans holonomie en dehors de M.

Soit M XR" un demi-voisinage tubulaire de M dans V, au-dessus de la face
M, (i=1 ou 2). Le germe de feuilletage [#] induit un germe de feuilletage dans M xR*
au voisinage de M x{o}.

D’apres le lemme 2, la représentation d’holonomie ¢ : G=m=,(M, x) - Diffj (R")
ol xeM, associée a ce feuilletage, est une représentation ordonnée et archimédienne.
On peut lui associer, comme on I'a vu au § 1, un €élément de STH'(M,R) (car
Hom(x,(M, x), R)=H!'(M, R)), c’est-a-dire une classe de cohomologie réelle définie
a une constante positive multiplicative prés. Si ’on change la paramétrisation du voi-
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