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GENERALISATION D'UN LEMME DE "DECOUPAGE"

DE ROKHLIN
par

Micha8l KEANE et Pierre MICHEL

Soient (@,8,m,T) un systéme dynamique apériodiqu:

et (ko,kl,...,k ) un ensemble fini d'entiers.

n-1
On constate qQu'il n'est pas toujours possible de
K.
déterminer un ensemble mesurable A tel que les T 1A soient

-3

deux 3 deux disjoints et recouvrent ## 3 € preés. On, étudie

n-1 k.
alors la mesure maximale de U 1.
' i=0
On donne enfin un exemple de suite infinie
n-1 k,
(K _3kq 5000,k ...) telle que la mesure maximale de u T 1p
o’"1 27 n=-1 i=0

ait une Yimite inférieure nulle.

1 - Le lemme de Ro:xhlin.-

Soit (Q,B,m) un espace mesuré fini et T wune trans-
formation bi - mesurable de Q dans lui-méme, conservant la
mesure.

T est apériodique si

m({ow [ In>1, T = w} ) = 0.
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Lemme de Rokhlin :

Si T est apériodique, pour tout entier positif n et

tout nombre réel positif e, il existe un ensemble mesurable ¢

tel que les ensembles A , TA , T2A, .o Tn—lA soient deux 3

deux disjoints et vérifient

mCa\AG Ay <«
i=zo

2 - Notations.-

K = (k;)

. k.eN , k.0 , k., <k
1% efon-1] 17 7 o

i i+l

M‘

K

{N,NGN;VkieK,ijeK

(A& n'est pas vide car il contient la suite
N = (k _q+1, 2(k__1+1), 3(k _4+1) ... ) )

La densité extérieure de N sera notée d¥™ (N)

d*(N) = Iim card (N n [0.n-1D)
n

Enfin, nous poserons

k. K-
/q(={A;AeB ;s T*ANT JA =90 Vv i# 3}

3 - Lemme 1.-

Soit v = o0, = su KN
K" Neky
Pour tout A de JtK on a m(A) < o m(R)
Démonstration.-
n-l ki
Soit A €)&K . Posons B = T “A .
i=0

1
lBe:L

Le théoréme de Birkhoff montre que
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p-1

L IB(Tkw) ____gf(w) m p.p.
0

o

et
I f dm :I f dm =[ lem = m(B) = n m(A)
puisque m est une mesure finie.
Soit N fw) = {k . | ke, ™ w € A},
Alors
1 . ks
N (kg = (k[T ¢ A} = 0 | TSweT A}
0 <i < n-1
‘o
et A eﬂ:K """9No(l‘")“ MK'
En effet, si k €No+ki et k'éNC’+k:.l
x ki K o3
ona TweT A et TmeTJA
k. k.
Puisque A eftK , T 1anT JA = & donc

(N () + kDN N_(WF ky) =0 .

Done 1(Tw) = 1 ¢ ™ ¢B= U T 1A

n-1
=== k € iL;}O No((n)-bki

donc
p-1 n-1

L7 M) = 2 ocard ([U (k] A [0,p-1]
p O P i=6

n-1

= card(Nn(m)+ki)ﬂ[0,p-L]

i=0 p.

Mais

card [N A [0,p-1]] = card [Nn [0,p-k-1]] + card [N N [p-k-1,p-1]]

card [(N+k) N(k,p-1)]+ card [NN {p-k-1,p-1]]

d'ol

card [N n(0,p-1)] _ card [(N+k) N (k,p-13], card [NA(p-k-1,p-1]
P P P
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Comme card [N N(p-k-1}p-1)] < k

on a
yTn card [Nnco,p-10]_ ;T —card [(N+k) 0 (k,p-1)]
P P
donc
a*¥(n) = a%(N+k).
1 Pol X = P
Comme 3 4 lB(T w) converge vers f(w) m.p.p. on déduit
0
- n-1
flw) < T a¥(N_(w)+ky) = n d *(N_(u))
1=0
<no p.p.
d'ou

nm (A) = f fdm < I no dm=nom(8).

4 - Lemme 2.~
Pour tout e positif, il existe A é&lément de 7%A

tel que m(A) > (o-e)m(Q).

Démonstration :

N m
o
‘-'-
=

. » = -
Soient N_ tel que d (No) =0, 2 o

un entier vérifiant

> 1 - ¢
n-1 1

card (N, Nn[0,M-1]) .
M ; > 05 T &

Appliquons le théorérie de Rokhlin avec

K' = {0,1,2, «.. M+ k__; - 1}
Ve,g» 0, 3 Aoe jtK" tel que
si 0<i<M+k -1
0<j<M+ kn-l -1, 1 #7
on ait Tle NTIA =9 et
M?kn-l

m(AoL)T Ao V.. UT Ao) > (l-so)m(ﬂ)
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On a donc  (M+k_ ;) m (A} > (l-e5) m (Q)

-
soit m(A;}) > T - b ().
. n~-1

1

Posons A = U T Aq
ieN_n [0,M-1]
Alors
. M+k . _-1 .
B:= U 1acy™™ i
j €K iz0

Donc B est une union disjointe de TJA, et

m(A)

i

[cara (v, 0 (0,M-11)] m(A))

(l—es) m (Q)

> M. (00'62)

Mo+ kn--l

> (1-eq) (o -¢,) (1-e5) m (@)

-V

(6~ ) m (2) > (o-¢) m ().

Le recouvrement maximum de f a donc pour mesure n o m (Q)

ol o est la 1lim d¥(N)
Nr:A/K

3 donc
Le lemme de Rokalin n'est plus vrai lorsque 1l'on remplace 1'en-

semble (0,1,2...n-1) par un ensemble quelconque d'entiers
l-t-kn_l)
Par exemple, scit

(ko,k

K = Kq,n = (O,l,2,...n,2n,3n,...qq)
et A ¢ B, un sous-ensemble mesurable de Q tel que
¥ ieK , V€K, i #9 ey T2 ATIA = 0
Montrons que V r , Vs , 0<r<qgn
0<s <gn r #s

implique ™A n T5A = 0.



Soit r
s
avec
0
k
0
0
a) i <

A

<
<

j.

kn+

k'n +
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i

j.

k' <k < q

+ 1 #k'n+j

i<n

j < n.

T

Or (k-k') nekK

j-iekK

done T anT®A

b) 1 >

3.

k. Kt
TP anr MIp T

kn+i o Tk'n+jA - Tk'n+i(T(k-k')nA(\T(j°i)A)

o .
' . _ .
(k'-1)n+i [i(k kK'+Dn, pn*3-2,7

]

-t

Or 0 < n+j-i < n donc n+j-i€kK

et (k-k'+1)n€ K

On a encore

™FanT%A = 0 .

I1 y a donc au moins (qn+l) socus-ensembles " TTA" disjoints
dans @
Comme m(T*A) = m(A) on en déduit
1

m(A) < 71 m ()
donc
m( U ThA) < ﬂi%I m (Q)

ieK - an

A

<

(& + %) m ()

€ si n et q sont suffisamment grands.

3

On peut donc choisir K pour que le re.guyrement maximum soit

soit aussi petit que l'on veut.
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6 - Proposition.-~

I1 existe un nombre OK’ indépendant de (Q,8,m,T),

0 < o < % tel que
1°) ¥ A e_/tl( : m(A) < 0\ )
2°) ¥ e >0 , 3 A ¢ ﬁEK tel que
m(A) > (op - e) m (Q)
3°) On peut choisir K de telle sorte que noK soit
aussi voisin de O que l'on veut.
7 - ox est un nombre rationnel.

7.1 Introduisons l'ensemble des " différences " :

D =D, o= kg =ks | ie{ O,n-11}, j ¢{ 0,i-1 } }

et notons &P * 1le complémentaire de & dans N.

Soit N ¢ AfK aveec N = {O,nl,nz,...,np,...}

Alors né/fKé_—_-.é n;-ng e D* Vi, ¥3.

Sinon n; - nj = k2 - km

donc n; + k. = nj + Rl

or n; + kmé N + km et nj +k, € N + k,

Comme N + k, et N + kl sont deux ensembles disjointc

ceci est impossible.
La recherche d'une suite N de Afy égquivaut donc 3 celle

d'une suite

D = { Ny sN,y=NgsNg=Noye e np_np—l"' }
= { dl,d2,d3,... }
avec j « . ]
z di+h€§> Vi, ¥j.

w0
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7.2 Soit anﬁD) la moyenne de Césaro de (dl,dz,...,dn)

et a (D) 1la limite inférieure de an(D) pour n tendant vers

1'infini
d, +d, & ...+ d
1 2 n
a (D) = = ~—
. _ lim
¢ D) = -n-_;; an(D)
Nous pouvons ne considérer que des " di " dans

¥ DX n(0,k 1) car si on augmente d; , o (D) augmente.

Nous avons dl = ny

d1 + d2 = n,
dl + d2 + d3 = ng
n
y d; = n
i=y * "
n
donc n = card [.N N0,1,2,... f di)]
. o1
_ card[Na(0,m)] n Sy
Alors & = - avec i§1 d; <m < = i .
n n+l
Puisqu'il n'y a pas d'éléments de N entre i d. et 81 d;, on

R
I
;. - card i?n(oj i 4y

n
r d, A
1 1 *

%
avec A <d, , <k, car d. ., ngl

N
d'od 8 = § x — 2
I d
1 i di + A
TN
Comme X est borné, 1lim = =]
belmald z
1 di + A
donc 1lim Gm = lim § 4.

1
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n

L
. card [Nn(o, a.)]
Soit  d™N) = Ilim ~ 1 1
n+e d.
.z
iz1
T S
- T d_ b d.
iz1 1 1im i=1 *

!
In g (D) ~ a(D)

7.3 Nous allons maintenant montrer qu'il existe une suite

D_., périodique, telle que a'(DO) soit minimum.

o’
Pour cela, nous allons étudier le probléme suivant
Soient m points pondérés de masses respectives
815 d,5 -+ 5 & tels que seuls certains " couples " a; a;
soient " admissibles ". Nous dirons qu'une suite est " admiscihle

si tous les couples consécutifs extraits le sont.
Alors, il existe parmi toutes les suites admissibles

e sui: ) W cee W
ur 1te 1 5 Yo s n °® avec

vy efagd o o1

dont la limite des moyennes de Césaro soit minimale et cetts

suite peut étre choisie périodique.

7.4 Démonstration

Formons toutes les " boucles admissibles " c'est &

dire toutes les suites finies permiees, sans points doubles.
Nous avons donc
b=b>»

b, ... by (by...) que nous écrirons

1
b = by by, ... b avec bi_e{ a, } . € (1...m)

bi # bj si i # 3.
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I1 y a au plus

m + m{m - 1) + +

2

nombre fini de boucles admissibles.

telles boucles donc un

BIB

(Remarquona.que pour les déterminer il suffit de cor-
sidérer toutes les boucles débutant par a; , puls toutes cell.s

débutant par a et ne contenant pas a o puis toutes celles

2

débutant par az et ne contenant ni a; ni ap ee- ).
Soit alors

Q = ml w2 m3_... wn ey,

avec w. € {a,} ) une suite admissible.

ie(l...m)

Posons Qn S Wy Wy e W
lo =1 (Q) = inf { i l mi € (wl e wi_l) }
ig = 3 (@) défini par wj (2) = wi (Q)

avec j () < i (Q).

A = X ()

1"

i (@) - 3 (@)
bO = b (@) = wj (Q) wj () +1 °°° wi Q) - 1 .

et W) = wy wy +-- Wy gy o1 Y5 (@) “i(e) +1 " “n

Si a(Qn) ect la moyenne de Césaro de @~ nous avons

W + w + ... + W

a(q ) = e ﬁ % . Donc
noafa ) : (wl+m2+...+wjn_l)+(mjo+wjo+l+...+wio_l)+(mio+.o.wn)
n a(ﬂn) = (mjowmjo+l+...+wi _l) + (wl+wz+...+wjo_l+wi0+...+mn)
= 2@ afbe ] + [ -2 (@] e [pea )]
= a (b)) + (n - 1) alypla)]
Appliquons de nouveau " 1l'opérateur ¢ " a g (2}

Nous obtenons

[n - 2 )] @ [pee D] = 2 atby) - [n - Ay = a-e (Fa )
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d'od m ala) = Aja(b )4A;albyd+(n-a -2 da[y? (e, )]

et, de proche en proche,

k-1 k-1 X
na(9 ) = I Ao (by) + n - R Ai} a [;P (Qn)J
1=0 =0
k-1
avec K=n- I A, <m car comme il y a m valeurs dis-
i=0

tinctes de w;, dans tout ensemble de longueur supérieure 3 m

il y a au moins une boucle.

D'an o1
. - k
na() = i)=:o Ay a(by) + Kalp ca)]
k-1
> (ifo Ai) @, + Ka E?k(ﬂn)]

ou @ représente 1'infimum des moyennes de Césaro des boucles.

D'autre part, *)k(nn) comporte K termes et sa moyenne de Césaro

est supérieure ou égale a inf a; donc

k-1
n a (Qn) > (.2 Ai) a  + K 1qf (ai)
1=0 3
n-K K
a (2.) > — ay + = inf a
i
> o - X o+ X inf a
- o n o n N
i
et 1im ,
Fg o kﬂn) 2. GO.

1]

Donc, il existe une suite " minimale " qui est périodique : c'ec

-t

la suite b b b . .

ou ba est une boucle vérifiant o (ba )

o o
1'infimum étant pris sur l'ensemble des boucles admissibles.

o, = inf a(bh),
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7.5 Remarque.-

Si une paire a;, a; est admissible sans que le tri-
plet a; a; a; ne le soit, le raisonnement précédent s'appliquc
encore en remplagant le point a; par deux points a'i et a”i,
de méme poids que a; et en considérant les ncuvelles paires
admissibles oconvenables.

Exemple '@ supposons que l'on ait gquatre points, les

paires admissibles étant déterminées par le diagramme suivant

al[ > 92
az € > 3y
i a, a, cot admissible sans que a, a, a, le soit, on obtion-

dra le nouveau dilagramme v
\

N /l2 )a”

17 l 2

>

< a
7.6 Prenong pour " a " tous les blocs admissibles Bg

aj Y

tels que la somme des " dy " d'un tel bloc soit supérieure cu
égale 3 kn E tous les bloecs étant choisis de méme mongueur.
Cecl est touﬁcurs possible : il suffit de prendre pour longuwur
commune des blocs le nombre kn-l + 1. En pratique, la longueur
choisie pourra &tre trés inférieure & ce nombee.
Alors si B1 82 et B2 83 sont admissibles, Bl B2 83 l'ecst
car By est sans influence sur B4 puisqu'ils sont séparés par
des termes dont la somme est supfrieure 3 kn—l donc apparticnt
i *

Les blocs étant choisis de méme longueur, la moyennc

de Césaro des d;, est la moyenne de Césaro des bloecs positifs.
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La suite minimal: périodique trouvée dans le lemme
nous fournit donc une suite minimale périodique d'éléments de
D dont la limite des moyennes de Césaro est rationnelle.

Donc o est rationnel.

7.7 Exemples.-
a) Reprenons 1l'exemple de 4.5
K
$

bt . . . P .
donc &= {m | m > qn+l} et la suite minimale périodique est

{0, 1, 2, «.. y, ny, 2n, 3n , ... gn}

{0, 1, 2, ... gn}

trivialement

D = (0, gn+tl , gn+l, ...)
d'ou N = (0, gn+l, 2(gqn+l) , 3(gn+l) ...)
a2t OK = ~EH%I—
h) K = {0, 3, 7}

D= {0, 3, 4, 7}
- f1, 2, 5, 6, 8}

bo =1, 1, 8

_ s . 10
et a (bo) = inf (ai) = =3
NN - 3
d'ou o = e
et m (AUTSAUTIA) < 2 m ()

10
si A, T3A et T'A sont disjoints.
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8 - Exemple d'une suite infinie (k.) , (k; < k., .,) telle que
n-1 k, 1 1 i+l
la mesure meximale de T A ait une limite inférieure
0
riulle.
Nous allons montrer que la suite ci dessous répond

2 la question

0,1,2,3,....n,2n,3n,....,9n,

wl,ml+1,ml+2,....m1+2n,ml+un,ml+6n, ..... m1+22qn,
My M +1,mo+2,. . omy427n,my 2,20, my*+3.2%n, ... L m,+2*qn,
ma,m3+l,m3+2,....m3+23n,m3+2.23n,m3+3.23n,.....m3+26qn
mu,mu+1,mu+2,...gmu+2un,mu+2.2un,mu+3.2qn,.....mu+28qn
m_,m_+l,m +2,....m +2Pn,m +2.2Pn,m_+3.2Pn,..... m_+2Pq.2Pn
p*Tp 2 TpT p ¢ ™M *"p " p o4
X7 v ’ 2p
aveco mp+l > mp + 27Fan.

Considérons la sous suite finie K_ &
. 2
K = {0,1.... m_+ 2 pqn}.
p P
¢t soit qp correspondant.

L'ensemble des différences contient 1l'ensemble des différ-nc:-

Ks - ki pour m < ki < k. <m c'est 3 dire l'ensembls dos

] D 3 p+l’
différences de l'ensemble

0,1,2,...2°n,2.2Pn,3.2Pn,...,2Pq.2Pn

Or, cet ensemble " différence ¥ est l'ensemble de tous

les nombres entiers compris entre 0 et 22Pqn.

T

La mcRure maximale de Ap, sous cnsemble associé a  ¥_,

2st donc infériaure a
1
Z

(—=
2z pqn + 1

Y m (Q)
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donc g < =—p——— < == |, Or si o p est le nombre de

termes de la suite Kp on a

P b = (n+l) + (g-1)
+ (2n+l1) + (2q-1)
+ (2%0+1) + (2%g-1)
+

+ (2Pn+1) + (2Pq-1)

2

n(14242%+ ... + 2P) + q (142422

+....42P)

p+l_
(n+q) 2-7—:—%—— = (n+q) (2p+1-l)

1}

donc

(n+q) (2P*1-1) < 1 ntg_ ___3g

"1 0
22pqn 9P ngqg p*

p_ 0o <
P P
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