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E T U D E D ' U N E C L A S S E D E S Y S T E M E S D « O P E R A T E U R S 

E L L I P T I Q U E S ET D E G E N E R E S 

p a r 

P. B O L L E Y et J . C A M U S 

INTRODUCTION. 

On se propose d'étudier des problèmes aux limites dans un ouvert 

de (R n associés à des systèmes d'opérateurs elliptiques à l'intérieur, dégé

nérés sur le bord de cet ouvert, le bord étant caractéristique. C'est une 

extension de l'étude faite dans (Y| dans 1G cas d'un seul opérateur. 

Soit un ouvert Q defR 1' borne, de bord T. On suppose que Œ est une 

variété à bord de classe C°, de bord T. On se donne une fonction c P d e T R n 

dans [R de classe C vérifiant : 

fi - { x € m n ; f Cx) > o} 

V « { x £ № n ; <f Cx) - o} 

grad ^ (x) f- o pour tout x appartenant à F. 

où grad *f (x) est le vecteur gradient de *f (xJ . 

Pour i,j=1,...,M so::ent les opérateurs L. , 2 L..(x j D ) définis 
j-j ij x 

sur fi par . „ f A. , •» .̂ . K m f C s ^ + t j ;<*.) s.+t.-h 
L,, uCxi H L.,Cx ; D ) (utx)} s X P * 3 Cx ; D ) 

I l - u . 
o * "h 

{<fCx) J u(x)} 

où s i et tj sont dos entiers de 2, sont des entiers deflM, 

P.. J sont des opérateurs aux dérivées partielles d'ordre s. * t . - h au 
ij 1 3 

plus, avec une condition d'ellipticité pour l'opérateur matriciel 

s +t 
fP J l 

ij Ji,j*1,...,M " 
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On note L l'opérateur matriciel C j 3 ^ ^ ^ ; on se propose 

d'étudier le problème aux limites associé à L : 

{L u ° f dans 

B u a g sur T 

où B est un système d'opérateurs aux dérivées partielles frontières en 

nombre fini, du point de vue de l'existence des solutions u 3 (u-,...,u M) 
H t.+p 

dans des espaces de Sobolev avec poids n W J (fi) pour p entier >. 0 où 

Vp
 t +p-a. a t,+p 

W (fi) » {u £ H J J(fi) ; ¥ J uen 3 ta)}. 
a j 

Comme dans le cas elliptique, on ne peut pas se donner arbitrai

rement l'opérateur (L,B) pour que le problème soit bien posé ; aussi, sera-

t-on amené à introduire certaines conditions sur cet opérateur. Le but 

essentiel de cette étude est de montrer que l'opérateur (L,B) est un opé

rateur à indice entre espaces convenables, le second membre f ~ (f^,...,f^J 

M p-s j L 

étant dans lî H (fi) et on montre en particulier comment l'indice dépend 
i«1 

de p. Cette étude donne par ailleurs des résultats de régularité pour les 

problèmes aux limites associés. A la différence des systèmes elliptiques, 

il est nécessaire de faire une étude directe dans le cadre H P , p étant un 

entier ^ o, le nombre d'opérateurs frontières pour les problèmes aux limites 

associés dépendant explicitement de l'entier p. 

Dans le chapitre I, on fait une étude systématique des systèmes 

d'opérateurs correspondant à une variable surfR + (et comme corollaire surfRJ-

La méthode utilisée est différente de celle utilisée dans [2J pour un seul 

opérateur ; elle redonne évidemment les résultats de (YJ pour M a1, mais de 

façon beaucoup plus élégante et sans faire appel aux résultats fins de la 

théorie de Fuchs. 
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Daos le. chapitre II!, O R eoostrUit des e s t i m a t i o n s ^ ptlo^i pour 

les opérateurs à plusieurs variables par une technique d'homothétie à par

t i r d e théorèmes d'isomorphisme obtenus dans le chapitre I pour les opéra

teurs correspondant à une variable. De ces estimations a priori, on déduit 

les résultats d'indicée 

Notons que cette même méthode permet d'étudier des systèmes d'opé

rateurs elliptiques et dégénérés avec une dégénérescence qui a lieu sur une 

hypersurface contenue dans l'ouvert, et de montrer en particulier, comme 

dans [5], que ces opérateurs sont partiellement hypo-elliptiques. 

Cette méthode permet aussi d'établir comme dans [6] les conditions 

nécessaires et suffisantes de coercivité pour les formes intégro-différen-

tielles formellement positives, dégénérées ou non, dans le cas non dégéné

rées, on retrouve ainsi les résultats de {/] et [&] . 

Le plan est le suivant : 

I - UNE CLASSE DE SYSTEMES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS, DEGENERES, ELLIPTIQUES. 

1.1. Les opérateurs. 

1.2. Le résultat. 

1.3. Etude au voisinage de + <*>. 

1.4. Etude au voisinage de 0. 

1.5. Démonstration du théoVème 1.1« 

1.6. Corollaires. 

II - ETUDE D'UNÍE CLASSE DE SYSTEMES D'OPERATEURS AUX DERIVEES PARTIELLES, 

ELLIPTIQUES ET DEGENERES « 

II. 1. Les estimations a priori dans le demi-espace fR^ pour le, cas des 
coefficients constants. 

11.2. Les estimations a priori dans le demi-espace ÍR^1 pour le cas des 
coefficients variables. 

11.3. Estimations a priori dans l'ouvert Q. 

11.4. Existence des solutions darïè les espaças Iî W Ciî). „ 

j-1 a J 
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I. UNE CLASSE DE SYSTEMES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS, DEGENERES, ELLIPTIQUES. 

1.1. Les opérateurs. 

Pour i,j B1,...,M, on considère les opérateurs différentiels 

L^j = l-^Ct ; D^) définis sur fR par : 

M i n t s j + t ^ a ) s +t -h a -h 
L.. u(t) = L . . ( t ; D , ) { u ( t ) } = E J J P., 3 C D J {t J u ( t » 

où 

' " V I S ' 

(il) s^ et''tj sont des entiers de IL avec s^<_o (on peut toujours se 

ramener à cette hypothèse) • ou est un entier de Í1M ; 

(iii) P. 4

 J (D.) est un opérateur différentiel d'ordre < s. + t . - h, 
ij t — i j 

identiquement nul si s ^ + t j - h < o , à coefficients constants complexes de la 

forme : . . c +•»- - h 
Sj+t.-h S i + t j h g t h 

Ainsi, considéré comme un opérateur différentiel est d'ordre 

£ s^ + tj en la différentiation, admet le point t=o comme point singulier 

à l'ordre a. ; le point à l'infini étant aussi un point singulier pour L... 

3 3 

On s'intéresse au problème 
f M 
J l L. . u (t) - f .(t), t 6 FR . 

soit en d é s l g n m t par L l'opérateur matriciel tL^j), u(t) le vecteur 

(u .(t)). . . ̂ M et f(t) le vecteur (f.(t))„ . ̂ M , on s'intéresse au 
j 1 <J £f1 i 1 <_i £n 

problème : 

Lu(t) * f(t), t £ f R + . 

Cet opérateur L induit un opérateur linéaire, continu de 
M t.+p M p - S l t +p 
n J m) dans n H CfR ) pour tout entier p > o où W (fR ) est 

J*1 j i=1 j 

l'espace de Sobolev avec poids : 
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t.+p t.+p-a. a. t.+p 
W J ' (fR +) = {u éri

 J J(fR +) j t
 J u £ H J CfR +) } 

muni de la norme du graphe, (cf. [2] pour les propriétés de ces espaces). 

On se propose de démontrer que sous une condition algébrique, cet 

11 t 1 + P 11 p-s-, 
opérateur L est un opérateur à indice de II W J (rR ) dans II HT •L(fR ) 

j-1- " J + 1-1 
et de calculer cet indice qui, comme on le verra, dépend de l'entier p. 

1.2. Le résultat. 

On définit le polynôme déterminant <j>(p ; L) = <|>(p) associé à L par 

<f>(p) » dét (<}>.. (p - t. + a.)) où (J). . est donné par : 

Plin(s.+t .,aj s.+t.-h a. 

+ „ t p î » 2 3 3 P,1, A. h i J p(p-1)...(p-a,+h*1). 
h=o 1 J ' s i V a + , , 3 

J s ^ + t - h 
Il faut noter que seul le coefficient p.. 3 . . d e la dérivée 

s i i i J 
maximum dans l'opérateur P̂ - CD^Î intervient. Du point de vue de la 

théorie de Fuchs, <j>^jtp) « o est l'équation déterminante de l'opérateur 

transformé de Fourier de l'opérateur L ^ au point singulier à l'infini. 

Cette équation est d'ailleurs liée de très près à l'équation détermi

nante de l'opérateur L^j au point singulier t=0. En fait, comme on le verra, 

on n'a pas besoin de faire appel directement à la théorie de Fuchs, 
s.+t. 
i i 

On définit le polynôme ^(p) = dét (P.. J ( p î ) . Il faut noter que 
s.+t. 1 J 

seul l'opérateur de dérivation maximum P ^ ^ e l'°Pérateur inter

vient. 
On note m le nombre de zéros de ij>(p) tels que Im p > o et r le + p 

nombre de zéros de <j>(p) tels que Re p > - p - — . 

Théorème 1.1. 

Sôit p un entier ^ o. Si le polynôme <J>(p) n'a pas de zéro sur la 

1 
droite Re p » -p et si le polynôme i(/(p) n'a pas de zéro réel, alors 

N t.+p M P - S i 

l'opérateur L considéré comme opérateur de lî W ( fR ) dans n H CfR D 
j-1 j + i«1 

est un opérateur à indice, d'indice Y = m - r . 
A p + p 
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Remarque : Si une des racines p de l'équation <î>(p) = o est telle que 

Re p « - p , > on ne peut plus rien dire ; dans certains cas, l'image 

n'est pas fermée. 

La démonstration de ce théorème sera faite en trois étapes : 

on fait une étude sur un voisinage de 0, puis une étude sur un voisinage 

de + • •<* et ensuite, on regroupe ces deux résultats pour obtenir l'étude 

globale sur fR +. 

1.3. Etude au voisinage de + «y-

Proposition 1.1. 

Soit p un entier ^ o. Si le polynôme ^(p) n'a pas de zéro réel-

alors (pour tout T tel que o'<T < + <»), l'opérateur L est un opérateur à 
M t.+p M p - s i 

indice de n W J (T,+ °°) dans Iî H (T,«ï d'indice m + , 
j-1 a j 

Démonstration : 

C i ) l'opérateur M » (M..Î avec M.. u(tî « P . . J (D.) {t J u(t)} 
ij xj ij t 

i î t,+p - p - ^ 
est un opérateur à indice de E W ° CT,<») zans II H (T, w) d'indice m , 

j-1 a j j-i 

En effet, pour T > o , il y a une correspondance bijective de 

M t.+p M t.+p 

Iî W 3 (T,+«>) dans Iï M 3 (T, +») oar l'application : 

(u 1,...,u f 1) > (t 1
 u ^ . - o , t ' u n ) . 

a.+t. 
Si bien qu'il suffit de montrer que l'opérateur N - (P^ ^ D ^ ) ) e S t U n 

Il t.+p H p~s. 
opérateur à indice de II H J [7\«>J dans lî H il,™) d'indice m . Or. 

. j=1 i«1 
s^+t. 

comme dét (P 3ip)) n'a pas de zéro réel, ce résultat est classique Ccf„ 

par exemple) : le noyau de N e.:t de dimensic^ M a ^ce sent les solutions 

du noyau à décroissante exponentielle) et N est surjectif. 
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M t. tp 

C ii ) l'opérateur L-M est un opérateur compact de n W 3 (T,«0 dans 
M p - S l J-1 a J 
n H (T,+«0. 

t^+p t .+p-1 
En effet, l'injection W J (T,«>) dans W 3

 A (T,«>) est compacte 
a. a .-1 

J 3 4-
pour a . > 1 et L. . - M. . est linéaire et continu de W. A (T,+«0 dans 

J - " ij ij ot -1 
P~s 

H (T,«>) pour a. > 1. De plus, L. , - M, . « 0 ai a. » •. 
J - ij i3 3 

M t +p 
(iiil On en déduit que L est un opérateur à indice de H W J (T,«>) dans 

C p ~ s i < M J = 1 a j 

rt H '(T,*0 d'indice m i ' 
i-i 

1.4. Etude au J voisinage de 0. 

Proposition 1.2. 

Soit p un entier >_ 0. Si le polynôme <f>(p) n'a pas de zéro sur ia 

1 
droite, R e p « - p - — , alors pour tout T tel que 0 < T < + <* , l'opérateur L est 

un opérateur à indice de : 
M t.+p M P - S . H 
n W J (0,T) dans n H (0,T) d'indice E-(s.+t.) - r . 

j-1
 a j i«1 i-1 P 

Démonstration : 
tj t -h t.-h t.-h 

(i) l'opérateur P = (P., J avec P 4 . u(t) « Z p;1? D^ J (t J u(t)) est 
1 3 1 3 h=o y t 

M t. M 2 n 

un opérateur à indice de n W J (0,T) dans H L (0,T) d'indice l t -r (P;, 
j-1 j 1-1 j-1 J ° 

1 
où r (P) est le nombre de zéros p vérifiant Re &>-•=• du polynôme déterminant 

o - Z 

<f>(P ; P) associé à P, sous la condition que c|>(p,P) n'ait pas de zéro situé 

1 
sur la droite Re p * 

En effet, on fait la transformation d'Euler - T * Log t et le chan-

gement de fonctions u^ft) 3 e w j ^ T ^ ; s i b i e n % u e le système Pu(t) * f(t) 

pour t € ( o , T ) se transforme en un système Q W ( T) « h(r) pour T [-Log T,+ » ) 

(-*) Pour les propriétés sur les opérateurs à indice, on renvoie à [V] . 



III - 8 

qui est un système ordinaire différentiel ordinaire, à coefficients constants, 

dont le déterminant caractéristique est précisément <j>(-i Ç - ^ ; P) qui est non 

nul pour Ç réel (d'après l'hypothèse faite sur <f>(p ;P)) ; par conséquent, 

Il t. il 2 

de la surjectivité de 0, de n H J ( - L o g T,+«>) sur II L (-Log T,«0, on 
J = 1 M t. n J = 1

2 

déduit la surjectivité de P de II W J(0,T) sur II L (0,T), et de plus, 

J-1 i-1 M t. 

la dimension de l'espace des solutions du noyau de 0 dans II H 3(-Log T,+«>) 
j-1 

(i.e. : à décroissance exponentielle en T 3 + «0 étant égale au nombre de 

1 M 

zéros Ç du polynôme ^ t - i Ç - - ^ ; P) tels que Im Ç > 0 c'est-à-dire, l tj-r Q(P). 

•n en déduit que la dimension du noyau de P dans II W J(0,T) est E t.-r (P). 
J-1 J J-1 3 ° 

M t.+p N 
( ii ) l'opérateur P est un opérateur à indice de II W 3 (0,T) dans II H P(o,T) 

n J = 1 J 1 = 1

 1 

d'indice Z t.-r (P), où r (P) est le nombre de zéros p vérifiant Ré p>~p~-=-
J-1 3 p p 2 

du polynôme <f>(P 5 Pî* sous la condition que (f>(p ; P) n'ait pas de zéro situé 

sur la droite Re p = - p -

Pour cela, on considère l'opérateur 0 ~ № ^ avec u(t) c 

D ? " ' P J J f t P u(t)), c'est-à-dire qu'on a le diagramme : 
L Ij 

M t +p P fi
ll W 3 (o,T) > n H PCo,T) 

J-1 j i-1 
A 

t P
 D P 

M t.+p ni 
n W J (o.T) > n l/CO.T-î 

j-1 J P 0 i-1 
t.+p 

La multiplication par t p est un opérateur à indice de (o,T) 
t,+p j P 

dans (o,T) d'indice -p. 
j 

La dérivation D P est un opérateur à indice de H P(o,T) dans L^Co.T) 

d'indice p. 
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M t.+p 
L'opérateur Q est un opérateur à indice de n W . J (o,T) dans 

M 2 ' M j-1 j 
II L (o,T) d'indice E (t.+p) - r (Q) d'après (i). Le calcul de <{>(p 5 Q'J 
i-1 j-1 J ° M 
en fonction de <J>[p ; P) montre que cet indice égale E t , - r (P). 

j-1 3 P 

fi t;+p 
Par conséquent, P est un opérateur à indice de n W (o,T) dans 

M n M j-1 j 
II H M(o,-n d'indice S t. - r (P). 

i-1 j=1 3 P 

M i n ( t j ' " j 3 t.-h-t.-h « - h 

(iii) l'opérateur R - (R. J avec R. . uttî = I pA D.3 (t J u(t)) 
1 J

 M

 1 J h-o i J * 
M t<+p M D 

est un opérateur à indice de n W (o,Tj dans n H (o,D d'indice 

' j-1 °J " i-1 

1 
n t.rr, (R), où r (R) est. le nombre de zéros p vérifiant Re p > - p - r-

du polynôme déterminant ç>Cp ; R) associé à R, sous la condition que <J>(p ; R) 

n'ait pas de zéro situé sur la droite Re p 11 - p - — * 

Pour cela, on pose al = Min Ct. , a j et on considère les opéra-
3 3 3 

ci.-a1. 
teurs R' » CR' ) avec R 4 . uCt) = R'. . Ct J J uCtîï et P - (P..) avec 

U t . ±3 ij U 
j 1 

P uCt} « R' Ct J uCt)?, c'est-à-dire qu'on a le diagramme : 

n t.+p 
n W J (o.'O 
JK1 j \ . 

t J J | © 

v ^ ^ ^ ^ 

II W 3 {o,J} — ^ — — > n H P(o,T) 
Jc1 J i«1 
•A 

a.-a' > ^ 

t J j (D 

M t.+p 
n W J (o,T) ^ 
. „ a. 

tj-s; n t 
La multiplication par t u est un opérateur .à indice rie II W t

J (o,Ti 

M t.+p M J e 1 J 
dans n W 3 Co,T3 d'indice - S (t. - al). 

j-1 a j jdi J J 
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M t.+p p 
L'opérateur P est un opérateur à indice de II W (o,T) dans II IT (o,T) 

M ^ 3 1 = 1 

d'indice E t.-r (P) d'après (ii). Le calcul de <{>(p ; P) en fonction de 
i=1 J P 

é(p ;R'3 montre que cet indice égale E al - r (R') (car r (P) « r (R*) + 
. . I D P P 

M j=i J w . y 

E t.- o'J. 
J-1 3 J 

Par conséquent, d'après le diagramme CD, R' est un opérateur à 'Indice 
M t.+p M H 

de II W •? (o,T) dans n H P[o,T) d'indice E t.-r (R'). 
J=1 a J i=1 j=1 J P 

On fait la même opération avec, le diagramme (5) : R est un opérateur à 

M t.+p M M 
indice de n W 3 (o,T) dans n H P(o,T) d'indice E t. - r (R). 

j=1 °J i-1 j=1 J P 

(iv) Sous les hypothèses de la proposition 2, l'opérateur S - (S^j) avec 

Min(s.+t .,ct. ) s +t -h s.+t.-h a.-h 
S., utt) = y 3.3 p i J Q 1 J ( t J U ( T ) 3 e s t u n opérateur 

u h- 0

 P l J ' s i + t j " h * 
M t<+p M p - s 1 M 

à indice de II W J (o,T) dans II H (o,T) d'indice E Ct.-s.O *'r . 
J-t ° J .1=1 ' J-1 3 3 P 

(On remarquera que <})(p ; S) = <j>(p ; L) = <f>Cp3 3. 

" S i 
Pour cela, on pose D, S.. u(t) = R. . uit), c'est-à-dxre qu'on a 1G 

t ij ij 

diagramme : 
Il t.+p R M 
II W J (o,T) — > n H PCo,ï) 

J-1 °J 7 i - 1 

n p-s. / t 
n H 1(o,T) 

i=1 

- s , P-s. rj 

La dérivation D̂ . est un opérateur à indice de H (o,T) dans H' Ce, U 

d'indice - s . . 
1 M t.+p M 

L'opérateur R est un opérateur à indice de II W 3 (o,T) dans H H p(o,T) 

„ J«1 a J i-1 

d'indice. E t.-r (R) d'après (iii) ; le calcul de <(>(p ; R) montre qu'il Gr>t 
1=1 J P 

M 
égal à c*>(p) ; donc cet indice est égal à E t.-r . 

j=i 3 p 
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•M t ..p t 

Par conséquent, S est un opérateur à indice dé II W (o,T) 

1-1 "i 
M p-s M 

dans n H (o,T) d'indice Z ( t . + s j - r . 
i=1 j=1 J J P 

M t .+p 
(v) l'opérateur L-S est un opérateur compact de n W 3 (o,T) dans 
M p-s, jc1 "j 
n H (o,T). 
i-1 

M t.+p 
En effet, L-S est un opérateur linéaire continu de H W" f.o,T} 

J-1 a.i 
M p-s + 1 M p-s +1 J J 

dans II H Co,T) et II H (o,Tî s'injecte de façon compacte dans 

n H p " s i ( 0 , T ) . 
i-1 

M t +p 
(vi) on en déduit que L est un opérateur à indice de n W (o,T) dans 

M p - S 4 M J c 1 "j 
II H Co,T) d'indice E " ( t . + ' s . J - r . 
i-1 j-1 3 3 p 

1.5. Démonstration du théorème 1.1. 

Soit T tel que 0 < T < + < » . On considère les opérateurs suivants : 

- M : u -H-—> Cul r r y , u| * ) JI c'est un opérateur à indice de 
I i u , T J j v» , c o ; 

M t.+p M t.+p M t.+p M 
n W J (TRJ dans ïï W J Co,T3 x ïï W J (T,*0 d'indice - n t. - M ; 

* A ^- + ' A Ci.- - Ci. . . J P 
J B1 J J J-1 J J»1 

- N : (u,j,u,J l > (Lu^Lu^)) ; c'est un opérateur à indice de 

(1 t.+p Ii t^+p M . p-s. Ii p-s. 
W Co,T) x il W ° (T,«0 dans H H (o,TÏ x H ^ T , » ) 

J-1 a j j-1 a j i-1 i-1 
n 

d'indice Z (t. +s.) - r + m (d'après les propositions 1 et 2) ; 

- P : f I > Cfl, , fi , T >) est un opérateur à indice de 
I (o,T3 i CT,«0 

M P-s n p-s. Ii p ~ s 4 Ii 
n H (ÏR +) dans n H (o,TÎ x ïï H X(T,«>) d'indice -lip + E s±. 

i»1 i«1 i-1 i a1 

Comme N o H 3 P o L , on en déduit le théorème 1. 
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1.6. Corollaires. 

Du calcul explicite de l'indice, on déduit les résultats de 

régularité suivants : 

Corollaire 1.1. 

Soient p et q deux entiers >̂  0. Si le polynôme <J>(p) n'a pas de 

1 1 
zéro dans la bande -(p+q) -~ <_Re p p - e t si le polynôme Cp3 n'a pas 

M t.+p 
de zéro réel alors, si u appartient à II W (fRJ et si Lu appartient 

J-1 a J 
M P+q-s M t.+p+q 

à n H (m+) , u appartient à n W (fR +) . 
i-1 j-1 a j 

De cette étude surFR + et d'une étude analogue surfR, on déduit 

comme en 1.5 le résultat surïR suivant : 

Corollaire 1.2. 

Soit p un entier ^ 0 . Si le polynôme (J>(p) n'a pas de zéro sur 

la droite, R e p - - p - ~ et si le polynôme ty(p) n'a pas de zéro réel alors, 

Ii t.+p ii p - s i 

l'opérateur L, considéré comme opérateur de ÏÏ W 3 CfRÎ dans II H (fR3, 

est un opérateur à indice, d'indice x 52 S a. - 2r . 
p . „ i P 
H j-1 J H 

Il en résulte que le corollaire 1.1 reste valable en changeant 

1R + en IR. 
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II. ETUDE D'UNE CLASSE DE SYSTEMES D'OPERATEURS AUX DERIVEES PARTIELLES, 

ELLIPTIQUES ET DEGENERE S . 

Dans ce chapitre, on établit des majorations a priori, les unes 

pour l'opérateur (L,B), les autres pour l'opérateur transposé j moyennant 

un lemme abstrait, on en déduit 1'existence de l'indice, puis des consé

quences de ce résultat. De telles majorations a priori sont d'abord établies 

dans le cas du demi-espace pour des opérateurs à coefficients constants à 

partir des résultats obtenus dans le chapitre I pour les opérateurs corres

pondants à une variable surfR + , puis avec l'artifice de Korn et avec des 

cartes locales, on les transporte sur un ouvert Q régulier. 

C'est la méthode utilisée dans [aQ-# dans le cas d'un seul, opéra

teur. Plusieurs difficultés techniques dues aux systèmes apparaissent, et 

pour faciliter la tâche du lecteur, on donne les calculs correspondants. 

II.1. Les estimations a priori dans le demi-espace I R" pour le cas des 

coefficients constants; 

H - 1 - 1 - Notations et hypothèses. 

Pour i, j°1,... ,M, soient les opérateurs L = L. . (x ; D , , D ) 
Xj lj n A X^ 

définis sur |R n par : 
inf Cs.+t ,,ot J s.+t.-h 

(Dx"Dx ] <*nJ~h^> 
ou n 

s > . t s . - > ^ % 1 9 1 3 1 8 * 

1 1 3 (Dx"Dx )aiJlZ T "dx 7 5 T "3x~ 
n 1 n-1 n 

( ii ) et tj sont des entiers de Z ; on suppose s^ £ o et t^ :>o (on peut 

se ramener à ce cas). 

(iii) ou sont des entiers defN. 

s.+t -h 
( iv ) P,. CD , , D ) est un opérateur aux dérivées partielles, à 

ij x' x p 
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coefficients constants complexes, homogène d'ordre s^ + t , - h , ou identique-
s i+t.-h 

ment nul (si s. + t . - h est < o, P. . (D , , D ) est l'opérateur identi-
i j ij x x n 

quement nul) : 

P.* (D , , D ) = l p . 1 • J D a , D 
^ X X n .lo.j.t-Vtj-h 1 J ' £ ' a X X n 

(où a » (a^ ,... ' a

n_<j ̂  appartient à fl\!n 1 et |a| - + ... + a

n - l ' " ' 

On note L l'opérateur matriciel (L^ < i j <|v| : c e t opérateur 

induit, pour tout entier p>_o, une application linéaire et continue de 

M t.+p FI p-s. t. +p 

ïï W J CfR n) dans n H 1((R n) où W J (rRn) est l'espace de Sobolev 
je1 j i =1 J 

t.+p-a n a. t 1 + p 
avec poids { u € H (fR +) # x^ u fe-H

 J CîR +3} muni de la norme canonique 

(pour les propriétés classiques de ces espaces, on renvoie à [3]). 

Par transformation de Fourier sur (R n ^ par rapport aux variables 

tangentielles x' 3 Cx^,...*x ^ ) , l'opérateur L est transformé en un "opéra

teur L (x ; Ç', D ) qui est l'opérateur matriciel (L..(x ; £ ' , D î) où 
x n
 1J n v 

chaque opérateur L. .Cx ; Ç' , D ) est un opérateur différentiel ordinaire 
ij n * x 

n-1 
en x n , dépendant du paramètre Ç' appartenant à fR' et défini surfR par : 

inf (s-^+t^cu) s.+t.-h a.-h 
L ( x n ; Ç ' , D x . ) t v ( x n ) } , E P 1 J C Ç ' . D x M x n

J v t x j } . 
u n h=o J n 

L'opérateur LCx ; £', D ) appartient à la classe des opérateurs 
n 

étudiés en I. Ceci nous amène à définir les conditions H (IR î , H 4 ( p ;ÏR.) , 
o + i + 

H„(p h U p suivantes : 
Z + D + 

S +t 
H QCfR^) : pour tout C£',p) appartenant à r R n \ { o } , le polynôme dét ( P * hk\ ç>)) 

est non nul et pour tout Ç' appartenant à rpn ^ \ {o} le nombre m(Ç') 
++ 

s i + t i 

de zéros à partie imaginaire > o du polynôme dét ( P ^ J(Ç',p)) en 

p est constant et égal à m +„ 

Pour chaque entier p >_ o, on pose : 
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inf (Sj^tj 

H.tp ; r R ) ; le polynôme $Cp) 83 ciét l^ t.ip-t.+ a.)] où $ .(p) « S 
—! — ^ u IJ J J iJ h « 3 

s.+t^-h a^-h 
p.^ J . i u pip-lî ... (p-a.+h*1) n'a pas de zéro p sur 
iJ>s^^tj-n,o j 

la droite Re p « - p - — . 

On désigne par r le nombre de zéros p du polynôme <j>(p) tels que Re p > - p 

et on pose : 

H n ( p ifR^) : le nombre x 9 m - r est > 0. 2 + p * p — 

t *p 
Etant donné u appartenant à W (ïR n) , on lui associe t.+p traces 

a + j 
n-1 

généralisées définies pour x' appartenant àfR par : 

D q u(x') pour q»o,...., t . + p - a . - 1 si o < a . < t * p 

Y uCx'3 - J -q-1 1 

H C-1Ï i x uCx' ,x Jdx peur q ^ - a m i n (-1, t 4 * p - a -1 j 
j n n n J J J 
0 • A . 

ai 1 oij . 

On note ru K H'_,v u,...,^' „ u3 ; l'application Y : u >Yu 

J j 
est linéaire, continue et surjectivs de 

t + P ^ " P ^ j - I t +p-a -q-1 
W . J ([*") SL.T I H (FR'1 1 3. 

On définit r»H2ir.ta?*-.ar.t les ù|;:~Z'ateur;$ frontière. Lorsque X p est o / ; 

pour i«1,..c,x„ * j«1.....M aoJLant I G S opérateurs 5 B ^ C D J définis par ; 
P ij ij x 

V p " V 1 

B i 1 Y U * 1 S < M , ( D y ' } V 
iJ q--cc, " j M ^ 

eu B i a CD ,3 est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients complexes, 
—oQ x 

homogène d'ordre & i * t. - a. - q ou identiquement nul, si p., + t , - q est < o, 

a± < p-1. 

On note B y 1 5opérateur matriciel I S ^ - YL...* ? cet opérateur 

ia1,....M p 

induit une application linéaire et continus de 
n W J m ) dans ïï H (fR 

j-1 a j * 1*1 



III - 16 

n-1 

Par transformation de hc-riiu sur [R ' , l'opérateur B Y «ot trans

formé en un opérateur B p(£')Y qui est l'opérateur matriciel (B^CÇ'îy) où 

chaque opérateur B | ? ( Ç ' ) Y dépend du paramètre £' de {R n 1 et est défini par : 
t j + p " a j " 1 

On pose enfin : 

H 0 ( p ; r R n ) : pour tout 0) appartenant à la sphère unité S _ de |R n 1 , la 

problème aux limites : 

fUx 5 a) , D ï vCx 3 a 0 I n x n 

|B tu) YV - 0 , si ;< > 0 

ou 

CUx ; 05 , D ? vlx ) - G , el X - C 
n x n n p 

* V P 
n'admet que la solution v ;-* o dans I: tlH^? 

II.1.2. Enoncé des régultats. 

Pour tout ervt/er n ¿ 0 , un ûOPr...dère l'opérateur défini bur 
M t.+p P 

ïï W J (ÎR n j par : 

3 3 i CLu, B «rui si X > 0 
rp . „ „ f> ' P P 

Lu si X - G 
P 

M +- .(.r. 

C'est un opérateur linéaire ot continu de ÏÏ W (fR!,3 dans 

M P-s p p - o — i M p-s, 3 J 

H H 1(ÎR n) x H H CfR } (rasp. K H * Cn-T'3) si x > 0 
i-1 dM 1«1 p 

(resp. x p

 13 0 ) . 

On désigne enfin par irl ^C(R nj ' (resp. jw 3 CÎR?3 ') le ¿0*1 
p-Sj t.*p j 

de H (fR") (resp. W J CfR^Ï . L'opérateur adjoint £P* de £P eat un 

: i r- P ~ 5 r P j p^Xf.+^P ^ "] 

• opérateur linéaire et continu ïï [ H 1ClRj) J 1 x n jH ' 1 *(lR ï r" ') j 
i-*1 j«l 

M r p-s^ -i fv; r t ,*p -y 
(resp. ïï H " clfR?3 ! 1 ) dans ïï iw 3 CfR^Î ' six > c Cre^p, x * Vu. 

i=1 i = | j 1 h 
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On désigne enfin par j _ g 1 1 isomorphisms canonique de |H (IR+}| ' 

- P + S j n

 1 - p + S i — 
sur H q (fR ) espace des distributions de H (rR ) à support dans T R + . 

On a alors les théorèmes suivants : 

Théorème II.1, 

Soit un entier p >_ 0- On suppose que les conditions H Q ( ( R ^ Î , 

H„(p;fR^), H 0 ( p ; l R
n ) , H 0 ( p ;ÎR^) sont réalisées. Alors, il existe une 

1 + 2 + 3 + M M t +p n 

constante c > 0 telle que pour tout u appartenant à II W (fR) on ait : 
J a1 J 

M n t lcjll<Ppu||M p . S i X p J .H,, t.-p-1 , 
n w 3 (frn j n H

 1 ( i R " ) x n H 1

 z c m n ') n w J tmn)( 
j-1 a j [ i-1 i-1 j-1 °j J 

Irasp. | | u | n t + p < c f r p u | M *Mn t . p . ! 

j-1 a j + l i-1 + j-1 °j 

si Xp > 0 (resp. Xp = 0 ) . 

Remarque 11,1. 

Le terme ||u.|| t.+p-1 figurant dans le terme complémentaire 
J W 3 ( I R " J 

a J + 

||uj ^ t _^ des estimations précédentes peut être remplacé par 
n W j

 ( ( R ? ) 

j-1 "j 

||(1 + x J] u.|| _ lorsque a . < t. + p et par ||x u.|J „ lorsque 
N 3 L (fR̂ ) 3 n 3 L/(JR") 

Théorème II.2. Soit un entier p >_ o. On suppose que les conditions H Q(fR^) , 

H J ( P ; | R " ) , H 2 ( p ; f R ^ ) , H 3 ( p , f"R̂ ) sont réalisées. Alors, il existe une cons

tante C > 0 telle que pour tout (f,g) (resp. f) appartenant à 

Y 1 
M p p-s _ A p -p+a. + -̂  M r p-s. - i 

n H 1 ( I R " ) • x n H 1 ^ ( I R n ^ î (resp. ïï H 1 ( Î R " ) F ) 

i-1 - + J -i-1 ;i-1 L + J 

si Xp > 0 (resp. Xp • 0) on ait : 
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H W ) 'x n H 1 2tmU h 1 uW3 s 

i-1 L i-1 [ J-1 J 

+ 2 iiJp-s "Pli - P + V 1 n + H 1 l 
i-1 i H 1 (lR n) * p :-p*Qf± . , Y 

ÏÏ H *iifP~1) 
i=1 

« | H v j - 1 » K ' ^ ' J ' v i V s , f i i - p * v 1 , m n , ' 

j>1 ^ j=1 j i-1 i H [TR J 

II.1.3. Démonstration du théorème II.1. 

On suppose xp > °- L e s hypothèses H Q £ E?"), (p ;fR^3, H^-fp ;IR"l, 

Hg(p ;IR^) impliquent que pour tout w appartenant à S n _ 2 le couple d'opéra-

teuris £P {(ù) = (L(x ;'u, D 3, B ( C D Î Y) réalise un isomcrphisme de 
M P n p 
M t4.p M p-s" X P 

H W J (fR ) sur n H M T R J x C . La sphère S 0 étant compacte, il 
i»1 j i=1 
existe une constante C > 0 telle que pour tout w appartenant % S ? et 

M t *p 
pour tout v appartenant à ïï W (ÏR,Î on ait i 

j-1 , Œj 
M \j +P , o, T M M 
Z E NorCs J v )J{ < C J E Ij E L. . C.'3;oj,QcJ {v.(sî}|j p - s . 

j-1 9?o 3 3 l/tïR ï i-1 j-1 1 J •. J H 1 C m ' i 
X p M 

+ ï I S BJ.(O>) y u | ^ 

i-1 j«1 " J ^ é 

Pour Uj appartenant à cD(fR +) et V appartenant à IR n ^-{o} , 

on pose : v.(s} - u.(x ) avec s » x \V\ • 

On vérifie que l'on a les relations -

£ a i a.-il . a . 

D*(s J v,(s)).-- |Ç'| J
 D * ix? U.CXJJ pour *«o,...*t, tp," 

s j x ^ n j n J 
ct.-s^-t. 

L 1 J(s,aj,D s) {Vj(s}} « | ç f | ^ J L i j ( x n ; Ç ' , D x j t u j ( x n ) } avec a) - Ç'/1 Ç ' ! 
n pour 1, j"i, * ,M. 

q-or.-t.+a 

B i j q ( a ) ) S I 5'' B i j q ( Ç , ) P ° U r l ^ 1 " - - ^ p ' et 

Y q Vj » |Ç'| q Y q Uj pour q=-aj,...,tj+p-a,-1. 
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Par suite, il existe une constante C > 0 telle que pour tout Ç' 

appartenant à IR n 1-{o} et u appartenant à ) ) M on ait : 

M t J * P «r A*5 o a i 
= * U'I J l|D* f x n

J u ^ x )J|| < 
j-1 *-i n n J n |/{ R +) 

' M p-s M . 

C< Z E U"l II -I U'I. J J D* L ( n.,0 ) { U . ( x j } | 
i-1 A-o J-1'' x n 1 3 x n J n L T R + ) 

X p M t J + p - « r 1 -a.-t..a. •) 

• E | E E |Ç'| 3 3 B I ( Ç ' ) Y U | -

i-1 J«1 q — a . l j q q J 

3 J 

Cette relation est aussi valable évidemment si l'on remplace u.(x ) 

-cu+t^+p-i n 

par |Ç'| J ^ U j ( x n ) . Ce qui donne : 

M tj+P t,+p-£ a. 
E I |ç'| ||D* Cx 3 u(x))I < 

j-1 A=o x n n J n |/t R +) 

' M p - s ± -Si-ji+p n 

H J 2 U' I II ^ °Z W X n î a , ' D x ] { u l ( x n ) } H 2 
i-1 £=o j-1 x n 1 J n x n 3 n L Z ( f R + ) 

X p n tj+p-otj-1 _ a 1 

i=i j-i q — a . ijq q j 
j ; 

— M 

Ainsi, pour tout u appartenant à ( §D (fR + ) ) et tout Ç' appartenant 

à I R n ^-{o} on a : 

M tj+P t.+p-A a, 

E E |C ' | ||D* ( x n

j Û (Ç'.x n))|| < 
j-1 £-o n n 3 n L^(fR +) 

M P" si -Si-t+p M -

i-1 £-o j-1 x n 1 J P X n J n L 2(rR +) 

1 "» 
X p M ^ J + P - a j " 1 ~a±*P'7 

+ 2 | 2 "s U'| Biin (5'î vijr.^lf 

i-1 j-1 q - a j 1 J q
 Q 3 J 

On intègre par rapport à'Ç' dansfR n 1 ; ce qui donne : 

A l . 1 l | D x « °x
 ( x n J u ) H 2 n 1 C j " , , 1 « " D x ' D x

 Lij u j l l 2, n j-1 |o|+A-t.+p X n n l/(IR?) i-1 o n - p - 9 . j-1 X X n i J J \Amn) 

X p M 

* S H E B i j Tu J | +1 n . 1 (car -a . p - l > 0 ) 
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d ' ° Ù * «1 f o 

* l i x n j
 uJ" HVP n . i

c p P

u i i H p - B l r * P 4 . 
j-1 H j : ( f R n j 1 n H ^ " ï R ^ x il H 1 W 1 ] 

<• i=1 ' i=1 

M a, 
+ Z HXn

 UjH 2 n 
j-1 n ^ L ( 7R ) . 

On en déduit le théorème II.1. et la remarque IÏ.1. 

11.14. Démonstration du théorème II.2. 

On suppose x p > 0. L'espace J W ^ (ÏR^JJ* étant canoniquement 

j r t A *p n T 

isomorphe au sous-espace des distributions de lW J i[R ] J ' à support dans 
— * j 
IR n , on peut considérer l'opérateur (P comms un opérateur linéaire et 

^ JVJ X 
continu de n | H P

 8l(lR"î]v X ÏÏ° H " p + a ^ 2"ifRn'1 ) dans n - [w*J P(fR n)] 
1=1 " * i-1 j=1 °j 

1 
M ; r p-s^. . -j X p -pva.+2 1 

Soit Cf,g) appartenant à ïï': H i(lF^3 ' x ïï H ClR n~ ). 
î-1 L J i«1 

* ' n n 

On va donner l'expression de o Cf,g)-"au sens de CfR )). . Peur cela, on 
• P 

note L* l'opérateur adjoint formel d e ' L , dans 3>'(mn) , 8*. l'adjoint 
ij ij iJQ 

formel de B,, . dans [IR ), c(x ) la distribution de Dirac en la varia-
ijq n 

ble x , concentrée à l'origine et enfin YCx ) l'z fonction de Heaviside en 
n n 

la variable x (i.e. YCx 3 = 1 pour x > 0, YCx î s 0 pour'X < 0). 
n n, n n n — 

Soit ^ a p p a r t e n a n t à ( g) CrR n) Ï M . Par définition de (f,g), 

on a : 

< 5 >

p Cf.g). > „ , p „ t 

| Î R + n |w 3 C Ï R ? V • x n w J cmn) 

J"1 J : J = 1 J 

- < Cf.g). ?pT > M p X p £ 

| I R + n fH 1(IR n) ] • x ïï H 1 W ') 

x n H ^TT^Î X H H 1 * t(Rn ^ I 

Liai + i»1 -i 
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M M 
= E < f. , E L. . <f 4 r * 

i=1 1 j-1 1 J J [ H P " S i ( T R ; ) ] ' x HP'Si(1R!;) 

X p M tj+p-aj-1 
+ E < g . , E E B. . y u . > . -t „ 

i-i 1
 i = i Q = - a l j q q J -P + f fi*2 n-1 p-V4 n4 

M M rr X p M min(-1.tj+p-Oj-1) 
- E E < L * j f.,T.> + 2 E E C-irq < 

i-1 j-1 1 J P " V J g&'rR^xtfrnfti-l J-1 q — a 

< B*. g. <B> x " q " 1 YCx ), 9. > 
i j q 1 n n 3 3>'CrR n)x£CfK n) 

X p M max(-1,t.+p-a.-1) f 1 

+ E E J E J i " Q < B ? . g. 6 6 l q ; C x } № > 
1-1 j-1 q-o i J q 1 n ' J§)'CfR n)x2>tm n) 

d'où l'on en déduit l'expression de tr (f,g) dans (SD'tIR )) . 

Les hypothèses H (IR") , H.CpsfR"), H_(p;fR"), H Q C p ;(R") impliquent O + i + z + o + 

que l'opérateur adjoint â^Cu)) de l'opérateur ^ t w ) est un isomorphisme de 

M r P ~ s i 1 XD M T t i + P 1 

n [H C ( R + ) J ' x E m sur n [W J ( f R J J ' o Pour.(f,g) appartenant Ji 
i=1 + j=1 a j 
M r p-s -j x x 
II H 1(rR )j' x Œ P , £P (o)J Cf,g) considéré comme élément de 

i*1 + P 

n r t.+p 1 

Il W 3 P Q u r composante d'ordre j 

J-1 3 
x " ^ X P m i n C - l ^ + p - a - l 
CcoHf.g}).- I L * (xiai,D H j n q f,} + Z Z (-1) q . 

P 3 ± m i 13 n x p p - s i i i = 1 ' q — t t j 

B*. (ai) g. x ~ q ~ 1 YCx î 
ijq & i n n 

x p maxC-1,t-+p-a.-1} , > 
+ E E J 3

 i " q B*. Ca>) g, ô ( q ) Cx J . 

i-1 q-o 1 J q 1 

* • r p ~ s i 1 ~ p + s i 
o u ^ p - s ^ désigne ici 1 'isomorphisme canonique de JjH ^ + ^ J ' s u r ^ tfR). 

La compacité de la sphère unité S _2 implique l'existence d'une 

constante c > o telle que pour tout w appartenant à S n__ 2 et pour tout (f,g) 

n f p - S i - X 
appartenant à Iî H f f R J j ' x E » on ait : 

i-1 
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M X p f M M X 

C*) S ||f | + E ! g . | < C ( E || E L (s,u),D ) {j f } + 

*"1 [ H P " S i ( ^ + ) ] - ^ l > 1 i = 1 3 ' 1 

X p mint-l.tj+p-cu-l) _ 
+ E J E J (-1) Q ' B * . (w) g, s q ' YCs) + 

1-1 q - 0 j 

x p max(-1,t.+p-a.-1) ^ , > 

Soit maintenant (f,g) appartenant à C 2>C]R") ) M x C g > ( m n _ 1 n P et 

soit la distribution T\ composante d'ordre j d e S ^ C f . g ) : 

M M min(-1,t.+p-a -1) * A 

T J " A «-ïĵ p-s/i1
 % E , Z M ) B i J d g i * X n "V + 

J i»1 J H i i°1 q B _ a j 

x p maxC-1,t.+p-a i-1) „ ^ , , 
• E E J J i " q B*. g. ® 6 ( Q ) Cx J 
,i-1 q=o l j q 1 

M * minC-l.t.+p-cu-D M 

1=1 i q c - a . ir=1 
J 

maxt-1,t .+p-a.-1] X p ... 
E J i ~ q ( E B ? , + . g < ) « « q \ 

q=o i-1 l j q 1 C X n ] 

(on remarquera que dans ce cas j f^ n'est autre que ?.. , prolongement 

par 0 pour x < 0 de f. ; et ainsi j f * f .est dans 3)(TR )) . K K n i p-s. i i 

Pour tout Ç' appartenant à f R n ^ , la distribution en x^ définie 

sur fR par : 

* M * min(-1,t .+p-a -1) 

Y Ç , ' X n ) " * L i J < V « ' ' D x
 ) (Vs.V^V , + J* ^ (-ir" J 1=1 J n K i q=-a. 

J 

X P . min(-1,t .+p-ot.-1) 
E Bj :(£?) g ^ Ç ' î x* q"VY(x n) + S J i " q 

i=1 q=o 
x p 
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appartient à J W ^ (fR)J ' . On désigne par H^, l'homothétie sH^,: x n — > s « x n | ç i 

pour Ç' appartenant à fR n 1. On note H^, T^CÇ',.) la distribution en s défi

nie sur (R par : 

n -1 

pour toute fonction a de 2)(rR). Pour tout Ç' appartenant àfR , on a : 

M s.+t.-a.-1 ^ \ 

min(-1,t.+p-a.-1) X p o ^ t - r o * . 
• E J J (-1) Q 1 E Ç' B. . (a))g.(Ç')s Y(s) 

q=-aj 1=1 

x p max(-1 ,t .+p-a .-1 ) a.+t.-a. ^ A , -, 
+ E E i" q|ç'| 1 J J B * (<o) g l ( Ç ' J 6 ( q ) (s). 

j=1 q=o 

dans?)' (fR) . 

On applique l'inégalité (•*) à ((|c\| j f^Z', î ) ^ M* 0 i |Ç'| 
g. (Ç')). A X ) i ce qui donne : 
1 X E I j i • • ; _ 

P X n s,-1 ^ \ A P o „ 

E 1 | j _ f ^-TM -p+8, + E U'ï If^U'Hl 
i-1 P i | H H iffR) i-1 1 

< C E U'Î  t j ||H . T [ Ç ' . J | t + p 

j-1 K J W J (fR) ' 
L (X. . -* 

J -2p+1 
On élève au carré, on multiplie les deux membres par |ç'| et 

on intègre par rapport à Ç' dans | ç ' | ̂ .1 

f M 2s,-2p-1 a 2 

* U'l l l V s f i ( ç ' TT'II - P . 8 . d*' + 

i-1 P S i 1 U'l H i(TR) 

, X p 2a.-2p+1 . 2 

E U'| |e±cçvi | dç 
f M 2a -2t -2p+1 ^ 

<C E |r| J J « Hr T J ( Ç' j | ,

rt 1 +p T

 d Ç" 
|6'l>1 J = 1 < ™ ] ' 
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<_C S H T. I (cf. lemme 1.1. chap. II, L.3J ) 

I- a. 

- H ^ ^ l l 
n W J (fR ) J 1 

. . L et. J 

j-1 J 

D'autre part : 
r 2a 1-2p-1 ^ \ _ „2 

J | ç ( | ^ i |Ç' | H i (IR) 

> j j (1 + |Ç|
 P | 5 ^ j p . s f(Ç)| dÇ 

|Ç' |>1 IR 1 

1 
, 2a.-2p+1 . 2 r 2 ^ - p + 2 . 2 J Ici 1

 |g ±C Ç ' ) | dç- > j tf+U'l ) | E ± C Ç ' J | dÇ' 

|C|>1 U' I>1 

Donc : 
M r f 2 s i " P . 2 

E Î1*|Ç| ) |ÎFj : fiÇJl dÇ + 
i=1 i ^ P" si 
1 |Ç'|>1 fR 

X P t n o^-p+Y . 2 * 

* r cH*n giU')| de- <c||3> c-F.gï|| 
1 = 1 J|Ç'|>1 n [w J (rRn)]' 

j-1 j 

Il reste donc à majorer les intégrales pour |ç'|£l. Tout d'abord, 

il est facile de vérifier que 

f d.|c'|V l P f 2 h^'A 6v < 2 | | g l | | i 

V | < 1 H (fR n ) 

M r r .2 s -p 2 
Pour majorer E M + ' | CF* 1 f ( O | dç , on 

i-1 i ^ p-s. 
' |ç'|<1 IR 1 

introduit l'opérateur ¿P (a)Q) pour un certain ^ a p p a r t e n a n t à S n _ 2 . On 

applique l'inégalité M à la famille C ( j p _ s 'f±^'"^±B^ M ¡ 

A 
( g l ( Ç

, ) ) i ^ 1 jv|3 et pour to = (oQ , ce qui donne : 
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fi X p 

1=1 i H P Si(pR) i=1 1 

^ ^ - o 1 ( C W i ^ ' ' - n i = 1 . . . . , ^ ( ^ , 3 ^ 1 X

 3 1 1 N r t . - p -, 
P ïï [_W J (TR)J' 

2 ^^^"^ 2 
Or : { (1 + U|

2) S i P
 l # j f^)\2 dÇ nll|J^f ±CÇ-,.3||

2_ 
JfR i n P S i 1 H P S i ( f R ) 

et pour |Ç'| <1 : 

!*;;«•>-3>0» i i C v r . . » w XJL t.* , 
P n W J ( RM' 

- M J ^ P - s ,
 fi t t ," ,' H-p . . L -1 t T O* lï

P

1lî.«
,'l-

On élève au carré, on intègre par rapport à Ç' dans |C'| £ 1 , les 

deux membres de (**) 

M C r 0 s -p 2 
^ , , C1.|Ç|Z) f.CÇîl d Ç < 

i-1 j|Ç'|<1 kR 3p-si

 1 

x)||2„ , 
Â p » M t +p 

W J (TR )J ' 
M r 2 x p , 2 > 

•i-1 JU'|<1 P i H i (FR) i-1 JU ,|<1 1 

d'où l'on déduit Ccf. lemme 1.2, chapitre II, [3]). 

fcï» •«'« n v „ n * l ï 1 I V . l M H - p . . L - 1 ( _ n ) * 
n W J (rR n) ' 1 1 1 H ^ 

IÏP H - p + a i - 7 t r R n " 1 ) I 
i-1 > 

ce qui termine la démonstration du théorème II.2. 
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II.2. Les estimations a priori dans le demi-espace IR^ pour le cas des 

coefficients variables. 

II.2.1. Notations et hypothèses. 

Pour i, j=1, ... ,P1, soient les opérateurs L.. = L..(x,x ; D ,,D ) 
IJ ij n X x^ 

définis sur fR n par : 

i n f ( s . + t a . ) s.+t.-h a.-h 
L. . u(x) = L. . (x, x ; D ,D ){u(x)}= 1l 3 3 P.* 3 ( x ; D , , D ) { x J u(x)} 
ij ij n x' x . ij x' x^ n J n h=o n 

où 

( i ) s^ et. tj sont des entiers de Z ; on suppose <_o et t j >_o (on peut se 

ramener à ce cas). 

( 1 1 ) . a. sont des entiers deflM. 
J

S i + t r h 
(iii) P_, . J (x ; D ,,D ) est un opérateur aux dérivées partielles, à 

lj x' x n 

coefficients indéfiniment dérivables et à dérivées bornées dans(R n, 

d'ordre au plus + t j - h (ou identique à 0 si s ^ + t ^ - h est < o) : 

s.+t.-h s.+t.-h Q 

P, . 3 (x ; D , ,D ) = l -p * 3 (x) D a , D . ij X' X "J | L F L Y , ij, 1,0. x' X J n a +£<s.+t.-h J n 
~~ 1 J 

On note L l'opérateur matriciel (L^ . ), . ; cet opérateur induit pour tout 
x J 1 ' 3 ' " 1 ^ M t.+p N p-s. 

i n i n 
entier P2l°* u n e application linéaire continue de IT W (îR^)dans il H (rR(). 

j=1 a j * i-1 

A cet opérateur L, on associe l'opérateur matriciel L° = (L?.). . A 

ij i,j 31 M 
où L ° . = L°. (x ; x ; D ,,D ) est défini par : 

ij ij n x' x n 

inf(s+t.,aj s^+t -h a - h 

Lj.(x,x ; D , , D H U ( X ) } S J S J P., * h t x j D v f . x J " { x j u(x s/> 
ij n x' x n h a Q i^s^tj-h x' n n 

où s.+t.-h s.+t.-h Q 

P, 3

M . K C x ; D ,,D ) « E p * 0

J (x) D a , D* . 
i J . 8 j . t - b x' x n | a | + i a s . + t . . h

 P11.*».* x' x n 

i J 

L'opérateur L°(o,x ; D ,,D ) est un opérateur du type étudié au 
n 

paragraphe II.1. Les conditions H Q ( r R ^ ) , H ^ p ; ^ ) et H 2 ( p ;fR^) associés 

s'écrivent : 
n s i + t * 

^ t ^ J : P o u r t o u t t C f ̂  P 3 appartenant à № n - { o } , le polynôme dét (P., J (o;Ç\p)) 
o + ij,s.+t. 

est non nul et le nombre m +(£') de zéros à partie imaginaire > o du polynôme 

s i + t j 
dét (P J (o ; Ç',p)) en p est constant et égal à m . 

JjjS^+tj + 

http://iJ.8j.t-b
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Hyj Cp îfR"3 : le polynôme <j>°(p) = dét (<j>°j (p-tj+a^ ) ) où <j>°j -Cp ) 

E p.. J

J . . (o) i J p ( p - 1 ) ... Cp-a. + h + 1 ) n'a pas de 
h=o i j , s i + t . - h , o J 

zéro p sur la droite Re p = - p - - . 

On désigne par r le nombre de zéros du polynôme $°(p) tel que 

Re p > - p - - et on pose ; 

r-L(p ;fR^) : le nombre Y = m - r est > 0 . 
Z + p + p — 

On définit maintenant les opérateurs frontière• Lorsque Xp e s t > 0 , 

pour i = 1 , . . . , x > j = 1 1 • - » ,n soient les opérateurs B[? . = B?.[x',D , ) définis 

P I J I J X 

par : t j + p - a j - 1 

B P . Y U = E B . . (x ', D ) y u , 
^ q . - o ^ q x q 

j 

où B^j^Cx';D x,) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients 

indéfiniment dérivables et à dérivées bornées dansfR n ^, d'ordre inférieur 

ou égal à o. + t. - a . - q, si a . + t. - a . - -q est < D, B . . (x';D ,) est 
i J J i J J ijq x' 

l'opérateur identiquement nul , étant un entier de IL tel; que _< p - 1 . 

On note B Y l'opérateur matriciel ( B P . y). . : cet opéra-

j - 1 M: Y 

teur induit une application linéaire et continue de 

M V P
 n X p> P " V ? n - 1 

II W (fR") dans ïï H № ' ) . 
J - 1 J 1=1 

A cet opérateur B ^ Y on associe l'opérateur matriciel 

B ° Y = B ° ( x \ D J Y = ( B P ° ( x ' , D ,)y). „ où B P ° ( X ' , D ' ) Y est défini p a r : 
P P x' ij x' i = 1 , . . . . x n ij 

j -1 , . . . .M P 

no t + p - a - 1 0 + t . - « , - q 
B 7 ( X 1 ; D ,} YU = J E B,t J

 J (x' , D ) Y u , 
ij x q = - a . ^ x q 

0i+t -a -q J 

B . . J J (x'; D ,) étant la somme des termes d'ordre exactement cr.tt.-a.-q 
ijq x' i j j 

dans l'opérateur B ^ ^ C x ' jD^, ). On pose enfin : 
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l-L(p ;fRn) : pour tout aj appartenant à S , le problème aux limites i 
0 + n Z. 

jL°(o ; x ; CD, D ) {v(x )} = 0 
/ n x n 
\ o n 

1B°(O,O)) yv = o , si xp > 0 

ou 
{L°(o,x ; D } {v(x )} = o, si X = 0 

n x n p 
M t.+p 

n'admet que la solution v = o dans II W 3 (fR ) • 

II.2.2. Enoncé des résultats» 

Pour tout entier p >̂ o, on considère l'opérateur *P défini sur 
M t.+p P 

ïï W J / (rRn) par : 
J J r f (Lu , B yu) si X 0 

<p : u > £P u = J P P 

P P I Lu si x

 s 0 * 

M t +p n 

C'est un opérateur linéaire et continu de II (fR+) dans 

11 p-s. X p p-o.-i M p-s. j = = 1 J 

H ^fR^) x n H 1 (fR ), (resp. n H X(TR^)) si x > 0 (resp. x

 r = 0 ) . 
i=1 i=1 i=1 P P 

L'opérateur adjoint de est un opérateur linéaire et continu de 

M r p - s . -, , X p -p+a.+ "J Î1 f p-s. -, , 
Iî [H ' ^ m " ) J x n H 1 CTRn 3 (resp. n H ^ ( f R ^ J dans 

i=1 j=1 i=1 L 

N r t .+p - , 

H LW

A

J C,TOJ s i X D > o (resp. X D = 0)« 
i-1 j 

On a alors les théorèmes suivants : 

Théorème II.3. 

Soit un entier p >_ o. On suppose que les conditions H (fR^Î » 

H ^ C P J - Î R ? ) * H 0 ( p ;rR^), H Q ( p ;fR̂ ) sont réalisées. Alors, pour tout entier q > o 

1 + Z + o + — 
o 1 

tel que le polynôme <t> (p) ,n'ait pas de-zéro p dans la bande - p - q - ~ £ 
1 

Re p <_ -p -•=• , il existe deux constantes t > 0 et C > 0 telles que : 
M t.+p q q 

1 n 
si - U appartient à II (fR +), si le support de u est contenu dans la 

J = 1 j ... M P + q _ s i n 

boule de centre 0 et de rayon e ' et si £ p u appartient à II H (ÎR +) x 
x_p P + cl- ai4 n-1 M qp+q-Si n

P 1 = 1 

IT H m ') (resp. II H ^ f R j » alors : 
i-1 i-1 
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(I t.+p+q 
( i ) u appartient à n W J (TR ) 

j-1 J 

(ii)||u|lM t <Cqi|S>purft X p | . 

n W J CíR") I n H W J ï x . n H CfR ) 
j=1 a j l i-1 1*1 

n W J (TR? ) 
J--1 j J 

(resp. ||ufiM t + p + q < C q l | S > p u | n p + q . s ' . I u l „ t . 
n W 3 (IR") n H (fR") II W (JT) 

j-1 "j + l i-1 + j=1 "j + j 

si Y > 0. (resp. x c 0 ) . 
P P 

Remarque II.2. Lorsque q=o, le terme ||uj|| t ^ figurant dans le terme 

W a

J " (fR?) 

complémentaire Huf^ t ^ des estimations précédentes peut être 

n W j (fR") 
CL - + 

j-1 j 
a a . 

remplacé par ||(1+x 3 J u.|| 0 n lorsque a. < t + p et par ||x^Ju.|| 9 n 

n J L ITRJ) J J n J LlïR") 

lorsque >̂ t^ + p. 

Théorème 11,4. 

Soit un entier P >. o. On suppose que les conditions H^tlR^), 
H j t p ^ " ) , H 2 ( P ; I R " ) et H 3 ( p ;ÎR^) sont réalisées. Alors, il existe des 

constantes e > 0 et C > 0 telles que pour tout (f,g) (resp. f) appartenant 

11 T p ~ s i n V X p "P + ai + Î " n-1 • • " r P - s ± n i ' 
à H W ) x n H 1 (IR n n) (resp. n H X(pr )J ) et à 

i-1 L i-i i-1 

support contenu dans la boule de centre 0 et de rayon e, on ait : 

i=1 u i-1 [ j = 1 l a, + J ; 

+ ï « V s f i » - P . . . - 1
 +»gl" 1 1 i-1 i u 1

 f R n 1 Xp -p.o - 7 f 
H C , R ] II H 1 (IRn 1 ) J 

i-1 
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/ - P . M„ p.s < c | K P ^ t ,* ! b *J , )) 
Il IH ^ r f f î j I • H- IW J C(R"ÎJ

 1
 H * ( ( R n ) { / 

si Y > 0 (resp. x = • ) • 
P P 

II-2-.3. Demonstration du théorème II.3. 

On,suppose x p

; > 0- 0 n n ° t e B(o,e) la boule de centre 0 et de rayon e. 

On démontre tout d'abord l'estimation a priori donnée dans le 

théorème 2.1» (ii) dans le cas où q=0. Pour cela, on applique le théorème 

1.1. au couple d'opérateurs (L°(0,x ; D , , D ), B°(0 ; D f ) y )
 : il existe 

n x x p x.. , 
n N t.+p n 

une constante C > 0 telle que. pour tout u appartenant à Iî W fTR + 3 on ait : 
j=1 j 

M a . f M M 
£ II* Ju.|| « . < C J E II E L°.(0,x iD , ,D ) {u.(x)}| + » A n j n t.+p — f. A

 ,l . A ij n x' x j " p-s, 

J = 1 H J CfRn) 1 = 1 J = 1 N H W ) 
+ v + 
Xp M M a . ] 

H- Z || E B° (0,D ) Y u J 1 * = H x n

J u H 2 L 
i-1 J-1 l J X J

H

p a i + 2 ( i R n - 1 ^ j = 1 " J L 2 ( m n j | 
(cf.. la démonstration du théorème II.1). 

oo n 
Les coefficients des opérateurs L., et B.. étant de classe C (fR ), 

il existe une fonction aie) > 0 tendant vers 0 avec e, telle que pour tout u 
M t +p 

p n 

appartenant à II W (fR ) dont le support est contenu dans B(0,e), on ait ; 

r J-1 "j 

M 11 

E || E (L?.(x,x ; D , ; D , , D )-L?.(o.x ;D )){ù.(x)}||. 

i-1 J-1 1 J " X X X n 1 J " X n J H P _ S i(rR n) 

l a C e ) t . + P

 + C ( £ ) : « U i r i t > p 
n w J

 H R " Î n W
 j (m"î 

J v J-1 J J-1- J 
• x p M 

E || E (B° (x' ,0 ) - B ? ( o , D )) Yu || 1 
i=1 1=1 3 1 J J P a i + 2 n - i 

< « C e J llufl „ t < + p • C C e j | | u | | 1 t . . p 

n W J (fR"î n W J (TR") 
. „ a. + . „ a. + 
J»1 J J-1 J 

v. 
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Les hypothèses faites sur les coefficients des opérateurs L. _. et 

B.^ impliquent l'existence d'une constante ct>o telle que pour tout u appai-

tenant à n W j (fRn) on ait : 

J-1 ° J + 

S f E tL° tx.x , D . D ) - L (x,x , D . D )) {u (x)}| 
i«1 j-1 1 J " * X n i j n * X n i

 H

P ° i ( j R n 5 

± a H U M t, +p-1 
W J (fR?î 

X i-1 "j 

H (fR ) II W (tR n ) . 

Des inégalités précédentes, en déduit le théorème II.3 (ii) lorsque 

q«o. La remarque II.2 se démontre en notant que pour tout $>o, il existe 
PI t,*p 

CD > 0 telle que, pour tout u appartenant à II W 3 (TR^J , on ait s 
P . A CX . + 

llujfi t , lPlu.fi t * C B | | C . 1 . x ( > I! lorsque y t . p - 1 

w cmn) w J C I R " Ï L ( F R + J 

a. + a. r 
3 3 a 

llu-l 4 . ^ A < 3 II u .Il ^ ^ + Ca H x J u.|| „ lorsque a. > t , + p - 1 1 J" t +p-1 - » j« t,+p 6 n J» 2 f f pn, J - J 

a. + a. * 
J J 

On-démontre maintenant le théorème 11,3 (fi),(:li'j) dans le ces où 

q >_ 1. Cecte démonstration sera faite par récurrence sur q. Soit tout d'abord 
M t,+p 

u appartenant à II CfR+D tel que son support soit contenu dans B(o 7eî 

J i J ^ M p " S i n X p P _ c , i + ^ n-1 
avec o < e < £ et tel que ir u appartienne à II H (rR 1 x H H C(R j. 

p i-1 + i-1 

On suppose de plus que le polynôme $°(p) n'a pas de zéro p dans la bande 

1 i 
-p-q «2 i R e P £ " P " 2 * 

On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour h apparte

nant à(R-{o} et -i compris entre 1 et n - 1 , on pose : 

T i h V ^ *
 V^X1'* * - * x i + h ^ • • " x

n ^ 
1 

p., v(xj = T - IT. . v(x) - v(x)). 
ih h ij 

http://lPlu.fi
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Si h satisfait à o < |h| < ^ tz^-e), les supports de x ^ v et p i h v 

sont contenus dans B(o,e') avec e' » e + — ( e

Q~
eî dès Que l e support de v 

est contenu dans B(o,e). On a : 

L i J t x ' x n | D x - ' V ( p i h
 u j C x î }

 s p i h ( L i j ( x ' x n l D x - ' V { U J ( X ) } ) + 

ttj V * j r h 8 1 + Y h " £ s + t - h à -h 
I E E p.. (p. . 0

J (xJ) D a , D* {t.. (x J 'u.(x))} . 
u o i l ih *ij,Jt,a x* x ih n j 
h e o £»o |a|«o J n u 

Les hypothèses faites sur les coefficients de l'opérateur L 

impliquent l'existence d'une constante a > o , indépendante de u et de h 

telle que : 

•Iv'ih V 1
 P - S , N i4|Plh

 i L I J U j B p- si n +
 | U | " V p n r 

J 1 H
 1tmn) I J H

 1mnj n w 3 

J-1 a J 

et de même 

il f M j 

H 2 B ± i Y f p ± h u 1 3 H o-o-X - a ' H p i h 2 B i 1 Y U i l l D - a 4 *M n V P n 

Les estimations obtenues pour q*o et complétées par la"remarque 

II.2 appliquées à p ^ u (pourvu que 0 < e' < e Q) donnent : 

« p i A t j + p n i
C o W > i h u > L p - s , „ * P p- Vi

 + 

n W J (fR") I J . H 1ORÏ-)x ÏÏ H 1 (IRn q) 
j-1 °J + **1 i=1 

M a. ] 
E H ( 1 + X n ) pih u j i 2 n Y 

J-1 1 J L^CÏR" ) [ 
a1 

(lorsque a . >.t. + p , le terme ||(1+x J)p..u.|| ~ pouvant Stre remplacé 
n xn j L ^ ( r R n } 

D'autre part, il existe une constante (5, indépendante de u et de 

h (pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple 0 < | h | <1) telle que 

l,P" l L« , ,V 'M<) i ,'J, L« U j W 1 , m n , 
M M 

K h 1 Bij Y u j i p-o -1 1 P M B Y u || +1 
l h j = 1 i J J

 H

P °i 2 ( ( R n - 1 , j-1 l j J

H

P O l 2 ( m n - 1 , > 
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Enfin, il existe une constante ô, indépendante de u et de h 

telle, que : 

H ( 1 + Xn j ) p i h "jl'̂ .-n.i ÔNI t +p l 0 r S q u e "j K * J + p 

aJ + 

llXnJ p i h U j " , 2 ^ i 6 " X n J Uj« t ..p l 0 r S q U 8 "j i * J + P ' 

"V H J (m̂) 
En regroupant tous les résultats précédents, on déduit que p.. u 

W vt.+p 
* i n 

demeure dans un borné de n W d\ (fR+) lorsque h varie de sorte que 
1
 Ja1 °j M V p

 n 0 < | h | (e - e ) . Il en résulte que D u. appartient à n W J OR1?) 
2 o x± j J s 1 «j + 

avec la majoration : 

1 n w J »R") I n H (no X n H « R ) 
j=1 a j i«1 i«1 

MM t.+p 
n w J OR")/ 

J-1
 aJ 

pour i=1,...,n-1. J
 J 

M t.+p+1 
Pour montrer que u appartient à II W 3 (CR^). il reste à établir 

1=1 ai 
M t.+p 

que D u appartient à II W J CïR^). Pour cela, on remarque que : 
X n j = 1 °j rt «^VVV h s +t _h „ 

E t Z p.] 3 ^ (x) D 3 {x 3 uAx)} - E L. u.Cx) -

j-1 h=o ^ J . s ^ t j - h . o x p n j J = 1 Xj j 

„ minCs.+t.,^) s^tj.àj-h-1 s^tj-h-1 h " A h

Z * , f p i j \ l i a t x , D x ' D x { x n
 UJ ( X ) } 

j»1 h=o £ e o |a|o J n J 

p - s ^ + 1 N 

appartient à H A ({R+) pour i«1,...,M. On écrira le premier membre sous la 
M 0 0 s i+t.-h s^+t.-h a.-h 

forme l II p. 3; J ^ . (x) D J (x J u.(x)}), les coefficients 
j.! h . 0

 M i J ^ i + t . - h , o x n n j 

W h 

P4 4 A 4 . 1 étant nuls à partir d'un certain rang. On dérive par rapport 
ij#s^ +tj-n,o 

" s i 
à D d'où l'on en déduit que : 

x 
n 
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M « s.+t .-h t -h et.-h n+1 n 
£ ( 2 P44 . (x) D {x J u,(x)>) appartient à H p 8(TR"j pour 

S i n i 

i«1,...,M. Or, le déterminant dét (p__ (o)) est non nul, d'après 

n s ^ + t ^ 
l'hypothèse H ( C R ) , donc la matrice (p.* J . Cx)) est inversible dans 

o • M - 9 i * j'° 

B(o,e) pourvu que e soit suffisamment petit. Notant p

h ( x ) la matrice des 

s.+t.-h . . . 
de coefficients p 4 .

 3 ^ . (x) pour i,j*1,...,M et D {x u(x)} Kij,s.+t ,-h,o K J x- n 
1 3 t.-h-v a.-h n 

le vecteur,colonne de composantes D -1 {x u.Cx)} pour j»1*... jfl, on 

X r n J 

en déduit que : 

<» M 
E P Co) P" 1(x) P. Cx) ( D t " h { x a " h u(x)}) appartient à C H P + 1 tnR|?)3 , 0 0 h x n + 

h*o n 
soit en isolant le premier terme 

P (o) (D* {x°uCx)})+ E R.tx1) ( D t " h { x a " ? h u(x)}> appartient à ChP+1ClW?)) 
O X n , „ h ; X n + 

n h*1 n 

On pose : 

FL(x) » R Cx' ,0) + x S, Cx) 
h h n h 

où S. (x) est une matrice à coefficients indéfiniment dérivables et à dérivées 
h 

bornées dans B(o^e). On introduit l'opérateur % 5 ( i ê .Cx',x ; D )) où les 
n X R 

*&..Cx',x ; D ) sont des opérateurs différentiels en x , dépendant du 
ij n x n n 

paramètre x' et définis par : 

< « i J ( x ' , x N ! D X ) {vtx)> - P ^ + t > f 0 C o ) D * J { X " J v(x)> + 

n 1 j n 
00 ii Vh Vh 

E rt3 (x',o) D {x 3 v(x)} . 
A h x n h=1 n 

s.+t a. 

Soit <fr(x';p) « d é t .(x';p-t .+a.) où <t>, ,(x',p) - p. . J

 x. (o) i
 Jp(p-1)... 

ij J J ij ij,s i+t j.,o 
0 0 a.-h 

(p-a +1) + E v]3 (x',o) i J pCp-1).0-(p-a.+h+1î. 
J h-1 J 

si + tr h il 

Comme pour h>_1, p ^ s +t.-h o t o î " r h '°' l e P o l y n ô r n e * l / 0 , p ~ t j * a j ' 

coïncide avec le polynôme <f>°j(p). Par suite, dès que (x',o) appartient à 
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B(o,e) avec e assez petit, le polynôme <f>(x',p) n'admet pas de zéro dans la 

3 1 1 
bande - p - ^ <_Re p £ - p --̂  et le nombre de zéros tels que Re p > - e s t égal 

à r a 

p + M 

Comme u appartient à ( H P tfR^)) , on déduit de l'étude faite 
pour les opérateurs à une variable que pour presque tout x' appartenant à 

n-1
 M V p + 1 

IR , u(x',.J appartient à II W ^ J '> et il existe une constante 

J = 1 J M t.+p+1 
C > 0 telle que pour tout v appartenant à II W (flR ), on a : 

«v|„ t p + 1 < C J I ^ ( o , x n î D x ) v | r . M * | v | n , h 

n W (fR )
 N LH

 ( f R J n W 3 (fR 1 

j -1 aj +
 J - 1

 aJ + 

D'après la continuité des coefficients de l'opérateur iê(x',x *D ) 
n 

il existe une constante e > o et une constante C > 0, telle que pour.tout 
M t .+p+1 

v appartenant à H W J (fR ) et tout (x',o) appartenant à B(o,ei on ait : 

J - I
 aj 

M„ t. + p + 1 <cj||5ê(x'.xniDx )v|. ;rn. 1 f n « + M n t V 
n w 3 m ) ! n L C i V J n w 3 ( I R J f 

.j-i aJ + J-i °J J 

On applique cette inégalité à u(x',.) pourvu que le support de u 

soit contenu dan§ B(o,e) 

l|u(x',.)||M t < c W x > ; x n , D x ) ^ ' \ » h n ^ ( m -.n + 

n W J ( I R ) N LH F L R

+U Ï 
J-1 "J + l|vtx',.)||M t + p ^ 

II W J CfR ) 
J-1 ™J J 

Soit : 

M maxCo.a .-t.-p-1) M o . 

J-1 L l(R 4J J - 1 H (ÎR ) 

< C Jji&Cx'.x ;D ){v(x',x )}|| M 
n n n |_HP '(IR+)J 

M max(ô,a.-t.-p) M a. 

.* k, J J V " * ' ^ * .'"V V ^ V l t,.p 

J-1 llR+) J-1 H J F ! R + ) 
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On intègre par rapport à x* dansfR n 1 : 

M max(o,a -t .-p-1) M a. 

1 K J ' Uji 2 n + 2 K J uj« t +p+1 
f M max(o,a -t .~p) 

i c J l l ^ v l l + 1 „ + I ||x n

 J u|| 2 n * 

<• M a, ï 

i = 1 '• n j" t.+p 2 . . 
J H (IR + j L )) 

max(o,a.-t.-p-1) 2

 a-i 
Ainsi x J J u. appartient à L (fR^) et x 3 u . appartient 

t +p+1 y

 n' 3 n- J 

à H J CTR+ ; L (TR
N N)) . 

t +p 
Compte-tenu du fait que D u appartient à W (fR.) pour 

X i J t,+p+1 "j 
i=1,.,•,n-1, on en déduit que u . appartient à.W . ( fF?^..De plus, on 

a j 
a la majoration : 

M„ t , i c J ! ! ^ p u M V I P - V ? n - 1 * 
n w J (TR") I n H 1 (fRj) X n m 1 Z(IRN ') 

n W J (JR" )[ 
J-1 «j + J 

Ainsi, on a démontré le théorème II.3 (fi), (ii)) lorsque q=1. 

Pour q ^ 1 > on raisonne par récurrence par une méthode analogue. 

II.2.4. Démonstration du théorème II.4. 

On suppose X p > ° - Comme dans la démonstration du théorème 1.2, cr 

peut écrire l'expression de £P*(f,g) dans (*Rnf) pour tout (f,g) apper-

^ T P" si n 1 ' X P T P + V l n-1 
tenant à n H 1(1RV) x n H (fR ) . 

i«1 i«1 

On applique le théorème II.2 au couple d'opérateurs 

(L°(o,x ; D . , D ) ; B°(o,D . )y) : il existe une constante C > 0 telle qi;e 
n x x p x 

n 

f P * S i n V X p " P + a i + 2 n-1 
pour tout (f,g) appartenant à n [H C f R + ) J x n H (fR* ) on 

i-1 i=1 

ait : 
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• C-F.g3|„ X p 1 

B.[H X N H CTR 3 

-i-1 *" 1=1 

-C{ l L « t 0 ' x n' Dx . 'V { V a 1

f i > . 
X p minM.tj.p-Yl) ,VVV

q* 
+ Z Z C-1) q ' B. . 3 3 io.D ,) g, <g>x n

q Y C x ) 
. „ ijq x' e i ̂  n n 
i=»1 q=-a. J M 

J 
X p max(-1,t .+p-a.-1) a.+t .-ot . - q * . , 

+ Z Z 3 ^ B l } q 3 3

 g i ^ x n ) | | 

1=1 -q-o £ W J (TR^p 

1 1 H (îRn) Z H 1 Z(fR n ') 
i-1 ' 

La continuité des opérateurs L et B et les lemmes 1.4, 1.5 et 
P 

1.6, chap. II, [ 3 ] prouvent l'existence d'une fonction aie) tendant vers 

O avec £ et d'une fonction 3(e) > 0 telles que pour tout (f,g) appartenant 

M -p +s., -p+a. +1 . 
à II H (fR j x n H ( r R 5 e t à support contenu dans B(o,e) 

i-1 i-1 

on ait : 

1ï 1

, i 1

l L« ( X-' ,n , Dx' ' V ' L S l o ' X n " V • \ " ( f i ) | l

r V P „ v 

j-1 i-1 n. n jŵ J CFÎ )J 
l« ( e )fi flM -p.S. + ! | f ! l M -p.s"-1 

ïï H 1 (TR n) II H (fR n) 
i=1 i-1 

„ min(-1,t j +p,a.-1) X p v v „ - q * a n -« - q * 

Z Z || Z (B } J J (x.'.D ) - B 1 3 3 Co.D )) 

j-1 q=-«j i-1 J Q 

5 a C e ) ||g|| 1 * 3(s) |g| 1 

n H 1 CTR ) n H 1 (TR 1 ) 
i=1 i-1 

http://minM.tj.p-Yl
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M max(o,t .+p-ot.-1 ) Y u *~ ^ • 
M J J „ D < V V ° V q o,+t -a,-q 
E I E (B.. J J t x\D ,) - B., J J (o,D ,)) 

j-1 q=o i-1 l j q X ^ 

g l ® « ( q ) C x n ) | | 

^ V,] ' 
<«te) IUIL « + 6té) ||g| 

x p - p + 0 + 2 Xp - p + a - 2 

n H CTRn ') n H CTR ) . 
i-1 .i-1 

Par ailleurs, i l existe une constante C > 0 te l le que : 

M M ~ 
E || É tx.x ,D ..D ; : ) . - L * (x.x ,D^, f D ))i.:{f }| 
j-1 i-1 1 3 Xn l J J? Xn ^j V ) ] ' 

1 C l l f»M -p.B.-1 
H 1 (fR n) 

i=1 
M •".inM.tj.p-aj-D X p a + t _ a ^ 

E E || E [B * J J ( * ' ' D

x - > - - B ï i a f x , ' D

x - . ) i 

j-1 q—a. i-1 l j q x l j q x 

a 

S i K " " 1 Y C V » r t . + P n I e »4 i 

L a . C Î R 3 J n H 1 (IR n 1) 
J i»i 

„ maxCo.t^p-aj-D X p a . + t . - a . _ q * 

^ 5 ( q , [ V l t t , p n ±*.H, _ p + r 
[W a

J
 0 R N } ] ' n H 1 ^(IRn_1) 

"j i-1 

Le théorème II.4 se déduit de ces inégalités. 
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II.3 ESTIMATIONS A PRIORI DANS L'OUVERT 

II.3.1 ? Notations et hypothèses 

Soit un ouvert fi borné de |R n, de frontière r. On suppose que fi est 

une variété à bord de classe C°°. On se donne une fonction f de fR n dans {R, de 

classe C et vérifiant : 

r fi = {x € IR R

5 ^(x) > o} 

< T = {x € / R n i f Cx) = o} 

grad ^f(x) / o pour x appartenant à r 

Pour i,i = 1 , . . . , M soient les opérateurs L.. = L..(x;D ) définis 

sur fi par : 
Min(s.+t.,a J s.+t.-h a -h 

L., u(x) = L..(x,-D ) {u.(x)} = V 3 3 P.] J (x ;D ) { f(x) J u(x)} 
1 3 i j x j h = 0

 1 J x 

où (i) s^ et tj sont des entiers de & ; on suppose s. ^ o et t ^ o (on 

peut se ramener à ce cas) 

(ii) a. sont des entiers de ÎN 
3 
s.+t.-h 

(iii) P "î" 3 (x;D ) est un opérateur aux dérivées partielles à coeffi-
ij x 

cients indéfiniment dérivables dans fi d'ordre inférieur ou égal à 

s.+t.-h (ou identique à 0 si s.+t.-h < o) 
i J i j 

s.+t.-h s.+t.-h 
P.V 3' ;(x,b ) s l p . 1 3 (x) D a 

1 J X |aUs>t.-h 1 J' a 

i, 3 
s.+t.-h s.+t.-h 

On note P . 1 J . K ( x ; D ) = l p.* 3 (x) D a 

s.+t -h x | a | = s % t ^ h U . a . x 
i J 

On note L l'opérateur matriciel ( L . J . ,,. M ; cet opérateur induit, pour 
IJ 1,J 1> • • • ,M jvj t +p 

tout entier p >> o, une application linéaire et continue de .n ' (fi) dans 
M p-s t,*p " J " a j 

H (fi) où W J (fi) est l'espace de.Sobolev avec poids 
i=1 a. 

3 t.+p-a a. t.+p 

{u e H J J(fi) ; f J u £ H.3 . (fi)} 

muni de la norme canonique (pour les propriétés classiques de ces espaces, on 

renvoie à £3} ). 
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On introduit les conditions : 

H (fi) : Pour tout x appartenant à T et pour tout (Ç,p) appartenant à (T x !R)\{o} 

O . . X 

où T est l'espace cotangent en x à T, le polynôme 
x 

s.+t. 
dét (P.* CxjÇ+p grad f(xî.î) 

l J ' S i + t j 

est non nul et pour tout Ç appartenant à T , le nombre m +(x;£) de zéros à partie 

imaginaire > o du polynôme 

s.+t. 
dét (P.* 3 (x ;Ç+p gradf(x))} 

U , » i tj 

en p est constant et égal à m + . 

H^(p;fi) : Pour tout x appartenant à T, le polynôme <f>(x;p) = dét (<j>̂ j (k;p-tj +a ) ) 

min(s.+t., a.) s.+t -h 
où <f>,.(x;p) = J J P . 1 , , (xjgrad Y(x)î p(p-1)....(p-a,+h+1) 

ij h

L

= G ij^s.+tj-h j 

1 

n'a pas de zéro p sur la droite Rep = - p - ^ 

H^(p;fi) : Pour tout x appartenant à T, le nombre r^(x) de zéros du polynôme 

<f>(xj T) tels que ReT > ~ p - — est constant et égal à r et le nombre x = m -r H p 2 e p A p + p 

est ^ o. , 

t +P 

Etant donné un élément u de W J (fi), on lui associe t.+p traces géné-

ralisées définies pour x appartenant à T par : 

r D q u (il> \ X , t ) ) I . pour q = o, ..., t ,+p-a .-1 si o < a . < t.+p 

t r 1t=o K H
 J J J J 

Y j(x) = . r+°° ~1 
Q | ( - 1 ) " Q t ~ q a(t)u(* (x,t))dt pour q=-a ,min(-1,t +p-a.-1) 

i si 1 ^ a. 
J. . 

où a est une fonction de 2>(fR+) égale à 1 au voisinage de 0 et à support suf

fisamment petit et est l'isomorphisme de {x £ fi ; d f x j D < 6} sur T x"'{p,ô:£ 

défini par ^(x) = (Xp, d ( x , D ) , d ( x , D désignant la distance de x à F,ô 

étant suffisamment petit ôt Xp étant la projection de x sur T. 

On note Yu = (Y u, ..>,. Y. ,u) Ï l'application Y u * — > Y u 8 S t li~ 
—Ot T,. + p—Ct— t 

j J j 
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1 
t +p t +p-a -1 t.+p-o -q-j 

néaire, continue et surjective de W J № ] sur J n H J J [T). 

V q=-«. 
On définit maintenant les opérateurs frontières. Lorsque Xp est > o 

pour i = 1,...,x et i = soient les opérateurs B?. = B?.(x;D„) définis 
P ij * ij r 

par : t.+p-a.-1 
B?.(x;D.J yu = J 7 J B . . (x*D r) Y u U T ^ ijq T y q 

j 

où B . . ( x ^ ) est un opérateur différentiel sur T, à coefficients indéfiniment 
ijq T 

dérivables sur T d'ordre inférieur ou égal à a.+t.-a.-q si a.+t.-a.-q est < o, 
1 J J 1 J J 

B_^(x';Dp) est l'opérateur identiquement nul, a^ étant un entier de IL tel que 

a. < p-1. 

On note B Y l'opérateur matriciel ( B ? . y)._A 

p IJ 1- i, • • • , Yp 
j=1,...,n 

cet opérateur induit une application linéaire et continue de 

M t ,+p x p p-a. -~ 
H W J (fi) dans n H 1 ( D . 

j = 1 j i=1 

a.+t.-a.-q 
i i 1 

On désigne par B . . J ( X J D T J la partie homogène d'ordre a.+t,-a.-q de B . . 

ijq r 5 i j j ijq 
(x : Dp). On pose enfin : 

H^(p;fi) : Pour tout x appartenant à T et pour tout Ç appa rtenant à T le pro

blème aux limites : 

r M min(s.+t ,a.) s.+t.-h a.-h 
I 1 y J J P . 1 J ^ u ( x ; Ç + grad ^(xJD.) {t

 J u.(t)}=o, i=1,...J1 
. A i i],s.+t.-h t 3 
J=1 h=o i J 

M t.+p-a.-l a.+t.-a.-q 

I JI 3 Bx 3 3 Cx;-ÇX Y a u = 0, i = 1 , . . . , X , si X > o 

j 
ou 

r M min(s.+t.,a.) s.+t.-h a.-h 
\ l l 1 J J P.* J . . (x;Ç+grad Y(x)D, ) {t J u.(t)} = o, i=1 M 
i . A . ij,s.+t.-h fa t j 
v J=1 h=o i J 

M t +p 
n'admet que la solution v=o dans ïï W OR •). 

J = 1 J 

Remarque II.3 : Les conditions précédentes sont invariantes par difféomorphisme. 
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II.3.2 : Enoncé des résultats 

Pour tout entier p >s o, on considère l'opérateur défini sur 
M t . + 1 P 

n W a

J (fi) par : 

^ _ f (Lu, B yu) si x > o 

P P l i 
K K I Lu si x " o 

1 P 
C'est un opérateur linéaire et continu de 

Y 1 

M t.+p H p-s. A p p-a r j 
n W 3 (fi) dans n H 1 ( f i ) x n H ( D 

j « 1 °j 1 = 1 i=1-
M P - S i p-S . 

(resp. ^ H (fi)) s i x > 0 (resp. x = o). On désigne par [H 1(fi)] 
t.+p , p-s. t +p 

(resp. [W J (fi)] ) l'espace dual de H x ( n ) (resp. W J (fi)). 

L'opérateur adjoint CP de C J ^ est un opérateur linéaire et continu de 

1 

d p-s. , X p - p + a n p-s 7 11 t.+p 
ïï [ H x(fi)] x n H 1 ( D (resp. n [ H (fi)] ) dans n [ w J (fi)] 

i = 1 i=1 i = 1 j = 1 j 

si Xp > o (resp. X p = ° ) - On désigne enfin par j s 1'isomorphisme canonique de 

p-s. , -p+s. 1 -p+s. n 

[ H (fi)] sur H q (fi) espace des distributions de H OR ) à support 

dans fi. 
On a alors les théorèmes suivants : 

Théorème II.5 : Soit un entier p > o. On suppose que les conditions H Q(fi), 

H^(p;Q), H 2(p;fi), Hg(pjQ) sont réalisées, Alors pour tout entier q,tel que le 

1 1 

polynôme <{>(xsp) n'ait pas.de zéro dans la bande - p-q - > < Re p •>< - p - ^ 

pour tout x appartenant à T, il existe une constante > o telle que : 

H t.+p M p+q-S. 

si u appartient à II W J (fi) et si / ? u appartient à n H (fi) 

j-1 a j P 1=1 
X P P +q-° , 4 M P + Q ~ s n 

x ïï H 1 Z ( D (resp, n H (fi)) alors : 
i=1 1 * 1 ' 

M t.+p+q 
(i) u appartient à IT W 3 (fi) 

1=1 j 

1 1 1 1 H t . + P + q < C q | | | {P p u|| M p + q - S i X p p . q . , 1 + 

jÏ! W a J { Q ) iîl «» * i V ( n , 

' H t. + p + c r 1 } 
jSl W a J 

http://pas.de
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si x p > о (resp, Xp = o) 

Théorème II,6 i Soit un entier p >, o. On suppose que les conditions H (ft), 

H^Cpjfi), H^ïpifi), H^tpifi) sont réalisées. Alors il existe une constante С > о 

telle que pour tout (f,g) (resp. f) appartenant à, 

M P-s > X p - p + s . + ~ M p-s. 
П [ H x ïï H 1 "(ГЗ (resp. П [ H X(fi)] ) on ait : 

i = 1 i = 1 i = 1 

ДЕН х № ) ] x 1 п 1 н 1 2 ( D V ^ Q ^ J ( Я ) ] 

L I , J P - S 1» -p+8 - 1 l l g M X p " P + S "i- * 
1 _ ' H 1 OR ) .П H 1 *1ТУ. 

i= 1 * " J = 1 a j 

si X > о (resp. x = o b P P 

II.3.3 : Démonstration du théorème et du théorème II.6 

Par "cartes locales" et "partition de l'unité" on se ramène par un 

raisonnement clasaique au théorème II.3 et aux estimations a priori pour les 

systèmes d'opérateurs elliptiques. On adapte facilement les techniques utili

sées (pour H = 1 ) dans [з\ . 

П t.+p 
II.4. Existence des solutions dans les espaces ïï "W J (fi) 

j = 1 j 

On utilise les notations du II..3. Soit un entier p > о ; on se pro

pose d'étudier maintenant le problème aux limites : 

Lu = f dans fi 

• , Bp Yu = g sur Г, si Xp > о 
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ou K L u = f dans fi , si x = o 
P M t.+q 

du point de vue de -l'existence des solutions dans les espaces ïï (fi) 
j a1 a j 

où q est un entier >. p. 

Le but essentiel de cette étude est de montrer que sous les hypothèse 

de II.3, l'opérateur £ p est un opérateur à indice de 

y 1 
H t.+p il p-s.. A p p-a.~- M; p-s. 
ïï W J (fi) dans ïï H x ïï H 1 ( D (resp. ïï H X(fi)) si x > o 

j=1 a j 1=1 i=1 i=1 P 

(resp. x = o)- Moyennant une hypothèse supplémentaire sur l'opérateur on 

montrera que c'est aussi un opérateur à indice de 

y 1 
M t.+p+q M p+q + s. p p+q-a.~- M p+q-s 
ïï W 3 (fi) dans ïï H X(fi) x ïï H 1 ( D (resp. ïï H X(Q)) 

j = 1 j .1=1 i=1 i=1 

si Xp > ° (resp. Xp 5 o ) , q étant un entier > 1. Enfin, on examinera les condi

tions de : compatibilité du problème en utilisant un problème aux limites adjoint 

Plus précisément, on a : 

Théorème II.7 ; Avec les notations de II.3> on suppose que les conditions 

H Q(fi), H^(pjfi), H^(pjfi), H 3(p;fi) sont réalisées et que pour tout x appartenant 

1 1 

à F le polynôme <Mxjp) n'a pas de zéro dans la bande - p - q - - ^ ^ Re o < ~P~~2* 

q étant un entier >^o. Alors peur tout eh tier r tel que o < r 4 q l'opérateur 

(T opérant de 

P v -i 

M t.+p+r M p+r-s. . ' vp p+r-a M p+r-s. 
ïï W J (fi) dans ïï H :'(fi) x ïï H 1 (T) (resp. ïï H x(fi)) 

j = 1 j i=i 1=1 1=1 

possède les propriétés suivantes : 

(i) C'est un opérateur à indicj dont l'indice est indépendant de r 

' M t +p+q } 

(ii) Son noyau est égal à 4 u 6 ïï W J (fi) i u = o > 
1 j=1 a j P 

(iii) Son image est composée des éléments (f,g) (resp. f) appartenant à 
Y 1 

M p-s. + r p p+r-c'.— M p+r-s. 
ïï H 1 (fi) x ïï H 1 "(T) (resp. ïï H X(fi)) tels que : 

1=1 1=1 1=1. 
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< f ' V > N p-a. M p-s. , + *p p-a.4 *p -p.o.4
 = ° 

H H 1(fl)x " [H 1(flf| .n H 1 Z ( D x J . H 1 Z{T) 
1- I 1=1 *~ 1=1 1=1 

fresp. <f, v> M = 0 I 
t M P~s. M p-s. , J 

M P-s , X p - p + a ^ 
pour tout ( v , ^ ) (resp. v) appartenant à H [H (Q)] x Iî H ( D 

n p-S. , 
fresp. II £H X(Q)] ) vérifiant ^ ( v , Y ) = o (resp. CP*v = o) si x > o 
l ±=1 P P P 

(resp Xp = o) ; ^ p désignant l'opérateur adjoint de P̂̂  considéré pour r = o. 

Démonstration : On déduit le théorème II.7 du théorème II.5 et du théorème II.6 

de façon classique. 

On en déduit en particulier : 

Corollaire II.1 : Avec les notations de II.3, on suppose que les conditions 

hMfi), H^ip;Q), H^(piQ), H^fpîfi) sont réalisées et que pour tout x appartenant 

à T, le polynôme 4>(x;p) n'a pas de zéro dans le demi espace -p * >̂  Re p. 
M t +p 

Alors le noyau de l'opérateur dans II W J (fi) est égal à l'espace 

_ P j = 1
 a J 

{U € (C^ffi))11 ; U = O}. 
P 
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