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P R O B L E M E S A U X L I M I T E S P O U R D E S O P E R A T E U R S 

E L L I P T I Q U E S E T D E G E N E R E S 

( d ' a p r è s M . I . V i s i k e t V . V . Gru$$in ; 1969) 

p a r 

D . PREVOSTO e t J . ROLLAND 

i 1. Un e x e m p l e . 

S o i t 0 un o u v e r t b o r n é d e f R n , t e l que ft s o i t une v a r i é t é à b o r d 

compac te de c l a s s e ^ 0 9 . 

S o i t KfÇ^tTl IR" ; t e l l e que : 

0 • [ x 6 f R n | (pM > oj. ; 

Jr • 3ft = { x € | R n J vf? (x3 - 0 } i 

P o u r t o u t x £ P , g r a d ^(x) t 0 . 

On c o n s i d è r e l ' o p é r a t e u r L , d é f i n i s u r fl p a r : 

k- k- ~"k— k— 
L = [ f ( x ) ] a û + ( " D a l x î A , 

où o £ R + , k^ e t k^ s o n t d e u x e n t i e r s p o s i t i f s t e l s que > k^ e t a ( x ) 

e s t c o n t i n u e j u s q u ' a u b o r d . 

1 .1 . o > 2 (k , j - k 2 ) . 

On s u p p o s e que a ( x ) > 0, p o u r t o u t x € V. L ' o p é r a t e u r L v é r i f i e l e s 

c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

j l ^ f E l l i p t i c i t é à l ' i n t é r i e u r de fl : 

(vxén) tv ç € « R n \ { o } ) ( x ) ] - f f . ( i d ) y O J . 
i-1 1 

( V x ' € D ( V x £ Ï Ï ) ( V Ç £ K n \ { o } ) ([v?(x)"|( Z Ç ? ) 1 * a ( x ' H I Ç 2 ) 2 / 0 ) . 
° 0 i-1 1 
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S o i t B » ( B , ; j = 1 , . . . , k^) un s y s t è m e d ' o p é r a t e u r s f r o n t i è r e 

q u i r e c o u v r e A ( p a r exemp le l e sys tème de D i r i c h l e t d ' o r d r e l ^ î . A l o r s , 

s i m e s t l ' o r d r e de B . , p o u r 1=1,...,k 0 > o n a * e r é s u l t a t s u i v a n t : 
j J 

Théorème 1 ,1 , 
2k ? 

S o i t H ( 0 ) =» { u I u € H ( f i ) e t H> D a u 6 L ( f i ) , lai < 2 k . } . 

L ' o p é r a t e u r ( L ; B ) e s t un o p é r a t e u r à i n d i c e de H ( f i ) dans 
ÏÏ 

I ta) x n H en. 

( c e t h é o r è m e r é s u l t e r a de l ' é t u d e g é h é r a l e f a i t e p l u s l o i n ) . 

Remarque : S i a ( x ) * 0 p o u r t o u t x e T, on e s t dans l e c a s des o p é r a t e u r s 

é t u d i é s p a r P . B o l l e y e t J . Camus . 

1 . 2 . 0 < o < 2 ( k 1 - k 2 ) . 

L ' o p é r a t e u r s ' é c r i t : 

2(K-k7) k k - k k 
L = [r ( x f j A + ' ( - Î ) 1 Z a t x ) A 

I I a p p a r t i e n t à l à c l a s s e des o p é r a t e u r s é t u d i é s p a r P . B o l l e y e t 

J . Camus [ f ] ; M . I . V i s i k e t V . V . G f u ^ i n [ 4 ] ( $ 5 ) e t N . S h i m a k u r a [2]. 

Dans ce c a s , l ' é q u a t i o n i n d i c i e l l e a s s o c i é e s ' é c r i t : 

C2k / | + p ) . . . (2k 2 + p • 1) + a ( x ) » 0. 

2k 2 k 2 

L ' o p é r a t e u r L e s t l i n é a i r e c o n t i n u de W ( f i ) » { u €. H ( f i ) ; 

2 ( k ' k ) 2k- ? 2 ( k - k . ) 
^ u € H ( f i ) } dans L ^ ( f i ) . ' * 

a ) a = 2 ^ - ^ ) . 

1 1 
•X- S i , p o u r t o u t *x e I \ a ( x ) = 0, on a t Rep < - 2 k 2 ^ $ p o u r t o u t e r a c i n e 

P de l ' é q u a t i o n i n d i c i e l l e . 

E t , . p o u r p b t e n i r un p r o b l è m e à i n d i c e , i l f a u d r a se d o n n e r k^ c o n d i t i o n s 

aux l i m i t e s l i é e s à t o u t l ' o p é r a t e u r . 

( c e r é s u l t a t r e s t e v r a i s i a ( x ) e s t a s s e z p e t i t p o u r t o u t x ^ T ) . 
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1 
•X S i , p o u r t o u t x ç r , a ( x ) > 0 e s t a s s e z g r a n d , on a : Rep - 2 k 2 - T > , 

p o u r t o u t e r a c i n e p de l ' é q u a t i o n i n d i c i e l l e ; de p l u s , i l y a ( k ^ H ^ ) 

1 
r a c i n e s p de l ' é q u a t i o n i n d i c i e l l e t e l l e s que R e p > - 2 k 2 -

E t , p o u r o b t e n i r un p rob lème à i n d i c e , i l f a u d r a se d o n n e r k-

c o n d i t i o n s aux l i m i t e s r e c o u v r a n t û 

•X P o u r l e s a u t r e s v a l e u r s de a ( x ) > 0 , l e nombre de c o n d i t i o n s a u x l i m i t e s 

à d o n n e r p o u r o b t e n i r un p r o b l è m e à i n d i c e v a r i e e n t r e k^ e t k^, e t c e s 

c o n d i t i o n s s o n t l i é e s à t o u t l ' o p é r a t e u r , 

b ) 0 <o < 2 (k , H O 
1 2 

Dans ce c a s , p o u r o b t e n i r un p rob lème à i n d i c e , on p r e n d k-

N -

c o n d i t i o n s aux l i m i t e s q u i r e c o u v r e n t l ' o p é r a t e u r A 

On p e u t r e m a r q u e r q u e , dans ce c a s , l e s i g n e de a ( x ) n ' i n t e r v i e n t 

p a s . De p l u s , l ' o r d r e des o p é r a t e u r s f r o n t i è r e e s t l i é à a . 

t 2 . E t u d e d ' u n e c l a s s e d ' o p é r a t e u r s e l l i p t i q u e s d é g é n é r é s » 

S o i t ù un o u v e r t t r è s r é g u l i e r de f R n de b o r d r. On é t u d i e l e s 

o p é r a t e u r s q u i , d a n s un sys tème de c o o r d o n n é e s l o c a l e s , s ' é c r i v e n t : 

LC,xjx ; D ) = l a ( x ) x a D a , 
n i y a n 

| a | ^ m 

a v e c : 

£ a = max ( 0 , q c ^ + q ' | a ' | - q r ) , 

où q e t q ' s o n t deux r é e l s t e l s que q > 1, q ' > 0 , 

e t où r e t r ' s o n t d e u x e n t i e r s t e l s que : 0 < r m, 0 < r f ^ m, a v e c 

q ' r ' = q r . 

On suppose que l e s c o e f f i c i e n t s a^ s o n t c o n t i n u s j u s q u ' a u b o r d . 

P o u r a v o i r une i d é e de l a s t r u c t u r e de l ' o p é r a t e u r L , on u t i l i s e 

l e g r a p h e de & a en f o n c t i o n de a » ( c ^ , . . . , a n ) . 
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Dans n o t r e é t u d e , on s u p p o s o n s que '4^ ne dépend que de | a r | e t de ï a ^ , 

( a ' = ( o ^ * • • • *a ^ ) î , c ' e s t - à - d i r e que l e s d i r e c t i o n s t a n g e n t i e l l e s s o n t 

é q u i v a l e n t e s . 

T o u s l e s p o i n t s du g r a p h e de A sent s i t u é s s u r l a s u r f a c e du 

d i è d r e II c o n s t i t u é p a r l e t r i a n g l e OAB de sommets 0 = ( 0 , 0 , 0 ) , A * ( Û , r , Q ) , 

B t r * , 0 , 0 ) e t p a r l e q u a d r i l a t è r e A B E F , a v e c E = ( m , û , q ' m - q r ) , 

F = ( û , m , q ( m - r ) ) . On n o t e C = ( m , 0 , 0 ) e t D = ( 0 , m , 0 ) . 

1 & 
a 

0 | o A D a n 

1 

On suppose que l e s c o n d i t i o n s s u i v a n t e s s o n t v é r i f i é e s : 

C : P o u r t o u t x ' e l Y l ' o p é r a t e u r : 
! l _ i i 

U x ' j x ; D ) = 7 a ( x » î x ° D a 

o n i v a o n 
| a | 

e s t ' e l l i p t i q u e p o u r x > 0 ; c ' s s t - à - d i r e q u e , p o u r t o u t x > 0 
n n 

e t t o u t Ç € f R n \ { 0 } , on a : 

L ° ( x ' ; x si) « T a C x ' 3 x• a ç " / 0 . 
o n ^ i Y ot o n 

|a|«m 
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| Cg | : P o u r t o u t x ^ g T , on a : 

L ( x ' ; x j £ ) = l a C x ' ) x ° Ç° / 0 , 
0 o m \ \z a o n 

| | a ' | + a n > r 

p o u r t o u t x fc. 0 e t t o u t Ç e ! R n \ { 0 } . 

L a c o n d i t i o n i m p l i q u e , en p a r t i c u l i e r , que l ' o p é r a t e u r 

L . ( x ; D ) = l a ( x ) D a , 
1 | a |<m a 

r e p r é s e n t é p a r OAB, e s t q u a s i - e l l i p t i q u e s u r r ; c ' e s t - à - d i r e q u e , p o u r 

t o u t e T , on a } p o u r t o u t Ç € î R n \ {0} : 

—, a' +a =r 
r " • n 

On i n t r o d u i t m a i n t e n a n t des o p é r a t e u r s f r o n t i è r e . 

S o i t y l e nombre de r a c i n e s ç de l ' é q u a t i o n : 

t e l l e s que Im ç > 0. 

On c o n s i d è r e a l o r s \x o p é r a t e u r s f r o n t i è r e q u i s ' é c r i v e n t , dans 

un sys tème de c o o r d o n n é e s l o c a l e s : 

B , ( x ' ; D ) I b< <*'> 
J £ | a ' | + a « m . J a 

r M 1 n j 

où l e s b j a s o n t s u f f i s a m m e n t r é g u l i è r e s e t m^ ^ r - 1 . 

P o s o n s : 

B . ( x ' i D ) - l b . ^ C x » J D a s j » 1 , . . . , y . 
J £,|a'|+cx -m. j ° 

r M n j 

On suppose que l e sys tème des o p é r a t e u r s f r o n t i è r e e s t c o m p a t i b l e a v e c 

L^ix}Q), c ' e s t - à - d i r e que l a c o n d i t i o n s u i v a n t e e s t v é r i f i é e : 

I C l I : P o u r t o u t x ' € T , l e p rob lème aux l i m i t e s s u r R : 
l 3 | o + 
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f L ° ( x ' ; Ç ' , D ) v ( x ) = 0 
1 o n n 

1 B ° ( x ' ; Ç \ D ) v ( 0 ) = 0 
J o * n 

^ j = 1, • . . , y 

n ' a pas de s o l u t i o n b o r n é e non n u l l e s u r R + , p o u r t o u t 

V € f R n ~ 1 \ { 0 } . 

Le r é s u l t a t o b t e n u e s t l e s u i v a n t : 

Théorème 2 . 1 . 

S i l ' o p é r a t e u r L ( x ; D ) e s t e l l i p t i q u e à l ' i n t é r i e u r de Q e t s i l e s 

c o n d i t i o n s C ^ , e t s o n t v é r i f i é e s , a l o r s l ' o p é r a t e u r 

( U y B , j = 1 , . . 

2 y s i 
e s t un o p é r a t e u r à i n d i c e de HLCQ) dans L LQ ) x II H J ( D , a v e c : 

j = 1 
r ' 1 

s . = — ( r - m. - ~ ) . 
J r j 2 

{ L ' e s p a c e H ^ C Q ) s e r a d é c r i t au p a r a g r a p h e 2 . 2 ) . 

L ' é t u d e s e r a f a i t e en p l u s i e u r s é t a p e s . 

2.1 E t u d e de L ( x ' ; x ;D , , D ) dans une bande ( R n 1 x ( 0 , ô ) : 
o n x ' n 

On commence p a r f a i r e une é t u d e à une v a r i a b l e . 

P o u r t o u t x > 0 , on d é f i n i t l ' e s p a c e : 

^ ( ( L T } = { U € H r [ 0 , T ) | D F u € V m " " r ( 0 , T ) } . 

où : 

V m ~ r ( 0 , x ) = { v € L 2 ( Û , T J | x q j D j v e L 2 ( 0 , x ) ; j = 0 , . . . , m - r } . 
q n n 

P o u r t o u t Ç ' € (Rn ^ e t t o u t x > 0 , L ( x ' ; x ; Ç ' , D ) e s t un o p é r a t e u r l i n é a i r e 
o n n 

2 
c o n t i n u de HJJ ( 0 ,T ) dans L ( 0 , x ) . 

Dans c e t t e s e c t i o n , on é t u d i e l e p rob lème aux l i m i t e s : 

' L ( x ' ; x ; Ç ' , D ) u ( x ) = f ( x ) 
o n n n n 

, B ° ( x , ; Ç ' , D ) u ( 0 ) = 
J o n j 

L J - 1 V . 
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s u r un i n t e r v a l l e 0 < ^ 6 de l o n g u e u r a s s e z p e t i t e . On c o n s t r u i t d ' a 

b o r d des r é g u l a r i s a t e u r s à gauche e t à d r o i t e p o u r J Ç ' | £ A , a v e c A a s s e z 

g r a n d , p u i s p o u r | ç ' | < A . 

2 .1 .1 C o n s t r u c t i o n de " p r e s q u e i n v e r s e s " p o u r | ç ' | ^ A . 

D 'une m a n i è r e g é n é r a l e , s i e t X^ s o n t deux e s p a c e s de B a n a c h , 

s i * e s t un s o u s - e s p a c e de e t s i A e t R s o n t d e s o p é r a t e u r s l i n é a i r e s 

c o n t i n u s de X^ dans X^ e t de X^ dans X^ r e s p e c t i v e m e n t , on d i r a que R e s t 

un " p r e s q u e i n v e r s e " r e l a t i v e m e n t à ( * , X ^ , X 2 ) s i : AR « i d x e t RA = i d ^ . 

1°) E t u d e s u r (Q,T ) (T < S) 

On é t u d i e d ' a b o r d l ' o p é r a t e u r L ° ( r e p r é s e n t é p a r l e segment A B ) . 

P r o p o s i t i o n 2.1 

Sous l e s c o n d i t i o n s C 2 e t C , p o u r t o u t £ ' <c ( R n ~ 1 \ { 0 } , l ' o p é r a 

t e u r U ^ C Ç ' ) = ( L ° ( x ^ ; Ç ' , D n ) ; y B ° ( x ^ ;K ', D R ) , j « 1, . . . „u ) e s t un i s o -

morphisme de H r ( / R + ) s u r L ^ ( I R + ) x (CM . 

De p l u s , i l e x i s t e une c o n s t a n t e C > 0 t e l l e q u e , s i u e s t s o l u 

t i o n du p r o b l è m e : 

' L ° ( x ' ; Ç ' , D •) u ( x ) = f ( x J 
1 o n n n 

B ° ( x ' ; Ç ' , D ) u ( Q ) = j = 1 , . . . U 
J o n j 

on a i t l a m a j o r a t i o n : 

Z o | Ç ' | 2 ( r - J ^ | D J | - u ( X n , | 2 d X n < C { / j f ( x n ) | 2
 d x p + ht-l**\lf}. 

r ' 1 
a v e c : s . = — ( r - m . - — ) , j = 1 , . . . , y . 

J r J 2 

( L a d é m o n s t r a t i o n e s t t o u t à f a i t i d e n t i q u e au cas e l l i p t i q u e . 

P o u r l a m a j o r a t i o n , on l a f a i t d ' a b o r d p o u r | Ç ' | = 1, p u i s on t e r m i n e p a r 

h o m o g é n é i t é ) . 



V I I I - 8 

On é t u d i e m a i n t e n a n t l ' o p é r a t e u r 

m-r 
l i ( x ; D ) = Y a , x q j U1 > 

n n j n n 

a v e c , p o u r j = 0 , . . . , m - r , a = a ( Q Q ( X q Î -

C e t o p é r a t e u r e s t r e p r é s e n t é p a r A F . 

On n o t e $^ (0,1^) l ' e s p a c e des f o n c t i o n s de (0,-^) q u i 

s ' a n n u l e n t au v o i s i n a g e de x n = T^. 

P r o p o s i t i o n 2 .2 

Sous l e s c o n d i t i o n s e t C^* P ° u r T ^ a s s e z p e t i t , i l e x i s t e un 

" p r e s q u e i n v e r s e " R r . de F l ( x ;D ) r e l a t i v e m e n t à 

Î1 n n 

( * M ~ R ( 0 , T j . V M " R ( 0 , x / 1 ) , L
2 ( 0 , T ) ) . 

q 1 q 1 " 

D é m o n s t r a t i o n . 

On f a i t l e changement de v a r i a b l e : dx = x ^ d t . 
n n 

L ' o p é r a t e u r M(x ; D ) e s t t r a n s f o r m é en : 
n n 

P C t i D . ) = PAO. ) + P . ( t ; D , ) , 
t o t 1 t 

a v e c 

De p l u s , s i T^ e s t a s s e z p r t i t , l e s c o e f f i c i e n t s de P ^ C t ; ^ ) 

s o n t p e t i t s dans 3 t (T 3 [«• On a p p l i q u e a l o r s un théorème d ' i n v e r s i o n des 

o p é r a t e u r s à c o e f f i c i e n t s peu v a r i a b l e s [4\ . D ' o ù l ' e x i s t e n c e d ' u n r é g u -

l a r i s a t e u r p o u r P. E t , e n , r e v e n a n t à l a v a r i a b l e x , on o b t i e n t l e " p r e s -

n 
que i n v e r s e " c h e r c h é . $ g 

P o u r chaque £ ' e f R N ~ 1 \ { 0 } , on m u n i t 1-^(0,1^) de l a norme d é 

f i n i e p a r : 

N u m , -Y P l x Q J
 ° J + r " I x ) | 2 dx + [ f 1 I ç ' ^ ^ ^ ' l p j u t x i|2

 d x . 
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On n o t e r a $ ^ ( 0 , ^ ) l ' e s p a c e des f o n c t i o n s de H^(0,T ^ 3 q u i s ' a n 

n u l e n t au v o i s i n a g e de x ^ = T^. 

2 u ^ 
P o u r ( v , ^ ) 6 L ( 0 , T ^ ) x Œ , on pose v l e p r o l o n g e m e n t de v p a r 0 

p o u r x > T ^ . S o i t a l o r s u l a s o l u t i o n du p rob lème : 

U ^ Ç ) u = ( v ; H f î . 

S i l ' o n c o n s i d è r e u comme f o n c t i o n d é f i n i e s u r [0,t^), on n o t e r a : 

u = R i ( v ; * î . 

P o u r ( f j ¥ ) € L 2 ( 0 , T ) x E Y , on n o t e : 

e t p o u r ( v ; * î € V ^ W ^ J x ^ on n o t e : 

M ( v i T ) = ( M v j V ) . 

A l o r s , on o b t i e n t l a : 

P r o p o s i t i o n - 2 .3 

L ' o p é r a t e u r RJJ = e s t un " p r e s q u e i n v e r s e " de M ^ C Ç ' ) r e 

l a t i v e m e n t à ? 

( ^ ( 0 , ^ ) , H ( • , x ^ ), L / I Q . t ^ ) x C y ) . 

De p l u s , s i u = R J j ( f j ¥ ) , on a : 

y 2s 2 

où : | j ^ | | = l | ç ' | J |Mf. | e t où C ne dépend pas de x n i de Ç ' , 

On c o n s i d è r e m a i n t e n a n t l ' o p é r a t e u r : 

U^Ç 1) = ( L ( x ^ X n ; Ç , , D n ) ; y B ° (x̂  ; Ç ' , D n ) , j = 1 

On a l e : 

Théorème 2 .2 

I l e x i s t e 6. > 0 e t A > 0 t e l l e s q je , p o u r t o u t | ç ' | . £ A , i l 

e x i s t e s u r l ' i n t e r v a l l e ( 0 , T ^ ) , a v e c t = 6^ JÇ'| q ' , un " p r e s q u e i n v e r s e " 

R^ de t G ( Ç ' ) r e l a t i v e m e n t à : 
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^ ( 0 , ^ ) , H j j t O , ^ ) , L 2 ( 0 . T 1 ) x 

De p l u s , on a l a m a j o r a t i o n à p r i o r i : 

!iu|L ( 0 T , « c {||fl!2 + | | f | | l 

s i u = R ^ f f ; ^ ) , e t où C ne dépend pas de £ ' . 

D é m o n s t r a t i o n . 

On é c r i t : 

L ( x ' ; x j Ç ' . D ) = M ( x ;D ) L ° ( x ' ; £ ' , D J + Q ( x ' ; X ; Ç ' , D ) ; 
o n n n n 1 o n o n n 

e t l ' o n mon t re q u e , p o u r e > 0 , i l e x i s t e d e u x c o n s t a n t e s A > 0 e t 6^ > 0 

t e l l e s q u e , p o u r t o u t ^ A e t t o u t u <£ H ^ ( 0 , x ^ ) , on a i t : 

| | Q C x ' ; x , Ç ' , D ) u | | ^ e || u| | T j 
o n n L ^ 0 , T ^ V ' V 

Comme M U ^ ' l a un " p r e s q u e i n v e r s e " , on 8n d é d u i t que L̂kfÇ') a un " p r e s 

que i n v e r s e " (lemme a b s t r a i t s u r l e s " p r e s q u e i n v e r s e s " ) . 

2°) E t u d e s u r (T 2 ' , 61 

On se donne Ô_ t e l que 0 < ô < 6 e t , p o u r t o u t Ç ' e fR 

on pose : * ô 2 | £' f q ' 

1 1 1 = j >• 
0 T- T 6 

2- 1 

On n o t e <ï>2 ( T 2 , Ô ) l e s o u s - e s p a c e des f o n c t i o n s de H M ( T 2 , ô ) q u i 

s ' a n n u l e n t au v o i s i n a g e de x ^ = T 2 e t x ^ = 6 . 

P o u r chaque Ç 1 € fR on m u n i t H ( T 2 ' ^ de l a norme d é f i 

n i e p a r : 

m 6 m r m ~ J 2 

| U | * - ï | | x f ^ t | t - | r - « 1 - ^ | ï . | " > " <tf UtX n ,j dX„. 
H (T , 6 ) j = o j t 2 

Théorème 2 .3 

I l e x i s t e deux c o n s t a n t e s A > 0 e t <S > 0 t e l l e s que l ' o p é r a t e u r 

L ( x ^ ; x n i Ç ' , 0 ^ ) a d m e t t e , p o u r t o u t | ç f | > A , un " p r e s q u e i n v e r s e " R 2 r e l a -
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t i v e m e n t à : „ 
( « 2 ( T 2 , 6 1 , H M ( T 2 > 6 ] , r ( T 2 . , < ) ) . 

De p l u s , on a l a m a j o r a t i o n à p r i o r i : 

Il V I L < c H f l l 2 

où C ne dépend pas de 

D é m o n s t r a t i o n 

On pose : h ( Ç ' , x ) = -, ; -
K ^ n q ( m - r ) 

v n J 

e t l ' o n f a i t l e changement de v a r i a b l e s : 
dy - h ( ç f . x n ) dx n . . . . 

Ce changement t r a n s f o r m e l ' o p é r a t e u r L ( x ' ; x ; £ ' , D ) ( r e p r é s e n -
o o n n 

t é p a r A B E F ) en un o p é r a t e u r ; 

P = P + P, 
o 1 

L e s c o e f f i c i e n t s de P^ s o n t a u s s i p e t i t s que l ' o n v e u t s u r 

( y ^ K y f S Î ) ^ c o n d i t i o n de p r e n d r e 6 a s s e z p e t i t e t A a s s e z g r a n d . 

De p l u s , l e s c o e f f i c i e n t s de P s o n t b o r n é s dans ( y ( x 0 ) , y ( ô ) 3 
o- 2 

e t l e u r s d é r i v é e s ( j u s q u ' à l ' o r d r e m) s o n t a u s s i p e t i t e s que l ' o n v e u t à 

c o n d i t i o n de p r e n d r e ô a s s e z p e t i t e t A a s s e z g r a n d . 

E n f i n , i l e x i s t e une c o n s t a n t e b > 0 t e l l e q u e , s i (y3 , 

1 ^ v ^ m, s o n t l e s r a c i n e s de P Q ( y , ç ) = 0, on a i t : 

| l m C v C y 3 j ^ b , p o u r y ( x 2 ) < y < y ( 6 ) . 

P a r c o n s é q u e n t , en v e r t u d ' u n r é s u l t a t c l a s s i q u e s u r l e s o p é r a 

t e u r s à c o e f f i c i e n t s ! peu v a r i a b l e s Cc f : [4 ] 3, i l e x i s t e un " p r e s q u e i n 

v e r s e " de P. E t , en r e v e n a n t à x n , on o b t i e n t un " p r e s q u e i n v e r s e " p o u r 

L ( x ' ; x ; Ç ' , D î . 
o o n n 

Comme l a norme de l ' o p é r a t e u r r e p r é s e n t é p a r QABVAB e s t a u s s i 

p e t i t e que l ' o n v e u t , à c o n d i t i o n de p r e n d r e £ a s s e z p e t i t e t ' A ' a s s e z 

g r a n d , on mon t re que L ( x ' ; x j Ç ' , D ) admet un " p r e s q u e i n v e r s e " . £32 

o n n 
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3°) C o n c l u s i o n ; é t u d e s u r (Q,<5) 

ô a é t é c h o i s i dans l e 2 ° ) . 

Théorème 2 .4 

P o u r t o u t | ç ' | ^ A , i l e x i s t e des o p é r a t e u r s l i n é a i r e s c o n t i n u s 

R' e t R" de L 2 ( 0 , 6 ) x (E y dans H^(0,6) t e l s que : 

( i ) °Ub{^9) R' = E , où E 2 e s t l ' i d e n t i t é s u r L ( 0 , 6 ) x E y 

( i i ) R" U ( Ç r ) = E s u r * ( Q , Ô ) = { u € H j u = 0 au v o i s i n a g e de 

x ^ ' 6 } , où E^ e s t l ' i d e n t i t é 9ur H n ( û , ô ) . 

D é m o n s t r a t i o n 

P o u r t o u t £ ' € I R N ~ 1 \ { 0 } , on f a i t une p a r t i t i o n de l ' u n i t é 

^ 1 * * 2 ^ S L J b o r d o n n é e au r e c o u v r e m e n t : 

On pose a l o r s , p o u r t o u t C f ; ¥ ) € L 2 ( 0 , 5 ) x & : 

R o ( f j V ) = ^ + ^ R 2 ¥ 2 f . 

où : 1 

' i n i n 1 1 

A l o r s , on mon t re q u e , p o u r | Ç ' | a s s e z g r a n d , l ' o p é r a t e u r i k f Ç ' ) R Q - E 2 

e s t de norme p e t i t e e t que l ' o p é r a t e u r R Q ^ ( Ç ' Î - E ^ , de $ ( 0 , ô ) d a n s 

$ ( Q , ô ) , e s t de norme p e t i t e . 

On en d é d u i t a l o r s l ' e x i s t e n c e de R' e t R M . 

I l s u f f i t de p r e n d r e 

R' = R (Ik(Ç')R J" 1 

• o o 
e t : . 

R" = (R UtÇ')) R . ffîi 

2 . 1 . 2 C o n s t r u c t i o n d ' u n " p r e s q u e i n v e r s e " p o u r | g ' | < A 

Théorème 2.5 

P o u r t o u t A > 0 , i l e x i s t e 6 > 0 t e l q u e , p o u r t o u t | ç ' | < A , 

l ' o p é r a t e u r L ( x * ; x ; £ ' , D ) a i t un " p r e s q u e i n v e r s e " R r e l a t i v e m e n t à : 
o n n 

( • t Q , f i ) , H n ( 0 , 6 ) , L 2 ( 0 , ô ) ) , 
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a v e c : 

l|Rfl!H (o 6 ) * c ||f|| 2 

où C ne dépend pas de Ç ' . 

D é m o n s t r a t i o n 

MD admet un " p r e s q u e i n v e r s e " R q r e l a t i v e m e n t à 
n o 

( * ( 0 , 6 ) , H n ( 0 , 6 ) , L 2 ( 0 , 6 ) ) . 

De p l u s : 

L t x ' j X j Ç ' . D 1 * ml + Q ' C x ' ; x ; Ç f , D ) i 
o n n n o n n 

e t , p o u r J£'| < A , Q R g a une norme p e t i t e à c o n d i t i o n de p r e n d r e 6 > 0 

a s s e z p e t i t . 

On en d é d u i t a l o r s que p o u r Iç'I < A , L ( x f j x $£' ,0 î admet un 
1 1 o n n 

" p r e s q u e i n v e r s e " R . W 

2 . 1 . 3 E t u d e dë L f x ' j x ; D ) d a n s l a bande R n ~ 1 x ( 0 , 5 ) . 
o n 

On d é f i n i t l ' e s p a c e : 

H n 0 R n " " 1 x ( O , 6 ) ) = { u € L 2 f l R n " 1 x ( 0 , 6 ) î | x n

a D a u € L 2 0 R n ' 1 x ( O , 6 ) } } . 

* ( J R n ~ 1 x ( 0 , S ) ) e s t l ' e s p a c e d e s f o n c t i o n s de Û R n ~ 1 x ( Q , Ô ) î q u i s ' a n n u l e n t 

au v o i s i n a g e de l a d r o i t e x ^ = 6 . 

L ' o p é r a t e u r U* s ( K x ' j x , D ) ; Y B . ( x ' j D ) , j » 1 , . . . , y ) e s t 
o o n j o 

l i n é a i r e c o n t i n u de H^(IR n ^ x ( 0 , 6 ) ) dans 

L 2 0 R n ~ 1 x t O , ô ) ] x Z H J 0 R n " 1 ) , a v e c , p o u r j » 1 , . . . , y : s * - j ~ ( r - m - ~ K 

J - 1 3 3 

Théorème 2 ,5 

I l e x i s t e des o p é r a t e u r s l i n é a i r e s c o n t i n u s 

y s . 

L 2 t R n " 1 x ( 0 . 6 ) x H H j ( R n ~ 1 ) d a n s H Û R n ~ 1 x ( 0 , 6 ) ) t e l s que p o u r t o u t 

J - 1 
y s 

( f , g ) € L 2 8 R n " 1 x ( 0 , 6 ) ) x n H J W n " 1 ) e t t o u t u € * flRn~1x(0,6)), 
J - 1 

on a i t : 
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( i ) (UsQ (E> Q (
f >g) = ( f . g + Q ( f , g ) ) , où Q e s t un o p é r a t e u r c o n t i n u de 

]i S 

L 2 Û R n " 1 x ( 0 , 6 ) ) x n H j ( R n " 1 ) dans H°° ( (R n * 1 ) . 

j = 1 

(ii) &l U 0 " = 

D é m o n s t r a t i o n 

S o i t * f . l a f o n c t i o n d é f i n i e s u r IR P 1 t e l l e que 
' A 

'fAU') = 1 , p o u r |Ç'| < A 

e t • 

*fAU'.) - 0 , p o u r >, A . 

-1 n-1 
S i F d é s i g n e l a t r a n s f o r m a t i o n de F o u r i e r i n v e r s e s u r tR e t 

n-1 
^ l a t r a n s f o r m a t i o n de F o u r i e r s u r {R , on pose : 

& ' ( f , g ) - F " 1 { ( 1 - y A î R ç . ( f « , . x n J , g ( Ç l ) ) + Ï A Rç, f ( Ç , . x n ) > 

e t : 

51" (f,g) - F " 1 { ( 1 - y RJ,. ( f (Ç ' , x p),gU')) + ̂ A R ç i f(e',xn)} 

A l ' a i d e d e s t h é o r è m e s 2 .4 e t 2 . 5 , on mon t re f a c i l e m e n t l e s p r o 

p r i é t é s ( i ) e t ( i i ) . m 

2 .2 E t u d e de L ( x ; D ) s u r l ' o u v e r t fl 

On suppose que l e r e c o u v r e r o n t { L L ; 0 ^ i >$ N} de ft e s t a s s e z 

f i n de f a ç o n que : 

. U C n 
o 

. P o u r 1 ^ i < N , s o i t d i f f é o m o r p h e à une b o u l e de lRn dans l a q u e l l e 

on a i t x < 6 . 
n 

On c o n s i d è r e l ' e s p a c e : 

h M f t ) » ( u € L2tf2) I * u € H mGR n) e t * . u 6 H_ 0R n" 1 x (0,6))} 
n o i ii 

où ; 0 4 i <S N} e s t une p a r t i t i o n de l ' u n i t é s u b o r d o n n é e au r e c o u v r e 

ment { U i ; 0 ^ i « N> . 

G r â c e à c e t t e p a r t i t i o n de l ' u n i t é , on se ramène , p a r c a r t e s l o 

c a l e s , à u t i l i s e r l e théo rème 2 . 6 . E t l ' o n o b t i e n t l e r é s u l t a t annoncé au 

théo rème 2.1 (on u t i l i s e l a méthode emp loyée dans [ 3 ] , S 5 e t 6 ) . 
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