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U N E P R O P R I E T E D E S A N N E A U X U N I V E R S F T . T R I E N T J A P O N A I S 

par 

J. MAROT 

Dans E.G.A., IV, n° (7.4.8) A. Grothendieck pose les questions 

suivantes : 

Question 1 . 

Soient A un anneau de Zariski complet, et *3 un idéal de définition 

de A. Si A/1^ est un P-anneau, en est-il de même de A ? 

Question 2, 

Soient A un anneau noethërien et 3 un idéal de A, distinct de A. 

Si A est un P-anneau, en est-il de même du sépare complété de A pour la 

topologie 'D-adique ? 

Bien entendu, une réponse positive à la question 1 implique une ré

ponse positive à la question 2. Dans le cas où A esc semi local et où P 

est la propriété des fibres formelles d'être géométriquement réduites, 

dfaprès le théorème de Zariski-Nagata (E.G.A., IV, n° (7.6.4) M ) , la ques

tion 1 se ramène à la suivante : 

Question 3» 

Soient A un anneau de Zariski complet, et ^ un idéal de définition 

de A. Si l'anneau A/3 est universellement japonais, en est-il de même de 

A ? 

Enfin, si A est semi local et universellement caténaire et P la pro

priété des fibres formelles d'être géométriquement régulières, la question 

2 se ramène à la suivante : 

Question 4. 

Soient A un anneau noethérien et 3 un idéal de A, distinct de A. 
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Si l'anneau A est excellent, en est-il de même du séparé complété de À 

pour la topologie *d -adique ? 

Nous allons faire le point des résultats sur ces questions, puis 

donner un exemple, dû à C. Rotthaus dfanneau local régulier de di

mension 3 universellement japonais, et dont les fibres formelles ne sont 

pas toutes géométriquement normales. Le détail des démonstrations se trouve 

dans les articles cités en bibliographie. 

I. P EST LA PROPRIETE "GEOMETRIQUEMENT REDUITE" 

La question 3 admet une réponse positive. Plus précisément, nous avons 

le 

Théorème (1,1) M e t C9] 

Soient A un anneau de Zariski complet, et % un idéal de définition de 

A. Alors, si lranneau A/0 est universellement japonais, lranneau A est 

aussi universellement japonais. 

Ce théorème est à rapprocher du lemme classique de Tate (E.G.A., 0 ^ , 

n° (23.1.3) M ) , dont il peut être considéré comme une forme généralisa

tion. Sa démonstration utilise de manière essentielle le théorème de 

Chevalley.(E.G.A., 0 I n° (7.2.7) ) et le théorème suivant de Nishimura. 

Théorème (1.2) M 

Soit A un anneau de Krull tel que, pour tout idéal premier de hau

teur 1 de A, l'anneau k/'jA soit noethérien. Alors l'anneau A est noethérien. 

Dans les trois lemraes qui suivent, A est un anneau noethérien intègre 

de corps des fractions K, K f une extension finie de K, et A-1 la fermeture 

intégrale de A dans K*. 
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Lemme (1*3) 

Soient p' e Spec A 1, et p « p1 rï A <~ Spec A. Si l'anneau A/jtf est 

japonais, alors le A/j*-module A'/p' est de type fini. 

Cfest immédiat. 

Lemme (1.4) 

Si, pour tout € Ass^(K/A), l'anneau k/fx est japonais, alors l'an

neau A' est noethérien. 

On utilise le fait que l'anneau A' est de Krull et on applique le 

théorème de Nishimura. 

Lemme (1*5) 

Soit 3 un idéal de À , distinct de A , tel que : 

i) L'anneau A est complet pour la topologie <J-adique, 

ii) L'anneau A/0 est universellement japonais. 

iii) L'anneau À' est noethérien. 

Alors, le A-module A' est de type fini. 

La démonstration s'apparente à celle du lemme de Tate. 

Désignons par r la racine de l'idéal O A ' de A'· Les hypothèses ii), iii) 

A 1 

et le lemme (1.3) permettent de montrer que le A-module — est de type 
n 

• r 
fini. On en déduit, d'après iii), que le A-module ^ est de type fini, 

r n 

pour tout entier n > 1. La suite exacte de A-modules : 

r 1 1 A' A f 

0 > > > £ > 0 
n+1 n+1 n r r r 

A' 

montre alors par récurrence que — est un A-module de type fini, pour tout 

entier n > I : on en déduit que le A-module est de type fini, et on 

conclut par le théorème de Chevalley. 
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Par un raisonnement de récurrence noethérienne, la démonstration du 

théorème (1.1) se ramène de suite à celle du lemme suivant. 

Lemme (Ko) 

Soient A un anneau noethérien intègre, 3 un idéal de A distinct de 

A, tels que : 

i) L'anneau A est complet pour la topologie ^-adique. 

ii) L'anneau A/0 est universellement japonais. 

iii) Pour tout idéal premier non nul de A, l'anneau A/O est japonais. 

Alors l'anneau A est japonais. 

Ceci découle immédiatement des lerames (1.4) et (1.5). 

Comme conséquences du théorème (1.1), signalons entre autres les 

résultats suivants : 

Proposition (1*7) 

Soient A un anneau noethérien, $ un idéal de A f B le séparé complété 

de A pour la topologie 3-adique. Alors, si l'anneau A/0 est universelle

ment japonais, il en est de même de 8· 

Proposition (1.8) 

Soient A un anneau noethérien semi local, 3 un idéal de A, B le sé

paré complété de A pour la topologie 'O-adique. Alors, si les fibres for

melles de A sont géométriquement réduites, il en est de même de celles de B. 

Proposition (1»9) 

Soient A un anneau de Zariski complet, et 3 un idéal de définition 

de A. Alors, si l'anneau A/fJ est universellement japonais,-il en est de 

même de tout anneau de séries formelles restreintes à un nombre fini d'in

déterminées A{Tjf...,T }. 
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Proposition (1.10) 

Soit A un anneau noethérien universellement japonais. Alors, tout 

anneau de séries formelles à un nombre fini dfindéterminées A[[T^,...T^J] 

est aussi universellement japonais. 

2. P EST LA PROPRIETE "GEOMETRIQUEMENT NORMALE OU REGULIERE" 

Dans le cas où P est la propriété des fibres formelles dfêtre géomé

triquement régulières, signalons les deux résultats suivants de Seydi et 

Valabrega, qui répondent partiellement à la question 1 et à la question 4· 

Théorème (2,1)^ 23 

Soient A un anneau local noethérien (contenant un corps) de caracté

ristique non nulle P, de corps résiduel k tel que (k : k^) < « : et un 

idéal de A, On suppose que 

i) A est séparé complet pour la topologie 0-adique. 

ii) Les fibres formelles de A/3 sont géométriquement régulières. 

Alors les fibres formelles de A sont géométriquement régulières. 

Ce théorème découle de suite du théorème suivant de Seydi, soit par 

un calcul direct, soit en utilisant le théorème (1.2)· 

Théorème (2.2) M 

$pit A un anneau local noethérien intègre de corps résiduel k : on 

suppose que k est de caractéristique non nulle P et que (k : k**) < » · 

Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

1) Le A^-module A est de type fini. 

2) L'anneau A est universellement japonais. 

3) Les fibres formelles de A sont géométriquement réduites. 

4 ) Les fibres formelles de A sont géométriquement régulières. 
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Théorème (2.3) ^,31 

Soient A une algèbre de type fini sur un corps (quelconque) k, et S 

un idéal de A. Alors le séparé complété de A pour la topologie 3 -adique 

est excellent. 

On se ramène à montrer que l'anneau 

A - k [x, Xj [[Y,....,Yj] 

est excellent ; pour cela, on utilise essentiellement le théorème (1.2) sur 

les anneaux universellement japonais et le critère Jacobien de Nagata. 

Signalons que le théorème (2.3) a été auparavant démontré dans des cas 

particuliers par Seydi, Matsumura^, et Nomura^-L 

Le théorème (2.2) de Seydi suggère la question suivante : "soit A un 

anneau local noethérien universellement japonais. Ses fibres formelles sont-

elles géométriquement régulières ?" Une réponse positive résoudrait une 

bonne partie de nos problèmes (!). En fait, il n'en est rien. C'est le pro

pos du paragraphe qui suit. 

3. ANNEAUX UNIVERSELLEMENT JAPONAIS NON EXCELLENTS 

Les résultats de ce paragraphe sont de F. R o t t h a n s ^ · 

Théorème (3.1) ^ 0 

Soit K un corps de caractéristique nulle. Il existe une K-algêbre R 

telle que : 

i) R soit un anneau local régulier de dimension 3. 

ii) R soit universellement japonais, 

xii) R ne soit pas excellent. 

Plus précisément, il existe un idéal premier principal r de R tel que 

l'anneau R/r (de dimension 2) soit normal, et que son complété (qui est 
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réduit) ne soit pas normal. Il résulte dfalors d'E.G.A. IVf n° (7.6.1)M 

que la fibre formelle de R en r n'est pas géométriquement normale. 

(3.1.1) Construction de R 

Voici un aperçu de la construction de R, inspirée des exemples de 

Nagata Soient X,Y,Z trois indéterminées. Nous construisons R et un 

anneau local excellent A de dimension 3 (anneau intermédiaire essentiel 

pour le calcul) de façon que les injections canoniques : 

K [ X , Y , Z ] ( X ^ Z ) > R > A > K [ [X,Y,Z]] * R - A 

soient des morphismes locaux dfanneaux locaux. 

Soient F, G deux séries formelles en X , à coefficients dans K, algé

briquement indépendantes sur K ( X ) (il en existe !) telles que, 

CD CO 

F « y a X P , G « y b X P . 

• P i P 
p*l p«l 

On pose 
n F-F 

F *0 ; pour n>l, F « ï a X P ; pour n>0, f * . 

o , r — n Y P
 r — n Y n 

n G-G 
: G Q«0 ; pour n> !, G R » £ b p X P ; pour n>0, g n * , 

L'anneau A t » (Kfx,f ,g ] J / v ^ est un anneau de valuation discrète, 
1 *- n °mJn,m € JN ( X / 

donc excellent (caractéristique zéro), de complété K £ [ X ] ] · Lfanneau 

A « A } [ Y , Z ] ( Y ) Z ) - (K[x;Y,Z )f n.g r a] n ) m € / N ) ( X ) Y > z ) est donc un anneau local 

régulier excellent de dimension 3 de complété Â - K[[x,Y,zJ] , 

On pose maintenant 

U - Y+F, V » Z+G e K[[X,Y,Z]], 

UV-(Y+F )(Z+G ) 
W - W - UV ; pour n > 1, W - — • ~ — , 

• - X° 

On calcul simple montre que e A pour tout n > 0. On définit alors R par 

R » (K[XfY,Z,wJn € ^) ̂ x y z j . Les injections canoniques 
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K [ X , Y , Z ] ( X Y J Z ) > R > A > * = K [ [ X , Y , Z ] ] 

sont des morphismes Locaux d'anneaux locaux. 

Les résultats suivants sont immédiats : 

0 W ~ * W ^ K ^ Y , Z ^ ( Y , Z ) ' 

2) Soit S la partie multiplicative { X N } -T de R. L'anneau S * A est un anneau 

de fractions de K[X,Y,Z,U.VJ ; l'anneau S *R est un anneau de fractions de 

K[X,Y,Z,UV] ; et le morphisme canonique S *R > S *A provient du raorphisme 

injectif canonique KJX,Y,Z,UV] > K[X,Y,Z,U,V] . 

(3.1.2) Démonstration de i) 

Comme l'idéal maximal de R est engendré par X , Y , Z , il suffit de montrer 

que R est noethérien ; il en résultera que R = K[[X,Y,Z]3» etc... On utilise 

le théorème de Cohen, soit p c Spec R. Si x e |s> c'est réglé car -çgj est 

noethérien. Si x Ja, il existe un idéal rj de R de type fini tel que 

^ S 'R » v\ S *R et A * *{A, puisque S *R et A sont noethériens. Pour mon

trer que x\ , on raisonne p^r limite inductive : 

A - Urn A n , An = K[x,Y,Z,£n.gJL , 
n n 

R - lim R , R 3 5 Kfx,Y,Z,w 1„ 
— > n * n L n JM ' 
n n 

L^ est l'idéal maximal de. K[X,Y,Z,f n >g n] engendré par X,Y,Z,f n,g n ; Mft est 

l'idéal maximal de K[x,Y,Z,w n] engendré par X,Y,Z,w n. Ce calcul, très long 

et assez ardu, utilise de manière essentielle que F et G sont algébriquement 

indépendantes sur K ( X ) . 

Enfin r = UVR est un idéal premier de R. 

(3.1.3) Démonstration de ii) 

$ 
Il faut montrer que, pour tout w e Spec R, l'anneau ·—- est réduit. 

R *** 
Si Xe Jx, c'est réglé car -^y est excellent. Si x on se ramène à montrer 
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A R A 
que ~ est réduit car A est excellent et — = — . Ce calcul est assez facile. 

H A H« fit 

(3.1.4) Démonstration de iii) 
A 

R R 
Il reste à montrer que — est normal (-— n'est pas intègre ! ) . On intro-

r rR 
duit à cet effet les idéaux - UA + VA, ^ - UA + VA ; ces idéaux premiers, 

R A R A 
de plus p flR ~ t |nR s r. Les morpbismes canonique ~ > ̂  et ~ > ̂  sont 

À 

alors injectifs. On conclut en utilisant ces morphismes et le fait que — et 

A 

^ sont normaux (réguliers ! ) . 

Remarque (3.1*5) 

1) C. Rotthaus donne également un exemple de K-algèbre vérifiant i)» ii)> iii) 
en caractéristique non nulle p ; à partir de K « F (X ,Y ) où F est 

M 1 ^ p n* m n,m e fN p 
le corps premier de caractéristique p, (X ,Y ) une famille d'indêter-r 1 1 n* m n,m e fN 

minées deux à deux distinctes : on a (K:K^) = OT , évidemment (voir le théorème 

(2.2)). 

2) L'exemple donné par C. Rotthaus est celui d'un anneau local universellement 

japonais, universellement caténaire non excellent. Pour des exemples (dans le 

cas global) d'anneaux universellement japonais, universellement caténaires non 

excellents, voir 
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