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QUELQUES EXEMPLES DE PROBLEMES PHYSIQUES OU
INTERVIENNENT DES PRODUITS DE MATRICES ALEATOIRES

par

Bernard Derrida

INTRODUCTION

Les produits de matrices al@atoires apparaissent en physique d&s que
l'on cherche 3 étudier des systémes unidimensionnels d&sordonnds. Le plus
souvent on veut calculer les propriétés du produit d'un grand nombre de
matrices aléatoires, 3 commencer par le coefficient de Lyapounov y d&fini
lorsque la limite existe par

N

v = lim % log [tr T M.]
N i=1 *t

ol les Mi sont des matrices aldatoires dont la forme et la distribution
dépendent du probléme physique que l'on se pose. Le coefficient de Lyapounov
généralise au cas des matrices aldatoires la notion de valeur propre.
Malheureusement, il n'existe pas de méthode générale pour le calculer,

méme dans le cas ol les matrices M. sont 2 x 2. Une fagon de faire est

de résoudre le probléme numériquement en tirant les matrices M, au hasard

sur ordinateur. L'autre possibilité, 3 laquelle ce qui suit est consacré,

consiste 3 essayer de faire des développements autour de situations simples
les matrices Mi commutent presque, la distribution des matrices Mi est trés

concentrée etc...

(1]

désordonnés ont motivé de nombreux travaux chez les physiciens qu'il serait

Depuis le travail de Dyson (1953), les problémes unidimensiounnels
beaucoup trop long de citer ici. Dans ce qui suit, j'ai choisi de présenter
quelques exemples yui me sont familiers et qui me paraissent, chacun repré-
sentatif d'une méthode de développement différente. Chacune de ces méthodes
conduit 3 des calculs assez longs qu'il n'est pas possible de reproduire ici.
I1 ne fait pas de doute que certaines de ces méthodes ont di &tre utilisées

antérieurement dans la littérature.

er . . - .
Dans le | exemple, le produit de matrices aléatoires peut se ramener

3 un procassus de Markov avec un nombre fini ou dénombrable d'états. Daus



l'exemple 2, on essaie de développer autour d'ume situation od les matrices
Mi commutent. Enfin dans les exemples 3 et 4, on considére des cas ol la
distribution des matrices al@atoires est trds concentrée,

(2]

1. Exemple 1 : chaine d'Ising alatoire dans un champ magnétique uniforme

Le calcul des propriétés d'une chaine d'Ising dans un champ magnétique
uniforme et dont les interacticns ont des signes aléatoires peut se ramener

au calcul d'une quantité F appelée 1'@nergie libre dé&finie par : N

N
F = lim 31‘-103 lee T M, ]
Nooo i=1

ol les matrices Mi sont aléatoires et distribuées selon la loi :

zl+a z-l+a
M, = avec probabilité

1
=l=0 _I-o 2
z z

ou

z-l+a zI+a
M., = avec probabilité

!
- _=l-a 2
4 4

e

z et & sont deux nombres positifs reliés 3 la température et au champ

magnétique.

On ne sait pas calculer F pour un choix quelconque de o et de z. Par
contre, on peut trouver le début du développement de F dans la limite
z > ® qui correspond au développement de basse température. La raison
pour laquelle le calcul se simplifie dans la limite z + = est la suivante :
quand on effectue un produit de 2 mgtrices A et B, chaque é&lément du
produit est la somme de produits d'&léments de A et de B, Dans la limite
z2 > @, on peut remplater cette somme par le terme maximum de la somme

chaque fois que les termes de la somme n'ont pas la méme puissance de z.



(2]

On obtient pour z + @ :

F=Elogz+ S+ o(l)

E est relié 3 1l'énergie, S 3 l'entropie. E et S sont donnés par

rE_
2 2
StT T o
S =
\

n2+3n+2a(n+l)

4(ar1)? o=l b2(arD)d

(n+1) (n+2)

. p"l
1 T r n

log p

ol n est la partie entidre de 2/a

(
E =

SL o = =

\

2

n +n+2

n+l

1
S =—] H(y) log v

y

ol la somme sur y porte sur l'ensemble de points formé par le point y=2

et tous les points que l'on peut

-

atteindre 3 partir de 2 en combimant

dans tous les ordres possibles les applications T, et TZ

Tl(x) = | + x

On obtient ainsi les points 3, 3/2, 4, 4/3, 5/2, 5/3 etc..

i
et TZ(X) =1+ =

. La fonctiom

H &tant définie sur ces points par

H(2) =

4(n+1)

-1
H(T () = B(l+y) = S BG)

1 1
H(T,(x) = B(L + 2) = 37 H(y)

La suite du développement de F dans la limite z » « est sans doute de

plus en plus compliquée. L'’expression de S dans le cas & = 2/n donne

d8jd une idée de cette complexité.



Le méme genre de méthode peut &tre utilis@e dans d'autres problémes

(31

comme celui d'une marche auto-@vitante sur un ruban aléatoire

(4]

2. Exemple 2 : Cas d'un produit de matrices qui commutent presque

On peut ramener le probléme d'une chaine d'Ising dans un champ aléa-
toire ou d'un systéme unidimensionnel de polyméres dans un potential alda-

toire 3 celui du calcul d'un coefficient de Lyapounov F(g) défini par :

N 1 £
F(g) = lim %-log {tr it ( )}
N-+o - i=l ‘ez, =z, :
i i
ol les 2z, sont des variables aléatoires indépendantes et positives, dis-

tribuées selon une loi p(z). Quand € = 0, on connait F :

F(0) = max [0, log z]

ol la barre désigne la moyenne par rapport 3 p(z)

log z = {p(z) log z dz

La question que nous nous sommes posée est celle du développement de

F(e) pour € petit. Limitons nous au cas ol

log 2 < 0

Tout ce qui suit. se transpose facilement au cas log z > 0.

(3]

On constate en faisant le calcul que pour que le développement
de F(g) en puissances de € existe jusqu'3 1l'ordre EZn’ il faut que
z0 < |, Par exemple, si z2 < | mais 23 > 1, on ne peut obtenir que 2
termes de ce développement
Lz 2 1% 22w 237 (1-20) 4
F(e) 22— £ “E : —5 = z +
1-2 (1=2)" (1-24)

?

, ‘ . . 6 .. C e
et quand on essaie de calculer le coefficient de € , celui ci est infini.

. . - . . 4 . - . -
On voit que si z2 + 1, le coefficient de ¢ diverge. De mé€me si z < |



mais z2 > 1, on ne peut obtenir que le 1%7 terme

F(s)--z‘—;sz+?
l=2

La région la plus int@ressante est le cas ol log z < O mais z > 1. Dans

ce cas, le comportement de F(e) pour £ - 0 est une loi de puissance

F(e) ~ K 22

ol a est la solution réelle positive de

o

z = |
Ca comportement en loi de puissance peut &tre justifié [4]. Néanmoins
le calcul de la constante K et des termes suivants de ce développement
pour € - O parait béaucoup plus difficile.

{51

3. Exemple 3 : Cas d'une distribution trds concentrée

Considérons 1'équation de Schrddinger sur un réseau 3 | dimension

wn+l * wn-l * A Vn lpu = E'wn

Pour un choix quelconque de wo et wl, les wn vont augmenter exponentiel-
lement avec n et le taux de croissance est le coefficient de Lyapounov

Y(E). Si l'on pose
¥

R = —2

an Y

n—1

Le coefficient de Lyapounov Y(E) est défini par

N
. 1
Y(E) = lim< ) 1log R
Noco N o=l n

Nous cherchons & trouver ici un moyen de développer Y(E) en puis-
sances de A. On peut &crire la formule de récurrence des Rn :

R =TE=AV_ -
n

1
n+1 R
n



On suppose qu'on peut développer les R en puissances de A de la

manidre suivante

2
Rn = A exp[A Bn + A Cn + ...

En reportant dans la récurrence sur les Rn’ on obtient en &galant ordre

par ordre les puissances de A

A=E~a ) '

On obtient alors pour Y(E)

Y(E) = log A + A<Bn> + A2<cn> ...

oG A est la racine 1la plus grande en module de A + A.l = E et les moyennes

< > ont la signification suivante
1 N
<B>= limz ) B
n n

Nooo ¥ pam

Nous allons maintenant examiner 2 cas : le cas ol le potentiel V est
n
aléatoire et celui ol il est quasipériodique.
3.a Cas_aléatoire

Quand les Vn sont aléatoires, non corrélés et de moyenne nulle :

<Y>=0; <V V> = v2 §
n n m n,m

On obtient

. 2
< =0; C=-3 ; zvz
.S AT-D
et donc
2 2
v(E) = log A - A _A vt e L,

2
2 (Ae_])Z



Ce calcul particuliérement simple peut &tre poursuivi pour obtenir le
développement de Y(E) en pulssances de A. Il est intéressant de remar-
quer que deja 1'ordre X permet de comprendre l’effet de localisation.
En effet, quand on prend E sur le spectre, cela revient 3 choisir

ik-

A=g¢g ", le terme en XZ devient réel, ce qui indique qu'il y a localisatiom.

3.b Cas_quasipériodique

On peut utiliser la méme méthode quand le potentiel est quasipério-

dique
7 =
: ces(qn + @)

et ol q est incommensurable avec 2T.

On obtient

Ai A2+l A2

A = log A -
A™~1 AA--ZA2 cos g +1

~N

ik . 2 . .. .
Quand A ~ e, la correction en A" est imaginaire contrairement au cas
du potentiel aléatoire. On voit ainsi que le potentiel quasipériodique

n'a pas tendance 3 localiser pour A petit

4. Exemple 4 : Cas d'impureté@s trds diluées

On cherche encore une fois 3 calculer le coefficient de Lyapounov

Y dans le cas ol les matrices Mi sont distribuées selon la loi :

kl o]
Mi = A= avec probabilité 1 - x
A
0 2
a B
Mi =B = ( )- avec probabilité x
y &

12
ol on suppose que Al >'|K2| > 0. Les matrices A et B correspondent res-

pectivement 3 l'absence ou 3 la présence d'impuretés.



On peut développer Y en puissances de x et on obtient

1 T
Y = lim - log (tr I M.
Noco = 1/

-} k q
a 2 8
= log Al + X log‘(xj> + X Z log {l * ;% (2)

+

Ce développement s'obtidnt en regardant l'effet d'une seule matrice B
pour le terme en x, l'effet de 2 matrices B sé@parées par q matrices A
avec 0 < q < = pour le terme en xz, l'effet de 3 matrices B séparédes

par q et r matrices A pour le terme en x3 etc... Ce développement devient
de plus en plus compliqué : les coefficients des puissan®es successives
de x sont des sommes multiples de logarithmes. Il est important de noter
que chaque ordre de ce développement apporte de nouvelles restrictions
sur sa validité : le premier terme n'est valable que si a # 0, le

second terme n'est valable que si tous les arguments des logarithmes ne
s'annulent pas et ainsi de suite. Cela ressemble beaucoup 3 1l'exemple

2 od chaque terme du développement en 52 imposait des contraintes plus

fortes que le terme précédent.
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