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SUR LA CALCULABILITE DES DETERMINANTS 

DE MATRICES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS 

par Kossivi ADJAMAGBO 

Ecole Nationale des Ponts et Chaussées 

Centre d'Enseignement et de Recherches en Informatique Appliquée 

0 - INTRODUCTION 

Conformément au propos des mathématiques fondamentales qui 

est, non de fonder une certaine "ontologie" des êtres mathémati

ques, mais de construire le graphe des implications entre les di

verses propriétés de ces êtres, l'objet des "mathématiques effec

tives" dont le "calcul formel" ("computer algebra") n'est qu'un 

aspect, est d'élucider les relations entre les propriétés de "cal-

culabilité" et les autres. 

Plus précisément encore, le problème standard de ces "mathéma

tiques effectives" peut s'énoncer en ces termes : étant donné deux 

ensembles E et F et une application f de E dans l'ensemble des 

parties non vides de F, sous quelles hypothèses sur E et F a-t-on 

une version "calculable" de l'assertion de l'axiome du choix ? En 

d'autres termes, sous quelles hypothèses sur E et F existe-t-il 

une application "calculable" g de E dans F telle que g(x) appar

tienne à f(x) pour tout x de E. 

Plus particulièrement, si g est une application de E dans F 

(cas où f(x) est un singleton pour tout x de E ) , sous quelles 

hypothèses sur E et F g est-elle "calculable" ? 

Plus particulièrement encore, si E 1 est une partie de E, sous 

quelles hypothèses sur E' et E l'appartenance à E' des éléments de 

E est-elle "décidable", c'est-à-dire la fonction x i — * x € E 8 de E 

dans l'ensemble (vrai, faux} est-elle "calculable" ? 

Compte tenu de cette problématique des "mathématiques effecti

ves", le propos du présent travail est de proposer une "théorie 
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effective" des déterminants sur un domaine de Ore dont les anneaux 

d'opérateurs différentiels fournissent des modèles. 

Les résultats généraux obtenus (partie 2 ci-après) montrent que, 

en dépit de la nature abstraite (partie 1 ci-après), voire "mys

térieuse" des déterminants sur un domaine de Ore (en effet il 

n'existe pas de "formule" explicite d'un tel déterminant contrai

rement au cas commutatif), les déterminants de matrices d'opéra

teurs différentiels dans les cas usuels et les plus pertinents 

(parties 3 et 4) sont "calculables", non seulement comme quotients 

d'éléments de leurs monoïdes de définition, mais encore comme 

éléments de ces monoïdes (théorèmes 3-4 et 4-8). 

Cette propriété de "régularité effective" des déterminants de 

matrices d'opérateurs différentiels permet alors d'établir des 
de 

résultats "calculabi1ité" sur les anneaux de telles matrices 

(corollaire 3-6) et sur les indices (corollaire 4-12) et la "régu

larité" (corollaire 4-16) des systèmes "généraux" d'équations dif

férentielles ordinaires. 

Signalons enfin que les algorithmes présentés dans les démons

trations des résultats ont donné lieu à la réalisation d'un logi

ciel de "calcul formel des opérateurs différentiels" écrit dans 

le langage de calcul formel MACSYMA [9] (Figures 2.17.1, 3.5.1, 

3.7.1 et 4.10.1 ). 

Puisse le présent travail contribuer à éveiller les mathéma

ticiens traditionnels aux problèmes de cal culabi1ité sous-jacents 

à leurs investigations ! 
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1 - LES DETERMINANTS SUR UN DOMAINE DE ORE 

1.1 - Notations 

Si Ô b est un anneau, nous noterons : 

wM>„ (A) l'ensemble des matrices nxm (n lignes) à coefficients 
nxm 

dans A 

<M>n (A) 1'anneau t>l x n(A), 

CMJ (A) la réuni onnU0tM^ , 

A * 1 ' ensembl e A\{o} ( parei 11 ement [N* dési gnera [N \{o} ), 

A* le groupe multiplicatif des unités de l'anneau A 

A: ( ) le groupe UM^ (A) )*. 

SiJTlest un monoTde unifère, nous noterons 

3Î I * le groupe des éléments inversibles de OTl 

ytl^ le monoîde Jtt augmenté d'un élément absorbant noté OJ 

Si DC est un corps, nous noterons 

% le groupe abélanisé d e % , c ' est-à-dire , X * ] • 

JT l'application canonique ! K * — * % 

X le monoîde (IK)„ 
o 

Si en plus le cardinal de % est différent de 2 et si A est un sous-

anneau d e 3 C f 

d é t K :cM(3C)—*3C désignera le déterminant de Dieudonné sur J C 

17] et, 

iM? (A) l'ensemble des éléments A de tels que dét (A) ̂  0. 

(A) 1 'ensemble 

1.2 - Rappel [4] 

Soi t A un anneau . 

On dit que A est un anneau de Ore à gauche (resp. droite) si 

pour tout ( a ,b)€A* 2, il existe (c,d)€tA* 2 tel que : 

ca « db (resp. ac = bd) 
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D'après l'axiome du choix, cela revient à dire qu'il existe 

une application f - f, x f 2 de K* d a n s ^ 2 vérifiant pour tout 

(a,b) € : 

f 1 (a,b)a = f 2 (a,b)b (resp, af 1(a,b) = bf 2(a,b)) 

D'autre part, si A est sans diviseur.de zéro, cela revient en

core à dire 1 1 intersection de deux idéaux à gauche (resp. à droi

te) non nuls de A n'est jamais l'idéal nul. 

Dans ce dernier cas, on dit que A est un domaine de Ore à gauche 

(resp. droite). 

Si (A est un anneau (resp. domaine) de Ore à gauche et à droite, 

on dit tout simplement qu'il est un anneau (resp. domaine) de Ore. 

Si A est un domaine de Ore à gauche (resp. droite), il admet 

alors un sur-anneau, unique à un isomorphisme près, dont tous les 

éléments sont de la forme b~^a (resp., ab"^) avec (a,b) 6 * A x ^ , 

et qui est appelé le localisé total à gauche (resp. droite) de A 

ou encore l'anneau total des fractions à gauche (resp. droite) de <A> 

Si A est un domaine de Ore,son localisé total à gauche et son 

localisé total a droite sont isomorphes. L'un et l'autre sont 

alors appelés le localisé total de A ou l'anneau total des frac

tions d e A . 

1.3 - Définition 

Soient D un domaine de Ore à gauche (resp. droite), % son 

localisé total à gauche (resp. droite),TU un monoTde communtatif 

unifère, cp un Mhomomorphisme régulier" de 2> dansTîl, c'est-à-dire 

un homomorphisme du monoïde multiplicatif3D dans le monoîdeOîltel 

que pour tout a <p(a) soit un élément régulier de OTl [6], 

Olt^le localisé de 3îlpar rapport â If (3)*) [6]. Notons encore cp le 

prolongement de cet homomorphisme en un homomorphisme du monoîde OC* 
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% * dans le monoide OîL^ et l'homomorphisme de % dans OTt^ tel 

<flX* • c'est-à-dire tel que le diagramme suivant soit 

commutâtif : 

M &" 
% 

Nous entendrons par "déterminant s u r £ associé à <f " l'appli

cation îp o d é t ^ liM>Cbît que nous noterons d é t ^ : 

dét^ « tfo d é t x lcMi(û) 

Nous dirons que le déterminant surJD associé à if est "régu

lier" si dét ̂  GM,(Jb)) = <p(3>) 

1.4 - Proposition (Propriétés remarqualbes des déterminants) 

Avec les notations et hypothèses précédentes et en notant raul-

tiplicativement la loi de composition du moncTdeJft, il vient : 

<X ) pour tout n € IN* et pour tout (A,B) € (2)), 

dét v AB = (dé t 9 A) (dét<p B) 
o 

(3) pour tout (m,n) € IN* , pour tout (A,B,C,D) € 

J t . O» x A n tf» x ^ m x n <2» x ^ n x m <*), 

d é t«p (o B) = d é t«p(t) B) " ( d é t » A ^ d é t ^ B ) 

X) pour tout A € X(2)), si B désigne la matrice obtenue à par

tir de A en permutant deux de ses lignes ou ceux de ses colonnes, 

déty B = H M - U d é t ^ A 

Preuve. Cela résulte des propriétés du déterminant de Dieudonné 

d é t ^ [5]. 
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2 - LES DETERMINANTS SUR UN DOMAINE EFFECTIVEMENT DE ORE 

2.1 - Définition 

Nous dirons qu'une fonction f définie sur un ensemble E est 

"calculable" s'il existe un "algorithme (fini)" donnant f(x) pour 

tout x de E. 

Si A est une partie d'un ensemble E, nous dirons que A est 

récursif dans E si la fonction x i — • x e A de E dans l'ensemble 

vrai, faux est calculable. 

Nous dirons qu'un monoide est "effectif" si sa loi de composi

tion est calculable. 

Nous dirons qu'un groupe ^ est "effectif" si le monoïde sous-

jacent est effectif et si l'application x ^ x " 1 de ̂  dans ̂  est 

calculable. 

Nous dirons qu'un monoïde Jîl est "effectivement factoriel" s'il 

est commutatif, effectif, si le groupent? est effectif et récursif 

dans3îl>et si le monoïde JlCJîlVJfl? ) est libre, n désignant l'applica

tion canonique de^Tldans le monoïde quotient Jîl/JTl?, c'est-à-dire 

le monoïde des classes d'équivalence de fil définies par la relation 

d'équivalence ~ tel le que m ~ m* si m' = um pour un u dansJTl*. Au

quel cas toute partie U d e 3 U t e l l e q u e n l J soit injective et que 

n(J) engendre n OîtVfll* ) sera appelée "une base d'éléments irréduc

tibles" deJft, et nous appellerons alors "fonction de factorisation 

de Jît associée à U "la fonction f de JTL dans 

{(u) |u€jît*}Uo { ( u , p 1 , . . , p n , <x l f..,cx n)| u<m*,p.£j, <x. £ IN \ {o} , 

p i i Pj pour 1 £i ̂ n , 1 ̂  j $ n J telle que pour mcJîlW et 

f(m) = (u.p^.., pn ^ ( X p . , , ^ ) , 

on a m = u p^i ... P n

a n , si du moins la fonction f est calculable. 

Nous dirons qu'un monoïde Jftest "effectivement régulier" si tous 

les éléments de 3Usont simplifiables dans JTL, si la fonction 
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f : ( m , s ) t — > m € sJîl de Jîl dans {vrai, faux] est calculable 

et s'il existe une fonction calculable g de A ={(m,s) |se}îl,me sJîl} 

dans Jlt telle que m = g(m,s)s pour tout (m,s) dans A. Auquel cas 

nous appellerons f "une fonction de régularité deîîl" et g "une fonc

tion de régularisation de JTt". 

Nous dirons qu'un anneau (A,+,.) est "effectif" si le groupe 

(A,+ ) et le monoïde (A,.) sont effectifs; et si le monoïde (A*,.) 

est effectivement factoriel, nous dirons que l'anneau ( ,+,.) est 

"effectivement factoriel". 

Nous dirons q'un corps + est effectif si les groupes (3C. + ) 

et (&*,.) sont effectifs. 

Nous dirons qu'un anneau A est "effectivement de Ore" à gauche 

(resp. droite) s'il est effectif et s'il existe une fonction cal

culable f s f| x f 2 deA/* 2 dans A * 2 vérifiant pour (a,b) t A-* 2 : 

f.j(a,b)a = f 2(a,b)b (resp af-j(a,b) = bf 2(a,b)). 

Nous appellerons une telle fonction "une fonction de Ore" à 

gauche (resp. droite) d e A . 

Si A effectivement de Ore à gauche et à droite, nous dirons 

simplement que A» est effectivment de Ore. 

Nous dirons qu'un anneau A est "effectivement quasi-euclidien" 

à gauche (resp. droite) s'il est effectif et s'il existe une fonc

tion calculable f = f^ x f 2 x fg de A x A * dans A * x A 2 et une 

fonction calculable <p de A dans IN telles que : 

«) pour tout a * A , 4>(a) - -oo si et seulement si a = 0 

J3) pour tout (a,b)€^AxtA*, f 3(a,b) = fj(a,b)a - f 2(a,b)b 

(resp. af<|(a,b) - bf 2(a,b) 

S) pour tout (a,b) €vAxiA* f cp (f 3 ( a 9b) ) < cp(b) 
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Nous appellerons une telle fonction f "une fonction d'Euclide" 

à gauche (resp. droite) d e A , et une telle fonction cp "une fonction 

d'ordre" de cA> associée à f . 

Si un anneau "effectivement quasi-euclidien" à gauche (resp. 

droite) A admet une "fonction d'Euclide à gauche (resp. droite) 

telle que f.|(a,b) = 1 pour tout ( a , b ) € <Ax<A* , nous dirons alors 

que A est "effectivement euclidien" à gauche (resp. droite) et nous 

appellerons un tel f une "fonction d'Euclide unitaire" à gauche 

(resp. droite) de ck 

Un anneau effectivement euclidien à gauche et à droite sera 

dit effectivement euclidien. 

Si ik est un anneau, n un entier positif et A une matrice dans 

^ n ( v A ) , nous dirons que A est "quasi-élémentaire" si chacun de ses 

coefficients coïncide avec le coefficient correspondant de la ma

trice unité de 1 ' anneau tM>p (<A), à l'exception éventuelle d'un seul 

coefficient diagonal non nul et d'un seul coefficient non diagonal. 

Nous noterons alors &n(<ft,) l'ensemble des matrices quasi-élémen-

taires de l'ensemble des "listes d'au moins deux élé

ments detH, (<M, c'est-à-dire la r é u n i « V i l ^ h ^ 1 " » e t X ( A ) la réu

nion U £? ( A ) . 

n>0 n 

Nous dirons qu'un anneau <A est "effectivement de Gauss à gauche 

(resp. droite) s'il est effectif <ît s'il existe une fonction calcu

lable f d e c W t ) dans MA) telle que pour tout n € JN* et pour tout 

A c ^ M * n ( A ) , si f(A) = ( P 1 , . . . , P r ) , on ait alors 

et) € iAn(jl) et est triangulaire supérieure (resp. inférieure) 

(3) pour 1 <i ^ r, P. € & n ( A ) 

*) * P r-..P eA (resp. AP 2...P r) 
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Nous appellerons une telle fonction "une fonction de Gauss" à 

gauche (resp. droite) deck. 

Avec les notations de 1;3, nous dirons que dét^ est "effectif" 

s'il existe une fonction calculable f de<M*(£) dans 3ft x q> ) telle 

que pour tout A € cM(D), on ait d é t ^ A ) = f 1 ( A ) ( f 2 ( A ) ) " 1 . Nous a p 

pellerons alors une telle fonction "une détermination effective 

de dét^' 1. 

Nous dirons également que dét^ est "effectivement régulier s'il 

existe une fonction calculable deoM>(2)) dans qui coïncide avec 

dét^ sur <M>(&). Nous appellerons alors une telle fonction "la dé

termination téguliëre effective de dét^". 

2.2 - Théorème fondamental (critère d'effectivité du déterminant) 

Soient D un domaine de Ore à gauche (resp. droite,3îl un monoïde 

coramutatif, cp un homomorphisme simpUfiable de 2) dans3U. 

Si 2) est effectivement de Ore à gauche (resp. droite),3Tl effectif 

et 9 calculable, alors dét^> est effectif. 

Preuve. Elle résulte des deux lemmes suivants : 

2.3 - Lemme 

Avec les hypothèses du théorème 2.2, si ID est effectivement de 

Gauss à gauche (resp. droite), alors d ë t ^ est effectif. 

Preuve. Notons "gauss" une fonction de Gauss à gauche (resp. droi

te) de2>. Un algorithme calculant dét^ A pour A est décrit 

par la figure 2.3.1 où le signe := désigne 1 1affectation et {•••} 

un commentaire, et qui met en oeuvre un algorithme que nous appe

lons "algorithme de triangularisation de Gauss-Ore". C.Q.F.D. 



- 229 -

dét (A) |A étant une matrice carrée à coefficients dans unj 
{domaine effectivement de Gaussj 

début n :» nombre de lignes de A ; 
P :* gauss (A) liste de matrices 
r := longueur de P nombre d'éléments de la liste P 
a := 1 ^ ; 

b l a : 
pour i = 1 à n faire a := a.P^(i,i) ; 
pour k « 2 â r faire 
début pour i = 1 à n faire b : b.P^ " (1 f 1) 
fin ; (de la boucle sur 
( <f (a). 9(b)) 

fin 

Figure 2,3,1 : Calcul d'une détermination effective d'un déter
minant détip par l'algorithme de triangularisation 
de Gauss-Ore 
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2.4 - Lemme 

Un domaine est effectivement de Ore à gauche (resp. droite) si 

et seulement s'il est de Gauss à gauche (resp. droite). 

Preuve. Contentons-nous de la preuve du cas "àgauche", la preuve 

du cas "à droite étant la même à des commutations de termes près. 

Soient donc 2) un domaine de Gauss à gauche, f une fonction de 

Gauss à gauche de 2), g l'application ( a , b ) » — j j j de J)* 2 dans J<>2 (.2) ). 

L'application qui à un couple (a,b) de 2)* associe la seconde 

ligne du produit des matrices de la liste fog (a,b) est alors une 

fonction de Ore à gauche de 3). 

Si maintenant & est un domaine de Ore et "ore" une de ses fonc

tions de Ore, le calcul d'une fonction de Guass de 2) est donné par 

la figure 2.4.1 qui met en oeuvre un algorithme que nous appelons 

"de Gauss-Ore" C.Q.F.D. 

Un critère de régularité effective des déterminants sur un do

maine effectivement de Ore est le suivant : 

t.S - Théorème (de régularité effective) 

Avec les notations et hypothèses de 2.2, si I) est effectivement 

euclidien à gauche (resp. droite) f3TL effectif et (p calculable, 

alors d é t ^ est effectivment régulier. 

Preuve. Si "euclide" est une fonction d'euclide unitaire de 2) à 

gauche et "ordre" une fonction d'ordre associée, le calcul d'une 

détermination régulière effective de dét^ est donné par la figure 

2.5.1 qui met en oeuvre un algorithme que nous appelons "algorithme 

de triangularisation euclidienne" C.Q.F.D. 
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gauss (A) :* { A étant une matrice carrée à coefficients dans un} 
{domaine de Ore à gauche J 

début n :« nombre de lignes de A ; 
I :« matrice unité de 1 1 anneau (D) ; B := copie de A 
P :» (B fI) { initiatisation de la variable P dont la valeur] 

{finale sera le r é s u l t a t } ; 
pour i = 1 à n faire 
début Si tous P-|[k,iJ = 0 pour i ^ k ^ n alors retourner P ; 

{P-|[k,i] désigne le coefficient de la ligne k et de la} 
{colonne i de P^ } 
k Q := inf {k|i $ k * n, P ] [k,i] i 0 } ; 
Si k i i alors 

o 
début Modifier P-j en ajoutant la ligne k Q à la ligne i ; 

Augmenter la liste P en lui adjoignant en queue la 
matrice élémentaire n x n E telle que E [ 1 f k ] • 1 

fin {si k Q i i} 
Pour k = i + 1 à n faire 
début S1 •P 1 [1 ,k] = 0 ALORS RETOURNER P ; 

u := ore (P 1 [i ,i] , P ] [k,i] ) ; 
c : - u ̂  ; d : = u 2 ; 

Modifier P^ en multipliant sa ligne k par d puis en 
lui ajoutant la ligne i multipliée par -c ; 
Augmenter la liste P en lui adjoignant en queue la 
matrice quasi-élémentaire n x n Q telle que Q[k $k] * d; 
Q[i,k] = -c ; 

fin de faire pour k * i + 1 à n 
fin de faire pour i = 1 à n 
fin. 
Figure 2.4.1 : Calcul d'une fonction de Gauss d'un domaine effecti

vement de Ore à qauche par l'algorithme de Gauss-Ore 
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déterminant (A) := JA étant une matrice carrée à coefficient dans} 

jun domaine effectivement euclidien à gauche } 

début n := nombre de lignes de A ; B := copie de A ; S := 1 

Pour j = 1 à n faire boucle sur la colonne de B 

début si B [i,j] = 0 pour j ^ i i n alors retourner ; 

i Q = inf { i | j4 i 4 n, B [i ,j] i 0 j ; 

faire (boucle de divisions euclidiennes sur la colonne} 

(j de B} 

début 1 := liste des i € [i 0>n] tels que B[i,j] i 0 

Si longueur 1 = 1 et 1^>j alors 

début Permuter B[j] et B[}^} ; S := -S 

fin{B[j] = ligne j de B} 

Si longueur 1 = 1 alors retourner ; 

i 1 = inf { i e l |ordre(B[sj]Vs:ordre(B|k, j I) pour k £ l} ; 

Pour i e 1 faire 

début u := euclide (B[1,j], B [ i 1 , j]) ; 

B[i] := B[i] - u ^ B t i ^ 

fin 

fin (de la boucle de divisions euclidiennes sur la} 

(colonne j de B } 

fin (de la boucle sur les colonnes de B } 

< ? < S ) l ^ n ^ B C i . J ] ) 

fin 

Figure 2.5.1 : Calcul de la détermination régulière effective d'un 

déterminant sur un domaine effectivement euclidien 

à gauche par l'algorithme de triangularisation de 

Gauss-Euclide 
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Un autre critère de régularité effective des déterminants sur 

un domaine effectivement de Ore à -gauche ou à droite est l e sui

vant : 

2.6 - Théorème (bis de régularité effective) 

Avec les notations et hypothèses de 2.2, si 3) est effectivement 

de Ore à gauche» Uteffectif» <p calculable, d é t ^ régulier et le mo

noïde <p(J)fr) effectivement factoriel alors dét^ est effectivement 

régulier. 

Preuve. Elle résulte du théorème 2.2 et du lemme 2.7 C.Q.F.D. 

2.7 - Lemme 

Tout monoïde effectivement factoriel est effectivement régu

lier. 

Preuve. Si T T l e s t un monoïde effectivement factoriel dont "facteurs" 

est une fonction de factorisation et "inverse" la fonction m>—*m"^ 

deJT l * dansjîl*, le calcul de la fonction de régularité et de la 

fonction de régularisation de JTLest donné respectivement par les 

figure 2.7.1 et 2.7.2 qui mettent en oeuvre un algorithme que nous 

appelons "alforithme de simplification factoriel 1e" C.Q.F.D. 

Les exemples fondamentaux de domaines effectivement de Ore ou 

effectivement euclidiens sont fournis par la définition et les 

deux théorème suivants : 
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régularité (m,n) : = { m et n étant des éléments d'un monoïde effec-} 

{tivement factoriel } 

début u := facteurs (m) 

p : (( longueur de u ) -1 ) /2 ; 

v := facteurs (n) ; 

q : ((longueur de v)-l)/2 ; 

Si q = 0 alors retourner vrai ; (cas où n est inversible} ; 

Si p = 0 alors retourner faux ; {cas où m est inversible} 

jet n non inversible } 

i :» 2 + q ; 

faire «[boucle sur les exposants des facteurs irréductibles \ 

{de n } 

début Si i > 1 + 2q {longueur de v}alors retourner vrai 

j := i - n ; 

k • *~ 2 9 

tant que u^ i v j et k ̂  p faire k := k + 1 ; 

Si k = 1 + p alors retourner faux ; 

{cas où le factçur v. de n ne divise pas m} 
j 

i := i + 1 

fin {de la boucle sur les exposants des facteurs irréductibles} 

{de n } 

fin 

Figure 2.7.1 : Calcul de la fonction de régularité d'un monoTde 

effectivement factoriel par l'algorithme de simpli

fication factorielle 








































