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Institut de Recherche Mathematique de Rennes 

Campus de Beaulieu. A v du Gl Leclerc 
35 042 R E N N E S cedex 

0 . Introduction . 

On considère le problème de Cauchy conservatif, monodimensionnel en 

espace, strictement hyperbolique et à données initiales prises sous la forme 

d'oscillations de faible amplitude : 

f dtu£(t,x) + dx [ / i ( t i e , t ; e ) ] = 0 . 

u € (0 , x) = U + e hi ^ z , • 

(0) | 

dtvt(t,x) + dx [ / 2 ( u e , t ; e ) ] = 0 . 

ve(0,x) = v + eh2(x,^^y 

où h\ et hi sont choisies continues, à support compact en la première 

variable et périodiques de période un en la seconde variable. Xi e ^ X 2 s 0 1 1* 

déclasse C1 avec x'i(x) e * X2(x) non nuls pour presque tout x dans R . 



2 INTRODUCTION 

Une translation des données permet de choisir (u,v) = ( 0 , 0 ) . 

On suppose par ailleurs, sans perte de généralité, que le système (0) est 

mis sous forme diagonale au point base ( 0 , 0 ) , c'est à dire : 

f (0,0) =f (0,0) = 0 

f (0,0) - a f (0,0) - » 

( avec a < b d'après la stricte hyperbolicité ) 

On fait ensuite l'hypothèse que les deux valeurs propres \i(u,v) et 

À2(u, v) de la matrice jacobienne de (u, v) —> / 2 ( ^ 5 v) ) sont soit 

vraiment non linéaires soit linéairement dégénérées au voisinage de ( 0 , 0 ) . 

Le schéma de Glimm [6] fournit alors l'existence globale en temps d'une 

solution faible entropique (ue,ve) G BVÇBI+) pour ( 0 ) . 

L'analyse du comportement asymptotique des solutions de (0) lorsque e 

tend vers zéro a été abordée pour la première fois en 1985 dans un travail de 

R.J.DiPerna et A.Majda[4]. Le modèle classique proposé pour un système 

2 x 2 est celui de l'optique géométrique faiblement non linéaire non résonante 

pour laquelle on constate un découplage des équations sous la forme de deux 

simples lois de Burgers. L'estimation qui évalue la différence entre le modèle 

(e a\ , ea\) et la solution exacte ( u£ , ve ) est donnée dans [4] sous la forme 

suivante : 

\/K compact, 3 CK > 0 , || (uejv€)-(e(Tl^6cfj) \\L1(K) ^ CK et. 

Cette estimation ne présente donc d'intérêt que pour un temps t asympto-

tiquement petit. 

Le problème de la justification du modèle pour des solutions régulières de 

(0) a fait l'objet de nombreux travaux (consulter par exemple J.Hunter, 

J.Keller[7], A.Majda, R.Rosalès[8] ou J.LJoly, G.Métivier, J.Rauch[9]) 

dans lesquels l'étude de la propagation des oscillations dans un cadre C°° 

est menée à son terme. Mais ce n'est que récemment que Schochet [8] a 

généralisé ces résultats au cas des solutions faibles présentant des chocs. 

Le contexte de son travail est le suivant : système strictement hyperbolique 

monodimensionnel de n lois de conservation avec des conditions de Cauchy 

qui oscillent avec la même période, de manière linéaire et homogène ( pour 

tout i avec 1 ^ i < n , i 4 (Û ,x ) = ehi(x/e) où hi(.) e BV(JR) et 

hi(t + l) = hi(t)). 
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Dans [11], l'argumentation ne saurait à priori se passer de ces hypothèses 

d'homogénéité et d'ajustement des périodes. Par ailleurs, la validité du 

modèle est restreinte à un domaine de la forme [0 , t ] x ]R avec t de 

l'ordre d'une (petite ? ) constante. Cet article se restreint au cas d'un système 

2 x 2 mais aborde des données initiales d'un type plus général, de la forme 

e hi{x,Xi(x)le) 5 c'est à dire non homogènes et à phase non linéaire. La 

compacité du support des fonctions h{ (i = 1 ou 2 ) en la première 

variable permet d'énoncer des résultats valables pour tout temps t. Le 

prix à payer est l'apparition de deux variables d'espace (une lente et une 

rapide) ce qui introduit des problèmes de substitution qu'il importe de 

traiter avec soin. Sinon la démarche ( commune au cas linéairement dégénéré 

et vraiment non linéaire) consiste à exploiter les entropies (chapitre 2.2 

et 3.2) naturellement associées à (0) de manière à écrire des équations 

( chapitre 2.1 et 3.1 ) et des inéquations de propagation pour les mesures de 

Young oscillantes ( [5], [10] et [14] ) définies à partir de sous-suites extraites 

de Ue = (u€/e) et V€ = (v£/e). La justification (chapitre 2.3 et 3.3) 

ainsi que l'unicité du modèle de l'optique géométrique faiblement non linéaire 

résulte dès lors des inégalités ainsi obtenues. Le plan de cet article est donc 

le suivant : 

S O M M A I R E 

1 Notations . 

2 Le cas linéairement dégénéré . 

2.1 Equations de propagation dans les variables rapides 

2.2 Inéquations de propagation 

2.3 Justification du modèle 

3 Le cas vraiment non linéaire . 

3.1 Equations de propagation dans les variables rapides 

3.2 Entropie , flux d'entropie 

3.3 Justification des équations de propagation 
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1 • Notations 

On convient des notations suivantes : 

fi(u,v) = au + qi(u,v) + Ri(u,v) 

avec ç i ( i t ,v) = ~~u2 + c2uv + ^ t>2 et | Jfîi(u, v) | = 0 ( u 2 + 2 

d d 3 

avec ç 2 ( w ^ ) — — u 2 + d2uv + — v2 et | R2(u,v) | = 0 ( ^ 2 + 2 

T désigne le tore à une dimension d'espace. 

Soit U€ = fae/s) et K — (ve/z) avec (u t f ,v e ) solution de ( 0 ) . 

D'après les estimations du schéma de Glimm, { U£ } e (resp {eUc } € ) 

et {Ve }e (resp { s T ^ } , ) sont des suites uniformément bornées dans 

L ° ° ( R + ) (resp dans 2 ? V ( R + ) ) lorsque e tend vers zéro. 

Par conséquent, d'après J M R [10], quitte à extraire une sous-suite ( qui est 

supposée fixée dans le reste de l'exposé ) , il existe deux familles mesurables 

de mesures de probabilité sur 1R { , (t, x , y ) G R + x E x T } et 

{ ut,x,y(ty ? (*> X Î y) € R + x ÎR x T } à support compact en À et satisfaisant : 

Pour tout f eC° ( R ) et pour tout (p e C° ( R + x R x T ) à support compact 

en les deux premières variables, 

e l im J f{Ue(t,x))<p(t,x,Xl{x~at)) dx = 

jJ < Vt!X,yJ(x) > V) àxdy . 

£ l im o J f(Ve(t,x))^(t,x,^^l) dx = 

J J <t/lx,yJiX)> V) dxdy. 
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On introduit aussi : 

Û(£, x) (resp V(t, x) ) la limite faible pour la topologie * ( £ ° ° , L1) 

de la sous-suite extraite de Ue ( resp Ve ) . On a par conséquent : 

Û(t,x) :=fi < > dy et V(t,x) = fi < > dy. 

n ( i , x ) (resp A(t,a;)) la limite faible pour la topologie * ( Z r ° ° , < L 1 ) 

de la sous-suite extraite de V\ ( resp V£ ) . On a par conséquent : 

= Jo1 < "1*#>X2
 > dV e t A (*>*) = /0 < ^ % , r A 2 > ^ ' 

Soit Ur(t,x9y) = < ï't.x.y > A > et V r ( i , = < ^t,x,y ? A > les profils 
associés respectivement aux suites { U£ } e et { Ve } e . 

On note enfin M\> l'espace des mesures de Radon bornées sur . 

2 • Le cas linéairement dégénéré 

Dans ce chapitre, on fait l'hypothèse de dégénérescence linéaire qui conduit 
en particulier aux conditions : 

0(0,0) = c a = = 0 et 0(0,0) = ^ = 0 . 

2.1 Equations de propagation dans les variables rapides. 

Par définition de ( t i 6 ,w c ) solution faible de ( 0 ) , Ue satisfait la condition 

suivante : 

Pour toute (p{t,x^y) régulière, à support compact en les deux premières 
variables et périodique de période un en la troisième variable, on a : 

(is) j J Ue(t, x) {dt<P + a dx<p) (t, x, X l (* ~ a dtdx + 

(ii€) J J c2U£ V£ x'i(x-at) dw<p(t,x,Xl(X~a*^ dtdx + 

/ / 7 V ? ^ ( i ^ X l ( X ~ a t ) ) dtdx + 
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(ive) i J J Ri(u£,ve) a, [ y ( t , a ; , X l ( ! g

e

 a t ) ) eftdz + 

On regarde le comportement à la limite lorsque e tend vers zéro de chacun 

de ces termes. D'après JMR[10], 

lim (ie) ~ / / / UJt, x, y) (dtip + a dx<p) (ty x, y) dt dx dy et 
£—+° J JUl Jo 

lim = / / h(x,y) <p(Q,x,y) dx dy . 
£—>° JIR Jo 

Par ailleurs, les estimations du schéma de Glimm appliquées au second 

terme de l'identité (dt + adx) U£ == —sdx q\{Ue,Ve) — (l/e)dx Ri(u£,vc) 

garantissent les conditions suivantes : 

I (dt+ adx) Ue dy<p(t, x, X l ( g ~ q * ) ) borné dans Mb n W" 1 ' 0 0 

6 d x ) K borné dans M 6 H W-1'00 

a^b 

On a donc, par compacité par compensation ( lemme de Tartar [12] ) , la 
convergence du produit Vc(t,x) . Ue(t,x)(dy(p)(t,x,xi(x — at)/e) vers le 
produit des limites faibles, soit : 

]imo (»i e) = j j J c2 Ur(t,x,y) V(t,x) x'i(x-at) dy<f(t,x,y) dtdxdy 

De même, les conditions 

(dt+ad,) (dy<p)(t,x, X l < < X ~ borné dans M& D W~1,0° 

< (dt+ bdx) Ve

2 = 2 Ve. (dt + bdx) Ve borné dans Mb n W - 1 ' ° ° 

impliquent : 
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lim^ (iii£) = f f J ~2 ^ ^ ' X ^ ~ a ^ dyy>(t,x,y) dtdxdy 

Mais cette limite est nulle puisqu'à (£, x) fixé, on intègre sur le tore la 

dérivée d'une fonction périodique. 

Enfin, e étant en facteur de l'expression, il vient immédiatement : 

lim (iv£) = 0 . 
€ •O ' 

Le calcul précédant montre que la limite faible Ur(t,x,y) doit satisfaire 
la formulation faible de l'équation suivante : 

{{dt + adx)Ur(t,x,y) + c2 V{t,x) x'i(x-at) dyUr(t,x,y) = 0 . 
( ' ' ' \ Ur(0,x,y) = h^x.y). 

En procédant de manière similaire, on obtient pour V r ( t , x , y ) : 

( ' ' } \ Vr(0tx,y) = h2(x,y). 

Les valeurs de Û(t,x) (resp V(t,x)) font l'objet d'un calcul explicite. 

En effet, (0) peut encore s'écrire : 

dtu£(t, x) + a dxu£ + dx {qi(u€, v£) + Ri(u£, v£) } = 0 

t i e (0 ,*) = e h ^ x , * ^ ) 

(2.1.2) < 

dtve(t7x) + bdxv£ + dx{q2{u£,v£) + R2(u£,v£)} ..= 0 

« e ( 0 , x ) = efc 2 (x ,2»M) 

On teste (2.1.2) contre <^(i,a:). On divise par e puis on fait tendre e 

vers zéro. On obtient les équations de propagation suivantes pour les limites 

faibles Û(t,x) et V(t,x) : 

dtÛ(t,x) + adxÛ(t,x) = 0 tf(0,s) = / hx(x,y)dy. 

(2.1.3) | 7 ° 

Ô tV(*,a:) + 6a,y(<,x) = 0 V{Q,x) = / h2(x,y)dy. 
, Jo 
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Soit les expressions suivantes : 

Û(t,x) = fi hx{x-at,y) dy 

et V(t,x) = fi h2(x - bt,y) dy 

Les équations linéaires homogènes du premier ordre données en (2.1.0) et 

(2.1.1) admettent une solution que Ton peut expliciter : 

Ur(t,x,y) = 

h ^ x - a t , y - c 2 x'iix-at) fi fi h2(x~-at+(a~~b)s,y) dsdy^j . 

Vr(t,x,y) = 

h2(^x-bt,y - d2 X2(x~~bt) fi fi hi(x-bt + (b-a)s,y) dsdy^j . 

Ï7 r (£ ,£ ,y) (resp VJ-(t,a;,y)) diffère donc du profil linéaire h\(x — ai, y) 

(respectivement /12(2; — bt,y)) par un décalage de phase. On remarque par 

ailleurs que U^t^x^y) (resp V r ( i , x , y ) ) sont de classe C°° et périodiques 

de période un en y . C'est précisément cette régularité (propre au cas 

de la dégénérescence linéaire) des équations de profil qui permet dans les 

deux paragraphes qui suivent de justifier assez simplement la pertinence des 

modèles donnés en (2.1.0) et (2.1.1). 

2.2 Inéquations de propagation. 

On introduit dans ce paragraphe une famille de couples (entropie , flux-
d'entropie) — ( ï]a^ , qajp ) . Tjaj s'obtient par résolution analytique du 
problème de Goursat-Beudon suivant ( voir [1] ou [2] ) : 

(duh - 0 „ / 2 ) + duf2 — - + dvh — - - 0 

(2.2.0) l 

rj(Q,v) — f3v2 rç(^Û) — au2 

qajp se déduit alors de l'équation entropique à laquelle est ajoutée la 

condition aux limites supplémentaire : qaj(0}0) = 0 . 

L'équation (2.2.0) prise au point base (0 ,0) fournit : 

Cette condition et la forme des données initiales choisies en (2.2.0) 

donnent le développement limité de (rça,£ ? Qarf) a u voisinage de (0 ,0) : 
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(2 2 1) I W = a U* + fi V + 0(^2 + u2)3/2' 

De manière à sélectionner les entropies strictement convexes au voisinage 
de P origine, on impose les conditions supplémentaires suivantes : a > 0 et 
P>0. 

Le couple v€) donné par le schéma de Glimm est solution entropique 

de (0 .0 ) . Soit, pour toute fonction <p(t>x) régulière et positive, 

(2.2.2) J J {riaj(ue,ve) dttpfax) + qa,p(uejve) dxy(t,x)} dtdx 

+ J Vaj^ehxfal^yeh > 0 . 

On divise (2.2.2) par e2 et on fait tendre e vers zero pour obtenir 
l'inégalité suivante : 

V tp(t, x) e C] ( R | ) avec v?(i, x) > 0 , 

J J [a H(t,x) + /3 A(t,x)] ' (dt<p + ad9(p)(t,x) dtdx + 

J J a h\(x,y) (p(0,x) dxdy + J J /3 h\(x,y) tp(Q,x) dx dy ^ 0 . 

On fait maintenant successivement tendre /? vers zero à a > 0 fixé puis 

a vers zero à /3 > 0 fixé. Il vient les expressions (2.2.3) et (2.2.4) : 

(2.2.3) J j n(t, x) (dt<p + a dx(p)(t, x) dt dx 

+ J j h\(x,y) y(Q,x) dxdy > 0 . 
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(2.2.4) j j A(t,x) (dt<p + b dx<p)(t,x) dtdx 

+ j j h\(x,y) yj(0,x) dxdy ^ 0. 

2.3 Justification du modèle. 

L'objet de ce paragraphe est d'aboutir au résultat suivant : 

T H E O R E M E 2. 

Soit ( « 6 ) ve ) une suite de solutions entropiques du système linéairement 

dégénéré (0) . Soient Ur(t,x,y) et Vr(t,x,y) donnés respectivement en 

(2.1.0) et (2.1.1). AJorspour tout temps t avec t^O, 

lim UJt,.) - U T ( t , . , X ^ ' ~ a ï ) \ = 0 et 
£ — o V e J L x ( R ) 

lim V . ( t , . ) - vJt^^LzJ^.)] = 0. 
, - . o ' V " e / | L i ( H ) 

Preuve. 

On pose ze(t,x) = U€(t,x) -~ { / r ( £ , £ , X i ( x ~~ aï) je) . 

Pour tout temps t, on définit la mesure de Young ( classique ) Uty, associée 

à la suite ze(t,.) via : 

V / G C ° ( R ) , £ l im o J f(U€(tyx))tp(x) dx - J < uifXJ(X) > tp(x) dx . 

Le théorème de convergence dominée fournit ensuite : 

V / € C ° ( R ) 5 JàmQ J J f(Ue(t7x)) tp(t,x) dtdx = 

J J < ï / t ,x , / (A)> <p(t,x) dtdx. 

On introduit maintenant une définition : On dit que / ( t , x) appartient 

à LipaÇiïï*) si / est définie pour tout t à valeurs dans L°°(IR) avec 

sup t ¡1 0 ll^oo (]R) < 0 0 e * S 1 P o u r tout (f l'application qui à t fait 

correspondre </v ( / ( t , .)) = / — crf) est lipschitzienne. 
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On peut maintenant énoncer la propriété de régularité suivante : 

Lemme 2.1. 

V / € Cl(H) , < i/«,x,/(A) > € LiPa{R+). 

Preuve. 

Soit s < t, on a : 

I </v(< *t , . , >) - <M< *v ' /(A) >) I 

= lim / <p(s - at) - f(Ue(s,x)) <p(x - a s ) ] 
« •() i JJĴ  

^ lim / / du[f(Ue(u,x)) <p(x — au)] dudx 

mais, 

du[f(U£(u,x))<p(x - au)] = 

f(Ue(u,x))duUe(u,x)<p(x — au) — a f(Ue(u,x)) (p'(xau) = 

~ ad* [ / ( / 7 e ( î i , x ) ) y?(x - au) ] + fie(u,x). 

avec pour tout u , .) € M&(ïïl) défini comme suit : 

/ ie(t i , . ) = — / ( Z 7 e ( î i , . ) ) e ^ ç ^ t / e j V e ) + ~ d x R i v e ) y>(. - au) 

Le premier terme est la dérivée d'une fonction à support compact et donne 
à ce titre une contribution nulle. On a donc : 

| v%%., / ( A ) > ) - il><p(< "s9., / ( A ) > ) | = lim I / / f**(u,x) 

< lim / \fi£(u,.)\CR)du ^ ( sup | ^ ( u , . ) | ( ] R ) ) 

Mais d'après les estimations déduites du schéma de Glimm, on dispose de 
s u P * < u < t I / ^ ( X • ) lOfr) < oo . Le lemme 2.1 se trouve donc établi. 

Le théorème 2 affirme que ze(t,.) converge vers zéro dans X 1 ( H ) fort, 

ce qui est équivalent pour tout t à la réduction à une masse de dirac de la 

mesure de young yt associée à ze(ti •) • C'est ce dernier point qui est établi. 
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Soit 

A = iiniQ J J z2

e(t,x) (dt<p + adx<p)(t,x) dtdx. 

Par construction, on a donc : 

A = j J < i / M , À 2 > (dttp + adxtp)(t,x) dtdx. 

On développe maintenant z*(t,x) : 

z2(iyx) = U2 - 2 Î7e Ur{t,x,xi{x-at)le) + £ / r

2 ( t , x , X l ( x - at)/e) . 
On teste cette expression contre <p(t> x). La fonction Ur(t, x, y ) ayant tout 

d'abord été définie page 5 comme étant le profil associé à la suite {Ue}€ , 

on obtient par passage à la limite lorsque e tend vers zéro : 

A = Jj | n ( t , x ) - j f t / r

2 ( t , x , y ) d y | (dt<p + adxtp)(t,x) dtdx. 

En multipliant (2.1.0) par Ur(t,x,y), on a : 

(2 3 0) i { Ô t + a d x ) ^ + f 9 ( t , X ) X ' l { X " a 0 ^ = ° " 
\ U2

r(0,x,y) = &î(x,y). 

En particulier fi Ul(t,x,y)dy est solution de : 

(dt + adx) f U2

r(t,x,y)dy = 0 . 

(2.3.1) J ° ^ 

/ U2(0,x,y)dy^ / h\(x,y)dy. 
\ JQ JQ 

Soit encore, pour toute </? régulière : 

- / / / U2(t,x,y)(dt(p + adxy)(t,x) dtdxdy = 

/ / ^ï(«,y) ¥>(0,s) d»dy. 

A s'écrit donc sous la forme : 

A = / / n ( i , x ) ( 9 ^ + adxip)(tsx) dtdx 

J Jni 

+ / / AÎ(x,y) y>(0,a:) da?dy. 
JTR JQ 



13 2 . LE CAS LINÉAIREMENT DÉGÉNÉRÉ 

On remarque que pour tp régulière et positive, A figure l'expression 
qui a été obtenue en (2.2.3) après passage à la limite dans des inégalités 
entropiques écrites pour le couple (u£, v€). 

On en déduit que A ^ 0 . Soit encore, pour toute ip régulière et positive, 

A = J J < v t i X , À 2 > (dt<p + adx<p)(t,x) dtdx ^ 0 . 

Le lemme 2.1 et l'inégalité précédante garantissent les hypothèses du 

lemme 2.2 ci-dessous pour le choix de f(t,x) = < ft ,*,A 2 > . On a donc 

< ^t ,x 5 A
2 > — 0 ( o u ut)X = ¿0 avec SQ la masse de Dirac à l'origine) 

pour presque tout x à t fixé, ce qui est équivalent à la convergence forte 

escomptée. 

Reste maintenant à établir : 

Lemme 2.2. 

Soit f(t,x) dans Lipa(St^) , positive et satisfaisant : 

Pour toute fonction test <p(t,x) G Co°(JR^.) positive, 

(2.3.2) / / f(t,x) (dt<p + adx(p)(t,x) dtdx ^ 0 . 
J JRI 

Alors, pour tout t, f(t,x) = 0 pour presque tout x dans M. 

Preuve. 

Soit x u n e fonction de classe C°°, positive, à support compact et 

d'intégrale un. On pose X^(x) = (VAO x(xlv)-

Soit fo fixé et xo un point de Lebesgue de / (¿0,.)* L'ensemble de ces 
points admet dans H un complémentaire de mesure nulle et on a en XQ : 

/ ( * o , * o ) = Hm ( / ( * O , 0 * X M ( - ) ) ( 3 O ) . 
f i — 

On pose Hl°(t) = f?° Xô(s —. *o) ds et on écrit (2.3.2) avec le choix 

particulier de <p(t,x) = JîJ°(t) X»(x ~ xo ~~ a(t — £ 0 ) ) , on obtient : 

( 2 . 3 . 3 ) M J |y f(t,x) X l t ( x - x o - a ( t - t 0 ) ) dx} Xs{t"U) dt ^ 0 . 

L'hypothèse de régularité Lipa(jR*) sur / permet de passer à la limite 

lorsque 6 tend vers zéro ce qui conduit à : 

lim (2.3.3) M = (2.3.3)^0 - / f(t0,x) Xp(x - x0) dx ^ 0. 
6—+Q 

On fait finalement tendre / i vers zéro pour obtenir : 0 ^ f(to,x0) ^ 0 . 
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3 • Le cas vra iment non linéaire 

Dans ce chapitre, on fait l'hypothèse de non linéarité : 

0(0,0) = C l ^ 0 et 0(0,0) = d^0. 

3.1 Equations de propagation dans les variables rapides. 

La démarche du chapitre 2.1 (faire tendre s vers zéro dans les équations 
de propagation écrites au sens faible ) s'applique et conduit à : 

(3.1.0) (dt + ad9)Ur(t,xyy) + (cr/2) X[(x - ai) dy < ^ X , ^ A 2 > 

+ c 2 V(t,x)x'i(x-at)dyUr(t,x,y) = 0 . 

Le modèle naturel qui décrit le profil oscillant associé à U£(tyx) s'obtient 

par remplacement du terme à priori inconu < v \ x y , A
2 > par U2(t,xyy). 

De manière à gagner l'unicité, on ajoute à (3.1.0) la famille des inéquations 

entropiques associée. Soit donc désormais U(t,x,y) et V(t,x,y) les solutions 

entropiques des lois de Burgers suivantes : 

' (dt + adx)U(t,x,y) + | X[(x-at)dyU
2(t,x,y) 

(3-L1) l + c2 V(t, x) X'i(x ~ ai) dyU(t, * , y) = 0 . 

U(0,x,y) = /ii(x,y). 

i(dt + bdx)V(t,x,y) + | - X2(x-bt)dyV
2(t,x,y) 

(3-L2) \ + d2 Û(t,x) x'2(x - bt) dyV(t,x,y) = 0 . 

I V(0,x,y) = h2(x,y). 

Pour établir la pertinence du modèle donné en (3.1.1) et (3.1.2) , le point 

important nouveau est le défaut de régularité (par exemple continuité) 

de U(t,x,y) (resp V(t,x,y)) solution de (3.1.1) (resp ( 3 . 1 . 2 ) ) . Par 

conséquent, les identités qui ont été écrites en (2.3.0) et (2.3.1) dans le cas 

de la dégénérescence linéaire ne sont plus valables. Pour aller plus en avant, 

il faut introduire une famille plus large ( à caractère local plus affirmé ) de 

couples ( entropie , flux d'entropie ) que celle considérée en 2.2. Ce travail 

fait l'objet du paragraphe qui suit. 
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3.2 Entropie , flux d'entropie. 

Soit (f]£(uyv) = r}£(u/£,v/e) y q€{u,v) = qe{u/e,v/e)) une famille de 
couples (entropie , flux d'entropie). r]£(uyv) et qe{u,v) sont donc liés par : 

(3.2.0) Vife(ti, v). f'(e u, e v) = Vg,(w, v ) . 

La résolution de (3.2.0) repose sur la relation de compatibilité nécessaire 
et suffisante suivante imposée à rçe : 

Ce qui se note encore : Pe(uy DUiDv) 77«(ti, v) = 0 . 

Soit x(x) & C°°(ï ï t) paire, positive, à support dans \x\ ^ 1 } et 

d'intégrale un. Pour S > 0 , on note x * ^ ) pour (l/6)x(x/à) • On construit 

t) k}ô(x) = (|- — fc| * XéOX^O • P ° u r t o u * couple (A:, S) choisi dans I I x , 

Vk,ê(-) e s ^ une fonction convexe. Pour /i dans l'intervalle ] 0 , 1 ] , on pose 

* ? M » M ( ^ ) = * 7 M ( A ) + M A 2 de manière à ce que la fonction soit 

strictement convexe sur H . 

On note I?(0, r) la boule centrée au point = (0 ,0) et de rayon r . 

Lemme 3 .1 . 

Pour tout quadruplet (fe,£,r,//) de JR XJR+3 , il existe £*,6 ,r, , i > 0 tei que 
pour tout e pris dans Vintervalle ]0,£jt,£, r,/i], (3.2.1) admette une solution 

Î]€(U,V) strictement convexe dans J3(0,r) . r}e{u,v) est associée à un flux 

q€(u,v) et on dispose des développements limités suivants : 

( 3 . 2 . 2 ) rie(u,v) = nkfiM + ^\u,v) + 0 ( e 2 ) dans L°°(B(0tr)). 

( 3 . 2 . 3 ) ? e ( u , v ) = ar)K>6ttl{u) + eqx{u,v) + 0{e2) dans L ° ° ( B ( 0 , r ) ) . 

Enfin, on a : 

( 3 . 2 . 4 ) ( - a i / e -H 9 e ) ( « , v ) = 

e [ciGk,6Au) + c 2 + ( & - « ) e u 2 ] + 0(e2) 
dans £ ° ° ( B ( 0 , r ) ) . 

e désigne un paramètre à ajuster et Gkts,ti(u)
 e s * déterminé par ; 



16 

Preuve. 

On se fixe e avec : 

(3.2.5) e > (1 + 2 r ) | c 3 / 2 (a - 6) | . 

On choisit ensuite 7]1(uJv) satisfaisant : 

( 3 . 2 . 6 ) = — [ « - ^ ( « ) - * * , « , , ( « ) ] + 

a — 6 au 

On recherche une solution r)€(u,v) de (3.2.1) sous la forme : 

*?e(t*,v) = Vk,6,»(U) + 6 7 l 1 ( u i v ) + e2*lî(u,v)-

Compte tenu de (3.2.6) , (3.2.1) se traduit par la condition de compati

bilité suivante pour rj2(u,v) : 

(3.2.7) P€(u,vyDu>Dv)ri*(u,v) = g€{u,v). 

g€(u,v) s'exprime de manière explicite en fonction de e et des données 

rjkj^iu) et ril(u,v). On retient que g€(u,v) et ses dérivées à tout ordre 

sont uniformément bornés par rapport à e sur J B ( 0 , r ) . 

Comme d v / i ( 0 , Q ) — # « / 2 ( 0 , 0 ) = 0 , P€ se présente, pour e petit, 

comme une perturbation ( régulière ) de l'opérateur différentiel à coefficients 

constants (a — b) d^v. En particulier, il existe e\ > 0 tel que pour tout e 
pris dans [ 0 , £ i ] , P£ soit strictement hyperbolique dans J9(0 , r ) par rapport 

aux droites u + v = c . 

(3.2.7) associé à des conditions initiales nulles sur u + v = 0 admet dès 

lors une solution r?2(u,t;) dans B ( 0 , r ) . Qui plus est, les inégalités d'énergie 

pour les opérateurs différentiels de type strictement hyperbolique associées 

au contrôle dont on dispose sur le terme inhomogène ge(u,v) et ses dérivées 

permet de borner dans X ° ° ( B ( 0 , r ) ) uniformément par rapport à e les 

dérivées d'ordre inférieur ou égal à deux de 7? 2(u, v) . 

Le développement limité (3.2.2) se trouve donc justifié. 

De plus, la matrice hessienne de rj€(u,v) est : 

H(u,v) = [ 

V e dW + e 2 dUl e P„f + e2 d2

vvV

2

e J 
H(u,v) est définie positive sur JS(0,r) si les conditions (3.2.8) et (3.2.9) 

ci-après sont satisfaites : 
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(3.2.8) * a ^ + e * £ + g » | £ > 0 V ( „ , „ ) 6 J » ( 0 , r ) , 

(3.2.9) det H > 0 V (u, v) G B(0, r ) . 

Les dérivées d'ordre deux de rfè étant bornées dans £°° ( l ? (Q , r ) ) , (3.2.8) 

et (3.2.9) s'écrivent pour e petit (e ^ Sk^^r^) • 

(3.2.10) ^ | M £ ( W ) > 0 V u € [ - r , r ] . 

(3.2.11) - g ^ - M > 0 V ( « , „ ) G 5 (0 , r) . 

(3.2.10) est garanti par la stricte convexité de rçjb,$,/i(-) • 
(3.2.11) s'écrit, compte tenu de la relation (3.2.6) : 

(3.2.12) fë^(u) + 2 , i J + 2 e > 0 . 

a — b [ au K
 J 

Mais duT}kts{^) est la convolée d'une fonction d'heaviside et de Xô(-) • 

conséquent, \durik96(-)\ ^ 1 e t (3.2.12) se déduit de (3.2.5) . 

On recherche enfin qe(u, v) sous la forme : 

q£(u,v) = ar)kiS^(u) + e g ^ U j t ; ) + £ 2 ^ ( u , t > ) . 

ç £ (u , i ; ) doit satisfaire l'équation d'entropie, à savoir : 

— ( . , , ) = _ ( e t 4 , e t , ) _ ( . , , ) + — ( e u , ) — ( . , , ) . 

-^(u,v) = — ( e u , e , ) — ( u , , ) + — (eu,**) — (u,v). 
Compte tenu de la condition (3.2.1) ( o u (3.2.7)) qui est maintenant 

satisfaite pour le choix du rjl(u,v) construit précédemment, le système 

(3.2.13) admet une solution q£(u,v) dans J3(0, r ) . De plus, le développement 

limité en puissance de e de q£(u,v) présente un terme d'ordre deux q2(u,v) 
borné dans £° ° (B(Û , r ) ) lorsque e varie et un terme d'ordre un ql(u,v) 
qui satisfait les conditions (3.2.14) et (3.2.15) (déduites de (3.2.13)) ci-

dessous : 

(3.2.14) ^(-av1
 + q 1 ) ^ ) = ( d u + c2v) ?HMJL. 

(3.2.15) ^ ( - f e r ç 1 + q*)(u,v) = (c2u + c3v)^^. 



18 

D ' a p i s (3.2.14), 

(-arj1 + q 1 ) ^ ) - ciGK,6,r(u) + c2vr)kf6,tl(u) + L(v). 

D'après (3.2.6) et (3.2.15), L(v) doit satisfaire : L'(v) = 2(b-a)ev. 
Le développement limité (3.2.4) s'en déduit. 

3.3 Justification des équations de propagation. 

L 'objet de ce paragraphe est d'aboutir au résultat suivant : 

T H E O R E M E 3. 

Soit ( u e , ve ) une suite de solutions entropiques du système vraiment 

non linéaire ( 0 ) . Soient U(t,x,y) et V(t,x,y) les solutions entropiques 

des lois de Burgers (3.1.1) et (3.1,2) . A t fixe, tf(i,.,.) et V ( t , . , . ) sont 

dans BV(M x T) . Elles sont donc déûnies par leur valeur moyenne ( voir 

[13]) en dehors d'un ensemble de H1 mesure de Hausdorff nul et donc 

en particulier presque partout en restriction à Vhypersurîace S* d'équation 

Sç = { ( # , # ) , 0 = xi{x ~ a t ) /e} . La substitution de xi(x — a*)/£ (resp 

X2(x ~ bt)/e) à y dans U(t,x,y) (resp V ( f , x , y ) ) a donc un sens et on a 

pour tout temps t avec t ^ 0 ; 

> ¥ » | ^ . , . ) - f f ( . . . , ï l t ^ î l ) | i i ( H ) = 0 e. 

lim, V.(.,.)-V(f,.,MziÛ) - o. 

Preuve, 

On écrit que (u€jv€) est solution entropique de (0) pour le couple 

(entropie , flux d'entropie) calculé au paragraphe précédant. 

Soit r > s u P c € [ 0 ) 1 ] ( | | U. ||L 8 0(Ry + Il Ve | |L c o(Ry ) • 
Soit Xi u n e abréviation pour X i ( x ~ a^) • 

On obtient : Pour tout £ pris dans l'intervalle ]0, , pour toute fonc

tion (p(t, y) positive, à support compact en les deux premières variables 

et périodique de période un par rapport à la troisième variable, 

j J fje(ue!ve) a t | y ( / , x / l ( X ~ Q < ) ) | dtdx + 

j j U^ve) dx^(t,x,Xl(x~at))} dtdx + 

J ^ e h ^ ^ e h ^ x , ^ ) ) *(0,x,^) dx > 0. 
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Soit encore, 

J J v*(Ue,V£) dt<p(t,x,Xl{x~at)) dtdx + 

j J qe(Ue,Ve) dx<p(t,x,Xl(X~at)} dtdx + 

e / / t " a ^ « ' V « ) + ^ ' ^ ) ] Xi x ^ x ~ a t ^ dtdx + 

/ « i . (^ ( . ,^ )^ ( . ,^ ) )^ (o , . , ^ ) d . > 0 . 

On fait tendre e vers zero à (&,<!>,r,//) fixé. Compte tenu de (3 .2 .2) , 

(3 .2 .3) , (3.2.4) et d'arguments de compacité par compensation analogues à 

ceux développés au chapitre 2 , on obtient à la limite : 

J J J <vt,x)y,rikI6^{X)> (dt + adx)<p(t,x,y) dtdxdy + 

J J J <ulz7y>ciGk,6,n(X) + (b-a)e A(t,x) > Xi dy<p(t,x,y) dtdxdy 

+ III K ^ ^ ' ^ ^ ' ^ ^ M , ^ ( A ) > X'i dy<f(t,x,y) dtdxdy 

+ J J Vk96,p(hi(xry)) <p(Q9x,y) dxdy > 0 . 

Le terme J J j (b — a) e A (t,x) x[ dyip(t, x, y) dt dx dy donne une contri
bution nulle car à (t,x) fixé, il s'agit de l'intégrale sur le tore de la dérivée 
d'une fonction périodique. 

Par ailleurs, pour tout ( i , # , y ) , v}xy est une mesure supportée dans 

.0(0, r ) , domaine sur lequel 7 7 * , 6 i f i ( - ) converge uniformément lorsque ¡1 tend 

vers zero vers 7?fc,$(-) • Par passage à la limite ( fj, — • 0 ) , on a donc : 

(3.3.0) J J J < * ^ , Ï 7 M ( A ) > (dt + adx)v(t,x,y) dtdxdy + 

J j J < vlz,y>
ciGk,6(X) + c 2 ^ ( * , X ) T ? M ( À ) > x[ dy<p(t,x,y) dtdxdy 

+ j J*lk,6(hi(v,y)) ¥>(0,s,y) dxdy ^ 0 . 

avec Gkj(y) = urç* f*(u) - 0? r)kj{t)dt. 
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Soit A(i,x) = / < ^ x y , jA - £/ r(f,ar,y)| > dy. On exploite l'inégalité 

(3.3.0) en démontrant : 

L e m m e 3.2. 

A ( t , x ) satisfait l'inéquation de propagation suivante : 

(3.3.1) ( d t + a 9 8 ) A ( t , i ) ^ 0 . 

Preuve. 

La preuve rigoureuse nécessite de nombreuses régularisations. Pour sim
plifier, on donne tout d'abord l'idée "formelle" de la démonstration : 

En faisant tendre 6 vers zéro dans (3.3.0) , on a la formulation faible des 
inéquations suivantes : Pour tout k dans H , 

(3.3.2) < (dt + «0«K, t t / , |A - *| > + 

( C l / 2 )x i < ^ W, ï | t , , |A - *| (A + *) > + 

C2 xi V{t,x) < d9u}tXty, |A - * | > < 0 . 

On rappelle que U(t,x,y) est solution entropique de (3.1.1) associée au 
flux |Ï7 — A| . Soit, pour tout A dans H , 

(3.3.3) (dt + adx)\U - Aj 

+ (ci/2) xi dy(\U - \\(U + A)) + c 2 xi V(t,x) dy\U - Aj < 0. 

On a par ailleurs : 

(dt + adx) Jy < v}fXj9 , |A - U(t,x,y)\ > dy = 

Jy < (dt + adx)u}tXtp1 |A - U(t,x,y)\ > dy + 

/, < vi*t ' ( ô * + a 5 * ) l A ~ V(tiX,y)\ > dy . 

On fait le choix de k — U(t,x,y) dans (3.3.2). On profite ensuite de 
la positivité de la mesure v}xy pour l'intégrer contre l'inégalité (3.3.3). 
Enfin, on substitue les deux quantités obtenues dans le membre de droite de 
l'expression précédante. On obtient : 

(dt + adx) Jy < ulXiVt\X - U(t,x,y)\ > dy ^ 

~ (ci/2) Jy xi dy {< „lZt9, |A - U(t,x,y)\ (A + U(t,x,y)) >) dy 

- c2 V(t,x) Jy x[dy [< ulx<y, |A - U(t,x,y)\ >} dy. 

Le terme de droite se présente comme l'intégrale sur le tore de la dérivée 

d'une fonction périodique et fournit à ce titre une contribution nulle. Le 

lemme 3.2 se trouve donc "formellement" établi. 
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On donne maintenant les éléments pour une preuve plus rigoureuse. Soit : 

T M (A) = A^M(A) - J\k,s(t)dt - (x«(.)*(^l--*l(- + *)))(A). 

On remarque que ï * $(.) converge uniformément sur tout compact vers 
zéro lorsque 6 tend vers zéro. 

Soit *k i f (À) = K,,f *x«)(A) = < ^ U f O i X ^ - - ) > . 

A ( t , x , y ) fixé, i/£x>f(.) vit dans . 

Soit dr ' et dr des abréviations respectivement pour les mesures de 
Lebesgue dt1 dx1 dy1 d\ et dt dx dy d\. 

(3.3.0) s'écrit encore : 

(3.3.4) / / / / ^,.',,'(A) | A - * | {dt,+adx,)<p{t\x',y') dr' + 

////^'>*'>*'(A)(f lA-fcKA + fc) + ^n<' ,a r ' ) |A-fc | ) x i ^ - d r » + 

/ / / < J / * ' . * V C I T M ( a ) > xi 0,'¥>(*',*',y') d T > + 

J j *lk,6(hx(x',v')) <p(0,x',y') dx'dy' > 0 . 

Soit x';,*;?(«',*',y') = (i/Mx{t-r/f*)x(x-*'/i')x(v-v'№)-

et ^ " ' ( ^ ^ A ) = / / / 4,x,>y,(\) xJ lWV . v ' ) dt'dx'dy'. 

La positivité de v\, x , y , implique z / ' ^ (t ,rc,y,À) ^ 0 . 

De plus z / > ^ ( i , £ , y , À ) est une fonction C°° de ses arguments. 

Soit enfin : 

H}'"\i,x,y) = JJJJj |A-*|(A + *)(xiGr '-aO - xi(*-«*)) 

+ j j j Jc2\\-k\(V(t',x')X[(x'-at') - V(t,x)X[(x-at)) 

•*Î,,',»(A) (^X^K*',*',!,') d r ' . 
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Hà

2'»»\t,x,y) = JJJ < 4 , x ' y ^ ' i T M ( A ) > X[(x'-at') 

• dt'dx'dy' 

(3.3.4) écrit avec le choix de <p(t',x',y') = x^f/ (*',»', y') donne : 

Pour tout (t,x,y) dans R,+ x T et k dans H , 

(3.3.5) - J(dt + adJv^'frxMX) \X-k\ d\ 

- J dyu
6^\t,x,y,X) (^\X~k\(X + k) + c2V(t,x)\X-k\) x'i dX 

+ J Jvk,s(h^x'^))x^(0,x',y')dx'dy' 

+ # 1

W ( M , y ) + H6

2^\t,x,y) > 0 . 

Soit <p(t,x) e Co°(Fv,+) , positive. On note (3.3.6)«,^» l'expression : 

( 3 . 3 . 6 ) w - = / / / / ^ W ( * , ^ , y , A ) \X-V{t,x,y)\{dt + adx)v dr 

Une intégration par parties de (3.3.6)s f 9i t / A

f conduit à : 

( 3 . 3 . 6 ) w < - - Jjjj(dt + adx)u
s^'(t,x,y,X) \X - U(t,x,y)\ y dr 

- j J <(dt + adx)\X -U(t,x,y)\,v6>»'»'(t,x,y,X)ip(t,x)>D,xD dydX. 

On teste (3.3.5) avec le choix de k — U(t,x,y) contre <p(t, x) puis on 

intègre en ( i , x, y) , on obtient : 

(3.3.7) -JJJ J(dt + adx)p
S'fi',1'(t,x,y,X)\X-U(t1x,y)\(p(t,x) dr > 

III J(j\X-U(*>x>v)\(X + U(t>x>v)) + C2V(t,x)\X-U(t,x,y)\) 

.dyu
6>»>»'(t,x,y,X) xi *>(*,*) dr 

" I I / ( H i W ( t ' * ' ï , ) + ^2 W (*.*»y))vK*.*) dtdxdy 
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" / / / / / ^^>^^l(x''y/)) 4\W^',v') dx'dy'dtdxdy 

On exprime que U(t, x, y) est solution entropique de la loi de conservation 

(3.1.1) en testant (3.3.3) contre la fonction test v8^^ ( . , . , . , A) <£>(.,.) puis 

on intégre en A, il vient : 

(3.3.8) - j j <(dt+adx)\\-U(.,.,y)\,us>w'(.)<p(.)>D,xD dyd\ > 

J J <jM\X~ U\(\ + U)),v6>™'(.,.,.,\)<p(.,.)>DlxD x'idydX 

+ U <C*?(t>X)dy\X ~ U\,VS'"'>1'(.,.,.,\)V(;-)>D>XD Xl dydX 

Finalement, après sommation de (3.3.7) et (3.3.8) , on a : 

(3.3.6) w > - j j j J d v ( ^ \ \ - U \ { \ + U) „ W ( . ) ) V(t,x) dr 

~ IIII d y ( c ^ x ^ X - U \ v W ( - ) ) dr 

-JJJ(H^'it^y) + ff2

W(t,x,y)) v»(*,x) dtdxdy 

- JfjJJ l M , l ( * i ( * ' v ' ) ) xJJ'CO.x'.y') dx'dy'dtdxdy 

Les deux premiers termes du membre de droite de l'inégalité précédante 
donnent une contribution nulle. 

On fait tendre S vers zero, jJjHZ'W (*,s,y) dtdxdy s'élimine. 

On fait tendre fj, vers zero, JJJH^'*1'*1 (£ ,# ,y ) dtdxdy disparaît. 

On fait finalement tendre //' vers zero, le terme correspondant à la 

condition aux limites s'en va. 

La manipulation ( S —> 0 puis fi — • 0 puis y! —> 0 ) fait converger 
le membre de gauche (3.3.6)$ î M j^> vers (3.3.6)o,o,o , c'est à dire vers une 
inéquation intégrale qui est la formulation faible de (3.3.1) . 

Le lemme 3.2 se trouve donc établi. 

Soit Ui G CQ(JR X T) (fonction continue et à support compact en la 

première variable ) . </?(.) G C o ° ( l l ) avec || cp \\Loo^gQ ^ !• 

La régularité BVÇR x T ) de £/"(£,.,.) à t fixé permet de donner un 

sens ( se reporter à [3] et [13] ) à la trace bilatère ( moyenne symétrique ) de 

U(t9x,y) sur S* ( courbe de H x T définie au théorème 3 ) . On peut donc 

considérer à t fixé les quantités : 
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(3 .34». = J ^ . ( . . S i ï J ^ l ) - dx. 

( 3 . 3 . 1 0 ) « = f U,(t,x) - v(t,x,Xl(* ~ dx. 

On poursuit maintenant la démonstration du théorème 3 en établissant : 

Lemme 3.3. 

lim (3.3.9), = / / \Ui(x,y) -U(t,x,y)\<p(x) dzdy. 
e—>° JRJi 

lim (3.3.10), - / / < * i , f , , | A - U(t,x,y)\> <p(x) dxdy. 

Preuve. 

On commence par calculer lim, >o (3.3.9), , la difficulté nouvelle étant 
l'absence de régularité (par exemple continuité) en ( x , y ) de U(t,.,.). 

Supposons dans un premier temps pour simplifier que X i ( x ) soit iden
tiquement égal à x et que C2 vaille zéro. Alors l'application W ( . , x,.) définie 
pour tout x par la relation W(t, x,y) — U(t,x + at,y) satisfait le système 
suivant (que l'on note (3.3.11) x pour marquer le "gel" en la variable x ) : 

( dtW(t,x,y) + ^dyW
2(t,x,y) = 0 

\ W(Q,x,y) = hx{x,y) 

et après changement de variable, 

(3.3.9). = J\Ui(x + at,^ - <p(x + at) dx 

y « ( n + l ) 

(3.3.9), = £ / M f * + - ^ ( M , - ) V>(» + a*) dx 

= e 2 J / + - ^ ( * » ^ y » y ) l ¥>(ey + at) dy 

En notant K : H — • R l'application définie par : 

ff(x) = / | Z / | ( * + a t , y ) ™ W(*,a;,v)| y>(ey + at) dy , 
Jy = n 

(3.3.9), s'écrit maintenant : 
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(3.3.9), = e ]T K(en) + e ]T K\e,n) avec 

üf ' (e ,n) = / y + a i ,y ) - W ( i , £ y , y ) | (p(ey + at) dy - tf(en) 

./y = n 

On regarde les propriétés de régularité de la fonction K en évaluant : 

\K(x!) - K(x2)\ ^ (3.3.12) + (3.3.13) avec 

(3.3.12) ^ IMI L oo(R) J \Ui(xi+at,y) - Ui(x2 + at,y)\ dy et 

(3.3.13) ^ I M I L o o ( R ) ^_JW(t,xuy)-W(t,x2,y)\ dy. 

L'uniforme continuité de Ü7j(.,.) (continue sur son support compact) 

assure la convergence de (3.3.12) vers zéro lorsque x\ tend vers x2 . 

Par ailleurs, W(.,rri,.) et W ( . , # 2 , - ) sont respectivement solutions de 

( 3 . 3 . 1 1 ) X l et ( 3 . 3 . 1 1 ) ^ . 

La stabilité L1 des lois de Burgers fournit l'existence d'une constante C 

telle que : 

/ \W(t,xlyy) - W(tJx2jy)\ dy ^ C \hi(xuy) - hx(x2,y)\ dy 

Jy^Q Jy—0 

L'uniforme continuité de h\ ( continue sur son support compact ) assure 

dès lors la convergence de (3.3.13) vers zéro lorsque x\ tend vers x2 . K est 

donc une fonction continue de la variable x . De plus W ( i , x , y ) et U\(x,y) 

étant à support compact en x, K est à support compact. K est donc 

Riemann integrable suivant la formule de sommation suivante : 

(3.3.14) Km e ^ K(en) = / K{x) dx 

= I l V)-U(*,x,y)) <p(x) \\L1 ^xTy 

On établit maintenant : lim, ,o £ ] C n € N ^{e^n) — 0 . 

On a \K\e,n)\ ^ ( 3 . 3 . 1 5 ) „ , c + ( 3 . 3 . 1 6 ) „ , e avec 

/•n-f 1 

( 3 . 3 . 1 5 ) „ , e = / \Ul(ey + at,y)-Ui(en + at,y)\ dy et 
Jn=y 
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(3.3.16)«,« = / \W{t,ey,y) - W{i,en,y)\ dy. 

La sommation portant sur un nombre d'indices de l'ordre de 1/e , il suffit 

de vérifier : 

(3.3.17) lim sup (3.3.15)„ > e - 0 et 
€ •O N 

(3.3.18) lim sup (3 .3 .16) n > e = 0 
e •O N 

Soit maintenant, 

C€ = sup \hx(xuy) - / ^ i ( x 2 , y ) | . 

L'uniforme continuité de h\ sur H x T donne lim £ , 0 Cs = 0 . 

A n fixé, on note ^ ( i ^ n ^ ) et W2(* 5£™, y) les solutions de : 

f c W ( t , £ n , y ) + | 0 , W i 2 ( i , e n , y ) = 0 . 

| W i ( 0 , £ n , y ) = Ai ( en , y) - C£ . 

f W . s n , » ) + j dyW2

2(ten,y) = 0 . 

| W2(0,en,y) = fci(en,y) + C e . 

Pour a; pris dans l'intervalle [en, e(n + 1)] et pour tout y dans [0 ,1 ] , 

on a par construction : 

fti(en,y) - C £ ^ M s , y ) ^ ^i(en,y) + C £ 

Le principe du maximum appliqué à la loi de Burgers (3.3.1 l ) r fournit 
( à t fixé chaque fonction dépend de y seul et est déterminée en tout point 
de R x T par sa moyenne symétrique ) : 

V ( * , s , y ) € [0,T] x [ en , e (n + l ) ] x T , 

Wx{t,en,y) ^ W(t,x,y) < W 2 ( t , e n , y ) . 

D'où : 

( 3 . 3 . 1 6 ) » , , = \W(t,ey,y) -W(t,en,y)\ dy ^ 
Jy-n 

f \W2(t,en,y) - W i ( * , e n , y ) | dy . 
./o 
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De nouveau, le principe de stabilité L1 est de mise et conduit à : 

( 3 . 3 . 1 6 ) ( n > e ) ^ C f 2C£ dy ^ 2CCe. 
JQ 

La condition (3.3.18) est donc assurée et la première partie du lemme 3.3 
est établie. 

Lorsque X i ( ^ ) n'est pas identiquement égal à x ou lorsque c2 est 
différent de zero, on procède par troncation près des points (<o 5#o) avec 
Xi(xo — û t 0 ) 7^ 0 puis on redresse localement la phase. (3 .3 . l l )^ garde la 
forme d'une loi de Burgers mais des fonctions C°° de ( i , x) apparaissent dans 
les coefficients de dérivation en y. L'estimation donnée pour (3.3.16)( n > £ ) et 
qui garantit (3.3.18) demande de ce fait plus de soin. Les détails techniques 
constituent la matière du chapitre 3 de [3]. 

On calcule maintenant lime >o (3.3. ÎO)^ . 

Soit (Ui)i une suite de fonctions de t, x et y, indexée par l'entier / et 

vérifiant : 

(3.3.19) Pour tout t , Ufa.,.) appartient à C ° ( R x T) et est à 
support en x dans un compact fixé, indépendant de / . 

(3.3.20) sup, I l W , - , - ) l l L o = ( ] R ) < °o et 

l i m i ^ o o | | ( ^ - ^ i ) ( * , . , . ) l l L 1 ( R x T ) = Hmi-^oo M * ) = 0 . 

D'après JMR[10], 

ton \u£(t,x) - Ut(t,x,Xl(X ~ <p(x)dx = 

/ / < v)tV\X- Ui(t,x,y)\ > (p(x) dxdy 
JM JT 

Soit, d'après (3.3.20) et la première partie du lemme 3.3 , 

limsup (3.3.10) e - f f < vt,x,y, i A - Ui(t,x,y)\ > <p{x) dxdy < 6((t) 
e—•o I JJEUv 

Mais, 

\L f < ul*,y> \^-Ut\> <p dxdy - f f < uî , \X - U\ > <p dx dy 
\JRJj JÏRJT 

Ll I < v i U » > l A - U i ( t , x , y ) \ ~ \ X - U ( t , x , y ) \ > <p(x)\ dxdy 
JÈMT 

^ Ll <vî,x,v>\Ui(t,x1y)-U(t,x,y)\> \<p(x)\dxdy < 6,(1) 
JIIJT 

file:///JRJj
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Corinne lim/ -rOG S¡(t) = 0 , le second point du lemme 3.3 est établi. 

On termine maintenant la preuve du théorème 3 . 

La positivité de vt,x,y assure : A(t, x) ^ 0. 

Le choix spécifique effectué pour les conditions initiales des systèmes (0) 

et (3.1.1) donne A(0 ,a;) = 0 . 

Le lemme 3.2 permet de disposer d'une inéquation de propagation pour 

la fonction A ( t , x ) , à savoir : (dt + adx)A(t,x) ^ 0 . 

On regarde aussi la régularité de A(t,x) : Soit s < t , 

/ A(t.x)<p(x — at)dx — / A(s,x)<p(x — as) dx 

\m JU 

^ IRIT ' < I À > v ( * - a * ) l dxdv 

La solution entropique d'une loi de conservation scalaire étant lipschitzi-

enne en temps à valeurs Ll , on peut préciser cette estimation en C \t — s\ 

ce qui donne A(t, x) € Lipa ( H + ) . 

Le lemme 2.2 s'applique avec /(t^x) = A ( i , x ) puisque cette fonction 

vérifie les hypothèses requises. Par conséquent, pour tout t , v \ x y = àu(tfx)y) 

pour presque tout ( x , y ) dans R x T . D'après le lemme 3.3, on a donc : 

Kmft (3 .3 .10) e = / / <6u(Í9Xíyh\\-U(t,x,y)\> <p(x)dxdy - 0 

ce qui est équivalent à la convergence forte anoncée dans le théorème 3 . 

Remarque. 

Les résultats énoncés dans ce travail ainsi que les méthodes qui y sont 

développées se généralisent au cas des systèmes de lois de conservation à 

condition toutefois d'imposer des conditions supplémentaires de structure 

sur la fonction / . Ces conditions expriment l'existence d'une entropie locale 

approchée ( au sens des puissances en e ) , Elles s'écrivent : Pour tout triplet 

(ij,k) avec i ^ j , i ^ k et j ^ fc, d\.Uhfi = 0 . En d'autres termes, 

dans les équations de l'optique géométrique sont annulées les quantités 

responsables de l'explosion BV à savoir celles qui se présentent comme des 

produits de convolution. 
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