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R.A.I.R.O.
(9e année, juin 1975, V-2, p. 5 à 31)

COMMANDE OPTIMALE (*)
D'UN MODELE ECONOMETRIQUE DU CANADA

par A. HAURIE, B. JACQUET et A. VAN PEETERSSEN (l)

Résumé. — Un modèle économétrique du Canada de dimension moyenne est considéré comme
un système dynamique dont les commandes sont le taux de change et les dépenses d'investissement
du gouvernement. La commande optimale relativement à un critère faisant intervenir l'inflation,
la consommation, le déficit de la balance des paiements et le chômage est calculée. Un problème
déterministe est résolu par la méthode des multiplicateurs de Hestenes. Le problème stochastique est
ensuite considéré comme une adaptation de la commande aux perturbations. La méthode de Kalman
est utilisée.

Cette recherche a bénéficié d'une subvention du Conseil des Arts du Canada (S73935) et a été
présentée au colloque « Structures Economiques et Econométriques » de VAssociation Rhodanienne
pour VAvancement de VEconométrie (Lyon 1974).

1. INTRODUCTION

Cette étude a pour but d'explorer la possibilité d'utiliser les techniques
modernes de commande optimale des systèmes pour définir des politiques
économiques à partir d'un modèle économétrique.

Depuis quelques années, l'idée d'utiliser une technique d'optimalisation
plutôt qu'une simulation pour tester un modèle économétrique ou explorer
diverses politiques économiques a été avancée par plusieurs auteurs (cf. réfé-
rences [l]-[5]). Pour le Canada l'étude de Holbrook [4] est particulièrement
importante. Les difficultés majeures à surmonter dans cette approche sont
en particulier les suivantes :

— Un modèle économétrique est en général un système stochastique non
linéaire, défini par des équations implicites.

— La dimension du problème d'optimalisation est souvent très grande.

(*) Reçu août 1974.
(1) Ecoles des Hautes Etudes Commerciales. Affiliée à l'Université de Montréal.
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6 A. HAURIE, B. JACQUET, A. VAN PEETERSSEN

Dans cette étude nous proposons de chercher une solution approximative
au problème sous la forme d'une politique en boucle ouverte adaptée. La
politique en boucle ouverte est obtenue comme la solution d'un problème
déterministe. L'adaptation de la commande aux perturbations est envisagée
comme un problème de régulation au voisinage d'une trajectoire et d'une
politique nominales. Pour réaliser Foptimalisation du système déterministe
associé, nous utiliserons la méthode récemment proposée par Hestenes [8]
et détaillée en [9]-[ll] sous le nom de méthode des multiplicateurs ou aussi
du Lagrangien généralisé.

En section 2, nous exposons le problème général de la commande optimale
d'un modèle économétrique. En section 3, nous présentons la méthode des
multiplicateurs telle que nous l'avons utilisée. En section 4, le problème de
l'adaptation de la commande est abordé. En section 5, le modèle économétrique
est exposé. Les résultats de Foptimalisation du système déterministe sont
donnés en section 6 et ceux de l'adaptation de la commande en section 7.
Deux annexes décrivant respectivement l'organisation des programmes et
la technique de Kalman complètent l'exposé.

2. COMMANDE OPTIMALE ET MODÈLES ÉCONOMÉTRIQUES

Un modèle économétrique est la représentation mathématique de l'écono-
mie, c'est-à-dire, en général, d'un système dynamique, stochastique, non
linéaire et héréditaire. Ainsi une spécification économétrique peut généralement
se mettre sous la forme d'un ensemble de relations :

«ptKO, y(i - IX.... Ai - 8) ; *GX <t - i) , . . . . <i - 8) ;
u(i)y u(i - 1), ..., u{i - 8) ; 8(0] = 0 , i = S, 5 + 1, ..., K (2.1)

où
y{i) est le vecteur des v variables endogènes en période L
z(i) est le vecteur des \i variables exogènes non commandables en période /.
u(j) est le vecteur des r| variables de décision en période /.
s(/) est le vecteur des perturbations aléatoires en période L
Le problème de l'estimation des paramètres d'une spécification économé-

trique a été le principal objet d'investigation de la part des économètres.
Cependant une fois le modèle obtenu se pose le problème de son utilisation
pour analyser les différentes politiques économiques possibles. A ce point,
en général, on procède par simulation de façon à tester différents scénarios.
La difficulté majeure, comme dans toute simulation, provient de la multipli-
cité des scénarios ou des politiques envisageables. Les techniques d'optimisa-
tion peuvent alors être d'une grande utilité pour guider l'expérimentateur.
On considère ainsi un critère de performance, construit à partir de différents
objectifs dont on spécifie l'importance relative, et on cherche les politiques
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COMMANDE OPTIMALE D'UN MODELE ECONOMETRIQUE DU CANADA 7

rendant minimal ce critère. Par un choix approprié des objectifs et des pondé-
rations on peut alors explorer systématiquement toute une classe de politiques
efficaces. Ce critère prendra la forme :

ƒ (y, ff, «) £ £ *tK0,. •., yQ - 5) ; z(0,..., *0' - ô) ;

u( i ) , . . . , « ( / -8 ) ; 6(0]. (2.2)

Malheureusement, il n'existe pas de méthode générale pour optimaliser
des systèmes stochastiques aussi généraux que (2.1) et (2.2). On est donc
amené à procéder de la façon heuristique suivante :

i) On considère le système déterministe obtenu en remplaçant dans (2.1)
et (2.2) chaque vecteur aléatoire E(Î) par son espérance mathématique (en
général nulle).

ii) On procède à l'optimalisation de ce système déterministe et on obtient
une politique optimale en boucle ouverte

u* = {u*(ï) :f = 8, . . . , *}

et une trajectoire nominale

iii) On définit un système auxiliaire, linéaire, à coûts quadratiques et à
bruit gaussien (système L.Q.G.) en considérant les variations premières des
équations d'état fournies par (2.1) au voisinage de («*,ƒ*) et la variation
seconde du critère (2.2) sous les contraintes (2.1).

iv) On calcule à partir de ce système L.Q.G. la stratégie de commande
optimale qui définit une politique d'adaptation de la commande en boucle
ouverte ù* aux perturbations aléatoires affectant la trajectoire y*. Cette
adaptation se fait au moyen d'un retour d'état linéaire (linear feedback)

8u*(ï) = - c{î) 5j*(0 - d(i), i = 8, ..., K - 1 . (2.3)

On peut considérer aussi le problème plus général où il y a des erreurs
sur l'observation de 8y*(0. L'optimalisation du système auxiliaire L.Q.G.
se fait suivant la méthode de Kalman [6] qui est une forme d'utilisation du
principe de certitude équivalente. Pour la détermination de la commande
optimale en boucle ouverte nous avons le choix entre un grand nombre de
méthodes de la programmation mathématique. Comme les relations (2.1)
définiront des contraintes sous forme de fonctions implicites avec des retards
dans les variables, les méthodes basées sur l'utilisation du principe du maximum
(cf. [2], [3]) ne seront pas efficaces. Comme dans la phase (iii) de la procédure
décrite précédemment, on doit avoir une bonne, évaluation des multiplicateurs
de Lagrange, une méthode simple de pénalisation des contraintes ne sera pas
non plus très efficace. Nous avons donc opté pour la méthode récemment
proposée par Hestenes [8] et baptisée méthode des multiplicateurs. Cette
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8 A. HAURIE, B. JACQUET, A. VAN PEETERSSEN

méthode utilise une approche mixte faisant intervenir à la fois le multiplicateur
de Lagrange et une pénalité quadratique. Elle permet d'obtenir la convergence
vers la contrainte sans faire tendre la pénalité vers l'infini ce qui donne une
bonne évaluation des multiplicateurs.

3. MISE EN ŒUVRE DE LA MÉTHODE DES MULTIPLICATEURS
DE HESTENES

Posons x = { (y(k), u(k)) : k = 0, 1, ..., K}. Pour des valeurs spécifiées
des variables exogènes et en remplaçant les perturbations aléatoires par leurs
espérances mathématiques, on est amené à résoudre un problème de la forme :

f Min ƒ (x) f:Er-+R

(<p(x) = 0 <p :Er -> Eq, q < r , ( 3 1 )

La méthode des multiplicateurs consiste à considérer l'expression

W(x, X, k) 4 f(x) + XT <p(jc) + k<pT(x) <p(jc) (3.2)

que l'on rend minimale pour X e Eq et k e R, k > 0 donnés. Pour k fixé on
procède à une évaluation séquentielle de x et de X basée sur les règles de récur-
rence suivantes :

(i) Wx(x°,X°,k) = 0 (3.3)

(ii) Xa+l = X* + 2 k(p(x°) (3.4)

qui pour <j donné constituent un « cycle ». A la fin de chaque cycle la pénalité
intervenant dans l'expression (3.2) a augmenté de 2 kq>T(x) cp(x). On voit
que dans cette méthode la convergence vers la contrainte est obtenue eu
changeant d'un cycle à l'autre le multiplicateur X.

La mise en œuvre de cette méthode peut bénéficier de plusieurs modifica-
tions indiquées par Miele et al. [9] et destinées à en accélérer la convergence.
Nous utiliserons un algorithme du gradient et nous mettrons à jour l'évaluation
du multiplicateur après chaque itération en modifiant quelque peu l'expres-
sion (3.4) de façon à rendre minimale à chaque itération l'expression
\\Fx(x,X)\\2où

Nous utiliserons aussi une procédure d'ajustement à chaque itération de la
constante de pénalité k de façon à minimaliser la distance || cp(x) ||2. En bref
l'algorithme se présente ainsi :

1. x°, X° et k° étant donnés, prendre x — x°9 X = X°, k = A:0.
2. Calculer cp(x) et ƒ (x).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



COMMANDE OPTIMALE D'UN MODELE ECONOMETRIQUE DU CANADA 9

3. Calculer <px etfx et en déduire

Fx±fx + q>xX
Px±2q>,q>

X' = X + 2 (3(x, X) <p(x) (3.6)
Fx(x, *. ' )=ƒ, + q>»V.

4. Si pour des seuils Ei et e2 préétablis, on a
i>(x) 4 || (p(x) ||

2 < 6 l (3.7)
Q(x,X')^\\Fx(x,X')\\2 <e2 (3.8)

alors la procédure est terminée, sinon on continue.
5. Calculer le gradient

Wx(x, X') = Fx(x, X') + kPx(x)

et modifier x et k de la façon suivante :
x -• x - a.Wx

, 2P(x) (3-9)
k~*7rF'

A X X X

6. Retourner en 2 en posant X = X'.
A l'usage, il est apparu qu'il était important de faire décroître les deux

fonctions P(x) et Q(x, X) à un même rythme ce qui nous a amené à changer
l'expression de k fournie en (3.9) en :

. j. r
' l c, X')_

pour n = 3 de bons résultats ont été obtenus.
Pour plus de détails sur les propriétés générales de ces méthodes numériques,

on pourra consulter les travaux récents de T. Rockafellar [10] et Martens-
son[ll].

4. COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE
DU SYSTÈME LINÉAIRE, QUADRATIQUE,

GAUSSBEN AUXILIAIRE

Puisqu'un modèle économétrique décrit un système stochastique, il faudra
nécessairement tenir compte des perturbations pouvant affecter la trajectoire
nominale y* en causant une déviation §y* et corriger en conséquence la

n» juin 1975, V-2



10 A. HAURIE, B. JACQUET, A. VAN PEETERSSEN

commande u* en faisant dépendre de façon rétroactive la correction Su*
des déviations 8j>*.

Pour le développement qui va suivre, nous supposerons qu'un seul retard
intervient dans les expressions (2.1) et (2.2). Le Lagrangien du problème (3.1)
prend alors la forme :

, y(i - 1) ; u{ï), u{i - 1)]
yd- i ) ;«(0,«0- 1)1 • (4.1)

Pour une commande et une trajectoire optimales («*, y*) et pour X corres-
pondant aux multiplicateurs de Lagrange la variation première de L(y, il, X)
s'annule. La variation seconde sera une forme quadratique d'expression
suivante :

1 K

'2 £
, 8u(i)T, by(i - If, Ôu(i - If]

ôu(i) (4.2)

où
d2H*(î)

est la matrice des dérivées secondes de

cp'

prises par rapport aux variables d'indice i et i — 1 au point

*(i-l),u*(i- 1)).

Considérons aussi les variations premières des contraintes (2.1) que nous
égalerons à zéro pour i = 1, ..., K

0 = <pj(0 5X0 -H <PÎ(o 5"(0 + <pj(1--i) 5y(i - 1) + (pî(i_1} 6M(Ï - 1 ) 1
A A'hyiî) + £ ' Sw(/) + C1* SK' - O.+ & &u(i - 1) . J (4*3>

Tous les gradients sont ici calculés au point (y*(i\ u*(i), y*(i — 1), «*(/ - 1)).
Il est bien connu (cf. Bryson et Ho [7]) que l'ajustement de la commande
optimale à des perturbations des contraintes (2.1) se fera en rendant minimale
l'expression quadratique (4.2) sous les contraintes linéaires (4.3). Pour
réaliser cela, il est pratique de se ramener à la forme du problème de commande
à équations d'état linéaires et à critère quadratique. On considère comme
variables d'état le vecteur

5*0) = i
et comme variable de commande le vecteur m(i - 1) — 8u(i).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



COMMANDE OPTIMALE D'UN MODELE ECONOMETRIQUE DU CANADA 11

Les équations (4.3) peuvent alors s'écrire pour i = 1, ..., K

B -A1 -A' D'

0
5x0-1) (4.4)

et le critère quadratique (4.2) prend la forme

i = 0

12

QÏT Fi a*
(4.5)

où on a posé :

d2H(i)

dx{i - l)2 dx(i) dx{i -

Nous noterons

N iT

la matrice partitionnée intervenant dans le terme d'indice i du critère (4.5).
Les équations (4.4) et (4.5) représentent alors le problème de commande
linéaire-quadratique auxiliaire permettant d'adapter la commande optimale
à d'éventuelles perturbations.

Comme nous envisageons des perturbations aléatoires et comme les
mesures des variables économiques sont souvent entachées d'erreurs, nous
devrons considérer finalement la version stochastique de ce problème linéaire-
quadratique auxiliaire, définie par :

(i) Les équations d'état stochastiques :

ÔJC(0 = G* 8x(i - 1) + Ql m{i - 1) + TJ(I - 1) i = 1, ... , K (4.6)

où r\{i) est une variable aléatoire.
(ii) Le système d'observation des variables

s(i) = P 5x(î) + v(0 i = 0, ..., K - 1 (4.7)

où v(/) est une variable aléatoire et F une matrice donnée.
(iii) Le critère de performance / = E[J] où / est défini en-(4.5).
La commande optimale d'un tel système fait intervenir une boucle de

rétroaction linéaire associant la commande à la meilleure estimation de l'état
obtenue à partir des observations. Nous rappellerons en annexe 2 les éléments
principaux de cette théorie développée initialement par Kalman [6].

nojuin 1975, V-2



12 A. HAURIE, B. JACQUET, A. VAN PEETERSSEN

5. LE MODÈLE ÉCONOMÉTRIQUE CANADIEN UTILISÉ

Le but de la politique économique est de garder la situation économique
aussi proche que possible d'un cheminement considéré comme le plus désirable.
En cas de divergence croissante entre ce sentier désiré et le cheminement réel,
les responsables de la politique économique subissent des pressions pour
modifier quelques variables économiques appropriées, appelées instruments,
pour tenter de remettre l'économie sur une voie plus satisfaisante.

Au lieu de tester à priori certaines politiques économiques, en simulant
leur impact avec un modèle économétrique, la théorie de la commande opti-
male mettra en évidence la meilleure parmi toutes les solutions possibles en
termes d'un critère approprié de bien-être. En outre si la politique « optimale »,
telle qu'issue du modèle, est manifestement erronée, la théorie de la commande
optimale devient un instrument pour tester la validité du modèle utilisé.

Finalement l'optimalisation fournira certaines informations sur la sensi-
bilité de l'économie ou du moins de sa représentation dans le modèle, quand,
à l'optimum, le critère de bien-être, les instruments ou le monde extérieur
changent.

En économie, les objectifs sont presque toujours incohérents et contradic-
toires ; il est supposé que l'on cherche à maximaliser une « fonction d'objectif »
qui combine les différentes variables d'état et également les instruments (par
exemple, les gouvernements n'aiment pas accroître les taxes ou les taux d'intérêt
même si ceci s'avérait nécessaire) ; alternativement, on peut essayer de mini-
maliser une « fonction de coûts » ou « fonction de pertes » qui va combiner
la différence entre le niveau réel des instruments et des variables d'état avec
le niveau désiré pour ces variables.

En face d'objectifs économiques contradictoires, les préférences des agents
économiques peuvent se traduire marginalement par une pondération des
objectifs. Il est clair que la fiabilité des résultats va dépendre de la qualité
du modèle économétrique et de la pondération adoptée pour construire le
critère de performance. Cette pondération, rarement connue de façon explicite,
peut aussi évoluer en fonction de la situation économique à cause des pressions
exercées par les administrés (cf. Villanueva [12]). Nous avons donc choisi
le critère de performance suivant :

J =

+ 0,5 ot3 PGNP - 2a4(C + VB). (5.1)

La valeur de la cible concernant le taux de chômage, 0,04, correspond à
un taux de chômage de 2 % car la variable L représente environ la moitié
de la main-d'œuvre. Dans cette fonction de coût les variables qui interviennent

Revue Française d" Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



COMMANDE OPTIMALE D'UN MODELE ECONOMETRIQUE DU CANADA 13

directement sont le taux de chômage — , la balance des paiements
U ~T 1~J

PM.M
TcïT

l'indice implicite des prix du produit national brut et la consommation privée
plus l'investissement industriel (C + VB) ; cette fonction de coût inclut égale-
ment un instrument : TCHy le taux de change du dollar canadien vis-à-vis
du dollar américain. Dans cette fonction, les paramètres af sont tous égaux
à 0,25 et seront modifiés plus tard pour tester la sensibilité des variables à
un changement dans les poids de la fonction d'objectif. Les autres coefficients
servent à rendre à peu près homogènes les différents termes de la fonction
de coût.

Cette fonction de coût implique que le décideur est intéressé simultanément
à combattre l'inflation et le chômage, à maximiser la consommation plus
l'investissement industriel et également à équilibrer la balance des paiements.
Nous avons considéré deux instruments : les investissements du gouverne-
ment VGV et le taux de change du dollar canadien vis-à-vis du dollar améri-
cain ; le choix du taux de change comme instrument est particulier au Canada
qui a une longue expérience de taux de change flottants.

Les contraintes — c'est-à-dire les équations du modèle économétrique
utilisé — sont les suivantes :

I> = ÜL • exp (28.5425 - 0.013052 t ) • < " 0.458891]0.541109
XX X

PC — PC
W « W •- (1 . + *1("-732 + 1.1102 — ^ £=i - .007099)

t t -1 Vt r^ 1

-3.63677 ^1 W t
exp •"• '

PGt = ^ t - l + 1 ' ? 7 0 3 2 (Wt * V ^ + ° '1 9 3 3 6 6
PM. PM. , \

^ " ïÇJî )
= .001444 + 1.02187 C ^ + 0.383001 (Yt - Yt_1)

PVt = 51.4721 + 0.544331 Wt + 0.090655

Figure 01.

n°juin 1975, V-2



14 A. HAURIE, B. JACQUET, A. VAN PEETERSSEN

PCt = 44.0771 + 0.421171 Wt + 0,234515 PMt / TCHt

VB t = .116227 + 0.894199 V B ^ + .375629 t ^

/ W - V PM / TCH - PM. , / TCH _ \
PX^ = PX. T 1 1 . - .010629 + 0.436778 -— — + .311649 —* «rr5 r-iêw *=i

t t ~ 1 l Wt-1 P M t - l ' T C H t - l I

PMtLog Mt = -6.09271 + 1.00299 Log GNPt - 0.817498 Log p^p * T g H

Ü
U .̂ - V' , - 9.82897 + 0.589410 IMM_ - 5.37580 (L^ - L̂ . . ) r—^rr-

VAG0vt =0 .217726 + 0.361932 Gvt

Log DTXv. = -3.80834 + 1.45288 Log PIv.

(ITv-SUv) « ^680790 + 0.143445

RENTv = -0.045379 + 0.137836

TNALt = -2105.53 + 2.52416

GNP = C + G + X - M + D S

V = VG + VH + VB

C v = C • PC

G = Gv / PC

Xv = X • PX

Figure 02.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



COMMANDE OPTIMALE D'UN MODELE ECONOMETRIQUE DU CANADA 15

Mv » M • PM / TCH

Vv » V • PV

VHv ~ VH • FV

VBv « VB • PV

DSv =* DS • PGNP

GNPv » Cv + Gv + Xv - Mv + Vv + DSv

PGNP = GNPv / GNP

NNIv = GNPv - CACjZhr - (LT^-SV^)

PIv - NNIv + TRFGv + IPDv + ICDv - NDEv

PDIv « PIv - DTXv - TRTGv

Y » PDTv / PC

Sv = PDIv - Cv

GDPFv = GNPv -(ITv-SUv)

GDPIv = GDPFV - VAAGv - VAFOv - VAFIv - VAG0V - RENTv

0 = GDPIv / PGNP

Kt = (1 - .08) Kt-1 + .89 VBtB t _ 1

K t " Kt ' TNAL+ U

Figure 03.

LISTE DES VARIABLES

Toutes les variables de la comptabilité nationale sont aux prix constants
de 1961 à moins qu'elles ne soient suivies d'un suffixe « v », dans lequel cas
elles sont à prix courants ; ces variables sont exprimées en milliards de dollars
canadiens, les indices des prix sont à base 1961 = 100; la main-d'œuvre,
le chômage et l'immigration sont exprimés en milliers.

n° juin 1975, V-2



16 A. HAURIE, B. JACQUET, A. VAN PEETERSSEN

SYMBOLE DÉFINITION

1. C Consommation privée
2. Cv Consommation privée
3. CAC0V Amortissement du capital
4. DS Variation de stock
5. DSv Variation de stock
6. DTXv Taxes directes
7. G Consommation publique

courante
8. Gv Consommation publique

courante
9. GDPFv Produit intérieur brut aux coûts

du facteur
10. GDPIv Produit intérieur brut « des

secteurs industriels »
11. GNP Produit national brut
12. GNPv Produit national brut
13. ICDv Intérêt de la dette des consom-

mateurs
14. IPDv Intérêt de la dette publique
15. ITv-SUv Taxes indirectes moins subsides
16. K Capital dans les secteurs indus-

triels
17. L Main-d'œuvre (nombre d'em-

ployés dans les entreprises uti-
lisant 20 ou plus d'employés)

18. M Importation de biens et services
19. Mv Importation de biens et services
20. NDEv Profits non distribués aux per-

sonnes
21. NNIv Revenu national net (coûts des

facteurs
22. NVPAv Revenu net de placements versé

aux non-résidents
23. 0 Produit intérieur brut du secteur

industriel
24. PC Indice des prix implicite de la

consommation privée
25. PG Indice des prix implicite de la

consommation publique
26. PGNP Indice des prix implicite du pro-

duit national brut
27. PM Indice des prix implicite des

importations en biens et ser-
vices

28. PV Indice des prix implicite de la
formation brute de capital fixe

29. PX Indice des prix implicite des
exportations en biens et ser-
vices

SYMBOLE DÉFINITION

30. PW Prix mondiaux (Prix des expor-
tations des régions dévelop-
pées ; Nations-Unies)

31. PDIv Revenu personnel disponible
32. PIv Revenu personnel
33. RENTv Loyers payés par les locataires et

loyers imputés
34. TRFGv Transferts du gouvernement aux

personnes
35. TRTGv Transferts des personnes au gou-

vernement
36. TW Commerce mondial (importa-

tions, C.I.F.)
37. U Chômage
38. IMM Immigration
39. VAAGv Valeur ajoutée dans l'agriculture
40. VAF0v Valeur ajoutée dans la sylvi-

culture
41. VAFIv Valeur ajoutée de la pêche et

piégeage
42. VAGOv Valeur ajoutée des gouverne-

ments
43. V Formation brute de capital fixe
44. Vv Formation brute de capital fixe
45. VG Investissements des gouver-

nements
46. VGv Investissements des gouver-

nements
47. VB Investissements industriels non

résidentiels
48. VBv Investissements industriels non

résidentiels
49. VH Investissements résidentiels
50. VHv Investissements résidentiels
51. W Salaires (salaire hebdomadaire

moyen en dollars)
52. X Exportations de biens et services
53. Xv Exportations de biens et services
54. Y Revenu personnel disponible aux

prix constants de 1961
55. T Temps
56. TNAL Total de l'emploi non agricole
57. Sv Epargne personnelle
58. K* Capital industriel utilisé
59. TCH Taux de change du dollar cana-

dien vis-à-vis du dollar amé-
ricain.
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Ce système contient 39 équations simultanées, la moitié dé ces équations
sont non linéaires dans les variables endogènes. Il contient 16 équations de
comportement estimées d'abord par la méthode des moindres carrés ordinaires
et, ensuite, par la méthode des doubles moindres carrés (Klein [13]) en ayant
recours aux variables instrumentales de F. Fisher [14]; et il contient égale-
ment 23 identités de la comptabilité nationale. En outre pour chaque période,
ce modèle nécessite les valeurs prises par quelque 20 variables exogènes.
Comme la plupart des modèles utilisés couramment, ce modèle-ci est du
type keynesien où la demande joue un rôle déterminant avec quelques boucles
qui le rendent simultané.

La demande finale, qui est composée de la consommation publique,
de la consommation privée, des investissements industriels, des investissements
en logements, des variations de stock, des exportations desquelles on soustrait
les importations, définit le niveau du produit national brut simultanément
en termes réels et en termes nominaux. De ce produit national brut à prix
courants nous soustrayons différents postes comme l'amortissement, les
taxes directes et indirectes, les intérêts et divers transferts pour obtenir le
revenu personnel disponible qui va déterminer la consommation privée.

Egalement de cette estimation du produit national brut, nous pouvons
calculer le niveau de l'emploi par une fonction de production. Les changements
dans l'emploi induisent des changements dans le chômage et ainsi des change-
ments dans les salaires. Les variations de salaires et les variations de l'indice
implicite des prix à l'importation déterminent des variations des prix pour
les autres postes de la demande finale.

Les indices des prix implicites sont utilisés non seulement pour calculer
la demande finale à prix courants mais ils sont également utilisés dans l'équa-
tion du commerce extérieur, parce que les exportations et les importations
varient avec la demande — respectivement les importations mondiales et
la demande intérieure — et également avec les prix relatifs intérieurs par
rapport aux prix mondiaux.

Finalement les modifications dans le produit national brut induisent de
nouveaux investissements industriels; cette partie-ci du modèle n'est pas
très élaborée, puisque l'on s'est dispensé d'introduire les taux d'intérêt dans
la fonction d'investissement. Cependant cette fonction d'investissement
nécessite seulement un seul retard, alors que des fonctions d'investissement
plus compliquées incorporeraient un plus grand nombre de retards. Comme
première approximation nous avons choisi de garder la structure la plus simple.

Ce système de 39 équations simultanées non linéaires est résolu aisément
en 9 ou 10 itérations par période par la méthode Gauss-Seidel, pour chaque
période le point de départ étant la solution d'équilibre de la période précédente.
La prévision pour les années 1972-1981 la plus probable, ou disons, la prévi-
sion standard, à partir de laquelle nous essaierons d'optimaliser le modèle,
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