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CHAINES DE MARKOV, NON HOMOGÈNES, à
CAUSALITÉ CONSTANTE :

MATRICES D’ÉCART D’HOMOGÉNÉITÉ (*)

B. Le MAIRE et G. MAUFFREY
Centre d’Enseignement Supérieur des Affaires Jouy-en-Josas

SOMMAIRE

Cet article est issu d’une recherche sur le développement de certains

modèles stochastiques dans le domaine du comportement du consommateur,
vu sous l’angle Marketing.

Le modèle général que nous présentons ici est une extension, que nous
croyons à la fois réaliste et fructueuse, de modèles bien connus de "Brand
Loyalty and Brand Switching", les modèles Markoviens, homogènes, du 1 er ordre.

(Ces "anciens" modèles, bien qu’assez rudimentaires et assez simplistes
continuent d’être employés dans la pratique, en vue de donner une première
approximation quantitative de l’évolution au cours du temps de l’état d’un

système qui peut être, par exemple, la part de marché d’une marque d’un
produit particulier (eau minérale, biscuit sec, bière,...) qui appartient le plus
souvent à la classe des produits alimentaires de grande consommation).

L’intérêt d’un modèle un peu plus sophistiqué apparaît d’autant mieux
que l’on considère avec plus d’acuité les inconvénients du modèle Markovien
"habituel" ; de fait, le plus gros reproche que l’on peut faire à ce modèle

classique, mis sur pied sous sa forme actuelle aux alentours des années 1960,
a été fait par Ehrenberg(l), qui déclarait en substance : Les analystes "Mar-
koviens", pour justifier leurs hypothèses d’homogénéité (au cours du temps)
du phénomène étudié, considèrent que la situation analysée est dans une

phase stable, (marché à l’équilibre, ou à peu près) et qu’il n’y a donc pas
de raison que la "matrice de transition (2 ) ne soit pas, elle aussi, stable, c’est-

à-dire, "indépendante du temps ". 
Ehrenberg concluait alors "si rien ne bouge, ou à peu prés, même si l’hypo-

thèse d’homogénéité est justifiée, l’intérêt d’une telle analyse est presque nul".

Il est évidemment plus intéressant de pouvoir étudier une situation

moins figée, et c’est ce que nous allons faire dans cet article.

Cet article se décompose, de façon schématique, en 2 parties.

---------------

(1) An appraisal of Markov Brand-Switching Models - Journal of Marketing Research -
Vol. 11 (novembre 1965), 437-62.

(2) Cette matrice est aussi appelée tableau ou matrice de comportement.
(*) Article remis en Avril 1974, révisé en Septembre 1974.
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La 1ère partie établit les résultats purement théoriques concernant ce
modèle, qui est une extension évolutive, (non homogène dans le temps)
des modèles Markoviens usuels. Nous démontrons un certain nombre de

résultats nouveaux, nous précisons certaines conjectures (dont celle d’Harary-
Lipsten) en les généralisant à un nombre quelconque d’états et en donnant
certains contre-exemples, non mis en lumière jusqu’alors, résultant du relâ-
chement de certaines hypothèses, en utilisant pour cela des résultats relative-
ment classiques d’algèbre linéaire. Nous prouvons en particulier que certains
résultats asymptotiques de chaînes homogènes ergodiques restent valables.

La 2ème partie, beaucoup plus orientée vers l’utilisation du modèle expose
un certain nombre d’algorithmes indispensables pour l’utilisation effective
de notre modèle. Ces algorithmes développent essentiellement une méthodo-
logie de recherche de la matrice de causalité dans le cadre d’une chaîne à 2
états. Ces algorithmes vont du plus général (connaissance de certains vecteurs
d’états seulement) au plus particulier (connaissance des matrices de transition).

Le problème se pose en effet, pratiquement de la façon suivante : quelles
données sont disponibles pour évaluer et tester les paramètres du modèle.

1/ Si les parts de marché sont seules disponibles, cas assez fréquent
hélas, l’algorithme correspondant doit être assez complexe analytiquement,
et débouche sur des problèmes statistiques relativement sophistiqués si l’on
veut tenir compte des fluctuations aléatoires (non expliquées par le modèle).
Nous avons mis au point dans ce cas un algorithme analytique et construit 5
ou 6 programmes empiriques informatiques dans ce domaine.

2/ Si, au contraire, les matrices de transition sont disponibles, cas peu
fréquent en pratique (mais considéré souvent comme une hypothèse de base)
l’algorithme analytique prend une forme très élémentaire, et les programmes
statistiques, mis aussi au point par ailleurs, ne sont qu’une forme à peine éla-
borée des programmes usuels de régression multiple. Dans cette même partie
nous parlerons des problèmes laissés ouverts par cette recherche et des débou-
chés pratiques que peut présenter un tel modèle.

1ère PARTIE - RESULTATS THEORIQUES

Dans cette première partie, théorique, nous allons introduire la notion

générale des chaînes à causalité constante. Nous démontrerons en particulier
qu’une partie de la conjecture de Lipstein(3) sur les problèmes de convergence
d’une telle suite est valide : nous l’avons d’ailleurs généralisée au cas d’une
chaîne à un nombre quelconque d’états (voir théorème 1, paragraphe III,

---------------

(3) Lipstein : "A Mathematical Model of Consumer Behavior" J. of M.R/2/259-265
(1965)

Revue de Statistique Appliquée, 1975 vol. XXIII N’ 4



43

1 ère partie). Nous démontrerons par ailleurs que, dans certains cas, les pro-
priétés limites des chaînes homogènes sont conservées, c’est-à-dire que le

produit M 1 cm 1 C2 M 1 Cn M , 1 a la même limite que le terme Cn M1,
lorsque n ce qui n’avait pu être fait par Harary-Lipstein (4)

Soit 6 une chaîne de Markov (à nombre fini N d’états) ayant pour
suite de vecteurs d’états la suite (P n)n E N* et pour suite de matrices de tran-
sition, à une étape, la suite (Mn)n~N*.

Nous supposerons, dans toute la suite, que la suite (Mn) n’est pas néces-
sairement constante, c’est-à-dire que la chaîne n’est pas nécessairement homo-

gène, mais que l’on a du moins l’hypothèse restrictive suivante :

Hypothèse : 3 C, matrice carrée d’ordre N, ~ n ~ N*, Mn+1 = C Mn, c’est-
à-dire qu’il existe une matrice C, dite de "causalité" markovienne, telle que la
matrice de transition pour la période n + 1 se déduit de la matrice de transition

pour la période n par prémultiplication de Mn par C.

Définition : Nous dirons que nous avons une chaîne à causalité constante.
(Le cas C 1 nous ramenant au cas particulier des chaînes homogènes).

Remarque : S’il existe au moins une matrice Mn inversible, C sera obtenue(S) 
immédiatement de Mn et de Mn+1, puisque : C = Mn + 1 . Mn-1 ;

1 - QUELQUES DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES

Définition 1 : Une matrice pseudo-stochastique est une matrice dont la somme
de chaque ligne est égale à 1(6).

Lemme :

i) L’ensemble des matrices carrées pseudo-stochastiques (de même ordre)
est un demi-groupe(7) possédant un élément neutre, la matrice unité

ii) Le sous-ensemble des matrices carrées pseudo-stochastiques inversibles
est un groupe
---------------

(4) Harary-Lipstein-Styan : "A Matrix Approach to Non-Stationary Chaîns" (Op. Res/
18/1168-1181/1970).

(5) Nous verrons dans la 2ème partie comment C peut être obtenue pratiquement à partir
de données réelles.

(6) Une matrice stochastique étant pseudo-stochastique et vérifiant, en plus, la propriété
que tous ses termes soient &#x3E; 0.

(7) Pour la multiplication matricielle.

(8) Une matrice stochastique étant pseudo-stochastique et vérifiant, en plus, la propriété
que tous ses termes soient &#x3E; 0.
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iii) L’ensemble des matrices carrées pseudo-stochastiques est un ensemble
convexe.

Les démonstrations, élémentaires, ne seront pas données ici.

II - ETUDE D’UN CAS PARTICULIER : N (nombre d’états) = 2

A - Quelques notations : (La chaîne considérée, à 2 états, est supposée
à causalité constante).

Posons

Nous allons maintenant relier Ei , i = 1 , 2 , 3 , 4 à di, i = 1 , 2

B - Théorème : Si d 1 ~ d2 (voir note en bas de page pour le cas con-
traire(10),
alors :

---------------

(9) Cette restriction n’est pas très forte et, de plus, correspond à un cas particulier très
facile à étudier directement : en effet, dans le cas N = 2 C non inversible signifie,
puisque C est pseudo-stochastique, que les 2 lignes de C sont identiques. On peut
alors voir, immédiatement, que l’on a Mn+1 = Mn, dès que n &#x3E; 1, avec, de plus,
les 2 lignes de Mn identiques.

On a alors, toujours pour n &#x3E; 1, non seulement un processus homogène, mais aussi
un processus stationnaire.

(10) Si on pose k = d 1 - d2 on peut voir immédiatement, de la démonstration du théorème
aue
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dans le cas où M2 est inversible. Si M2 n’est pas inversible, la chaîne est ho-

mogène et stationnaire.

Démonstration du théorème(11)

1/ Posons

tement, par identification :

c’est-à-dire :

et, en supposant M2 inversible,

2/ Si M2 n’est pas inversible, c’est-à-dire si m2 = P2’ on a alors,
nécessairement :

Le processus est alors homogène et stationnaire.
---------------

(11) Une démonstration plus rapide sera donnée dans la partie E de ce même paragraphe ,
mais les liens entre les di, les cj et les ek ont paru intéressants à étudier directement.
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3/ De même, en utilisant la relation :

on obtient (pour m2 =1= P2)

4/ Les relations

liant les coefficients des matrices inverses C et D, jointes aux relations (E1)
et (E2 ) donnent alors :

C - Corrolaire :

i) Si ai 1 =1= a2 (M2 inversible) alors

---------------

(12) Rappelons que l’on peut montrer aisément que :

(13) Ce cas ne peut d’ailleurs se produire dans la pratique, car pour n suffisamment

grand, Mn ne serait plus stochastique.

Revue de Statistique Appliquée, 1975 vol. XXIII N’ 4



47

Démonstration : La preuve du corrolaire est immédiate, puisque reposant
sur les propriétés bien connues de la série géométrique.

D - Stochasticité de la limite (éventuelle) de la suite (Mn)n~N
Nous allons maintenant nous intéresser, dans le cas où (Mn) converge,

aux propriétés nécessaires de cette limite.

Les propriétés des matrices de transition sont telles que l’on doit avoir,
~n~N, Mn stochastique. On a d’abord le lemme suivant :

Lemme : Si lim Mn existe,, alors cette limite est stochastique.

Preuve : La limite éventuelle de cette suite doit aussi être stochastique, l’en-
semble des matrices stochastiques étant un sous-ensemble convexe borné
fermé.

Remarque : Nous avons vu, dans le paragraphe C, dans quelles conditions
la suite (Mn )nEN, c’est-à-dire en fait la suite

convergeait, au moins dans le cas N = 2, N étant le nombre d’états.

Nous allons généraliser ce résultat dans le cas N quelconque, en mon-
trant que si toutes les valeurs propres de C, en dehors d’une seule (qui est
toujours égale à 1), sont strictement inférieures, en module, à 1, alors la suite

(Mn) converge : de plus, quelle que soit la matrice C, si la suite (Mn) converge,
c’est nécessairement vers une matrice stochastique dans le cas où toutes les

Mn sont stochastiques.
Avant d’établir ce résultat, très général, nous allons donner une autre

démonstration du théorème B.

E - Autre forme du théorème B

Théorème : Si El , E2, ... , En sont les différentes matrices d’écart,

alors :

( 14) C a toujours 1 comme valeur propre, puisqu’elle est pseudo-stochastique.
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1
étant les 2 valeurs propres de la matrice C, avec 03BB =  k = c1 - c2
(Rappels : M2 - C . Ml = Ml + El , ,...,Mn+1 = C . Mn + En)

Preuve : D’après le théorème de Cayley, nous avons :

(C - I)(C - 03BBI) = 0

d’où, en post multipliant par M1, première matrice de transition

Cn ayant les mêmes valeurs propres que C, nous aurions, de même :

L

identification :

III - EXISTENCE D’UNE MATRICE LIMITE DANS LE CAS GENERAL
D’UNE CHAINE CAUSALE A N ETATS

A - Position du problème (conjecture de LIPSTEIN)
Soit C une matrice de causalité régulière d’ordre N. Soit M, 1 une matrice

carrée stochastique d’ordre N. Nous nous proposons de trouver une condition
nécessaire et suffisante pour que la suite (Mn)n1 soit convergente, avec

Nous aurons, pour cela, besoin de quelques propriétés des polynomes
minimaux d’une matrice.

B - Polynome minimal d’une matrice

Etant donné une matrice A il existe un polynome P (X), normé, de degré
minimum tel que P(A) = 0. Ce polynome, dit polynome minimal, divise,
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en particulier, le polynome caractéristique de A. On a, plus précisément :

avec

Définition : zi est valeur propre à spectre simple ssi la dimension du sous-

espace vectoriel propre associé à zi est ai . On peut démontrer que :

Théorème : zi est à spectre simple ssi z, est d’indice 1 (i.e l’exposant de (X - zi)
dans le polynome minimal est égal à 1)

Remarque : Si toutes les valeurs propres d’une matrice d’ordre N sont à spectre
simple, la matrice est dite scindée. Cela signifie que RN est somme directe
des sous-espaces propres, qui sont, ici égaux aux sous-espaces spectraux.

C - Propriétés générales des matrices d’écart

Rappelons qu’une matrice d’écart E est une matrice dont la somme
des éléments de chaque ligne vaut zéro.

La chaîne de Markov, à N états, étudiée ici étant supposée à causalité
constante, nous avons :

et nous poserons : 

Soit : Xr + Ar- 1 Xr- 1 + ... + Ao le polynome minimal de C.

1 étant valeur propre de C, nous pouvons écrire :

Revue de Statistique Appliquée, 1975 vol. XXIII N° 4
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L’équation minimale peut donc s’écrire en faisant intervenir C :

D’où :

Lemme 1 : Les matrices d’écart En vérifient une équation de récurrence
linéaire à coefficients constants, d’ordre r - 1, r étant le degré du polynome mi-
nimal de C.

En effet l’équation (En ) devient, en la multipliant par CnM1 :

et, en remplaçant (C - 1) Cn Ml 1 par En + 1

Lemme 2 : Quelque soit n  1, En peut s’écrire comme combinaison linéaire
des (r - 1) premières matrice d’écart

les a (i , n) étant déterminés de façon unique par des équations de récurrence
linéaire à coefficients constants, lorsque les Ei , i = 1 à r - 1 sont indépendants.

Démonstration :

i) Par récurrence il est évident que les En peuvent s’exprimer comme
combinaisons linéaires des r - 1 premières matrices d’écart, c.a.d :

ii) Par identification(15), les a (i , n) doivent donc vérifier les équations :

Remarque : Cette équation de récurrence se résoud de façon simple.
En effet : Br-2 représente l’opposé de la somme des r - 1 valeurs spec-

trales de C (différentes ou non), 1 étant exclu (1 fois).

Br- 3 représente le produit 2 à 2 des r - 1 valeurs spectra-
les.

Br- 4 représente l’opposé du produit 3 à 3.

( 15) Cette identification étant possible, puisque les (Ei)i= 1sont supposées indépen-
dantes.
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Ces racines (spectrales) étant notées zi , 0  i  k , zi étant d’indice
k

(3i’ avec L. (3i = r - 1, il est bien connu que les solutions de l’équation de
i=0

de récurrence (Eq6) sont de la forme :

les X(i,j , p) étant déterminés par les conditions initiales :

Lemme 3 : ~i=0,1,...k ~ j=1 ,...,03B2i~p t.q.03BB(i, j, p) ~0
En effet, dans Rr- 1 les vecteurs ep = (bp ~)~ = 1 , ... r - 1 représentent r

la base canonique : si le lemme était faux cela signifierait que ces r ,.- vec-
teurs indépendants seraient chacun combinaison linéaire de r-2 vecteurs, B B
ce qui est absurde c.q.f.d :.

On a donc, en particulier, V i 3 j 3 p t.q.03BB(i , j , p) ~ 0 r 
On a donc le 

y 

On a donc le

Théorème 1 : La suite

est convergente, dans le cas où les r - 1 premières matrices En sont indé-

pendantes, ssi les conditions suivantes sont satisfaites.

ci 1 est valeur propre à spectre simple

C2 les valeurs propres de C différentes de 1 sont de module strictement infé-
rieur à 1.

Démonstration

On sait en effet que la série de terme général

un = nazni est convergente ssi |zi 1  1 (avec a 0)

Du lemme 2, de l’équation (Eq7) et du lemme 3 on déduit alors le

théorème précédent, puisque :

Ce théorème correspond à la conjecture de Lipstein reprécisée dans l’ar-
ticle de Harary-Lipstein-Styan "a matrix approach to nonstationary’ chains"
(Op. Res. N-D 1970) dont la démonstration et les conditions de suffisance
n’avaient pas encore été énoncées, à notre connaissance.
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Corollaire :

Si 1 est l’unique valeur propre de C, alors la suite (Mn)n1 est conver-

gen te ssi C = 1

On a aussi le :

Théorème 2 : La suite (Mn ) est convergente au sens de CESARO dans le cas
des (En)n=1 , ... , r - 1 indépendantes ssi les conditions suivantes sont vérifiées.

C1bis : Toutes les valeurs propres de module 1 sont à spectre simple.

C2bis Les autres valeurs propres sont de module strictement inférieur à 1.

IV - RECHERCHE DE LA FORME DE LA MATRICE LIMITE DANS LE

CADRE DU THEOREME, C ETANT UNE MATRICE SCINDEE

A - Notations

Soit z 1 , Z2 ... , zr-1 les valeurs spectrales de C autres que 1.

Nous poserons :

B - Expression des X

L’équation Eq 7 peut ici s’écrire, puisque Pi = IV i (donc j = 1) en

posant X(i, 1 , p) = À (i, p)

Nous sommes donc ramenés à (r - 1) systèmes de (r - 1) équations
pour déterminer les X.

Pour p fixé nous avons r - 1 équations à r - 1 onconnues, qui peuvent
se résoudre de façon simple :

Multiplions la n-ième équation par 11 ~i(n) (0), où ~(n)i (0) désigne la

valeur de la dérivée n-ième du polynome Qi au point 0.
En ajoutant alors membre à membre les r - 1 équations nous obtenons :
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c’est-à-dire

De la formule de Taylor pour les polynomes de degré r - 1, on obtient :

D’où

C - Forme de la matrice limite dans le cas où la matrice est scindée

L’équation 7bis s’écrit :

c’est-à-dire que Mn+ 1 est alors égal à :

Soit, à la limite, puisque Izi  1, pour i = 1 , 2 , ... , r - 1

Nous allons montrer que M~ peut s’exprimer uniquement en fonction
de coefficients Bp ou Ap . 
Théorème 3 : Dans le cas où C est scindée, et sous les hypothèses du théorème
1, on a :

Preuve :
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D’après la formule d’interpolation de Lagrange, tout polynome K de
degré inférieur ou égal à r - 1 peut s’écrire sous la forme :

En prenant pour K le polynome unité nous obtenons :

soit, en dérivant n fois :

Remarquons que, puisque

et que

De façon générale, on aurait :

Donc

Alors
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Donc

Ce qui nous donne :

V - CAS DES RACINES D’INDICE QUELCONQUE

A - Préliminaires

Nous sommes toujours dans les hypothèses du théorème 1. Soit

Z0 = 1 et z1 , z2 ,...,zp

les autres racines de l’équation minimale, respectivement d’indice 03B2,1 03B22 , ... j3p

Soit P (X) le polynome minimal de C

Nous noterons

- p (X) = (1 - X) R (X) et à partir de R on définira de même
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Rappel : La base de Lagrange pour l’interpolation polynomiale d’Hermite

est l’ensemble des polynomes

vérifiant les conditions

Tout polynome de degré inférieur ou égal à r - 1 s’écrit alors :

Un calcul assez simple, donné en annexe, montre que :

Si a (n , q) est le coefficient de Eq dans l’expression de En nous avons,
en prenant comme base de l’espace vectoriel des suites solutions de l’équation
de récurrence

Les X(i, j , q) étant déterminés par le système de r équations à r inconnues

Multiplions la kème équation par 1 k! f(k)i,j (0), et additionnons les équa-p q p 
k! "

tions. D’après les conditions imposées aux fi,j, et la base choisie, le coefficient
deX(m,n,q) est zm x f(n)i,j (zm)

Donc seul le terme en X (i , j , q) a un coefficient non nul, égal à zi .

D’où :
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B - Détermination de la matrice limite des Mn

En remarquant que pour IZi  1 (ce qui est supposé vrai ici).

Nous obtenons :

En considérant l’interpolation d’Hermite par rapport au point Zi d’ordre

Pi et zo = 1 l’ordre 1, nous avons une formule semblable à celle donnée dans
le rappel, où nous noterons les polynomes d’interpolation avec des lettres

majuscules.
En particulier pour le polynome constant égal à 1 nous avons :

avec

et

Pour trouver Moo nous allons tout d’abord démontrer que :

En effet :

(16) djzi(1 1-z) représente la dérivée d’ordre j de la fonction 1 - 1 au point
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Or d’après la formule de Leibnitz

D’où

Un simple raisonnement par récurrence montre que :

D’où

Or :

D’où :

ce qui donne, en posant Br = 1

On retrouve donc, comme dans le cas des racines distinctes
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Soit, en revenant à la définition des Eq

C - Annexe

Détermination des fi,j (z). Le premier système de conditions entraine

que fij (z) est divisible par Qi(z).

Soit

où

Pour déterminer Ai,j(z), il suffit d’utiliser la deuxième série de condi-
tions et la formule de Newton. En effet :

Soit

Donc

Remarques

1/ Théorème(18) : Si 1 est valeur propre simple la matrice limite M~
quand elle existe, à toutes ses lignes identiques.
Démonstration : Puisque Moo = CM.., toute colonne de Moo peut être consi-
dérée comme vecteur propre(19) de C associé à la valeur propre 1. Dans le cas
ou 1 est valeur propre(19) simple, les vecteurs propres sont de la forme x ,
d’où le résultat. 

x

--------------

(18) Ce théorème, extrêmement simple, nous apparaît fondamental puisque cela signifie
que, dans le cas (très fréquent) où 1 est valeur propre simple Mn et M, M2 ... Mn
ont la même limite lorsque n Ce résultat n’avait pu être montré par Harary-
I.inqte.in-.qtv2n
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